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AVANT-PROPOS

Ce livre s’adresse aux éleves de Premiere qui suivent 1’enseignement de spécialité « Mathématiques ». Les parents et les
enseignants y trouveront également matiére a accompagner ou approfondir les notions abordées.
Il est conforme au programme officiel de I’Education Nationale francaise en vigueur a la rentrée 2026.

Cette édition est une version revue, corrigée et enrichie de la précédente.
Pour chaque chapitre, vous trouverez :

e un cours complet réunissant les outils mathématiques nécessaires a la compréhension de la notion abordée;
o des exercices de base, destinés a illustrer les notions fondamentales a maitriser ;
o les énoncés des exercices;;
e leurs corrigés détaillés.
Chaque exercice est accompagné d’une indication de difficulté :
W exercice accessible ;
W exercice de niveau intermédiaire que 'on peut voir dans un devoir surveillé par exemple ;
FRK exercice nécessitant un raisonnement plus approfondi.

Un pictogramme ¢ cliquable accompagne chaque énoncé : il vous redirige vers une page de mon site internet ot vous
pouvez signaler une erreur ou laisser un commentaire.

A la fin de chaque énoncé figure le numéro de la page du corrigé correspondant, sur lequel vous pouvez cliquer pour y
accéder directement.

En fin de volume, vous trouverez des exercices de type « Epreuve anticipée » afin de vous entrainer a cette épreuve écrite.
Je vous remercie de la confiance que vous accordez a ce livre. Il est le fruit d’un travail long et minutieux ; aussi je vous
serais reconnaissant de ne pas le partager : ce livre est a usage strictement personnel et sa reproduction ou sa revente,

sous quelque forme que ce soit, est formellement interdite.

L’auteur,
Stéphane Pasquet
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ﬂlntroduction et motivation

bTrajectoire d’un objet lancé avec un angle

Imaginons l'expérience suivante : on lance un objet quelconque a partir d’'une hauteur h par rapport au sol, avec un
angle o par rapport a ’horizontale, et ce avec une vitesse initiale vg. Le tout est rapporté a un repere, comme représenté
ci-dessous :

0]

Les lois de la mécanique newtonienne nous permettent de dire que I’équation de la trajectoire (en rouge) est :

9

2
—————a“ + (tana)x + h
203 cos? a ( ) ’

y =
ol g ~9,81m -s~2 sur Terre.

Si on souhaite connaitre :
e le point culminant de la trajectoire,
e l’endroit ou va tomber I'objet,

ou avoir d’autres informations sur cette trajectoire, il serait intéressant de savoir étudier les fonctions de la méme forme,
c’est-a~dire de la forme :
f(z) = az® + bz +c.

C’est ce que nous allons faire dans ce chapitre.

b Définition

On appelle polyndme du second degré, ou polynéme de degré 2, les polynomes de la forme :
P(z) = az® + bz +c , a#0,

ou a, b et ¢ sont trois nombres réels.
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Py(z) = 3% — 52 + 2 est un polynéme de degré 2 avec a =3, b= —5 et ¢ = 2.
Py(z) = —82% + 4x — 7 est un polyndme de degré 2 avec a = —8, b =4 et c = —7.

ﬂ Forme canonique

D Définition

Soit P(x) = az? + bz + ¢ un polynome de degré 2.
On appelle forme canonique de P la forme suivante :

P(z) = a(z — a)? + 8,

b
oﬁa:—% et f = P(a).

Considérons le polynéome P(x) = 3z2 — 5x + 2.
Alors,

et donc :

D Sens de variation

Soit P(x) = a(z — a)? + B la forme canonique d’un polynéme de degré 2.

Sia>0: Sia<0:
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ﬂ Racines éventuelles

} Définition

Définition 3

Soit P(z) = az? + bx + c.

On appelle racines de P(z) les nombres z; tels que P(z;) = 0, c’est-a-dire les solutions de ’équation P(z) = 0.

Exemple 3

P(z) = 322 — 52 + 2. 2 = 1 est une racine de P(z) car P(1) =3 x 12 —-5x1+2=0.
1 Q(z) = 2% + & — 6. © = —3 est une racine de Q(z) car Q(—3) = (-3)2 +(—3) —6=9—-3 -6 =0.

b Existence de racines

e Résultat préliminaire

Propriété 2 (résultat intermédiaire)

Pour tous réels x et m,

Développons & I'aide de I'identité remarquable (a + b)? = a? + 2ab + b? :

m\2 m? m\2 m?
(e+3) —F=F+ixgxe+(3) -

2
= +mx—|—7Z 72/

= 22 —+ max.

L’égalité est ainsi démontrée.

° Discriminant

Considérons un polynéme P(x) = ax? + bz + ¢, avec a # 0. Alors :

[ b c
P(x)=a x2—|—x—|——]
a a
b\ B \ "
=aflle+—) ——5+— d’apres la propriété 441
2a 4a?2  a
b\° b2 —dac o . .
=a T+ 2— — T en mettant au méme dénominateur les deux dernieres fractions
a a

Cette derniere écriture nous pousse a considérer la définition suivante.
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Soit P(x) = az? + bz + ¢, avec a # 0.

On appelle discriminant de P(z) le nombre A (lire « delta ») défini par :

A = b% — 4ac.

On consideére le polynéme P(z) = 3z% — 5z + 2.
Son discriminant est :
A= —dac=(-5)?—-4x3x2=25—-24=1.
o Trouver les racines éventuelles

Nous cherchons a résoudre 1’équation :
P(z)=0

LANN-Y
* 2a 4a?

d’apres I’écriture trouvée précédemment. Comme a # 0, cette équation est équivalente a :

c’est-a-dire :

a =0

c’est-a-dire :

On voit alors que trois cas sont possibles :
o Cas ou A < 0. L’équation (E) n’a pas de solution car un carré n’est jamais strictement négatif.

o Cas ou A =0. L’équation (E) est alors équivalente a :

b 2

soit : )
— =)
x+2a
% .. b
car Y* =0 <~ YzO,enposant1c1Y:x—|—2—.
a
Ainsi,
__ b
24’

e Cas ou A > 0. L’équation (E) est alors équivalente & :

2 2 2
(m + b) - 4A72 =0 <— (:r + b) - <\/K> =0 de la forme A? — B* =0
a

2a 2a 2a
b VA b VA o
— <x+ e 2a> (m—i— o + 2a> =0 factorisation : (A — B)(A+ B) =0
b VA b VA
<:>$+27_%—0 ou +%+% 0
S SN
2a 2a 2a 2a
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De cette étude, on en déduit la propriété suivante :

Propriété 3 (racines d’un polynéme)

Soit P(x) = ax? + bz + ¢, de discriminant A.
o Si A <0, P(z) n'a pas de racine.
o Si A =0, P(z) a une racine (dite « double ») :

o Si A >0, P(z) a deux racines distinctes :

—b— VA :—b+\/Z

L] = ———— et x
! 2a 2 2a

Remarque 1

Dans le cas ou A > 0, on dit que z; est 'expression conjuguée de x5, et réciproquement.

Exemple 5 (nombre de racines)
Py(z) = 2% + z + 1. Son discriminant est :
A=1"-4x1x1=-3<0.

Donc P(z) n’a pas de racine.

1 Py(z) = 42% + 4z + 1. Son discriminant est :
Ay=4% —4x4x1=16—-16=0.

Donc P(z) a une racine :

P3(z) = 22% — 52 — 3. Son discriminant est :
Az = (=52 —-4x2x(=3)=25+24=49 > 0.

Donc P(z) a deux racines distinctes :

—b— VA
TL= —b+ VA
—(=5) = VIO T T
T 2x2 (=5 + V49
-2 2x2
== 1
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aFactorisation et signe d’un polyndome de degré 2

b Factorisation

Propriété 4 (factorisation)

Soit P(x) = ax? + bz + ¢, avec a # 0, de discriminant A.
o Si A <0 alors P(z) ne se factorise pas sur R.

. b\?
. SlA—OalorsP(ac)—a(m—i—%) .

o Si A >0alors P(z) = a(z — z1)(x — x2), oll 1 et xo sont les racines de P(x).

Py(z) = 2% + 2 + 1. Son discriminant est :
A=1"-4x1x1=-3<0.

Donc P(z) ne se factorise pas sur R.

Py(z) = 42% + 4z + 1. Son discriminant est :
Ap=4"—-4x4x1=16-16=0.

Donc P(z) a une racine :

b 4 1
T 20 2x4 2’
et donc :
2
P3(z) = 222 — 5z — 3. P(z) a deux racines distinctes : x; = —% et 9 = 3 d’apres les calculs menés dans les
exemples 5.
Donc :

P(x) = (m—i— %) (x —3)

1
que 'on peut aussi écrire, en développant 2 (m + 5) :

|P(x) = (22 +1)(z — 3)]
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b Signe d’un polynéme de degré 2

La propriété suivante est une conséquence de la factorisation d’un polynéme de degré 2.

Soit P(x) = ax? + bz + ¢, avec a # 0, de discriminant A.
o Si A <0 alors P(z) est du signe de a sur R.

T —00 +00
P(z) sgn(a)
. . b .
e Si A =0 alors P(z) est du signe de a, sauf pour z = ~ %4 ou il s’annule.
T —00 -2 +o0
2a
P(x) sgn(a) 0 sgn(a)

e Si A > 0 alors P(z) est du signe opposé de a entre les racines, et du signe de a ailleurs.

x —00 1 Z2 +00

P(z) sgn(a) 0 sgn(—a) 0  sgn(a)

1
Reprenons I'exemple ott P(z) = 222 — 5z — 3, dont les racines sont —3 et 3. Alors,

P(z) + 0 - ] +

ﬂSomme et produit des racines

b Premiers résultats

Propriété 6
Soit P(x) = ax? + bx + ¢, a # 0, dont le discriminant est supposé strictement positif.

On note alors z; et z2 les deux racines de P(z).
Alors,

c
Iy Tty = == et T1 X Tg = —.
a a
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Démonstration 2

D’apres la propriété 4, si A > 0,
P(z) = az? + bz + ¢ = a(x — z1)(z — z3).
En développant le dernier membre de ces égalités, on obtient :

az® + bx + c = a(x® — T2x — T12 + T172)
ax® +bx + ¢ = a[acz — (1 + z2)z + :1311‘2]

az? + bz + ¢ = axQ—a(:z:l + x2)z+az 2.

Cette derniere égalité étant vraie pour toutes les valeurs de z, cela signifie que les coefficients sont égaux entre eux :

b= —a(zy + x2) et c=arTs,
c’est-a-dire :
b @
Ty + Lo = —— et T1To = —.
a a
w
P Exploiter la somme et le produit des racines
Propriété 7 (somme et produit des racines)
Soient z; et x5 deux nombres réels.
Posons :
S =x1 + 2o et P = xz125.
Alors, 1 et 2o sont les racines du polynome :
22— Sz + P.
Démonstration 3
Posons f(z) = 2> — Sz + P, avec S = x1 + 13 et P = 2175.
o f(z1) = 22 — (z1 + z2)x1 + 2122 o flz2) = 22 — (x1 + T2)x2 + 2122
= x% i x% — T + 2122 = m% — T1To — x% + z129
Donc z; est une racine de f(z). Donc z est une racine de f(z). v

Remarque 2 (pour les futur.e.s expert.e.s)

Si on pose S(x1,x2) = 21 + 23 et P(x1,x2) = 2122, alors remarquez que :
S(x1,x2) = S(x2,21) et P(x1,x2) = P(xz2,21).

On dit ici que les fonctions S et P sont symétriques en x; et zs.

Exemple 8 (trouver les dimensions d’un rectangle)

Un champ rectangulaire a une aire égale a 7 560 m? et un périmetre de 354 m.
Quelles sont les dimensions de ce champ ?

Notons x1 et xo les dimensions de ce champ.

Son aire vaut 7 560 donc xz1z9 = 7 560.
Son périmeétre vaut 354 donc 2(z1 + x2) = 354, soit x1 + xo = 177.
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D’apres la propriété 7, x1 et x5 sont les racines du polynoéme :

22 — 177z + 7 560

dont le discriminant est :

A = (—177)% — 4 x 7 560 = 1 089.

Ainsi,
177 — /1089
ry = f
et
by 177 4+ /1 089
2

Les dimensions du champ sont donc 105 m et 72 m.

ﬂ L’essentiel

=72

= 105.

[ P(z) = az® + bz + ¢

!

A = b — dac

s 2 e
Les racines sont :
Une racine « double » : R -b— VA
= ==
Pas de racine dans R —b 2a
rs = —
e —b+VA
Ty = ————
2a
L J
s 2 e
Pas de L Factorisation : Factorisation :
as de factorisation alz — Q?S)Z alz — z1)(x — 22)
L J L
4 \ 4 A4
e N
a>0 1>0 a>0 \
S S
s i T
xs T1 2
S S
a<0 \
L a<0 ] a<0
A4
x —00 +00 x —00 x1 T2
P(x) sgn(a) P(x) sgn(a) 0 sgn(—a) 0 sgn(a)
\4
x —00 zs +00
sgn(a) : signe de a P(x) sgn(a) 0 sgn(a) sgn(—a) : signe opposé de a
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Prendre un bon départ

Exercice type 1 » Trouver les racines d’un polynéme

Pour chacun des polynémes suivants, indiquer combien de racines réelles il possede et donner leur valeurs quand
elles existent.

B 52243242 B 3:2 + 42+ 2 B «?-8z+4

Le discriminant de —5z2 4 3z + 2 est :
A=b>—4ac=3% -4 x (=5) x 2 =9 +40 = 49.

A > 0 donc le polynéome admet deux racines réelles :

b—VA  -3-V49  -10

Tr1 =

2a 2x(=5) —10
et
. —b—vVA =34+ 49 4 2
2 = = = = —_

2a 2x(=5)  —10 5
Le discriminant de 3z2 + 4z + 2 est :
A=t —dac=4>—-4x3x2=16—24=—8.

A < 0 donc le polynéme n’admet aucune racines réelles.
Le discriminant de 422 — 8z + 4 est :

A=b>—4dac=(-8) —4x4x4=064—064=0.

Le polynéme admet donc une racine réelle (double) :

ro— - - 8
07 Tou T T 2x4

Exercice type 2 » Signe d’un trin6me

Résoudre I'inéquation : —52% + 3z + 14 > 0.

Le discriminant du polynéme —5z2 + 3z + 14 est :
A =0%—4dac=3% —4 x (=5) x 14 =289 > 0.

Donc le trindéme admet deux racines réelles :

Lo Tb=VA _-3-va89 o —b+VA _ -3+V289 5
! 2a 2 x (—10) ? 2a 2 % (—10) 7

On sait qu'un trindéme ax? + bz + ¢ est du signe de a aux infinis et du signe de —a (donc positif ici) entre ses racines
quand A > 0 donc :

5
522 4+ 3r+14 >0 xe}—?;Q{
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Exercices

Calcul de racines et équations

Exercice 1.1 (discriminant et racines)

Pour chacun des trinémes suivants, calculer le discriminant et ses éventuelles racines.

O ®

1 [P | 4 [ 7 TRt
ol

B 23042 B 32 -50+1 B 32— 80 +2

—m2+3m—2 E—2x2—5x+3 E—5x2+4x+3

Solution page 23

Résoudre les équations suivantes :

Exercice 1.2 (équations se ramenant au second degré)

\/a:—|—1:2x—3 \/3:2—8:233—5 \/233—1:1—23:

Solution page 2/

Exercice 1.3 (équations avec changement de variable)
Résoudre les équations suivantes :
B:-s5/m+4=0 Bl 20
2z
B -+32-2=0 B2 -32+1)2-30@>-32+1)+2=0

Solution page 25

Exercice 1.4 (pour les futur.e.s expert.e.s)
On souhaite résoudre sur R I’équation (E) suivante :

42 +2(V3 - V2)za - V6 =0

On pose A = 20 + 8v/6 et on suppose que A = (a + b\/6)2.
a. Montrer que a? + 6b%> = 20 et ab = 4.
b. En déduire que a* — 20a? + 96 = 0.
c. Trouver alors a et b et en déduire vA.

En déduire les solutions de (E).

Solution page 26
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Avec parameétre

Exercice 1.5

On consideére le trindme 22 + ma + p, olt m et p sont deux réels.

A quelles conditions sur m et p ce trinéme admet au moins une racine 7

Solution page 27

Exercice 1.6
Montrer que, pour tout k dans R\ {—1}, le polynéme :
P(x) = (k+ 1)2% + 2kz + (k — 1)

admet toujours deux racines distinctes.

Solution page 28

Exercice 1.7

On considére le trindme suivant :
(m+3)2* +2(3m + 1)z + (m + 3).

Pour quelles valeurs de m a-t-il une racine double ?
Calculer alors cette racine.

Solution page 28

Exercice 1.8

On considere ’équation suivante :
(4m + 1)z? — 4mz +m — 3 = 0.

Pour quelle(s) valeur(s) de m admet-elle des solutions distinctes ?

Solution page 29

© &

Exercice 1.9

On considere ’équation :
2m+ 1)z + (m — )z + (m+4)(m — 1) = 0.

Pour m = 0, donner les solutions de (Ep).
Pour quelles valeurs de m ’équation (E,,) admet-elle une unique solution ?

Pour quelles valeurs de m ’équation (E,,) admet-elle z = 1 pour solution ?

Solution page 29

© &

Exercice 1.10 (intersection)
On considere la fonction f définie pour tout réel x par :
f(z) = 22% — 5z + 1.

On note C sa courbe représentative.
Soit D la droite d’équation y = mx — 4, o m est un nombre réel.

Déterminer les valeurs de m telles que D et C aient exactement deux points d’intersection.

Solution page 30

© &
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Factorisations

Exercice 1.11 (trouver la bonne courbe)
On considere la fonction f définie par :

f(z) =32 +22% — 3z — 2.
Montrer que f(1) = 0.

En déduire une factorisation de f(z) sous la forme f(z) = (z — 1)(az? + bz + ¢).

En déduire la courbe représentative de f parmi les trois proposées ci-dessous.

A 4 A

34 3+ 34
2 1 2 2 |
14 14 14
< 1 0 T 10 g
14 11
_9 1

Solution page 31

Exercice 1.12 (polynéme de degré 3)

© &

On considere le polyndéme P(x) = 223 + 722 + Tz + 2.
Vérifier que z = —2 est une racine de P.
Factoriser alors P(z) sous la forme P(z) = (z + 2)Q(x), ou @ est un trindéme de degré 2.
Résoudre alors ’équation P(z) = 0. Solution page 31

Exercice 1.13 (polynéme de degré 4)

© &

On considere le polyndéme P(z) = 10x* — 2923 — 3422 4+ 1072 — 42.
Calculer P(3) et P(—2).
En déduire que P(x) = A(z) x B(x), ou A et B sont deux polynomes de degré 2 que l'on déterminera.
En déduire les racines de P.

Solution page 32
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Inéquations

Exercice 1.14 (résolution d’inéquations)

O =

Résoudre les inéquations suivantes :

B a2iz+1<o0 Bs:2-72+1020
2x2—5x+3<0 m4$2—20x+25>0
1-4
B -2+3-2>0 m%)
B 522 -92+3<0 B 2z -3)(—22%+52+3) <0

Solution page 33

Exercice 1.15 (inéquation-quotient)

© &

Tw—10 _ 25(x+2)

Résoudre 'inéquation : 5r—17 © 1027 — 497 + 51"

Solution page 3/

Exercice 1.16 (inéquations-quotients, le retour)

© &

Résoudre les inéquations suivantes :

2 _ _32p2 _
5m 3x —2 0 ‘2‘ 3x 5x + 2

< <0
.’E2+.’E+1 -~ m2+1’_6

Solution page 35

Exercices de recherche

Exercice 1.17 (un peu de sciences physiques)

On dispose de deux conducteurs de résistances Ry et Rs.
Si on les monte en série (figure 1), on obtient un dipdle ohmique de résistance r = Ry + Rs.

O =

1 1
Si on les monte en paralléle (figure 2), on obtient un dipdle ohmique de résistance R telle que R R + R
1 2
.—{ Ry }—{ R, }—0 *—— e
En série — Figure 1

En paralléle — Figure 2

On sait que r =10 Q et R =2 Q.
Trouvez Ry et Rs.

Reprenez la question précédente avec r =4 Q et R =1 Q.

On connait r et R.
Montrez que 'on peut alors calculer Ry et Ry a la seule condition que r > 4R.

Solution page 37
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Exercice 1.18 (deux aires égales)

z |

- 30 >

Déterminer x de sorte que 'aire de la partie blanche de la figure ci-dessus soit égale a celle du rectangle plein.
Solution page 38

Exercice 1.19 (trouver deux nombres)
Deux entiers naturels ont pour différence 7, et la différence entre leur produit et leur somme est égale a 43.
Trouver ces deux nombres. Solution page 38

Exercice 1.20

Dans un quart de cercle, on considere le rectangle bleu suivant :

Quelle est I'aire du rectangle bleu?
Solution page 38
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Exercice 1.21 (a chaque courbe son polynéme)

Nous avons tracé dans le repere ci-dessous des paraboles.

© &

Retrouver les trindmes (sous la forme développée) correspondant a chacune d’elles.

Solution page 39

Exercice 1.22 (réunion de Noél)

Plusieurs personnes se sont réunies pour féter Noél. Chaque personne a apporté trois cadeaux a chacune des
autres personnes.
Sachant qu’au total 468 cadeaux ont été déposés pres de l'arbre de Noél, combien de personnes y avait-il ?

Solution page 40

Exercice 1.23 (vers le nombre d’or)
Résoudre I'équation 22 =1 + x.

On notera ¢ la solution positive.

QuevautN:\/l—i—\/l—i— 14+V/I1I+---7

Solution page 40

Exercice 1.24 (famille de paraboles) **
On considére une famille de paraboles P;, d’équation y = 22 — 2kz + k2 +2k+ 1, ou k € N.
On note S le sommet de Py. )

Montrer que tous les Sj sont alignés. Solution page 40
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Exercice 1.25

On considére un carré dans lequel se trouvent un demi-disque (vert) et un quart de disque (bleu) tangents, comme
indiqués sur la figure ci-dessous :

- 12 r— T —

D C
O
F
I
12
E
A B

(EF) est tangente aux deux parties de disques. O est le centre du demi-disque vert. On note I le point d’intersection
de (OB) et (EF). .
Déterminer 1'aire de ABCD. Solution page 41

Exercice 1.26
On considére un demi-cercle de centre O et de diametre [AB] tel que AB =5 cm.
Soit C' un point de ce demi-cercle. Le triangle ABC' est ainsi rectangle en C.

Soit le carré EFGH tel que :
o E€[BC|et Fe|[AC];
o Ge[AB]et H € [AB];
o (CG) coupe [EF] en son milieu I.

On note x la mesure des cotés de ce carré.
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Montrer que les triangles AGC et FIC sont semblables.
Exprimer alors IC, puis IG, en fonction de x.
En déduire que z est solution de I’équation 2 + 5z — 25 = 0.

En déduire la valeur de z. Solution page 41

Exercice 1.27 (le saut)

Une structure est schématisée ci-dessous. Une personne se met au point A et doit sauter afin d’arriver au point
B. Toutes les unités sont exprimées en métres.

0 B

D’apres les lois de la physique, si on se place dans le repére d’axes (OI) et (OJ) d’unités 1, la trajectoire de la
personne est donnée par I’équation suivante :

9

—m(m —1)2 +tan(a)(z — 1) + yo

y:

ou :
o g est I'accélération de la pesanteur. Sur Terre, on considére que g ~ 10 m-s~2;
e g est la vitesse initiale a laquelle se lance la personne;
o « est 'angle que forme la tangente & la parabole avec I'horizontale ;
e Yo est la hauteur & partir de laquelle la personne se lance.
On cherche a déterminer la longueur OB.
Montrez que I’équation de la parabole représentant la trajectoire est :

1
=1 [—203:2 + (40 + 49V/3)x + 225 — 49/3| .

Justifiez que 1’équation de la droite (OB) est :

= —X.
V]

Montrez que ’abscisse du point B vérifie ’équation :

—20V/32% + (40v/3 + 98)z + 225v3 — 147 =0

En déduire une valeur approchée de I’abscisse de B, puis une valeur approchée de la longueur OB & 1072
pres.

Solution page 42

Amr El Bakouchi amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=1.26
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=1.27

Exercice 1.28 (un triangle équilatéral)
On consideére un triangle de cotés de mesures respectives a, b et c¢ telles que :

a®> + %+ 2 =ab+ ac+ be.

Montrer que ce triangle est équilatéral.
Indication : on pourra partir de ’égalité donnée, puis s’en inspirer pour poser une fonction trindme de degré 2
d’inconnue a par exemple.

Solution page 43

Exercice 1.29

Soient a et b deux nombres réels positifs tels que :

av/a+bv/b =183
bv/a+avb =182

L’objectif est de déterminer les valeurs de a et b.

Posons x = v/a et y = V/b.

3 3 =183
Justifier que Ay
zy(x +y) =182

182
Donner la forme développée de (z + y)3, puis en déduire que z +y = 9 et que zy = o

En déduire les valeurs de z et y, puis de a et b.
Solution page 43

Exercice 1.30 (trouver deux coefficients)

L’équation x? — sz +t = 0 admet deux solutions notées a et b.

De plus, ’équation :

22— Pr+st=0

admet pour solutions les nombres a + 1 et b + 1.

Que vaut s et t?
Solution page 44

Exercice 1.31

On souhaite résoudre dans R I'équation : (E) : ¢/z + /o — 16 = /z — 8.
On pose alors t = 2 — 8 et on admet 1'égalité suivante : (a + b)® = a® + b® + 3ab(a + b).
On précise que ¢/ est le nombre réel y tel que y° = .

Montrer 'équivalence suivante : (E) <= /f — 8+ /f + 8 = /1.
Montrer alors I’équivalence suivante : (E) <= 3/¢(t? —64) = —

En déduire I'équivalence suivante : (E) < 722 — 112z + 16 = 0.

En déduire les solutions de (E). Solution page 45
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Faire le point sur ce chapitre

Exercice 1.32 (QCM)

Pour chacune des questions, une seule des quatre réponses proposées est correcte.

Les questions sont indépendantes.

Aucune justification n’est demandée mais il peut étre nécessaire d’effectuer des recherches au brouillon pour aider
a déterminer votre réponse.

Soit a, b et ¢ trois réels tels que a # 0 et soit g
la fonction définie sur R par :

g(x) = ax® + bx +c.

Soit A son discriminant.

La représentation graphique de la fonction g
dans un repere orthonormé est donnée ci-contre.
Alors on peut affirmer que :

a. a>0et A<DO.
b. a>0et A>0.
c.a<0et A>0.
d.a<0et A<O.

Quelle est la forme factorisée de f(x) = 0,5(z —2)% — 87

a. 0,522 — 2z — 6. c. 0,5(z + 10)(x — 6).
b. 0,5(z —6)(z + 2). d. 0,5(z — 10)(z + 6).

L’équation 22 — 522 +3 =22 — 1 :

a. n’admet aucune solution réelle. c. admet deux solutions distinctes.
b. admet une unique solution. d. admet quatre solutions distinctes.

L’équation 322 + 32 + 9z + 6 = y? n’est pas équivalente & 1’équation :

a. 22 +3z+2=0. c. 2y +322 4+ 92 +6=0.
b. (z+1)(z+2)=0. d. 322+ 9246 =0.

L’ensemble des solutions de I'inéquation d’inconnue € R : —22 — 22 + 8 > 0 est :

]

. c. |—o0;—4]U]2; 400l
[. d. {4

a. [—4;2
b. |—4:2 : 2).

)

e
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E Soit f une fonction polynéme du second degré dont la courbe représentative dans un repere orthonormé
est donnée ci-dessous.

Pour tout réel x, une expression de f(z)

a. 22 +x—2. b. —z2 — 4. c. 222 42z — 4. d. —32% — 3z +6.

Combien y-a-t-il de fonctions polynémes du second degré qui s’annulent en 1 et en 37

a. 0. b. 1 seule. c. 2. d. Une infinité.
E Dans un repére orthonormé, la parabole d’équation y = 322 — 9z + 5 a pour sommet le point S et pour axe

de symétrie la droite (d). Les coordonnées de S et I’équation de (d) sont :

a.5<§;—z)et(d):x:3. c. §(3;5) et (d):x=3.
2 4 2 d. S(3:5) et (d):y=>5
3 7 7

n Une fonction polynéme du second degré :

a. est nécessairement de signe constant sur R.

b.

c. est nécessairement positive sur R.

d.

Dans le plan muni d’un repére, les courbes représentatives des fonctions z +— 1522 + 10z — 1 et
x > 1922 — 222 + 10 ont :

n’est jamais de signe constant sur R.

peut étre ou non de signe constant sur R.

a. aucun point d’intersection. c. deux points d’intersection.

b. un seul point d’intersection. d. quatre points d’intersection.

Solution page 46
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Corrigé de I'exercice 1.1 page 12
B} 22— 22+ 1=(2—1)? (cCest une identité remarquable).

Par conséquent, A = 0 et sa racine double est o = 1.
A=(-32-4x1x2=9-8=1.

x2 —3x+2.
—(=3)+Vv1 _,

Les racines sont donc :
e
B 2+3:-2
A=32—-4x(-1)x(-2)=9-8=1.
Les racines sont donc :
x1=ﬂ=2 et x2=ﬂ=1.
2x(-1) 2x (-1)
22 4+ z+ 1.
A=12-4x1x1=-3.
A < 0 donc le trindme n’a aucune racine.
‘5‘ 3z% — 5z + 1.
A=(-5)2-4x3x1=25-12=13.
Les racines sont donc :
=B =YB _ 5=yl et x2=—5+‘/1_3.
6 6

R 2x3

m —2x% — 5z + 3.
A= (=5)2 —4x(=2) x 3=25+24 =49

Les racines sont donc :
x_—(—5)—\/4_9_5—7_1 o g FTT_ g
T ax(=2) -4 2 T
1
Zx2—4x+16.
1
A—(—4)2—4x1x16:16—16:0.
Donc le trinébme a une racine double : 4
Ty = — 1:8.
2XZ
B3> -8:+2
A= (—8)2—-4x3x2=064—24=40.
Les racines sont donc :
(-8 -Va0 _8-2/10 _4-Vvi0O . 4+VI0
'Y 2x3 T 6 3 T 6
B 5% +42+3
A=4% —4x (~5)x3=16+60=T76.
2 — /19
xQZT.

Les racines sont donc :
—4-V16 _ —4-2V19 _ 24V19
-1 5

T % (5)
23
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Corrigé de I'exercice 1.2 page 12
Le domaine de validité de 1’équation :
Vr+1=2zx -3

est ’ensemble des valeurs de «x telles que :

z+1>0
20 —3 >0
soit : ;
> —.
rZ5
Ona:

Vi+l=2x-3<z+1=(22-3)
e r+1=42>—-122+9
< 422 — 132+ 8 = 0.

Le discriminant de 422 — 13z + 8 est :
A =169 — 128 = 41.

Les solutions de I’équation sont donc potentiellement :

13 — V41 _13+v41

== Y7 20,82 t ~ 2,43.
I 3 (§ To 3
3 3, . 0 .
Comme 21 < 5 et x9 > 2 I’ensemble solution de ’équation est :
g_ 13 + v41
N 8
Le domaine de validité de ’équation :
Va2 —-8=2r-5
est ’ensemble des valeurs de «x telles que :
o =820 itz > 2v/2
soit :x > .
20 —5 >0

Va2 —8=2r—5«=2°>—-8= 2z —5)?
— 2?2 — 8 =42% — 200 + 25
322 - 200 +33=0

Le discriminant de 3z2 — 20z 4+ 33 est : A = 400 — 396 = 4, donc il y a deux solutions potentielles :

20-2_, . 11
r=—= e Xy = —.
! 6 273

1 > 2v/2 et x5 > 2v/2 donc 'ensemble solution de ’équation est :

11
s={s: 3}
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Le domaine de validité de ’équation :
V2z—1=1-2z

est ’ensemble des valeurs de «x telles que :

. 1
soit x = —.
2

Donc nul besoin d’aller plus loin ; I’ensemble solution de I’équation /2x — 1 =1 — 2z est :

Corrigé de I'exercice 1.3 page 12
2z — 5y/x +4 =0. On pose X = /x; ainsi, ’équation est équivalente a :
X2 _5X+4=0,

dont le discriminant est :
A=25-16=09.

Donc les solutions de I’équation X2 —5X +4 = 0 sont :

5-3 5+3
Les solutions de I’équation = — 5/ + 4 = 0 doivent donc vérifier :
v =1 et Ve, =4,
d’ou :
r1 = 1 et To = 16.
D’ou :
S={1; 16}
—2* 4+ 322 —2=0. On pose X = z2; ainsi, I’équation est équivalente & :
—X24+3X-2=0,
dont le discriminant est :
A=9-8=1.
Les solutions de I’équation —X?2 + 3X — 2 = 0 sont donc :
-3-1 -3+1
X1 = =5 et X2 = + =1.
—2 -2

Les solutions de I'équation —z* + 322 — 2 = 0 sont donc z; et x5 tels que :
2 =2 et Ty =1,

soit :
zlzﬁouxlzf\[? et o =1 ouxg = —1.

L’ensemble solution de I’équation —z# + 322 — 2 = 0 est donc :

SZ{—ﬂ;—l;l;ﬂ}
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6 1 1
— + = —2=0. On pose X = —; ainsi, I'équation est équivalente a :
% x x

6X°+X—-2=0
dont le discriminant est :
A=12—4x6x(-2)=49="7%
Les solutions de 'équation 6X? 4+ X — 2 = 0 sont donc :

—-1-7 2 —14+7 1
Xi=555 =73 ¢ X=—7FH—=3
2 1 1 3
1 36 1 = onc I X1 2,
1 1 1
.X2:§etX2:;2d0ncx2:z:2'

6 1
Ainsi, 'ensemble solution de I'équation — + — —2 =0 est :
x x

{39

‘4‘ (22 =32+ 1) = 3(2®> = 3w+ 1) +2 = 0. On pose X = 22 — 3z + 1; ainsi, Péquation est équivalente a :

X?-3X+2=0
dont les solutions évidentes sont X1 = 1 et Xo = 2.
e X\1=l<=2’-3z+l=1<z(z-3)=0<=z=00uz=3.

e Xo =2<+=22-32x+1=2<+«= 22 —-32z—1 = 0. Le discriminant de cette derniére équation est
A =9+ 4 = 13 donc les solutions sont :

_3-vB _3+13

X B) i) B)

Ainsi, 'ensemble solution de 1'équation (2% — 3z +1)? — 3(2? — 3z + 1) +2 =0 est :

0; 3;
) ) ) ) 92

s={3=75 0, 5 3£75)

Corrigé de I'exercice 1.4 page 12
a. A =20+ 8V6
> (a+bV6)* =20+ 86
> a® + 2abV/6 + 6b> = 20 + 8v/6
< a® + 6% + 2abV/6 = 20 + 8/6

a® 4+ 662 =20
2ab =8

a’® 462 =20
ab
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4
b. ab =4 donc b = —. La premiére équation donne alors :
a

4 2
a® + 602 =20 < a2+(> =20
a
16
a?
<~ a*+ 96 = 20a>

<~ a?+6x — =20

— |a* — 204> +96 =0

c. On pose A = a?; I'’équation a* — 20a® + 96 = 0 est équivalente  :
A? —20A+96=0

dont le discriminant est :

A = (—20)2 -4 x 1x 96 =16 = 4°.
L’équation A% —20A + 96 = 0 admet donc deux solutions :

2044

20 — 4
_ A =8 =qa? et A,

A 2 1 2

12 = a2.

Ainsi, a; =8 =2v2 ou alz—\/§:—2\/§, et as = V12 = 2¢/3 ou as = —2/3.
- -
22 v2o T
Dans ce cas, a +bv6 = 2v2 + V2 x 6 = 2(v2 + V/3).
Or, 2(v2+v3)]* =4(2+3+2v6) =20+ 8V6 = A.

Ainsi, [VA =2(V2+V3) |
Le discriminant de 4z2 + 2(\[ — \/i)x — /6 est :

Faisons le choix de prendre a = 2v/2; alors b =

A= [2(\/3—\/5)]2—4><4x(—\/6)
=4(3+2—2V6) +16V6

Ainsi, I’équation admet deux solutions distinctes :

_ 2(VB-v2)-VvA 2v2-2V3-2(v2++V3) 3
= 2 x4 o S -9
et
2(VB-V2)+ VA 2v2-2V3+2(vV2+V3) V2
2= 2 x4 = 8 =5
Ainsi,
V3 V2
(59

Corrigé de I'exercice 1.5 page 13

On sait qu’'un trinéme admet au moins une racine lorsque son discriminant A est positif ou nul.
Ici
b

A =m? — 4p.
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Il faut donc que :

pour que le trindme ait au moins une racine.

Corrigé de I'exercice 1.6 page 13
Le discriminant de :
P(z) = (k+1)z* + 2kz + (k- 1)

est :
A=2k)?—4x(k+1)x(k-1)
= 4k® —4(k? - 1)
=4>0.
Donc P admet toujours deux racines, quelle que soit la valeur de k.
Corrigé de I'exercice 1.7 page 13
Le trindme admet une racine double si A = 0. Or,

A =b% — dac
= [2(3m+1)]2—4x(m+3)><(m+3)
=4(3m +1)* — 4(m + 3)?

=4[(3m +1)% — (m + 3)?] A2 - B?=(A-B)(A+B)
\_:\22_/ \_:\];2_/

4[(Bm+1) — (m+3)][(Bm + 1) + (m + 3)]
43m+1—m—3)(3m+1+m+3)
4(2m — 2)(4m + 4)

Ainsi,
A=0 < 42m—-2)4dm+4)=0
<= 2m—-2=0 ou dm +4=0 (théoréme du produit nul)
<— 2m =2 ou dm = —4
— m=1 ou m = —1.
Par conséquent, le trindme admet une racine double pour m =1 ou m = —1.

Dans un tel cas, la racine double est égale a :

b 2Bm+1)  3m+1
 2a 2(m+3)  m+3’
Ainsi,
1+1
e pour m = 1, la racine double vaut a = _3><7—|— =-1,
1+3
3 —1 1
e pour m = —1, la racine double vaut o = —% =1.
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Corrigé de I'exercice 1.8 page 13
L’équation admet deux solutions distinctes uniquement si A > 0. Or,
A =b% — dac
= (—4m)?* —4 x (4m + 1) x (m — 3)
=16m? — 4(4m + 1)(m — 3)
=16m? — 4(4m? — 12m +m — 3)
= 16m? — 4(4m?* — 11m — 3)
= 16m? — 16m® + 44m + 12
= 44m + 12.

Ainsi,

A>0 <= 4m+12>0
<— 44m > —12

— m> 22
T
44
<~ > 3
m>——.
11
Par conséquent, 1’équation admet deux solutions distinctes pour m > 1T
Corrigé de I'exercice 1.9 page 13
m Pour m =0, on a :
(Eo) : 2 —x—-4=0
Le discriminant du polynéme z? — z — 4 est :
A = b — dac
=(-1)2—4x1x(-4)
=1+16
=17.
Ainsi, A > 0 donc il y a deux solutions & ’équation (Ey) qui sont :
—b—vVA 1-V17 —b+VA 1417
xr1 = = et To = = o
2a 2 2a 2

L’ensemble solution de (Ey) est donc :

2 ’ 2

S{1—ﬁ. 1+x/ﬁ}

L’équation (F,,) admet une unique solution lorsque le discriminant du membre de gauche est égal a 0. Ce
discriminant est :

A =b? — dac
=(m-1)>%- (2m+ 1)(m+4)(m —1)
=(m—1)[(m— 4(2m + 1)(m + 4)]
=(m— 1)[m—1— 2m® + 8m + m + 4)]
= (m—1)(m —1—8m? — 36m — 16)
= (m —1)(—8m? — 35m — 17).
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A=0<=—m—-1=0 ou —8m?2—35m—17=0
= m=1 ou  8m?2+35m+17=0

Le discriminant du polynéme 8m? + 35m + 17 est :
§=352—-4x8x17=681,

donc ce polyndéme admet deux racines :

_ —35— /681 " =35+ v631
ST R T
Ainsi, ’équation (F,,) admet une unique solution pour trois valeurs de m :
—35 — /681 —35 + V681
m=1 ; m=-——7e—— ; ms ——e

(Eyn) admet 1 pour solution si, en remplagant « par 1 dans ’équation, ’égalité est vérifiée :

1 est solution de (E,,) <= 2m+1) x 1>+ (m—1) x 1+ (m+4)(m —1) =0
= 2m+1l+m—-14+4m?>—m+4m—4=0
— m?+6m—-4=0.

Le discriminant du polynéme m? + 6m — 4 est :

A =% — 4ac
=62 —4x1x(—4)
=36+ 16
— 52,

11 existe donc deux solutions & 1’équation m? + 6m —4 =0 :

—6 — /52
mlzf:—i’)—\/ﬁ et m2:—3+\/ﬁ.

Ainsi, x = 1 est solution de ’équation (E,,) pour m = —3 + /13 et pour m = —3 — /13.

Corrigé de I'exercice 1.10 page 13

L’existence de points d’intersection entre D et C est conditionnée par le fait que I’équation f(x) = ma — 4 aient
deux solutions. En effet, si on note A (z; f(z)) un point de C et B(z;mz — 4) un point de D, A et B sont confondus
si leurs ordonnées sont égales, donc si f(z) = mz — 4.

flx)=mz—4 < 22° -5z +1=mx—4
— 222 -5r-mz+1+4=0
— 222 — (m+5)x+5=0.
Cette derniére équation admet deux solutions si A > 0 :
A>0 < (m+52-4x2x5>0
< m?+10m+25—-40>0
< m®+10m —15 > 0.
Le discriminant du polynéme m? + 10m — 15 est :

A =100 — 4 x (—15) = 160

Amr El Bakouchi amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



donc il admet deux racines my et ms :

my = ﬂ = —5—2v10
et sa conjuguée :
my = —5 + 2v/10.
On a alors le tableau de signes suivant :
T —00 my ma +oo
m? + 10m — 15 + 0 - 0 +

Ainsi, A’ > 0, et donc C et D admettent deux points d’intersection, si :

me}—oo;—5—2\/m[u]—5+2\/m;+oo[.

Corrigé de I’exercice 1.11 page 14
fQ)=83x13+2x12-3x1-2=3+2-3-2=0.
‘2‘ (x —1)(az® + bz + ¢) = ax® + ba® + cx — az® — bz — ¢

=azd +(b—a)z? + (c— bz —c

Ainsi, pour tout réel x :

fix)=(x—D(ar? +bx+c) < 32°+222 -3z —2=az*+ (b—a)z’ + (c— bz —c

a
b—a =2

= < ¢b=5
c—b =-3

c=2
—c = -2

On a alors :
f(z) = (z —1)(322 4 5z + 2).

f(1) =0 donc Cy coupe 'axe des abscisses en = 1. On peut donc éliminer la courbe b.
De plus, le discriminant de 3x2 + 5z + 2 est :

A=25-24=1>0,

donc ce polynéme admet 2 racines distinctes, ce qui signifie que C; coupe 'axe des abscisses en 3 points
distincts.

Ainsi, la courbe a est celle qui représente la fonction f.

Corrigé de I'exercice 1.12 page 14
B P2 =2x (-2 +7x (=22 +7x (-2) +2
=-164+28-14+42
= 30+ 30
=0.
P(—2) = 0 donc 2 = —2 est une racine de P.
P(z) = (z +2)(az® + bz + ¢)
= ax® + bx® + cx + 2ax® + 2bz + 2¢
= az3 + (b+ 2a)z? + (¢ + 2b)z + 2c¢
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Ainsi, on souhaite que, pour tout réel x :
223 + 72% + Tz + 2 = az® + (b + 2a)z® + (c + 2b)x + 2c.

Par identification des coefficients, on a :

2=a
7T=b+2a
T=c+2b
2=2c

On en déduit que a = 2 et ¢ = 1. Par suite, & 'aide de la troisiéme équation (par exemple), on trouve b = 3.
Finalement, on obtient :

|P(2) = (@ +2)(2 + 30 +1)]

Pz)=0<=2+2=0 ou 222+3z+1=0.
Le discriminant de 222 + 3z + 1_’_:1 0 est 1A =9 — 8 =1 donc il admet deux racines :

xr1 = 1 :_1et$2:T:_§

Par conséquent, 1’ensemble solution de 1’équation P(z) = 0 est :

1
S{—Q,—l,—Q}

Corrigé de I'exercice 1.13 page 14
Bl P3)=0et P(-2)=0.
On en déduit que P(z) = (z — 3)(z + 2)(az?® + bz + ¢), soit P(z) = (2% — x — 6)(az? + bz + ¢).
(z® — z — 6)(az® + bz + c) = az* + ba® + cx® — ax® — ba® — cx — 6az® — 6bx — B

=az* + (b—a)x® + (c — b — 6a)z* + (—c — 6b)x — 6

10z* — 2922 — 3422 + 1072 — 42

Donc :
a =10
b—a =-29
c—b—6a =-34
—c—6b =107
—6¢ = —42

On en déduit que a =10 et ¢ = 7, puis que b = —29 + a = —19.
Finalement, | P(z) = (* — x — 6)(102* — 192 4+ 7) |

Le discriminant du polynéme 10z — 19z + 7 est :
A=(-192-4x10x7=81=9%

Ses deux racines sont alors :

_19-9 1 1949 7
=" —2 & T o5 TF

1
Les racines de P sont donc : —2, 3, g et 3
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Corrigé de I'exercice 1.14 page 15

?+z+1<0.

Le discriminant de 22 + 2z +1est A=1—-4x1x 1 = —3 < 0 donc le trinéme est du signe du coefficient de
22, soit « 1 » ici, donc positif.

L’ensemble solution est donc :

S=0
222 -5z +3<0
5-1
Le discriminant de 222 — 5z + 3 est A = 25 — 24 = 1. Il y a donc deux racines : 1 = 1 =1et
5+1 3
Tg= —— = —.
2 4 2

Le trinéme az? + bz + ¢ est du signe de —a entre ses racines, donc 222 — 5z + 3 < 0 pour = € [1 : 2} )

—224+3x—-2>0

Le discriminant de —22 + 37 — 2 est A = 9 — 4 x (=1) x (=2) = 1 donc il admet deux racines distinctes :
—-3-1 -3+1
T = 9 :2et:1:2: 9 =1.

Le trinéme az? + bz + ¢ est du signe de —a entre ses racines donc I’ensemble solution de I’inéquation est :

S =]1;2]

—5z2 — 92+ 3 < 0.
Le discriminant de —52% — 92 + 3 est A = 81 — 4 x (—5) x 3 = 141 donc il admet deux racines : 1 =
9— V141 -9+ 141 —9 — /141

T TR 0
Le trinéme ax? + bx + ¢ est du signe de a (donc négatif) & Pextérieur des racines, donc I’ensemble solution de
I’inéquation est :

To =

-9 —+141 —-9++141
S=|—o00; 10 }U{ —1—10 ; +00

322 -7z +10>0
Le discriminant de 322 — 7z 4+ 10 est A =49 — 4 x 3 x 10 = —71 < 0 donc il est toujours du signe de « 3 »,
donc positif. L’ensemble solution est donc :

S=R

422 — 20 + 25 > 0

Le discriminant de 422 — 20x + 25 est A = 400 — 4 x 4 x 25 = 0. Par conséquent, il est du signe de « 4 » (donc
-20

2 x4
1—4x

5
:R —
it
22 —-3x+27

Le discriminant de 22 — 3z + 2 est A = 9 — 8 = 1. Par conséquent, il admet deux racines distinctes x; =
3-1 3+1
—— =letaxy=—=2.

B et T2 B

5
positif) tout le temps sauf en sa racine g = — =5 (ot il est nul). Par conséquent, ’ensemble solution

de I'inéquation est :
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On en déduit le tableau de signes suivant :

T —00 % 1 2 +00
1 — 4x + 0 = — —
22 — 3z +2 + + 06 - 0 +
1—4x L 0 _ n B
z2 — 3z +2

L’ensemble solution de I'inéquation est alors :

S:}—oo;4]u]1;2[

B ©:-3)(—222+52+3) <0
—5—7

Le discriminant de —2z2 + 5z + 3 est A = 25 + 24 = 49 donc il admet deux racines : z; = . 3 et
547 1
Ty = 1_ =-3 On en déduit le tableau de signes suivant :
1 3
2z — 3 - - 0 + +
—22% + 5z + 3 - 0 + + 0 -
(2x — 3)(—22% + 5z + 3) + 0 - 0 + 0 -
L’ensemble solution de I'inéquation est alors :
so| Lo

Corrigé de I'exercice 1.15 page 15
Avant toute chose, on cherche le domaine de validité de I'inéquation.

Cette inéquation existe lorsque :

52— 17 #0
1022 — 49z 4+ 51 £ 0

Le discriminant du polynéme 1022 — 49z + 51 est :

A = (—49)* —4 x 10 x 51

= 361
=19°>0
donc il admet deux racines distinctes :
x—_(_49)_19—§ - . _49+19_L7
T 2x10 2 7720  5°
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Il peut donc se factoriser sous la forme :

1
10x2—49x+51:10<x—3> (a;—7>
2 5
3 17
= 2 _Z _
5 X <x 2)(35 5)
3 17

= (22 — 3)(bz — 17).
Cette factorisation va étre importante pour la résolution de l'inéquation.

3 17
Le domaine de validité de I'inéquation est donc R\ { ; }

275
Tz — 10 25(x + 2) T — 10 25(x 4+ 2)
2 — - =
5z — 17 7 10x2 — 49z + 51 5z — 17 1022 — 49z + 51
Tz — 10 25(x 4+ 2)
— = >0
50 —17  (2z — 3)(bx — 17)
1 _
. (7z —10)(2z —3) 25(z + 2) >0
(5x —17)(2z —3) (22 — 3)(bx — 17)
— 14z2 — 212 — 20z + 30 — 25z — 50 >0
10x2 — 49z + 51 -
PN 1422 — 662 — 20 >0
1022 — 492 +51 ~
2(722 — 337 — 10)
1022 — 49z + 51
Le discriminant du polynéme 722 — 33z — 10 est :
A =(-33)2 —4 x T x (-10)
=1 369
=37 >0.
—(—33) — 2
Donc il admet deux racines distinctes : z; = %737 =% et Ty = 33:;137 = 5.
En utilisant la propriété du signe d’un trinéme du second degré, on obtient le tableau de signes suivant :
& —o0 —2 3 i 5 +00
7z? — 33z — 10 + 0 - - - 0 +
1022 — 49z + 51 + + 0 - 0 + +

2(722 — 33z — 10)
1022 — 49z + 51

N _Ay)e A :
Ainsi, S—} 00; 7}U}2,5[U[5,+oo[.

Corrigé de I'exercice 1.16 page 15

On recherche d’abord les valeurs interdites, donc les valeurs de x pour lesquelles :

?+z2+1=0
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Le discriminant de 22 + z + 1 est :

A=b —dac=12—4x1x1=-3.

A < 0 donc le dénominateur n’admet aucune racine ; il ne s’annule donc pas.
Il n’y a donc pas de valeurs interdites ; par conséquent, le domaine de définition de l'inéquation est : R.

Recherche des racines du numérateur : 5z2 — 3z — 2.

A=0b%—4ac=(—3)2 —4 x5x (—2) =9 +40 = 49.

Il y a donc deux racines :

_—b—vA 3-7 2

o 2. 10 5
et
—b+VA 347
To = = =1.
2a 10
On déduit alors le tableau de signes suivant :
2
x —00 —% 1 +00
5x% — 3z — 2 + 0 - 0 +
22+ +1 + + +
2 _ _
5x° — 3x — 2 n 0 B 0 "
22 +x+1
L’ensemble solution de I'inéquation est donc :
2
S=|-=;1
I

On cherche avant tout les valeurs interdites, donc les valeurs de = pour lesquelles :
224+ -6=0.

A=0b%—4dac=1%2—4x1x(—6)=25>0.
Donc il y a deux valeurs interdites :

“b-vVA _—1-+25

=, 5~ 3
et

oo THEVA  -14V

2T 79 2 -

Le domaine de définition de l'inéquation est donc : R\ {—3;2}.

On cherche maintenant les racines du numérateur : —3z2 — 5z + 2.
A =b*—4dac=(-5)% —4 x (=3) x 2 = 49.

Il y a donc deux racines :

_b—vVA 5449 1

I3 =

2a —6 3
et
b+ VA 5++v49
Ty — = = -2.
2a —6
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On construit le tableau de signes de la fraction :

T —00 -3 -2 % 2 +o00
—32%2 — 5 +2 - - 0 + 0 - -
P +z-6 + 0 - - - 0+
2.2
3z 5x + 2 _ n 0 _ 0 n _
224+ 2—6

L’ensemble solution est donc :

Corrigé de I'exercice 1.17 page 15

1 1 1 RiR
§:E+Edon6R: ! 2,cequidonne:
2= RioRQ soit : R1 Ry = 20.

D’apres le cours, on sait que P = Ri{Ry = 20 et S = Ry + Ry = 10 et donc que R; et Ry sont racines du
trinome :
22— Sz + P soit : x? — 10z + 20 ,

dont le discriminant est :
A = (—10)? —4 x 1 x 20 = 100 — 80 = 20.
Les deux racines sont donc :

10 — v2
:M:5_\/5

5 et Re=5+ 5.

R’

On a d’une part :

R R RiR
e _ ke

R = 1 <— P=R Ry =4

et d’autre part S = Ry + Ry = 4.
Le trinéme 22 — Sz + P = 22 — 4z + 4 a pour discriminant :

A=(—4)2—-4x1x4=0.

b 4
On peut donc dire que Ry = Ro = —— = - = 1.
2 4

‘3‘ Nous l’avons vu, on ne peut calculer R, et Ry que lorsque le discriminant de 22 — Sz + P est supérieur ou
égal a 0, soit lorsque :

S2—4P >0
donc :
r?—4rR>0
ou encore :
r(r —4R) > 0.

Or, r # 0 donc cette derniere inéquation donne, en simplifiant par r :

r > 4R.
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Corrigé de I'exercice 1.18 page 16
Notons A l'aire du « grand rectangle » a 'intérieur duquel se trouve le rectangle plein, dont l’aire sera notée A’.
A — A’ désignera donc l'aire de la partie blanche.

A— A =30 x16 — (30 — 22)(16 — 2z)
= 480 — (480 — 60z — 32z + 4?)
= 92z — 4x°.

Ainsi, I’aire de la partie blanche est égale a celle du rectangle intérieur si :

92z — 4z° = 480 — 92z + 42® < 8z® — 184z +480 =0
<= 2> —-232+60=0 (en divisant les deux membres par 8)

Le discriminant de 22 — 23z + 60 est :
A = (—23)% — 4 x 60 = 289 = 17>

donc les solutions de I’équation 22 — 23z + 60 = 0 sont :

2317
= -

23417

20.
2

T 3 et T2

Or, 0 < = < 8 car la largeur du rectangle extérieur est égale a 16 et que x ne peut excéder sa moitié.

Ainsi, pour z = 3, l'aire de la partie blanche est égale a celle du rectangle intérieur.

Corrigé de I'exercice 1.19 page 16
Notons z et y les deux nombres. On sait alors d’apres ’énoncé que :

B=g="T

xy— (x+y) =43
La premiére équation nous donne :

r=T7T+y
donc en remplacant x par cette derniere expression dans la seconde équation, on a :
(T+y)y— (TH+y+y) =43 < Ty+y>—7—2y=43
— 3> +5y—50=0.
Le discriminant de y? + 5y — 50 est :
A = 5% — 4 x (—=50) = 25 + 200 = 225 = 152

donc deux valeurs sont possibles pour y :

=50
——-

5415

Y1 = —10 et Yy = 5 5.

Or, y € N donc y # —10; seule y = 5 est une valeur possible.
On en déduit alors que x =7+y =7+5=12.

Les deux nombres sont donc 5 et 12.

Corrigé de I'exercice 1.20 page 16
Notons r le rayon du quart-de-cercle, r > 6. D’apres le théoreme de Pythagore,

2 =r—-6)24+(r—3)2 < r>2—18r+45=0.
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Le discriminant de r2 — 18r + 45 est :
A = b2 — dac = 144,
donc il admet deux racines :
_ —b-VA 45

:3 et ’[“2:7:15.

& 2a 3

o\ ’ . 7 7’ ’ N . .7 re C
La derniere égalité a été obtenue a partir de la propriété riro = —.
a

Or, le rayon ne peut pas étre égal a 3, donc r = 15.

Ainsi, P’aire du rectangle est égale a (15 — 6)(15 — 3) = 108.

Corrigé de I'exercice 1.21 page 17
e Pour P;.

On voit que ses deux racines sont 1 = —1 et x5 = 3.
Par conséquent, le trindme est de la forme fi(z) = a(x + 1)(z — 3).
Le sommet de la parabole est le point de coordonnées (1;4) donc f1(1) = 4. Ainsi,

a(l+1)(1-3)=4«<— —da=4<—=a=—1.

On a donc :

filx) =—(z+1)(x —3) soit ‘fl(x) =—z2+22+3

e Pour Ps.

On voit que le trindme n’a pas de racines car la parabole ne coupe pas l’axe des abscisses.
Posons fa(z) = az? + bz + c.
— La parabole passe par le point de coordonnées (0;1) donc f2(0) =1, soit ¢ = 1.
— La parabole passe par le point de coordonnées (2;1) donc f2(2) = 1, soit
ax2242b+1 =1, soit 4a + 2b = 0 ou encore b = —2a.
On peut alors écrire : fo(z) = ax? — 2az + 1.
— La parabole passe par le point de coordonnées (4;5) donc f3(4) = 5, soit
1
2

16a — 8a 4+ 1 = 5, ou encore 8a = 4. Donc a =

1
On en déduit alors que a = =, b = —2 X 5= —1 et ¢c=1. Donc :

57

1
fo(z) = 51:2—1‘—&—1

e Pour Ps.
Posons f3(z) = az? + bz + c.

— A(0;-3) € P3 = c=-3.
— B(—4;-3) € P3 = 16a — 4b — 3 = —3, soit 4a = b. Donc f3(z) = ax? + 4azx — 3.

1
— C(—2;-1) € Ps = 4a — 8a — 3 = —1, soit 74a:2d’01‘1a:f§.
On en déduit :

1
fa(x) = —5332 —2x—3

o Pour P,.

L’axe des abscisses est tangent & la parabole donc fi(z) = a(z — «)?. L'unique racine étant —2, on a fy(x) =
a(z +2)%

1
De plus, f4(0) =1 et f4(0) = 4a donc a = T Finalement, on a :

1
fa(z) = 1x2+x+1
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Corrigé de I'exercice 1.22 page 17
Notons x le nombre total de personnes.
Une personne offre 3 cadeaux & (x — 1) personnes donc :

3x(x — 1) = 468

soit :
z(x —1) =156

ou encore :

z® —z —156 = 0.
Le discriminant de 22 — z — 156 est :
A= (-1)?+4x1x156 =625 = 25°.
Il y a donc deux racines :

—(=1) =25 1+ 25
xlz%:—12<0 et To = + =

Il n’y a donc qu’une solution & notre probléme : il y a 13 personnes.

Corrigé de I'exercice 1.23 page 17
L’équation est équivalente a

Le discriminant du trindome est :

donc les solutions de 1’équation sont :

S
-
S

DN

‘2‘ On a:

N2:1+\/1+\/1+\/1+\/1+...:1+N.

Donc N est solution de I’équation de la question 1.
Comme N > 0, on en déduit que :

\/1+\/1+\/1+W:<p:1+2\/5.

Corrigé de I'exercice 1.24 page 17

13 >

0.

o Méthode 1 : utilisation des formules du cours. On sait que la parabole d’équation y = az?® + bz +c a

b
pour sommet S d’abscisse ~oa
a

—2k
Donc ’abscisse de Sy, est : zp, = = k.

L’ordonnée est obtenue en remplacant x par xj dans I’équation de la parabole :

yh =k =2k xkE+E2+2k+1=2k+1.

Donc yi, = 2x, + 1, ce qui signifie que Sy est sur la droite d’équation y = 2z 4 1. Ils sont donc alignés.
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Méthode 2 : forme canonique. L’équation de Py est :
y=(z—k)>+2k+1.

Cette derniere écriture est la forme canonique de 1’équation de P, qui nous dit que son sommet & pour
coordonnées (k;2k + 1).

Comme l'ordonnée de Sy, est égale au double de son abscisse augmenté de 1, ils appartiennent tous a la droite
d’équation y = 2x + 1.

Les sommets sont donc bien tous alignés.

Méthode 3 : utilisation des vecteurs. On utilise la forme canonique précédente pour voir que
Sk (k;2k +1), et done Sg4q (k+1;2(k+1)+1) = (k+1;2k+3).
T (k+1)—k 1
Ainsi, S§S = .
P ok ’““((2k+3)—(2k+1) 2

Par conséquent, quelle que soit la valeur de k, SiSk+1 a toujours les mémes coordonnées ; donc, par exemple,
SkSk+1 = Sk+1Sk+2, ce qui signifie que tous les points Sk, Ski1 et Sky2 sont alignés. Comme ce résultat est
valable pour toutes les valeurs de k, cela signifie que tous les points Sy sont alignés.

Corrigé de I'exercice 1.25 page 18
Ol =6 et IB =12 donc OB = 18.
Dans le triangle OCB, rectangle en C, d’apres le théoréeme de Pythagore,

(6+2)2+(12+2)? =182 < 222+ 362 — 144 =0
— 22 +18zx-72=0.

Le discriminant du polynéme z2 + 18z — 72 est :

A=18 —4x(-72) =612 >0

donc il admet deux racines :

soit :

_-18-VEl2 18+ V612

rH=—-" e To

2 2

T1=-9-3VIT<0 et x9=3V17—9>0.

Seule la racine positive nous intéresse car = est une longueur.
Ainsi, = 3v/17 — 9.

L’aire de ABCD est donc égale a

(12 4+ 3V17 — 9)? = 162 + 18V17.

Corrigé de I'exercice 1.26 page 18

AGC = FIC et GAC = IFC car (FI) et (AB) sont paralléles. Les triangles AGC et FIC sont donc
semblables.

1
AGC étant isocele en G, FIC est isocele en [ ; par conséquent, [C' = [F = 5%

1
On en déduit alors que GI = GC — IC = g — 3%

Le triangle FIG est rectangle en F' donc, d’apres le théoreme de Pythagore,

2
5 T\ 2
2, g 2 2 Q< _(Z 2
IG2=FI2+ FG? > (2 2) (2) ta
25 5 el 9

1T T T
<~ 422 + 10z — 25 = 0.
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Le discriminant du polynéme 4z2 + 10z — 25 est :

A =10% -4 x 4 x (—25) = 500 = (10v/5)”.

Les deux solutions de I’équation 422 + 10z — 25 = 0 sont donc :

x1

—10—-10v/5 —5-5V5 —5+5v5
- 8 \ 4 et Tp=

La seule solution qui convient & notre probléme est x5 car 1 < 0 et 0 < x5 < %

Corrigé de I'exercice 1.27 page 19

‘ 1 ‘ 11 suffit ici de remplacer les lettres par leur valeur; cela donne :

La droite (OB) fait un angle de 30° avec I’axe des abscisses et passe par l'origine du repére considéré

10
y=- 5(z— 1) +tan60°(z — 1) +5
2 x 72 x (cos 60°)
5
= (z-12+3(&-1)+5
49X(0’5)2(x 2+ V3(x—1)+

1
V=15 (7201:2 + (49V/3 + 40)x + 225 — 49\/5)

conséquent, son équation est :

c’est-a-dire :

soit :

y = tan 30°x

sin 30°
cos 30° *

1
Y= —=T|

V3

B est le point d’intersection de la droite (OB) et de la parabole; ainsi :

et donc :

—
Sad
g
<~

—

yp = — (—20a% + (49v3 + 40)z 5 + 225 — 49v/3)

41?<

T
\/gB

YB

T
\/313
49

—202% + (49V3 + 40)z g + 225 — 49V/3 = Ntk

— 20V/32% + (49V/3 + 40)V3z s + (225 — 49v3)V/3 = 4925
— 20V/3x% + (147 4+ 40v3)z g + (225v/3 — 147) = 49z
— 20V/3z% 4 (147 — 49 + 40v3)z + (225V3 — 147) = 0

|
Y (—200% + (49V3 + 40)a5 + 225 — 49v/3) =

—20V/3z% + (98 + 40V3)xp + (225V/3 — 147) = 0

Pour trouver xp, il suffit donc de résoudre 1’équation :

Amr El Bakouchi
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dont le discriminant est :

A = (98 +40v/3)% — 4 x (—20V/3) x (225v/3 — 147) = 68 404 — 3 920v/3

et donc les racines sont :

—b— VA  —98 —40v/3 — \/68 404 — 3 920v/3

I - ~ 5,997
' 2a —40v/3
et
—b+ VA _ —98—40v3+ /68 404 — 3 9201/3
Ty = ~ —1,168.
2a —40v/3

9 < 0 donc ne peut pas convenir.

AiIlSi, rp =~ 5, 997. Il en résulte alors que :
yB \/3 B 9 .

On en déduit :

OB = /2% + 2 ~ \/5,997% + 3,462 ~ 6,92.

Corrigé de I'exercice 1.28 page 20

a2+ b2+ =ab+ac+bc = a®—(b+cla+b>+c%—bc=0.

Posons alors f(a) = a? — (b+ ¢)a + b? + ¢ — be.

L’équation f(a) = 0 admet au moins une solution car le triangle existe donc le discriminant de f(a) est supérieur
ou égal a 0.

A=[=0b+0)]"—4x1x B+ —be)
= b? 4 2bc + ¢* — 4b* — 4c® + 4be
= 6bc — 3(b* + ¢?)
= —3(b2 —2bc+cz)

= —3(b— c)?
Ainsi, A < 0. Or, on sait que A > 0 donc A = 0, ce qui signifie que b = c.
—(b 2b
Il n’y a qu’une solution & I’équation f(a) = 0 donnée par : ,M =5 = b (car b= c).

Finalement, on a a = b = c. Le triangle est donc équilatéral.

Corrigé de I'exercice 1.29 page 20
Enposantx:\/&ety:\/g, onaa=a2etb=y? et donc:

av/a+bvb =183 2%z +y?y =183
<
bya+avb =182 2z + %y =182

3+ 43 =183
s
yyr + xxy = 182
z3 + 43 =183
<~
y(zy) + z(zy) =182
3 +y3 =183
=
zy(x +y) =182
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La forme développée de (x + )3 est :

(@ +9)° = (¢ +y)(z+y)°
= (z +y)(=* + 22y +¢?)
= 23 4 222y + xy® + ya? + 2xy? + o>

\(@“er)3 =w3+3x2y+3xy2+y3\
= (¢° +9°) + 3(2®y + 2y°)
= (2% + ¢°) + 3zy(z + y)
=183+ 3 x 182 d’apres la question précédente
=729
(z+y)*=9°

Ainsi, z +y = 9.

182
De I'égalité « zy(x +y) = 182 » et du fait que = +y = 9, on déduit que | zy = o |
On sait que si S = 2 +y et P = xy alors = et y sont racines du polynéme X2 — SX + P.
182 182
Ici, S=9et P= 5 donc z et y sont les racines de X2 — 9X + 5 dont le discriminant est :
182 1
A=(-92-4x ===
(—9) 9 =3
: . . _9-vVA 13 9+VA 14
Les racines sont alors égales a « = =—ety= = —.
2 3 2 3
169 196
On en déduit alors que a = 22 = o et b=1y? = 5

Corrigé de I'exercice 1.30 page 20
On sait que si a et b sont solutions d’une équation polynomiale de degré 2 alors, ils sont aussi solutions de 1’équation :

22 — (a+b)x +ab=0.

Comme a et b sont solutions de 1’équation :
2 —sc+t=0,

at+b=s
ab=t

De méme, comme a + 1 et b+ 1 sont solutions de I’équation :

on a :

2> —sPr+st=0,

o {(a+1)+(b+1)232
(a+1)(b+1) =st

soit :
a+b+2=s?
ab+a+b+1=st

Comme a + b = s et ab =t (d’aprés le premier systéme), on obtient :

s2—-5-2=0
t+s+1=st
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L’équation :
$2—5—-2=0

a pour solutions :
5 C1E£VI+8 [ s5=-1
125 75 T g, =2
e Sis= —1, alors I’équation t + s + 1 = st devient :

t=—t soit : t=0

Dans ce cas, le couple solution demandé est : ‘ (s;t) =(-1;0), teR ‘

e Si s =2, alors I’équation ¢t + s + 1 = st devient :

t+3=2t soit t=3

Dans ce cas, le couple solution demandé est : ‘ (s;t)=(2:3), teR ‘

Si on vérifie nos résultats, on voit dans un premier temps que le couple (—1;0) donne pour la premiére
équation : 22 +x = 0 (qui admet pour solutions 0 et —1) et donne pour la seconde équation : 22 —z = 0 (qui
admet 0 et 1 pour solutions, et qui sont bien les successeurs de —1 et 0).

En revanche, pour le couple (2;3), la premiére équation donne : 2 — 2z + 3 = 0, de discriminant négatif. Il
n’y a donc pas de solutions... dans ’ensemble des réels! Car en effet, elle admet quand-méme des solutions,
mais dans un ensemble plus « grand » que celui des nombres réels : 'ensemble des nombres complexes (que
vous verrez ’année prochaine).

Corrigé de I'exercice 1.31 page 20
On pose t = x — 8, donc « =t + 8; nous pouvons donc remplacer x par t + 8 dans (F) :

Ve+Vr—16=Vr—8 < Vt+8+Vt—-8= 11t

Elevons les deux membres de cette derniére équation au cube & Paide de la formule :
(a+0b)* =a®+b* + 3ab(a +b)
ota=+t—8etb=+/t+8:

(B) — (Vi+8+ ¥i-8)° = (%)’
= (t+8)+(t—8)+3Vt+8x Vt—8x (Vt+8+Vt—8)=t
= 2 +3Y/(t+8)(t—8)(Vt+8+Vt—8) =t
> 3V12 —64(Vt+8+ Vit —8) = —t
Or, d’apres (E), &/t + 8+ </t —8 = /t, d’ou :

(E) <= 312 —64x Vt=—t

— 3Y/t(t2 —64) = —t
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En élevant a nouveau au cube les deux membres de cette derniere équation, nous obtenons :

(E) 33t(t? — 64) = (—t)3

27t(t* — 64) = —t3

27(t* —64) = —t%, t#0

2712 — 1728 = —t2, t#0

2812 —1728=0, t+#0

28(x —8)2—1728=0, z#38

28(z% — 162 +64) — 1728 =0, = #8

2822 — 448 +64=0, = #8

7z? — 1122 + 16 = 0,  # 8(en simplifiant par 4)

A I A

Le discriminant de 7z2 — 112z + 16 est :
A= (-112)2 -4 x 7 x 16 = 12 096 = (24v/21)? > 0
donc il admet deux racines :

(—112) — 24y21 56 — 121/21
14 B 7

Tr, =

et sa racine conjuguée :

_ 56+1221

T =

Ainsi, 'équation (F) a 1 et x2 comme solutions.

De plus, n’oublions pas que nous avons exclus le cas ou z = 8; il faut donc vérifier si x = 8 est solution ou
pas : sachant que /8 = 2, et donc que ¢/—8 = —2,

(E) <= 2+(-2)=0

Cette derniére égalité est vraie, donc 8 est solution de (E). L’ensemble solution de (E) est donc :

7 ' 7

S—{S- 56 — 12v/21 56+12\/ﬁ}

Corrigé de I'exercice 1.32 page 21

Réponse c. En effet, la parabole possede des branches orientées vers le bas, donc a < 0, et coupe deux fois
laxe des abscisses (donc g(x) a deux racines distinctes, ce qui signifie que A > 0).

Réponse b. En effet,

0,5
=0,5[(z — 2)> — 16]
=0,5[(z — 2)* — 47]
=0,5[(z —2—4)(z —2+4)]
=0,5(z — 6)(z +2)
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Réponse d. En effet,

2z —5x2 +3=2-1 < 21" - 62> +4=0
— 2X2-6X+4=0, avec X =2 <= X2-3X+2=0, avecX =2z’

Une racine évidente du polynéme X2 — 3X + 2 est :

Xi1=1
et
X1X2=* — XQZ
Donc :
I1:\/X1:10u$1:7\/X1:71
et

o = \/XQ = \/5011 Ty = —\/XQ = —\/5.
Il y a donc bien quatre solutions a 1’équation.
Réponse c. En effet,

322 + 12 + 97+ 6 = y° <= 32° + > + 9z + 6—y° = y’—°

< 322 +97+6=0 (réponse d)
< 32 +32+2)=0

<~ 2°+32+2=0 (réponse a)
— (z+1)(xz+2)=0 (réponse b)

Réponse b. En effet, le discriminant du polynéme —x? — 2z + 8 est :
A=(-2)?—4x(-1)x8=4+32=36>0

donc il est positif (du signe opposé a —1, coefficient de z?) entre les racines —4 et 2. L’inégalité étant stricte,
les crochets sont ouverts.
Réponse c¢. On peut procéder par élimination :
« les branches de la parabole sont dirigées vers le haut, donc le coefficient de z? est positif, ce qui élimine
les réponses b et d;
o la parabole coupe ’axe des ordonnées en y = —4 donc f(0) = —4, ce qui élimine la réponse a. Il ne reste
donc plus que la réponse c.
Réponse d. En effet, une fonction polyndéme du second degré qui s’annule en 1 et en 3 s’écrit sous la forme
f(z) = a(z — 1)(x — 3), a € R. Comme il y a une infinité de nombres réels a, il y a aussi une infinité de
fonctions f(z).

b -9 3
Réponse a. En effet, ’abscisse du sommet est 1 = —— = —— = o On peut donc éliminer les propositions

2 6
cetd.

De plus, un axe de symétrie d’une parabole est toujours de la forme x = ——, on peut donc éliminer la

, %
réponse b.

Réponse d. Une fonction polynéme du second degré peut étre ou non de signe constant sur R. Tout dépend
du signe de son discriminant.

Réponse c. Pour savoir combien de points d’intersection les courbes représentatives des fonctions & — 1522 +
10z — 1 et 2 +— 1922 — 22z + 10 ont, il faut résoudre ’équation :

(1922 — 222 4+ 10) — (1522 +10x — 1) =0 <= 422 — 322+ 11 =0.
Le discriminant du polynéme 422 — 32x + 11 est :
A=(-32)?-4x4x11=848>0

donc I’équation admet deux solutions. Il y a donc deux points d’intersection.
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ﬂPremiére approche historique

b Archiméde

Archimede de Syracuse (—287 — —212) était un savant grec. Il semblerait qu’il fit le premier & se pencher sur la notion
de tangente & une courbe, une droite qui « frole » une courbe et la touche en un seul point.

D Torricelli

Plusieurs siécles plus tard, litalien Torricelli (1608 — 1646) et le frangais Roberval (1602 — 1675) continuérent les travaux
d’Archimeéde et apporterent ainsi les premiéres notions sérieuses du calcul dit infinitésimal.

b Pierre de Fermat

Le mathématicien frangais Pierre de Fermat (vers 1601 — 1665), surnommé le « prince des amateurs » car les mathématiques
étaient pour lui plus un passe-temps qu’un métier, décrit ensuite la tangente comme la position limite d’une sécante a une
courbe. C’est la définition qu’on utilise aujourd’hui (voir paragraphe II).

b René Descartes

René Descartes (1596 — 1650), souvent trés dur envers Fermat, critiquera le manque de rigueur de ce dernier ce qui pousse
Fermat a clarlﬁer et a étendre sa méthode.

b En Angleterre : Wallis, Gregory, Barrow et Newton

Les méthodes analytiques de Descartes et de Fermat ont beaucoup de succeés en Angleterre et sont donc reprises par
John Wallis (1616 — 1707) et James Gregory (1638 — 1675). Ceci pousse le mathématicien Isaac Barrow (1630 — 1677), le
prédécesseur d’Isaac Newton (1643 — 1727) a la chaire de mathématiques de I'université de Cambridge & développer une
méthode des tangentes par le calcul, trés proche de celle actuellement utilisée. Il expose cette méthode dans ses cours.
Puis les mathématiciens anglais Newton (1643 — 1727) et allemand Leibniz (1646 — 1716), indépendamment 1'un de
Pautre, inventent des procédés algorithmiques, ce qui tend a faire de I’analyse dite infinitésimale une branche autonome
des mathématiques. Newton publie en 1736 sa méthode la plus célebre, la méthode des fluxions et des suites infinies.

b Blaise Pascal

C’est cependant Blaise Pascal qui, dans la seconde moitié du XVII® siecle, a le premier mené des études sur la notion de
tangente a une courbe - lui-méme les appelait « touchantes ». Le marquis de I’Hospital contribuera a diffuser le calcul
différentiel de Leibniz a la fin du XVII® siecle grace a son livre sur I'analyse des infiniment petits. Wallis, mathématicien
anglais (surtout connu pour la suite d’intégrales qui porte son nom) contribua également & I’essor de I’analyse différentielle.
Néanmoins cette théorie tout juste éclose n’est pas encore, a I’époque, pourvue de toute la rigueur mathématique qu’elle
aurait exigée, et notamment la notion d’infiniment petit introduite par Newton, qui tient plus de I'intuitif, et qui pourrait
engendrer des erreurs des lors que 1’on ne s’entend pas bien sur ce qui est ou non négligeable.
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bJean le Rond d’Alembert

C’est au XVIII® siecle que Jean le Rond d’Alembert (1717 — 1783) introduit la définition plus rigoureuse du nombre dérivé
en tant que limite du taux d’accroissement - sous une forme semblable a celle qui est utilisée et enseignée de nos jours.
Cependant, a I’époque de d’Alembert, c’est la notion de limite qui pose probleme. C’est seulement avec les travaux de
Weierstrass au milieu du XIX¢ siecle que le concept de dérivée sera entierement formalisé.

D Joseph-Louis Lagrange

C’est au mathématicien frangais Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813) que I’on doit la notation f’(z), aujourd’hui usuelle,
pour désigner le nombre dérivé de f en x. C’est aussi a lui qu’on doit le nom de « dérivée » pour désigner ce concept
mathématique.

Source : math93.com.

ﬂ Nombre dérivé

P Approche géométrique

Considérons la courbe représentative C d’une fonction f, et un point A(a; f(a)).
Considérons ensuite un point M(a + h; f(a + h)) ot h € R, et la droite D passant par A et M

————— e il

D est appelée la sécante a C passant par A et M.
Le coefficient directeur de cette sécante est appelé le taux d’accroissement de f entre a et a + h; d’apres la formule
vue en classe de Seconde, il est égal a :

yv —ya _ fla+h)— f(a) _f(a—l—h)—f(a).

Tp — XA (a+h)—a h

Si M se rapproche de A, c’est-a-dire si h se rapproche de 0, alors la droite D se rapproche d’une droite 7 (en vert
ci-dessous) qui « frole » C et qui la touche au point A.
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Ainsi, le taux d’accroissement de f entre a et a + h se rapproche du coefficient directeur de 7. On dit que la limite du
tauz d’accroissement quand h tend vers 0 est égal au coefficient directeur de 7T, et on note :

fla+h) - f(a)

lim = coefficient directeur de T .
h—0 h
En prenant f(z) = —0,3x? + 2z + 1, on peut alors écrire un programme (en Python par exemple) qui écrit les coefficients

directeurs successifs de D quand h se rapproche de O :

Code Python 2-1

1 def f(x):

2 return -0.3%x*x+2*x+1

3 -

4 def coef(a): 0.03999999999999925, m = 1.387999999999993
5 h=a 0.02999999999999925, m = 1.3909999999999993
6 while (h > 0): 0.019999999999999248, m = 1.3939999999999921
7 m= ( f(ath) - £f(a) ) / h 0.009999999999999247, m 1.3969999999999758
8 print(’h => , h , ’,’ , ’m =’, m)

9 h=h-0.01

10

11  coef(1)

b Définition et exemples fondamentaux

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et soit a € I.
On définit le nombre dérivé de f en a comme étant le nombre noté f’(a) tel que :

f’(a) = f(a+h) _f(a).

h—0 h
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Posons f(x) = z2, et calculons le taux d’accroissement de f entre a et a + h, oll a est un nombre quelconque et
h>0:

_ @+ 2ah +h? — g
h
%(2a+h)
I3

= 2a+ h.

Ainsi,
f'(a) = lim (2a + h) = 2a + 0 = 2a.
h—0

Quelle que soit la valeur de a, le nombre dérivé de x2 en a est f'(a) = 2a.

Posons f(x) = x3, et calculons le taux d’accroissement de f entre a et a + h, ot a est un nombre quelconque et
h>0:

_ (a+0b)3 = a®+ 3ab + 3ab® + b*
= LD 5@ |
h
(a+h)®—a3
i h
N ytg/+ 3a’h + 3ah? + K3 _ﬂa/
e h

#(3a® + 3ah + h?)

[

= 3a® + 3ah + h2.

Ainsi,
f(a) = }lbir%(3a2 + 3ah + h® 4+ h) = 3a*.
=

Quelle que soit la valeur de a, le nombre dérivé de x3 en a est f'(a) = 3a®.
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Posons f(z) = /z.
VT

\/a—|— f Vva+h++/a
h \/m+f
(\/a—|— —Va)(Va+h+a)
h(Va+h+ /a)
_ (Va+R)’ - (va)
h(Va+h+ /a)
| a+h—a
h(Va+h+ a)
Vi

~ f(Va+h+/a)
1

“ Vathtya

Ta(h) =

Ainsi,

Gl ’HO(\/5+W) 2\1/&'

Quelle que soit la valeur de a, le nombre dérivé de /z en a est f'(a) = —=.

Posons f(z) = 1
0

1
Ta(h) — a+hh
a _ _a+th
a(a+h) a(a+h)
h

a—(a+h)
a(a+h)

h
W 1

a(a+h) ]fi
1

“ala+h)

SH L

Ainsi,
1 1
(@) = lim | ————— | = ——.
fia) hli%( a(aJrh)) a?

1
Quelle que soit la valeur de a, le nombre dérivé de — en a est f/'(a) = ——.
x
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b Interprétations du nombre dérivé

o En physique

Imaginons un corps en chute libre, laché sans vitesse initiale.
La distance qu'il parcourt en t secondes est égale a x(t) = 5t2.
Sa vitesse moyenne entre deux instants ¢; et ty est :

_ x(ta) —z(t)

to — 11
distance .
car v = —— . On peut aussi noter :
temps
Ax
V= —-—,
At

« A » désignant ici la variation (et non le discriminant).

La vitesse instantanée est la vitesse a un instant donné. Ainsi, la vitesse instantanée a l'instant ¢ peut étre vue comme

t+h)—x(t
étant égale a lim M, donc égale a 2/ (t).
h—0 h

Az
Le nombre dérivé peut donc étre per¢cu comme une vitesse instantanée. En liaison avec la notation — (pour le taux

At

d’accroissement), on peut aussi noter :

o En économie

On définit le colit marginal de production comme le coflit supplémentaire induit par la derniere unité produite. Si C'
représente le cotlit total, on note C,, le colit marginal associé.
Le colit marginal sert a évaluer s’il est rentable d’accepter une commande supplémentaire.

On peut alors exprimer le cotit marginal par :

.. Cz+h)-C(x) ..
Cm(x)—ilg}) (x+h)—= —%1;%

C(z+h)—C(x)
5 .

On s’apergoit que le colit marginal n’est rien d’autre que le nombre dérivé du cotit total.

ﬂéquation de la tangente

b Définition

Soit C la courbe représentative d’une fonction f définie sur un intervalle I. Soit a € I.

On appelle tangente a C au point d’abscisse a la droite de coefficient directeur f’(a) passant par le point de
coordonnées (a; f(a)).
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T est ici la tangente a C au point d’abscisse 1.

D Equation

Soit C la courbe représentative d’une fonction f définie sur un intervalle I. Soit a € I.

L’équation réduite de la tangente a C au point d’abscisse a est :

y=f'(a)(z—a)+ f(a).

Par définition, le coefficient de la tangente est f’(a) donc I’équation réduite de la tangente est de la forme :
y=f(a)z+p.
On sait de plus que le point de coordonnées (a; f(a)) est sur C donc ses coordonnées vérifient 1’équation :
fla)=f'(a) xa+p

donc :
p= f(a) - af'(a).

Ainsi, ’équation réduite de la tangente est :
y = f'(a)z + f(a) — af'(a)

soit, en factorisant une partie du second membre par f/(a) :

y = f(a)(z —a) + f(a).
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a Fonction dérivée

b Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle .
On définit la fonction dérivée de f comme étant la fonction :

oz f(a)

ou f'(x) est le nombre dérivé de f en x.

Si f’(x) est définie sur un intervalle J inclus dans I alors on dit que f est dérivable sur J.

D Dérivées de référence

D’apres les exemples 9, 10, 11 et 12, on peut écrire :
Si f(x) = 22 alors f'(z) = 2z sur R.
Si f(x) = 23 alors f'(z) = 322 sur R.

1
Si f(z) = +/z alors f'(z) = NG sur ]0; +o00] (la fonction n’est pas dérivable en 0).

Si f(z) = i alors f'(z) = —% sur |—o0; 0] et sur |0;+o0].
De plus,
Si f(z) = 2", n € Z, alors f'(x) = nz""! (avec z # 0 si n < 0).

b Dérivée d’une fonction composée

Propriété 10

Soit la fonction z — g(az + b), ol a et b sont deux nombres réels.
Alors, sa fonction dérivée est :
x — ag'(ax +b).

Exemple 14

f(z) = v/—5z + 20, définie sur |—oo;4].
Ici, g(z) = z et f(x) = g(—bz + 20).
g'(z) = % donc f'(z) = —5¢'(—5z + 20) soit :
-5

'@ = s

, définie sur |—oo;4][.
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1 b
g @)= yPETY définie sur R\ {—3}.
1
Ici, g(z) = et f(z) = g(4z + 12).
1
g (z) = = done f'(z) = 44’ (4x + 12) soit :

4

A= RTESDE définie sur R\ {—3}.

ﬂFonction valeur absolue

P Définition (rappel de Seconde)

Pour tout réel z, on définit la valeur absolue de z, et on note |z |, par :

T siz >0
|z | = .
—x sixz<O.

Exemple 15
| =5| =5 car —5 < 0. 0] =0.
g |3] =3car3>0. | 7| =mcarm>0.

P Courbe représentative

ST T TIT T T AT T T ST T T T T T At Bl Sl ===
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
| I | | I | | I | |
[ N T R Y I (R
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
R e d LY - ___J
I I ] I I I I 1 I I
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
e e i e e ————d - — = - — - - - — R
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
I I I I | I I I I I
[ e e ) iy g it Ml - - -A
I I I I I S I I I I I
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
| | | | | o | | | |
I | | | | — 1 | | | |
I I I I I O 1 I I I I I
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
) I I I— - _-_J

Amr El Bakouchi amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



b Dérivée

Propriété 11

Soit f(x) = |z | . Alors,

1 siz>0

f,(m):{q siz <0

et f/(0) n’existe pas.

On dit que la fonction n’est pas dérivable en 0.

D’aprés la relation (z")" = nz™ !, on sait que la dérivée de z + x est x + 1, et celle de x — —x est z +— —1.
Or,siz <0, |z| =—x donc sur |—00;0[, la dérivée de x — |z | est celle de x — —z, c’est-a-dire z — —1.

De plus, si z > 0, | z| = 2 donc sur |0; +oo[, la dérivée de z — | x| est celle de z — z, c’est-a-dire z — 1.

Le nombre dérivé de x — | z | a gauche de 0 est donc égal & —1 alors que celui a droite de 0 vaut 1. Ainsi, en 0, il
n’y a pas le méme nombre dérivé & gauche et & droite : f/(0) n’existe donc pas.

ﬂOpérations sur les dérivées

Propriété 12 (formules usuelles)

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

f(z) = 322 On pose alors u(z) = 22 et k = 3. Comme u/(x) = 2z, on a :

f/(z) =3 x 2z = 6z,

f(x) = 42 + 522 + 3z + 1. Pour calculer f’(z), on calcule la dérivée de chaque terme :

f(x) = (42%) + (52%)' + (3z)' + (1)
=4x322+5x22+3x1+0
=12z% + 10z + 3.
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Exemple 18 (différence)
f(z) = 82° — 522. Pour calculer f/(x), on calcule la dérivée de chaque terme :
f(z) = (82°) — (52%)

=8x5z* — 5 x 2z

= 40z* — 10z.
Exemple 19 (produit de deux fonctions)
f(z) = (3z 4+ 1)v/2z + 5. On pose :
u(z) =3x+1 v(z) =22 +5
u'(z) =3 I B NS
V@) = e T Vs
D’ou :
1
! =3 X V2 54 (3 1) X ——=
f'(z) V2r+5+ 3z +1) NorES
3r+1
=3v2z + 5+ ——
V2x +5
322 +5x2x+5+ (Bx+1)
V2x +5
322 +5)+3x+1
B V2z +5
9z +16
2z +5
Exemple 20 (quotient de deux fonctions)
322 — 5z + 2
f(z) = % On pose :
u(z) = 322 — 5z + 2 v(z)=x+3
u'(x) =6z —5 v(z)=1
D’ou :

(6 —5) x (x+3) — (322 =5z +2) x 1

!
f=) = @+ 32
_ 622 + 18z — 5z — 15 — 3z% + 5z — 2
a (z +3)?
_ 322 +18x—17
N (x+3)2

Remarque 6

On ne développe pratiquement jamais le carré au dénominateur ; nous verrons que cela a une utilité dans le
paragraphe « Applications de la dérivation ».
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12
Calculons le taux d’accroissement de la fonction uv en a :

(uv)(a + h) — (uv)(a)

To(h) = o
_ u(a + h)v(a+ h) — u(a)v(a)
h
u(a + h)v(a) — u(a)v(a)—u(a + h)v(a) + u(a + h)v(a + h)

h

(On a ici fait apparaitre u(a + h)v(a))

[u(a + h) — u(a)]v(a) + u(a + h) [v(a + k) — v(a)]

h
_ u(a—l—h})z—u(a)v(a) +ula+h)

Ta(h) =

v(a+ h) —v(a)
T Tl 1

Or,
lim w = 4/(a), lim w = '(a) et }lg%u(a + h) = u(a).
Ainsi,
Ag% Ta(h) = v/ (a)v(a) + u(a)v'(a).

Donc (uwv)'(z) = v/ (z)v(x) + u(z)v'(x).

ﬂAppIications de la dérivation

b Variation d’'une fonction

Propriété 13

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
o f est croissante sur I <= f’(x) > 0 pour tout z de I.
o f est décroissante sur I <= f’(x) < 0 pour tout = de I.
De plus,
e Si f/(x) > 0 sur I, on dit que f est strictement croissante sur I.

e Si f/(x) < 0sur I, on dit que f est strictement décroissante sur I.

Conséquence : pour étudier les variations d’une fonction, il suffit d’étudier le signe de sa dérivée.

Soit f(z) = 323 — 522 + 4z — 1.
Sa dérivée est : f/(x) = 922 — 10z + 4. C’est un polynéme de degré 2, dont le discriminant est :

A=(-102-4x9x4=-44<0.
Ainsi, f'(z) est du signe du coefficient de 22, c’est-a-dire ici positif.

Vx €R, f'(xr) >0 donc f est strictement croissante sur R.

Amr El Bakouchi m amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



b Extremum local

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Soit a € I.

On dit que f admet un extremum local en a si f'(a) = 0 et si f/(z) change de signe en a.

Cet extremum local peut étre :

f'(x) <0 pourz<a

un minimum si ;
f'(x) >0 pourz>a
f'(x) >0 pourz<a

un maximum si , .
f'(x) <0 pourz>a

Considérons la fonction f(z) = —22% — 2022 + z + 2.
Sa dérivée est : f/(x) = —62% — 40z + 1, dont le discriminant est :
A = (—40)> —4 x (—6) x 1 =1 624 > 0.
f/(z) admet donc deux racines distinctes :
= —_ZO—EM et xy = —_20 _6\/@

On déduit alors le tableau de variations suivant :

I

6

T — 0 —20—+/406 7202\/406

- 0 —

- 0
f(@) T oy~ f({
A

.2)

T—

est un maximum local.
est un minimum local.

b Méthode de Newton

La méthode de Newton est un algorithme permettant d’obtenir une valeur approchée d’une solution a une équation du
type f(x) =0.

Voyons a travers un exemple son principe. Considérons la fonction f définie par :

f(z) = 0,252 + 0,4z — 3

dont la courbe représentative est donnée page suivante.

Amr El Bakouchi amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



: elle coupe 'axe

ainsi obtenus se rapprochent de

3

N

, ous pousse a écrire

il i e e |

A

A

a1 ; f(a1)), puis tragons la tangente a la courbe en M;

(

illustre le schéma suivant.

9e

|
|
=
I
FeF=a=ai=====
I
L Tt I S I [
I
I
[ I I S I N P
r-r-TT-TT "
I
-t -+ —-4-d4--]--
|
Lobododododss
I
1
I
1
|
|
=
I
FeF=a=ai=====
I
L Tt I S I [
I
I
LoL_t—a_a__l__

Rt e
FH SR SR B
L7L7l747477,,
|
i
|
Prenons un point My sur cette courbe dont I'abscisse z est supérieure a 3, et tragons la tangente a la courbe en ce point :

elle coupe 'axe des abscisses en un point d’abscisse a;.
Maintenant, prenons le point M; de coordonnées
des abscisses en un point d’abscisse as, comme 1
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axe des abscisses.
De plus, cela semble se rapprocher tres vite ; cela laisse a supposer que cette méthode est plutot bonne pour trouver une

valeur approchée de la solution positive & ’équation f(x) = 0...

Cette méthode, qui consiste a faire plusieurs fois la méme chose mais avec des valeurs qui changent
Amr El Bakouchi

un algorithme calculant les valeurs successives ag, a1, ...

On continue ainsi de fagon analogue, et on peut remarquer que les nombres ay, as, as, ...

Mais avant cela, nous avons besoin de formaliser le probleme.

I’abscisse du point d’intersection de la courbe avec I’



o Formalisation

Supposons connue la valeur de a,, ; alors My, (an ; f(an))-
L’équation de la tangente a la courbe au point M,, sera alors :

Yy = J[/(Uvn)(m —an) + flan).
an+1 est donc la solution de I’équation :
0= fl(an)(x —an) + f(an)'

Autrement dit,

0= f/(an)(an+1 —an) + flan) <= —f(an) = f/(an)(an+1 — an)
flan)

= a 1—a
fla) "

flan)

T P
n

0 Algorithme

Nous avons désormais une égalité qui permet de calculer a, 1 a partir de a,, ; nous pouvons donc écrire un algorithme qui
calcule une série de valeurs a partir de la simple valeur de ag correspondant & ’abscisse du point Mj :

a prend la valeur 7 (abscisse de M) Code Python 2-2
Pour i allant de 1 a 10:

a prend la valeur a-f(a)/f’(a) 1 def f(x):
Fin du Pour 2 return 0.25%x*x+0.4%x-3
Afficher a 3
4 def g(x):
5 return 0.5%x+0.4
= 2.7552777669262354 6
7T a=17
8 for i in range(10):
9 a=a- f(a)/g(a)
10 print(’a = ’,a)

Une autre maniere d’implémenter ceci avec le module sympy est :

Code Python 2-3

1  import sympy as sp

2

3 x = sp.symbols(’x’)

4

5 def newton(f,x0,eps=0.0001):
6 f_prime = sp.diff(f, x)
7 xn= x0+1

8 while abs(xn-x0) > eps:
9 x0, xn = xn, xn - f.subs(x,xn)/f_prime.subs(x,xn)
10

11 return xn

12
13

14 £ = 0.25%x*%2 + 0.4*x - 3
15
16

17 print(newton(f,0))

L’avantage de ce dernier code est de ne pas étre obligé de déterminer ’expression de la dérivée.
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Prendre un bon départ

Exercice type 3 » Nombre dérivé et tangente

On consideére la fonction f définie sur R par : f(z) = 2% + x + 1.
Calculer f’(1) a l'aide de la définition du nombre dérivé.

Donner 1’équation réduite de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 1.

Par définition, le taux d’accroissement de f entre 1 et 1 4+ h est :

fO+h) - )

h
[(A+h)2?+(1+h)+1] - [124+1+1]
h
14+2h+h*+1+h+1-3
h

7(h) =

W2 43h
N h
h(h+3)
h
7(h) = h+ 3.

Ainsi, le nombre dérivé de f en 1 est :
f'(1) = lim 7(h

zglir}l(h+3)

fla)y=3

L’équation réduite de la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse 1 est donnée par la
formule :

y=rW-1)+fQ1)
—y=3z—-1)+3
<~—y=3r—3+3

=[y=5]

Exercice type 4 » Dériver une somme

Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = —523 + 72? — 3z + 2.
Donner Pexpression de f/(z).

On a:
() =—=5x (32%) + 7 x (22) =3 x 1 +2

f'(x) = =152 + 142 — 3
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Exercice type 5 » Dériver et étudier les variations d’un quotient

On considére la fonction f définie sur R\ {4} par : f(z) = 55 _43.
Trouver Iexpression de f'(x).
En déduire les variations de f sur R\ {4}.
f= Y avec :
v
u=5—3 ; v=x—4
u' =5 ; v =1
Sa fonction dérivée est alors :
u'v —v'u
Fa) ="
_ 5(x—4) - 1(5z — 3)
- (z —4)?
52 —20-5x+3
ECEE

NS
f(x)—m

(r —4)?2>0sur R\ {4} et —17 < 0 donc f’(z) < 0 sur R\ {4}. D’ot le tableau suivant :
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Nombre d

Exercice 2.1 (lectures graphiques)

Pour chacune des questions suivantes, on donne la représentation graphique d’une fonction f (en rouge) et la

tangente a cette représentation au point d’abscisse a.

Déterminer graphiquement f’(a), puis écrire I’équation réduite de la tangente tracée.

a=1.

e e - L

=

e

a=2.

Solution page 7/
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https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=2.1

Exercice 2.2 (trouver la courbe)

On a dessiné ci-dessous la courbe représentative d’une fonction f ainsi que celle de sa dérivée f'.

R ) d o oL -

Retrouver la courbe qui représente f et celle qui représente f.

Solution page 7/

O =

Exercice 2.3 (calcul avec taux d’accroissement)

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer f’(a) & l'aide du taux d’accroissement, puis trouver I’équation
réduite de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

flz) =
flz) =

2
,a=2

8

Bio)=2>-20+3a=-1
Hf(x)zﬁ,a:zl

8=

,a=1

Solution page 75

Exercice 2.4 (trouver des coefficients)

On considere la fonction f définie par : f(x) = az3 + bx? + cx + d, ol a, b, c et d sont quatre nombres réels.
On sait que :

o le point A (1;—1) appartient a C;
 la tangente a Cy au point A a pour équation : y = —2x + 1;
e Cy coupe l'axe des ordonnées au point d’ordonnée 2 ;

. F1(0)=—5

Déterminer les valeurs de a, b, ¢ et d a l’aide de ces informations.

Solution page 77
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Exercice 2.5 (lectures graphiques et raisonnement)

La courbe ci-dessus représente la fonction f dont 'expression est de la forme :
f(z) = ax® +bx + c.

Lire graphiquement les valeurs : f(0) ; f(2) ; f'(2) ; f&) ; f'(4).
Déterminer les valeurs de a, b et ¢ a l'aide des valeurs trouvées précédemment.
Calculer I’abscisse des points A et B.
Solution page 77

Calculs de dérivées

Exercice 2.6 (sommes et différences)

Pour chacune des fonctions f suivantes, calculer f/(z).

© =

Solution page 78

1
| /@=s-1 Bio-1+vz
- x
f(x):5q:2+3:c—1 5 —9 3
fl)=2vz -~
1 1 1
f(m):§x3—5w2—|—3x—1 ﬂf(x):—ixz—l—%‘—g\/}
Solution page 78
Exercice 2.7 (produits et quotients)
Pour chacune des fonctions f suivantes, calculer f'(z).
f(x) =22z 3 = Ve-u 5 — Ve
f@) =Y o)==
3z —1 2?2 =3z +1 x
2 = 4 = —_—
. f(@) dx +5 . /(@) z—3
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Exercice 2.8 (sens de variations)

Pour chacune des fonctions f et g,

© &

e trouver son domaine de définition ;
e trouver sa dérivée;
e trouver son sens de variations sur son domaine de définition ;

e donner le signe de la fonction sur son domaine de définition.

f(2) = (32 +2)V& B - <1+ 1) JE

Solution page 81

Exercice 2.9 (sens de variations)

Pour chacune des fonctions suivantes,
e donner son domaine de définition ;
e trouver sa dérivée;
o en déduire ses variations sur son domaine de définition.

30— 4 52— 3 2
f(z) = g(@) = 5 ha)= Lo+l

5z —2 2-x—2 x? —3x+2

Solution page 82

Exercice 2.10 (en économie)

L’entreprise KIHARNAK fabrique de la poudre de fée dont tout le monde pourrait se passer et qui pourtant a
un succes fou.
Son cofit de production est donné par la fonction C(q) = ¢* — 2¢® + 10q + 150, ou ¢ représente la quantité (en
tonne) de poudre.

Cla

© &

On définit le codt unitaire, ou cotit moyen, par la fonction CM(q) =

On rappelle que le cotit marginal est la fonction définie par : C,,(¢) = C'(q).
Dans cet exercice, il ne faudra pas hésiter d prendre des initiatives en s’aidant éventuellement de la calculatrice
ou d’un quelconque autre instrument informatique.

Donner Pexpression de C M (q), puis celle de C,,(q).

Etudier les variations de C'M, puis donner la quantité ¢ pour laquelle le cofit moyen est minimal. Quel est
alors ce cofit ?

Résoudre I'équation CM (q) = Cy,(q). Que peut-on constater ?
Solution page 8/

Exercice 2.11 (étude d’une fonction)

© &

 xyx

N

On note C sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; 7, 7).

V(3 — a?)
2(x2+1)2°

Etudier le signe de f’(x) sur |0 ; 400, puis en déduire les variations de f sur [0;+oocl.

On consideére la fonction f définie sur [0;+oo[ par : f(x)

Montrer que la dérivée de la fonction f est donnée par : f/(x) =

Déterminer ’équation réduite de la tangente a C au point d’abscisse 1.

Solution page 85
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Exercice 2.12 (polynéme de degré 3)

On consideére la fonction f définie sur R par f(z) = 23 + 722 + 11z — 19.
On note C sa courbe représentative dans un repere (O; 7, 7) du plan.

On note f’ la fonction dérivée de la fonction f sur R. Déterminer I'expression de f’(x).
Résoudre dans R I'inéquation 322 + 14z + 11 > 0.
En déduire le tableau de variations de la fonction f.
Déterminer I’équation réduite de la tangente a la courbe C au point d’abscisse 1.
Justifier que 1 est solution de 22 4+ 722 + 11z — 19 = 0.
E Vérifier que pour tout réel x : f(z) = (x — 1)(2? + 8z + 19).
Etudier le signe de la fonction f et en dresser le tableau de signes sur R.
Solution page 86

Exercice 2.13 (polynéme de degré 3)

Soit f la fonction définie sur I’ensemble R des nombres réels par f(z) = 323 — 5% + 2.
On note Cy sa courbe représentative dans un repere du plan.

On admet que f est dérivable sur R et on note f’ sa fonction dérivée.
Donner Uexpression de f’(z), pour tout nombre réel z.

On note (T') la tangente & Cy au point d’abscisse —1. Donner ’équation réduite de la tangente (7).

Soit g la fonction définie sur R par g(z) = 323 — 4z + 1.
On note C,4 sa courbe représentative dans le méme repere que la courbe Cy.

a. Montrer que pour tout nombre réel x,
f(x) —g(x) = —52% + 4z + 1.

b. Etudier sur R le signe de f(z) — g(x).
c. En déduire pour quelles valeurs de x la courbe Cy est au-dessus de la courbe C,,.

Solution page 87

Optimisation

Exercice 2.14 (volume optimal d’une boite)

y 7777777777777777]

On souhaite construire une boite parallélépipédique a partir d’un
carton carré de 4 metres de c6té, comme lillustre le schéma ci-
contre.

La partie hachurée correspond a la partie du carton qui va étre pliée
(aux pointillés) pour obtenir la boite.

Montrer que le volume de la boite est égal & f(z) = 22(2—x)2.

Etudier les variations de f, puis en déduire la valeur de x
(arrondie au centimetre pres) pour laquelle le volume de la .
boite est optimal. ~—

NN N N N N NN NNNNNNY

Solution page 88
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Exercice 2.15 (volume d’une casserole)

Une casserole peut étre assimilée a un cylindre avec une seule base (le fond). On note R le rayon du disque
constituant la base et h la hauteur du cylindre.

4 A

S 4

2V
Montrer que la surface de la casserole est donnée par la fonction f(R) = nR? + = ou V est le volume de

la casserole.

Montrer alors que la surface est minimale quand la hauteur de la casserole est égale au rayon de la base.

Solution page 89

Exercice 2.16 (bénéfice maximal)

Une entreprise fabrique des pizzas comptées par lots de 40 pizzas. On suppose qu’elle vend toute sa production.
Les cotits de production sont, d’une part, les cofits fixes (amortissement du four, assurances, ...) et d’autre part,
les cofits variables (salaires, ingrédients, ...) qui dépendent du nombre ¢ de lots fabriqués.

On estime que la fonction de cofit total de cette entreprise (exprimé en dizaine d’euros) pour une journée est
donnée par la fonction :

1
C(q) = 5(13 —2¢% 4 5¢ + 20.

On suppose que cette entreprise ne peut pas fabriquer plus de 800 pizzas par jour.
Cette entreprise vend une pizza 7,50 €. On note B la fonction qui donne le bénéfice quotidien de 'entreprise en
fonction de ¢ lots fabriqués et vendus.

Etudier les variations de C' sur lintervalle [1 ;20].
Exprimer en fonction de ¢ le bénéfice B(q) de cette entreprise (en dizaine d’euros).

Etudier les variations de B sur [0;20].

En déduire le nombre de lots de pizzas qu’il faut fabriquer et vendre pour obtenir un bénéfice maximal.
Quel est alors ce bénéfice 7

Solution page 90

© #

Exercice 2.17 (coiit de production)

Une entreprise produit entre 1 millier et 5 milliers de pieces par jour. Le colit moyen de production d’une piece,
en milliers d’euros, pour x milliers de piéces produites, est donné par la fonction f définie pour tout réel x € [1;5]
par :

_ 0,523 — 322+ + 16
- y

f(x)

Calculer le colit moyen de production d’une piéce lorsque I'entreprise produit 2 milliers de pieces.

On admet que de f est dérivable sur [1;5] et on note f’ sa fonction dérivée.
Montrer que pour tout réel z € [1;5],

3 — 322 - 16
—_—

f'(z) =

T

© &
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© &

Vérifier que, pour tout réel z,
23— 322 —16 = (z —4)(2% + = + 4).
En déduire le tableau de variation de f sur [1;5].

Déterminer le nombre de piéces a fabriquer pour que le cotit moyen de production d’une piéce soit minimal,
ainsi que la valeur de ce colit minimal.

Solution page 90

Exercice 2.18 (minimisation d’une aire)

© @

B
I On considere la figure ci-contre, oi N est un point du
4 segment [BC], P un point de [AB] et M un point de
l [AC].
pH N Montrer que l'aire du rectangle AM N P est égale

a 12.
Pour quelles valeurs de AM et AP Daire du triangle

=l = ABC est-elle minimale ?

A M C

Solution page 91

Exercice 2.19

Dans cet exercice, les distances sont exprimées en metres.
On considére un rectangle ABCD d’aire 49 m? tel que DC = x et BC = y.
On admet que les nombres x et y sont strictement positifs.

D~ t " C

A B

On souhaite déterminer les dimensions x et y pour que le périmetre de ce rectangle soit minimal.

98
a. Montrer que le périmetre, en metres, du rectangle ABCD est égal a 2x + —.
- x

b. Calculer ce périmetre pour z = 10.

98
Soit f la fonction définie sur |0; +oo[ par f(z) = 2z + o

On admet que f est dérivable sur |0;4o0[ et on note f’ sa fonction dérivée.

_ 222 — 98

Montrer que, pour tout « > 0, f'(z) 5
— x
Déterminer le tableau de variations de la fonction f sur |0; +oo].

En déduire les dimensions du rectangle d’aire 49 m? dont le périmeétre est minimal.

Solution page 92
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Exercice 2.20 (optimisation d’une aire)

ol

D G c
:_I A
| 4
T
He. |
A - M B

ABCD est un carré de coté 4, et M est un point de [AB].
Déterminer la position de M pour que l'aire coloriée soit minimale.

Pour cela, on pourra s’aider des indications et des points portés sur le schéma ci-dessus.
Solution page 93
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Corrigé de I’exercice 2.1 page 66

Dans cet exercice, il faut avoir en téte que le nombre dérivé d’une fonction en un point a est le coefficient directeur
de la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

Il faut donc, pour chaque question, regarder la tangente a la courbe tracée en rouge au point d’abscisse a donné.

Ici, la tangente a pour coefficient directeur 1. Donc f(1) = 1.
Ainsi, la tangente tracée a pour équation réduite :

(N’oublions pas que dans I’équation d’une droite y = mx + p, p désigne 'ordonnée du point d’intersection de
la droite avec l’axe des ordonnées).

1
Ici, le coefficient directeur de la tangente tracée est =5 En effet, les points A(0;1) et B(2;0) sont sur la

tangente donc :
o YB"YA _ 0-1 1

B —TA 2-0 2
1
Ainsi, f(0) = —
L’équation réduite de la tangente sera alors :
1
=—= 1
Y 5% +

1 1
Ici, le coefficient directeur de la tangente est 2’ donc f'(1) = 3

L’équation réduite de la tangente sera alors :

11
Y=3% 73

Ici, la tangente est horizontale donc son coefficient directeur est égal a 0.
L’équation de la tangente est alors :
y=-1

Corrigé de I’exercice 2.2 page 67
On constate que la courbe Cy est au-dessus de 'axe des abscisses sur [—2;1] et que sur cet intervalle, C; monte.
Ailleurs, Cq est en-dessous de I'axe des abscisses et Co descend.

Ainsi, Co représente f’ et C; représente f.
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Corrigé de I'exercice 2.3 page 67
f(z) =22 a=2.
o Calcul de f/(2).

Le taux d’accroissement de f en 2 est :

fla+h)—fla) _(2+h)?*-2°

h h
_2+h—-22+h+2)
h
_ K4 +h)
/i
=4+h.

Ainsi, le nombre dérivé de f en 2 est :
f(2)=lim(4+h) =4
h—0
o L’équation de la tangente au point d’abscisse 2 est alors :

y = f(a)(x—a)+ f(a)
y=f2)-2)+£©2)
y=4(z—2)+4
y=4r —-8+14

H f(x):%,azl.
o Calcul de f/(1).

Le taux d’accroissement de f en 1 est :

fla+h) = fla) wr—1

Ainsi, le nombre dérivé de f en 1 est :

H=l ()=

o L’équation de la tangente au point d’abscisse 1 est alors :

y=f(a)(z—a)+ f(a)
y=fM)@-1)+fQ1)
y=—-1(zx—1)+1
y=—x+1+1
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flx)=22-22+3,a=—1.
o Calcul de f/(—1).
Le taux d’accroissement de f en —1 est :

f(=14+h) = f(=1) (-1+h)>=2(-14+h)+3—((-1)2—2x (-1)+3)

h h
_h?*—2n4+14+2-2h+3-6
- h
_ h?—4h
h
- 1)
Ji
=h—4.

Ainsi, le nombre dérivé de f en —1 est :

F(=1) = lim (h — 4) = 4.

o L’équation de la tangente au point d’abscisse —1 est alors :

y = f'(a)(x —a) + f(a)
y=f(-D+1)+f(-1)
y=—4(x+1)+6
y=—4r—4+6

y=—4z+2

f(@) = V3 a=4.
o Calcul de f/(4).
Le taux d’accroissement de f en 4 est :

fA+n) —f4) _VA+h-v4
h h

(VA+h-2)(VA+h+2)
h
_ 4+h-14

h(V4+h+2)
_ J

K(VA+h+2)
1

T VAtht2

Ainsi, le nombre dérivé de f en 4 est :

p L 1 1
“4)—}1%(@”)_4'
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o L’équation de la tangente au point d’abscisse 4 est alors :

Corrigé de I'exercice 2.4 page 67

« la tangente a Cy au point A a pour équation : y = —2z + 1 donc f'(1)

o Cy coupe l'axe des ordonnées au point d’ordonnée 2 donc f(0) = 2, d’ou :

« f'(0)

o« A(1;-1) € Cs donc f(1) =

y = f'(a)(x—a)+ f(a)

y=f@)-4)+f4)

1
y:Z(x—4)—|—2
1
y:ZQ:flJrQ
-1 +1
y=

at+b+c+d=-1

3a+2b+c= -2

d=2.

= —5et f'(z) = 3az? + 2bz + ¢ donc :

c= —b5.

Les équations 2.3 et 2.4 donnent alors le systeme suivant :

soit :

La seconde équation donne alors :

La premiere équation donne alors :

On obtient finalement :

Corrigé de I'exercice 2.5 page 68

o

f(2)=1;

f4)=-1;

Amr El Bakouchi

a+b=—-1—(-5)—2=2
3a+2b=-2—(-5)=3

a=2-5>
3(2-b)+20=3

6-b=3 soit : b=3.

a=2-3=-1.

‘f(a:) = —2% 4 32% — 5z + 2.

17(2) = 0 car la fonction atteint un maximum pour z = 2;
f/(4) = —2 (coefficient directeur de la tangente a la courbe au point d’abscisse 4).

f(0)=ax024+bx0+c=c;donc c=—1 d’apres la question précédente (1 point).
f'(x) =2ax+bet f/(2) =4a+b; donc 4da+ b = 0, soit b = —4a.
f(2) =1 donc 4a + 2b — 1 = 1, soit —b + 2b = 2 d’apres le point précédent. Ainsi, b = 2.

w7
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1
o f'(4) =8a+ b= —2 donc 8a = —4, soit a = —5

1
Finalement, on a : f(z) = 75:1:2 +2x — 1.

L’abscisse des points A et B sont les solutions de 1’équation f(z) = 0.

1

A224><(2) x(—Ly=4-2=2.

Ainsi,

—b— LA

Tp = —F7
2a

b &
rp = 1
$B:2+\[2

Corrigé de I'exercice 2.6 page 68
f(z) =3z — 1 donc f'(z) =3.
f(x) = 52% + 32 — 1 donc f'(x) = 10x + 3.

1
flx) = gx?’ — 522 + 3z — 1 donc f'(z) = 2? — 10z + 3.

flz) = % + /@ donc f'(z) = _;12 n %

fz) =2vz - % done f'(z) = % " %

| 6 G —%aﬁ +32— %\/5 ok o) = —z+ 3 — %_

Corrigé de I'exercice 2.7 page 68

f(x) = 22y/Z. On pose :
u(x) = 2 o(@) = V/E
() = 2 o) = %
On a alors :

f(x) = (z)v(z) + u(;lv)v’(z)
= 2\/x + 2z x NG
=2z + % "
= 2\/5+)‘%i%\/5E
=2/ +Vr

f(@)=3Vz

78
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T4z +5
u(z) =3z —1 v(z) =4x +5
u'(x) =3 Vv'(z) =4
On a alors : (2)o(a) (2)v/(z)
f’(x)—u z)v(z) — u(x)v (x
[p@)’
_ 3(4x+5) —4(3z - 1)
N (4z + 5)2
12241512244
(4z +5)2
Pl 19
F@) = Grop
f(x):% On pose :
u(x):\/fl—x v(z) =22 +1
u’(z):ﬁfl V' (z) = 2%
On a alors :

[v(2)]"
1 2 — r — T i
:<M1>x(:1: +1)—(Vz—x) x2
(22 +1)°
_ilc;\—/’_;—wQ—l—Qx\/E—i-sz
- (22 +1)°
2 +1
NG + 22 —2z/7 -1

(22 +1)°
2 +1 +2x2\/5_ 422 _2Vz
2V | 2z 2y 2z

(22 +1)°
222/z — 2/ — 3z% + 1
_ 2/
(x2+1)2
vy 28/ — 2T —32% +1
fe) = 2y/z (22 +1)°
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Hio-"

T+ —
75

. On pose :

Tz —3
v(z)=1
/ w(z)v(x) — u(z)v'(z)
f (l‘) = 2
[v(z)]
_(22-3)(z-3)— (e -3z +1) x1
- (z —3)?

202 —6x —3x+9—a’+3z—1

(z —3)?

;o x> —6x+8
f(ﬂ?)— ($—3)2

On commence par simplifier écriture de f(z) :

On pose alors :
u(z) = z\/T
1
W(z)=1x+Vz+x X%

2V

:\/E+M

/7
= Vit T

3
:5\/5

D’ou :

Amr El Bakouchi

v(z) =22 +1
v'(x) =2z
/ u'(z)v(z) — u(z)v'(z)
fi(@) =
[o(@)]*
- 3Vx(2? 4+ 1) —2y/z x 2
- (xQ 4 1)2
_ 322Vx+ 3 —22%/x
- (xQ + 1)2
3 1,.2
(22 + 1)2
/ _ lﬁ(g — 'rQ)
f@ =Sy

m amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



Corrigé de I'exercice 2.8 page 69

f(x) = 3z + 2)V/z.
o Le domaine de définition de f est : Dy = [0; +00].
o f est de la forme uv avec :

u(z) =3z +2 v(z) =z
uw'(z) =3 o) = %
Donc :

f(@) = u'(z)v(z) + u(z)v'(z)

=3Vz+ (3z+2) x %
3xr+2

=3Vet S

3Vr x 2/ 3z 42

G

6 +3x+2

-

f)= 5

o f'(x) >0<4<= 92 +2>0 car 2¢/z > 0 pour tout z € ]0; +o0].

2
Ainsi, f'(z) > 0 <=z > ~9 d’ou le tableau suivant :

x 0 +o0o
f'(z) H +

o D’apres le tableau de variation de f, on peut dire que f(x) > 0 sur [0; 400l
1
H g(x) = <1 + x) V.

o Le domaine de définition de g est Dy = |0;+o00].
e g est de la forme uv avec :

u(x):l—i—% v(x):\/il
W (z) = _% v'(z) = ﬁ
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Donc :

1
— 1 _ -
x2ﬁ+( * >X2\/E
2 x 2\/x

_ 1 el
N AN

oy =1

g (z) eV

e ¢'(2)>0<=2—-1>0<=z>1car 2z\/z > 0 sur D,.

On a alors le tableau suivant :

T 0 1 +00
g (x) - 0 +
g9(z) \\\\\\\N.Q,/////’/”

o D’aprés le tableau de variations de ¢, on peut dire que g(z) > 2 sur ]0;+oo[, donc

g(z) > 0 sur |0; +o0].

Corrigé de I'exercice 2.9 page 69

3x —4
fz) = 50— 2

. op=m {2

U
o f est de la forme — avec :

v
u(x) =3z — 4
u'(z) =3

Ainsi,

Amr El Bakouchi

fi(@) @)’
_ 3(52 —2) — 5(3x — 4)
(5x — 2)2
_ 15z —6— 15z + 20
B (5z — 2)2
5 14
f (IIZ) - (5$ _ 2)2
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o f'(z) > 0 pour tout réel € Dy donc :

8
|
8
vl
+
8

f(x) |

5T — 3
Bs=-"5

« Une racine évidente de 22 — x — 2 est z; = 2. De plus, 2122 = ¢ donc 2x9 = —2, soit zo = —1.
a
Ainsi, Dy =R\ {-1; 2}.

U
o f est de la forme — avec :
v

u(zr) =5z —3 v(z) =22 —x -2
w(xz)="5 V(z) =2z -1
e ()olz) — u(@' (@)
,(x):u z)v(z) — u(z)v' (z
' o))
_ 5(z? —z — 2) — (5z — 3)(2z — 1)
(22 —z —2)?
_ 5z2 — 5z — 10 — 10z% + 5z + 6z — 3
B (22 —x —2)?
" —522 + 6z — 13
g(x)zm

o ¢'(z) est du signe de —522% + 6z — 13, dont le discriminant est :
A =36 — 260 < 0.

D’ou le tableau suivant :

2 +z+1

Bio=5—75 "5

o 22 — 32 + 2 posséde o = 1 comme racine évidente, donc la seconde racine est 3 = 2.
Ainsi, Dy, =R\ {1 ; 2}.
. festdelaformegavec: u(z)=xz>+z+1 u'(z)=2zx+1
v

v(iz) =2 —-3z+2 V(z)=22-3
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' (z)v(x) — u(z)v'(z)

h'(z) =

() @
_ (2z+1)(2®*—32+2)— (z®+ 2+ 1)(2z — 3)
B (22 — 3z + 2)2
_ 223 -6z + 4z +a? — 3w+ 2 — (22 — 322 + 222 — 3z + 2z — 3)
B (22 — 3z + 2)2
_ 203 — bz +zx+2—-223+22+2+3
B (2?2 — 3z + 2)?

, —47% +22+5

File) = (22 — 3z +2)?

o Rh/(z) est du signe de —422 + 2z + 5, dont le discriminant est :
A =4+80 = 84.

Ses deux racines sont donc :

2484 —242/21 1-421

~ —0,9
S -8 1 e
et V3
—2—84 -2 —2v21 1 21
-8 -8 4
On a alors le tableau suivant :
T —00 T a=1 T3 B =2 +o00
W (x) - 0 + + 0 - —
Corrigé de I'exercice 2.10 page 69
C 3 —2¢% 4 10q + 150 150

H cu = ;Q):q a - q :q2—2q—|—10+7.

Cn(q) = C'(q) = 3¢> — 4g + 10.

150  2¢® —2¢> —150 2
Blcv(g=2-2-—F="—"—""="(-¢-75).
q q q

2

— >0 donc CM'(q) est du signe du polynoéme P(q) = e G —<05.

q

2
P'(q) =3¢> —2¢=q(3¢—2) donc g =0¢et g = 3 sont les deux racines de P.
On en déduit le tableau suivant :
2
q 0 3 5 +00
P'(q) - 0 +

—75
P(q) — % —

Amr El Bakouchi m amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)




2
Intuitivement, comme il n’y a pas de valeurs interdites entre 3 et 5, on peut supposer qu’il existe une valeur

2
de ¢, notée o, comprise entre 3 et 5, telle que P(a)) = 0.

Vous verrez ’année prochaine une formulation plus adéquate de ce qui vient d’étre dit sur I’existence
de «; ce sera un théoréeme du cours.

On peut alors dresser le tableau suivant :

q 0 Q +o00
CM’'(q) -0 4+

CM(q) \ /

A la calculatrice, on trouve une valeur approché de « :

a =~ 4,578.

Le coiit moyen de production est donc minimal pour 4 578 kg de poudre fabriquée.

Le cofit minimal est alors CM («) = 54,57 €, ce qui signifie qu'une tonne de poudre (de fée) coiite en moyenne
54,57 € a fabriquer si on en fabrique 4,578 tonnes.

Résolvons Iéquation CM(q) = C,(q) & la calculatrice : on trouve g ~ 4, 578.
On constate que ’on obtient la valeur de g pour laquelle le coilit moyen est minimal.

Corrigé de I'exercice 2.11 page 69
f est de la forme Y avec u(x) = /7 et v(z) = 2% + 1.
v
u est une fonction produit gh avec g(z) = z et h(xz) = /x, donc u = g’h + h'g. Ainsi,

1
(@) =1XvVr+zx ——

NG
:\/5+L

2Vx
=\/5+‘f

vr
2
:g\/g

On a alors :
u'v — uv’

f'(z)

2 (a)
SVr(z?+1) — 2z x 2z
(22 + 1)
_ 3yVa(a? 4+ 1) — 422z
2(z2 +1)2

/ _ \/5<3_$2)
T~ Sere

2(2% +1)2 > 0 et \/z > 0 sur [0;+oo[. Par conséquent, f’(z) est du signe de 3 — 22, polyndéme de degré 2
admettant pour racines v/3 et —v/3 et dont le coefficient de 2 est négatif, d’oti le tableau page suivante.
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L’équation réduite d’une tangente est donnée par la formule y = f/(a)(z — a) + f(a), avec ici a = 1.

1 1
fla) = 5 et f'(a) = 1 donc ’équation réduite de la tangente & C au point d’abscisse 1 est :

1 1
= — —]_ —
Yy 4(x )+2

. L1
soit |y = —x + —
Yy=4*71

Corrigé de I'exercice 2.12 page 70
fl(x)=3x22+7x22+11x1-0, donc f'(x) = 322 + 14z + 11.

322 + 14z + 11 est un polynéme de degré 2, dont le discriminant est :
A=b*—4dac=14> -4 x 3 x 11 = 64.

Ses deux racines sont alors :

—b—vVA -14-v64_ 11

1T Ty T T 2x3 3
et
—b+VA —14+64 .
To = = = —JIn
? 2a 2% 3
1
Le polynéme est du signe de a & I'extérieur de ses racines donc 3z2+14x+11 > 0six € } —00; -3 {U] —1;4o00].

On en déduit le tableau suivant :

L’équation réduite de la tangente a C au point d’abscisse a = 1 est :

y=f -1+ fQ1).

Or,
1) =3x12+14x1+11=28

et
fO)=134+7x12+11x1-19=0

Donc I’équation réduite de la tangente est :

y=28x—1)+0

y =28z — 28
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f(1) = 0 donc 1 est bien solution de I’équation f(z) = 0.
De plus,
z® +8z® + 19z — 2> — 8z — 19
=%+ 72% + 11z — 19
= f(@).

(x —1)(z* + 82 + 19)

Le discriminant de z2 4 8z + 19 est :
A=82—4x1x19=-12.

Le discriminant étant strictement négatif, 22 4+ 8 + 19 > 0 (signe du coefficient de x:?). Par conséquent, f(x)
est du signe de z — 1 :

e I S —
f(@) \0/

Corrigé de I'exercice 2.13 page 70
La dérivée de f est : f'(x) =3 x 322 — 5 x 2z + 0, soit :

‘f’(m) =927 — 10z

L’équation de (T'), tangente a C¢ au point d’abscisse —1 est :
y=f(-D(—(-1)) + f(-1).

Or,
f(-1)=3(-1)>*-5(-1)*+2=-3-5+2=-6
et
f/(=1) =9(=1)2 = 10(—1) = 9+ 10 = 19.
Ainsi,
(T) : y=19(x +1) — 6
soit :

(1) y=192+13]

a. Calculons, pour tout nombre réel x :

f(@) —g(x) =32> —52° +2— (32° — 4z + 1)
=323 - 522 +2—-323 +4x -1

f(x) —g(x) = —b52® + 4z + 1 ‘

b. f(z) — g(x) est un trindéme du second degré, dont le discriminant est :

A =b? — dac
=42 —4x (-5) x1
=16+ 20

A = 36.
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lles distinctes :

ines rée

2a

A
_4_\/%
2 x (—5)

—b—

Ir1 =

)

L
o
=
T
b
S
E
o

o

A > 0 donc f(z) — g(x) admet deux rac

On aurait aussi pu remarquer que la somme des coefficients est nulle, et donc que x; = 1 est une

1R
T 5

c L1l
—, on déduit zy
a

avec la formule z1x9 =

idente ;

7

racine evi

t

1gnes sulvan

On en déduit alors le tableau de s

dent, on peut conclure que

1 [, f(z) —g(z) > 0 et donc f(z) > g(z)

3

3

ignes précé

c. Du tableau de s

fie que Cy est au-dessus de Cy ;

ce qui signi

b

1
5

: sur |
e sur :|—OO

fie que Cs est en

ce qui signi

+oof, f() —g(x) <0 et donc f(z) < g(z)

)

[ et sur |1

1
)

dessous de C,.

g =

14 page 70
Notons y la largeur d’une face de la boite (voir illustrat

exercice 2.

Corrigé de |

te). Alors,

1011 Sulvan

y+r+y+z=4,

t

SO1

=% =@

8
]
I
<t

Y

NN N N N NNNNNNNNNNY

ANNUNNUNNUNNUNNNNNUNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

4 m
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Le volume de la boite est alors :

f(z) = 2z(4 — 4z + %) = 223 — 822 + 8x.
Ainsi, f'(z) = 622 — 162 + 8, dont le discriminant est A = 162 — 4 x 6 x 8 = 64. f'(x) admet donc deux

16 — v64 2 1
racines:a:uzizfetﬂ: 6+8:2.Onaalors:
12 12 3 12
T 0 % 2
f(z) + 0 — 0

f / \

Notons que = ne peut pas dépasser la valeur 2 car il faut que 4 — 2z > 0, soit 2x < 4, d’'ou =z < 2.

2
Le maximum de f est atteint en x = = (exprimé en meétre).

Le volume de la boite est optimal pour x = 67 cm.

Corrigé de I'exercice 2.15 page 71

L’aire du disque de fond est : TR?;
Paire de la surface latérale est : 2rRh (c’est un rectangle de largeur h et de longueur égale au périmetre du
disque de base, soit 27 R).
Donc f(R) = nR? + 2w Rh.
Or, le volume d’un cylindre est :

V = 1R?h
donc : o
h=—.
mR2
Alors,

1% 2V
f(R)=TR*+ 2rR x — =|7R*+ —
e

R2
TR -V
=2 72
Ainsi,
v R?h
F(R)>0 & R¥>—="""_ R
7
Donc, en simplifiant par R? :
R > h.

Ainsi, le minimum de la fonction f est atteint pour R = h.

Nous avons bien vérifié que la surface de la casserole est minimale quand la hauteur de la casserole est égale
a son rayon. Prenez une casserole chez vous et essayez!
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Corrigé de I'exercice 2.16 page 71

1 3
‘ 1 ‘ C(q) = §q3 —2¢% + 5q + 20. donc C’(q) = §q2 —4q + 5.
Le discriminant de C’(q) est :

3
A:(—4)2—4><§><5:16—30:—14<0.

Par conséquent, C’(g) > 0 sur R et donc sur [0;20]. Ainsi, C' est strictement croissante sur [0 ; 20].

Une pizza est vendue 7,50 € et il y a 4 dizaines de pizzas dans un lot donc la recette (exprimée en dizaine
d’euros) est :
R(q) =4 x 7,5¢ = 30q.

Ainsi, le bénéfice est :
B(q) = R(q) — C(q)
1
= 30q — 5qi”+2q24>q—20

1
B(q) = —§q3 +2¢* + 25q — 20

B'(q) = fng + 4¢ + 25. Le discriminant de B’(q) est :

A =16 + 150 = 166.

Les racines sont donc :

—4 — /166

1= ——5— ~5,63
et
—4 + /166
= —FTVI0
-3
On a alors le tableau suivant :
T 0 q 20
B'(q) + 0 —

B(q) - T

Le bénéfice maximal est donc atteint pour ¢ = 5 ou ¢ = 6 lots de 40 pizzas. Le bénéfice (en dizaine d’euros)
est alors :

1
B(5) = —5 x 5" +2x 5% +25 x 5 — 20 = 92,5.

1
B(6):—§><63+2><62+25><6—20:94.

Le bénéfice maximum est donc atteint pour 6 lots de 40 pizzas fabriqués, et est égal & 940 € (bénéfice exprimé
en dizaines d’euros).

Corrigé de I'exercice 2.17 page 71

Le colit moyen de production, en milliers d’euros, d’une piece lorsque 'entreprise produit 2 milliers de pieces

est :
O,5><23—3><22+2+16 4—-12+18

Ainsi, le cotit moyen de production est égal a 5 000 €.

5.
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On peut écrire f(z) sous la forme suivante si I'on divise tous les termes par z :
16
f(z) =0,52> —3z 4+ 1+ —.
x
Ainsi,

1
f'(@)=0,5x22-3x14+0-16x —

16
2
=z —-3—- —
22
3 — 322 — 16
f/(x):T

Développons :

(x—4)(2® +x+4) =23+ 2%+ 42— 42°> — 4 — 16

=23 — 322 — 16.
f'(z) est du signe de 23 — 322 — 16 car 2> > 0, donc du signe de (z — 4) (22 + z + 4).
Or, le discriminant de x? + 2 + 4 est :
A=b"—dac=1"-4x1x4=1-16=-15<0.

Donc 22 + = + 4 est du signe du coefficient de 2, c’est-a-dire positif.
Ainsi, f'(z) est du signe de x — 4, d’ou le tableau de signes et de variations suivant :

a8 1 4 5
f'(x) - 0 +
14,5 1,7
1

‘ 53 ‘ D’apres le tableau de variations de f, le colit moyen de production est minimal pour z = 4, soit pour 4 000
piéces produites par jour, auquel cas le colit de production moyen est égal a 1 000 €.

Corrigé de I'exercice 2.18 page 72

Posons © = AM et y = AP.
(AB) et (MN) sont paralleles et coupent donc la droite (BC) suivant deux angles de méme mesure; donc
PBN = MNC.
De méme, PNB = MCN.
On peut alors conclure que les triangles PN B et MCN sont semblables ;
par conséquent,

PN  PB
MC ~ MN
soit :
r 4
3y
d’ou :
ry = 12.

Or, xy représente I'aire du rectangle AM N P ; donc cette aire est égale a 12.
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Notons f(x) laire du triangle ABC. Alors,

1
f(x):ixABxAC
1
:§X(y+4)><(37+3)
1
:i(xy+3y+4m+12)
1
= 5(12+ 3y + 4z + 12)
1
= 5(24+3y+4ac).
Or, zy = 12 donc y = 1—5 Ainsi, on a :
1 12
=—-124 — 414
f(z) 2( +3Xw+x>
1
:12+£+2x.
T
La dérivée de f(z) est donc :
18 222 — 18
f@)=2-5=—3—

22 > 0 donc f’(z) est du signe de 222 — 18 = 2(2? — 9) = 2(x — 3)(z + 3).
D’ou le tableau suivant :

18
Ainsi, I'aire du triangle ABC' est minimale lorsque AM = 3 et donc AN = 3= 6.

Corrigé de I'exercice 2.19 page 72
a. L’aire du rectangle ABCD est égale & xy, mais aussi égale a 49. Donc :

y=—.
X

Le périmétre de ABCD est 2(x + y) soit :

49 98
2(30—1—-) =2r+ —
x T

222 + 98
x
b. Si x = 10, ce périmetre vaut :
2 x 102 + 98 200+ 98
10 10
Le périmetre du rectangle est donc égal a 29,8 m.

=29,8.
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Pour = > 0, la dérivée de f(z) est :

f(r) =2x%x1+98 x <—;2>

98
222 — 98
/ _
f(.’L')— 132

98
flx) =0 < 222 -98 =0 <= x2:? < 22=49 < z =Toux = —7. D'ou le tableau suivant

sur ]0; 400 :
z 0 7 +00
f'(x) - 0 +
(@) T~
28

D’apres le tableau de variations de f, le périmétre est minimal pour z = 7, et vaut 28 m. Dans ce cas précis,
ABCD est un carré.

Corrigé de I'exercice 2.20 page 73
Pour connaitre 1’aire coloriée, il nous faut au moins connaitre I H.
D’apres le théoréme de Thales, dans la configuration croisée ot [DM] et [GH] se coupent en I,

DM 1 1]
ID IG 4—1IH

De plus, dans la configuration croisée ou [DM] et [AC] se coupent en I,

IM _AM =z

ID  DC 4
Ainsi,
IH z
= — i 4 H == 4 —— .
T I8~ 1 soit I x(4—1IH)
Ainsi,
4IH + xIH = 4z
et donc : 4
a3
IH = .
44z
Ainsi ’aire du triangle TAM est :
IH x AM 22?2
2 4+
De plus, laire du triangle CID est :
I D
MZQ(ZL_IH): _ 8

2 44z
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L’aire coloriée est donc :

La dérivée de f(x) est :

f(x)

_ 222 8x
“its YT Ixs
222 -8z +8(4+ 1)
N 4+
22432
I

dr(4+ ) — (202 4+ 32) x 1
(4+z)?
_ 16z + 42 — 2% — 32
4+ x)?
_ 2%+ 16z — 32
(@92

Ainsi, f/(z) est du signe de 222 + 16z — 32, polynome du second degré dont le discriminant vaut :

Donc les racines de ce dernier sont :

1

On a alors le tableau suivant :

a6 — VB12

A =162 — 4 x 2 x (—32) = 512.

_ —16+V512

i <0 To 1 = —4+4V2~1,66.
aF 0 T2 4
f'(x) - 0 +

Ainsi, aire colorée est donc minimale pour z = 4/2 — 4.
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ﬂRappeIs sur la méthode de Newton

dent que la méthode de Newton a pour objectif de trouver des nombres qui se

rapprochent de plus en plus d’une solution & 1’équation f(z) = 0.

écé

3

Nous avons vu dans le chapitre pr

se rapprochent de la solution.

Les nombres aq, as, ...

termes successifs de la suite (a,,).

sont les

On dit que les nombres aq, as, ...

a Introduction

Définition 10

On appelle suite numérique une fonction dont la variable est un entier naturel.

Pour ne pas confondre avec les fonctions a variables réelles, la variable est mise en indice.

Si (un),cy €st une suite, alors n est I'indice du terme w,,.
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On peut définir une suite de deux manieres :

o par une fonction (si on connait I’expression du terme général en fonction de l'indice) ;

o par récurrence (si on calcule un terme en fonction du ou des termes précédents).

Si on définit la suite (uy),>, par :

1
vn>1a Up = —,
n

1
alors (up),,~; est définie par la fonction n — —; on dit qu’elle est définie de maniére explicite.
2 n

Dans la méthode de Newton, les nombres a,, se calculent avec la relation :

ag donné

f(an)

Op1 = A — f’(a )
n

Dans la mesure ou on calcule un terme a 1’aide du terme précédent, la suite est définie de maniére récurrente.

D Objectifs

L’étude des suites numériques consiste a :

e trouver leurs variations;

« exprimer de fagon explicite leur terme général (quand elles sont définies par récurrence).

Pour étudier les variations d’une suite, la dérivation ne sera pas toujours possible (quand la suite est définie de maniére
récurrente).

Le second point de nos objectifs est sans doute le plus problématique car, dans un cas général, il n’est pas chose aisée de
passer de la forme récurrente & la forme explicite.
En classe de 1%, nous verrons tout de méme quelques exemples fondamentaux.

b Variations d’une suite

On dira qu’une suite (u,) est strictement croissante a partir de ng si :
Vn2>ng, Uptr > Up.

On dira qu’une suite (u,,) est strictement décroissante a partir de ng si :
Vn 2= ng, Upty1r < Up.

On dira qu’une suite (u,) est constante & partir de ng si :

Vn 2>ng, Upt1 = Un.
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Pour trouver le sens de variation d’une suite, nous avons trois méthodes, qui dépendent de la maniere dont est définie la
suite :

On calcule u, 41 — u, pour tout entier naturel n et on regarde le signe du résultat : par exemple, si uy41 — uy > 0
alors la suite est croissante.

Cas d’une suite définie de fagon explicite.
Posons u, = v/n + 1. Quel que soit 'entier n,

n+2>n+1.

La fonction x — /2 étant strictement croissante sur R, on a :

vn+2>+vn+1

(les images de deux nombres par une fonction croissante sont rangées dans le méme ordre que les nombres)
Ainsi :

Un+1 > Uy
ce qui signifie que la suite (u,) est strictement croissante sur N.

Cas d’une suite définie par récurrence.
Posons pour tout entier naturel n :

Vg = 9
Un+1 :Ui—vn—&—i’)
Alors,

Vpg1 — Un = (V2 — v +3) — vy

=2 — 2u, + 3.

n

En posant v, = z, ce dernier résultat donne le polynéme 22 — 2z + 3, qui a pour discriminant A =
(—2)2 — 4 x 3 = —8 < 0 donc est du signe du coefficient de 22, soit positif.

Ainsi, quel que soit la valeur de I'entier n, v2 — 2v,, +3 > 0, et donc v, 11 — v, > 0.
Ainsi, pour tout entier naturel n, v,,41 > v, ; la suite est donc croissante sur N.

C’est la méthode la plus utilisée dans un cas général.

Cependant, quand on ne peut pas raisonner comme dans ’exemple ci-dessus, elle implique quelques fois des
calculs qui peuvent paraitre longs.

Il ne faut donc pas détester le calcul algébrique pour l'utiliser.

On utilise cette méthode lorsque I’on ne peut pas utiliser les deux suivantes.
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Un+1

Si nous sommes en mesure de justifier que pour tout entier naturel n, u,, > 0 alors on peut calculer et comparer

Un
le résultat a 1; par exemple, s’il est plus grand que 1, alors la suite est strictement croissante.

Exemple 25

3n
Soit (uy,) la suite définie pour tout entier naturel n par : u,, = Entl

Quel que soit 'entier n, 3" > 0 et 5" > 0 donc u,, > 0.

Un+1 - . )
On peut donc calculer el L’expression de u,41 s’obtient en remplagant n par n + 1 dans ’expression de
Up ° "
3n+1 3n+1
Untl = oo 131 = gne2
Ainsi,
n+1
Un+1 o gn+2 1 3n+1 . 5n+1
Un, 3" T pn+2 3n
Fn+1

On réunit maintenant les puissances de 3 dans une méme fraction, et les puissances de 5 dans une autre méme

fraction :
Un i1 _}3n+1 5n+1 __3%§<31 éybkk 3

X = X - —
Up, S fpear 2 5o+t 51 5

Ainsi, (u,) est strictement décroissante.

<1

Remarque 12

Dans le cas des suites définies par récurrence, il est difficile en classe de 1*© de savoir si tous les termes sont
strictement positifs. Donc on n’utilisera jamais cette méthode pour de telles suites.

A Attention 1

Cette méthode doit s’appliquer aux suites définies de maniere explicite dont I’expression comporte des puissances
ou des produits.

‘ 3 ‘ Si la suite est définie de maniere explicite par une fonction f, et si on peut étudier facilement les variations de f sur
R* (car dans u, = f(n), n est un entier naturel, donc positif), alors on le fait.

Exemple 26

On considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par u, =n? — 5n — 1.

Ainsi, u,, = f(n) avec f(z) = 22 — 5z — 1. C’est un polynome de degré 2 dont le coefficient principal est positif
(a =1 > 0); ainsi, les branches de la parabole qui le représente sont dirigées vers le haut et son sommet a
pour abscisse xg = —% = g =255

Ainsi, f est strictement croissante sur [2,5 ; +oo.

La suite (u,) est donc strictement croissante & partir de n = 3 (on prend lentier tout de suite supérieur &

2,5).

b Majorants et minorants

Définition 12

+ On appelle majorant d’une suite (u,) tout nombre M tel que, pour tout entier naturel n, u, < M.
« On appelle minorant d’une suite (u,) tout nombre m tel que, pour tout entier naturel n, u, > m.
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1
Soit (p),,~, définie par u, = —. « 0 » est un minorant de (u,) car pour tout entier naturel n non nul, u, > 0.
Z n

1
Soit (v,) définie par v, =3 — —. Pour tout entier naturel n >0, £ >0 donc 3 — 1 <3.
n

« 3 » est donc un majorant de (v,).

ﬂ Suites arithmétiques

b Définition

Définition 13

On dit qu’une suite (u,) est arithmétique si, pour tout entier naturel n,
Up+1 = Uy + 7

ou r est un nombre réel.

r est alors appelé la raison de la suite.

Simon possede 30 € d’argent de poche.
Chaque semaine, il regoit 5 € de la part de ses parents.

S’il ne dépense pas son argent petit a petit,
apres 1 semaine, il aura 30 +5 = 35 €
apres 2 semaines, il aura 35+ 5 =40 €;
apres 3 semaines, il aura 40 + 5 = 45 €

etc.

Si on note u,, la somme qu’il a aprés n semaine(s) alors :
up =30 ; u; =30+5=35 ; wux=35+5=40 ;

Uy = 30
Upt1 = Up + )
La suite (u,) est alors arithmétique de premier terme uy = 30 et de raison r = 5.

que 'on peut aussi écrire : {

Si on regarde trois termes consécutifs d’une suite arithmétique :

on constate que :

Up—1 + Un+t1 Up — T +Up + 7T

= = Up,.

2 2

Ainsi, n’importe quel terme est la moyenne arithmétique des deux qui Ientourent ; c’est pourquoi ces suites sont
qualifiées d’arithmétiques.
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P Variations

Propriété 14

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
o Sir >0 alors (u,) est strictement croissante.
o Sir <0 alors (uy) est strictement décroissante.

o Sir =0 alors (uy) est constante.

Pour tout entier naturel n,
Upt1 — Up = (Up +T) —up =T

Donc,
sior > 0, Upp1 — u, > 0 et donc wp41 >  wu,; la suite (u,) est donc strictement
croissante.
sir < 0, Upp1 — u, < 0 et donc wp41 < u,; la suite (u,) est donc strictement
décroissante.

sir =0, up41 — u, = 0 et donc u, 41 = uy, ; la suite (u,) est donc constante.

b Formule explicite

Propriété 15 (terme général)

Soit (uy) une suite arithmétique de premier terme wu, et de raison r, p > 0. Alors,

Vn>p, u,=up+(n—pr

Le schéma suivant illustre la situation dans laquelle nous sommes :

+r +r +r +r +7r

Up = Up+(n—p)

On peut écrire :

donc pour passer de u, & Up4(,—p), ON ajoute (n — p) fois r, d’ot :

Up = Up + (N — p)r.

Propriété 16 (cas particulier, en prenant p = 0)

Soit (uy,) une suite arithmétique de premier terme ug et de raison r. Alors,

Vn=>0, u,=mug+nr
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Exemple 29
Reprenons 'exemple de Simon (exemple 28).
Nous avions établi I’égalité :
Vn>=0, Upt1 =up+5 avec ug = 30.
D’apres la propriété 16,
Vn>0, u,=ug+nr=30-+5n.

Cette formule explicite nous permet de connaitre la somme que posséde Simon apres n semaines sans avoir a calculer
tous les termes de la suite.

Propriété 17 (cas particulier, en prenant p = 1)

Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme wu; et de raison r. Alors,

Vn>1l, u,=u+(n—1)r

Exemple 30
On considere la suite définie par :
Vn>=0, upt1 =up+5 avec u; = 30.

D’apres la propriété 17,
Vn>=0, wu,=u+(n—1)r=30+5n—1)=>5n+25.

b Représentation graphique

Une suite peut étre représentée par une série de points de coordonnées (n; uy,).

Dans le cas d’une suite arithmétique de raison r, les points ont pour coordonnées (n;ug + nr).

Tous les points sont donc alignés sur la droite d’équation y = rz + ug, ou ug est 'ordonnée a l'origine et r, le coefficient
directeur.
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P Somme des premiers termes

o Somme des premiers entiers

Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) était un grand mathématicien allemand. On le surnomme le « prince des mathéma-
tiques » car ’histoire raconte que tres jeune, il fit des prouesses en cette discipline.
On raconte par exemple que, trés jeune, il avait un instituteur qui voulait la paix dans la classe et pour cela, il demanda
a ses éleves de calculer la somme :

14+24+3+4+5+---4+98499+ 100.

Mais il ne fallut que quelques secondes au petit Gauss pour donner la réponse : « 5 050 ».
Il remarqua en effet que :
14+100=24+99=3+98=---=50+51 =101,

et donc que la somme était égale a 50 x 101 =5 050.
En s’inspirant de cette méthode, que 'on peut généraliser, on peut trouver une expression qui donne la somme :

En=14+24+3+---+(n—-2)+(n—1)+n.

En I'écrivant ainsi, puis a l’envers, et en ajoutant les deux égalités, on a :

E, = 1 + 2 4 3 + - + m=2) + (n-1) + n
E, = n + (-1 + (n—-2) + --- + 3 + 2 + 1
2E, = (n+1) + (n+1) + (n+1) + -+ + (n+1) + (n+1) + (n+1)

Ainsi,
2E, =nx(n+1)

car il y a n fois le terme « n + 1 », et donc :

nn+1
En:%,

Propriété 18 (somme des premiers entiers)

1
1+2+3+-~+n:@.

o Le symbole de sommation « > »

Le symbole « >~ » (c’est la lettre grecque sigma majuscule) est trés souvent utilisé pour désigner une somme de termes.
100

Ainsi, quand on écrit E ug, cela désigne la somme ug + uy + us + ug + ug + - - - + ugg + U100-

k=0
La propriété 18 s’écrit alors :

~ n(n+1)
LT
k=1

e Somme des premiers termes d’une suite arithmétique

Dans ce paragraphe, nous souhaitons trouver une formule qui nous donne la somme :
n
Sn:Zuk =Ug+ U+ U+ Uy
k=0

ol (uy) est une suite arithmétique de raison r.
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D’apres la propriété 15, nous savons que pour tout entier naturel k, ug = ug + kr; donc :

Sp =1ug +ur +ug +uz+ -+ U1 + Uy
=g + (uo + 1) + (uo + 2r) + (ug + 3r) + -+ + [uo + (n — 1)r] + (uo + nr)
=(up+uo+uo+--+uy)+[r+2r+3r+---+(n—1)r+nr]
(n+1) termes
=n+Dug+(1+2+3+--+n)r
propriété 18
n(n;—l)ﬁ

=(n+1uy+

D’ou la propriété suivante :

Propriété 19

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r. Alors,

n(n + 1)7'

ug +uy +uz + -+ u, = (n+ ug + 5

T

nombre de termes dans la somme

Cette derniere formule n’est pas du gotiit de tout le monde ; en effet, elle peut paraitre compliquée a retenir. C’est la raison
pour laquelle nous allons la modifier légerement.

Reprenons 'égalité (E) précédente et allons plus loin :
1
n(n;— )r
r n
=(n+1)|up+ 77“}
[2ug + nr}

Sp = (n+ Dug +

=(n+1) 5

[ + (uo + nr)]
2

:(n-l-l)xWTun.

=(n+1)

Cette derniere expression est plus facile a retenir car « n+1 » représente le nombre de termes dans la somme, ug désigne
le premier terme de la somme et u,, le dernier.
La somme est donc égale au « nombre de termes fois la moyenne arithmétique des termes extrémes ».

Propriété 20 (somme des premiers termes d’une suite arithmétique)

Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r. Alors,

Ug + Unp

wo+up +us+ - +u, =(m+1) x 5

ou encore :
n

Zuk = (nombre de termes) x
k=0

1°* terme + dernier terme
2

Amr El Bakouchi amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)

105



Exemple 31
Considérons la suite (u,) définie par :
Uy = 5
Up4+1 = Un +3
C’est donc une suite arithmétique de premier terme 5 et de raison 3.
Alors, d’apres la propriété 15, usgg = 5 4+ 200 x 3 = 605 et donc, d’apres la propriété 20 :

o[ 605 = 201 x 305 = 61 305.

Uo + Uy + Uz + - - - + ug00 = 201 X

ﬂ Suites géométriques

D Définition

Définition 14

On dit qu’une suite (u,) est géométrique si, pour tout entier naturel n,
Up+1 = g X Up

ou ¢ est un nombre réel non nul.

q est alors appelé la raison de la suite.

Exemple 32 (suite géométrique)

Sophie a placé ses économies, & savoir 1 000 €, sur un livret qui lui rapporte 1,5 % par an, c’est-a-dire que d’une
année a l'autre, ses économies augmenteront de 1,5 % du solde précédent.
Si on note ug = 1 000 et u,, le montant de son livret apres n années, alors :

1,5
n+l1 = Un 1+ —=— ) =1,015u,.
Up+1 = Up X ( el 100) [

(un) est alors une suite géométrique de premier terme ug = 1 000 et de raison ¢ = 1,015.

P Formule explicite

Propriété 21 (terme général d’une suite géométrique)

Soit (uy) une suite géométrique de premier terme u, et de raison g, g # 0. Alors,

Vnzp, u,=u,xq" "
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Le schéma suivant illustre la situation dans laquelle nous sommes :

Xq Xq xq xq Xq

Up+1 Up+2 e Up—1

Un = Upt(n—p)

On peut écrire :

donc pour passer de u, & Uyt (n—p), on multiplie par ¢, et ceci (n — p) fois, d’ot :

Up =Up X X gX - Xqg="1up,xqg" P
—_————

(n—p) facteurs

Propriété 22 (cas ou p = 0)

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme ug et de raison ¢g. Alors,

Vn>0, wu,=uyXq".

Reprenons l'exemple de Sophie (exemple 32) et calculons le solde de son livret aprés 10 ans (si elle ne retire pas
d’argent entre temps). D’apres la propriété 22 :

w10 = up X ¢1% =1 000 x 1,015 ~ 1 160,54.

Ainsi, apres 10 ans, elle possedera 1 160,54 € sur son livret.

Propriété 23 (cas ou p = 1)

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u; et de raison g. Alors,

V=1, wu,=u xq¢" L

b Représentation graphique

Selon les valeurs de la raison ¢ de la suite géométrique, les points qui représentent les termes successifs « monteront » ou
« descendront ».

Pour simplifier, prenons ug > 0.

e Sig =1 alors u,4+1 = u,, donc la suite (u,) est constante (ce qui se traduira par une succession de points alignés
sur une droite horizontale d’équation y = uyg).

e Sig > 1 alors ’égalité u,+1 = qu, nous dit que la suite est strictement croissante et donc que les points « monteront »
(auront une ordonnée de plus en plus grande).

e Si0 < g < 1 alors I’égalité u,41 = qu, nous dit que la suite est strictement décroissante et donc que les points
« descendront » (auront une ordonnée de plus en plus petite en se rapprochant de 0).
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b Somme des premiers termes

.qn

°SOmme 14+g+¢*+--

—_
(2]
Q
(8]
(=
(1]
(/2]

2
=]
o
(7]
()
'

9
£
()
1Y
[=%
(/2]
Q

<
()
g
g
(]
(7]

N

<

(o]

‘O

=]

N
S
o
5]
S

(ol

T
IS
S
| | —
i
Il
IS
o
+
<
(oY}
(=)}
+
>
+
A
-
IS
>
—
=
o
ol

+q".

Posons S, = 14+q+¢*>+---

Alors,

+ gL

@Sn=q+q" +¢+- -

Ainsi,

qSn = Sp —1 +qn+l

et donc :

qSp — S, =q" -1

soit :

(=118, =gt

On en déduit alors que :

1_qn+1
l—gq

Sip =

ou encore

1

qn+1
qg—1

S =
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0 Somme des premiers termes d’une suite géométrique

Propriété 25 (somme des premiers termes d’une suite géométrique)

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme ug et de raison g # 1. Alors,

1— qn+1

Uy + Uy + Uy + - + Uy = Ug X 1—¢

D’apres la propriété 21 :
o +u1 + g + - 4 Un = U + quo + ¢*ug + -+ + ¢"uo,

donc :
ug+us g+ un =ug(l+q+¢+--+¢").

Ainsi, d’aprés la propriété 24 :

1= qn+1

Up + Uy +ug + -+ u, = ug X 1—¢

M Algorithmes

La notion de suites est propice aux algorithmes. En effet, une relation de récurrence définissant une suite implique
nécessairement le méme type de calculs a faire plusieurs fois. Il est donc important de savoir automatiser ces calculs.

D Suites arithmétiques

Prenons ’exemple de la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par :

U0:7
Upt+1 = Up — D

e Calcul des termes successifs

On souhaite calculer et afficher tous les termes jusqu’a usg.

u prend la valeur 7 (terme initial) Code Python 3-4
Pour n allant de 1 & 50:

u prend la valeur u-5 1 u=17
(on soustrait 5 & la valeur précédente) 2 for n in range(50):
Afficher u 3 u=1u-5

4 print(u)

Fin du Pour

Une simple boucle suffit : on y calcule le nouveau terme en s’appuyant sur la relation de récurrence w,+1 = u, + r.
On stocke la valeur de ug dans la variable u et pour calculer u;, on enléve 5 a la valeur stockée dans u.
A chaque passage dans la boucle, on calcule par rapport a la derniere valeur stockée dans la variable u.

Amr El Bakouchi 109 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



0 Calcul de la somme des termes

On souhaite ici calculer ug + uy + - - - + usg.

u prend la valeur 7 (terme initial) Code Python 3-5

s prend la valeur 7 (somme initiale)
Pour n allant de 1 & 50: 1 u,s =7,7
u prend la valeur u-5 2 for n in range(50):
s prend la valeur s+u 3 u=nu-b
Fin du Pour 4 o s=s*tu
Afficher s 5 print(s)

La structure de I'algorithme est quasiment la méme que celle de 'algorithme précédent, a ceci prés que ’on ajoute une
instruction dans la boucle pour calculer la somme.

Cette somme est calculée en prenant la valeur de la somme précédemment trouvée, et en lui ajoutant la valeur de u que
l’on vient de calculer.

Le programme Python retourne « —6 018 » et la formule de la propriété 20 nous donne :

51 x w — —6 018.

0 Calcul d’un seuil

On souhaite & présent savoir a partir de quel rang les termes sont inférieurs a —10 000.

u prend la valeur 7 (terme initial) Code Python 3-6

n prend la valeur O (indice initial)
Tant que u>-10000: 1 u,n=17,0
u prend la valeur u-5 2 while u>=-10000:
n prend la valeur n+l 3 u=u-5
Fin du Tant que 4 n=n+id
Afficher n et u 5 print(n,u)

Ici, on recherche un indice, celui a partir duquel le terme est inférieur a —10 000. On ne va donc pas baser notre boucle sur
les indices (comme dans les algorithmes précédents) mais sur la condition & remplir pour continuer & calculer les termes :
on continue a calculer les termes TANT QUE le terme est plus grand que —10 000 (d’ou 'utilisation de la boucle « Tant
que », ou while en Python).

Le programme Python nous retourne U'indice n = 2 002 (et le terme est alors us gg2 = —10 003).

A Attention 2

Quand on utilise une boucle « Tant que » afin de déterminer un seuil, il ne faut pas oublier d’incrémenter l'indice a
chaque passage dans la boucle (¢ n prend la valeur n+1l »), sinon la boucle est infinie.
Cet oubli est assez fréquent quand on débute la programmation.

P Suites géométriques

Prenons ’exemple de la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par :

Vo = 10
1
Un+1 = §/Un
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e Calcul des termes successifs et de la somme des termes

20
On souhaite ici faire d’une pierre deux coups : calculer les termes successifs jusqu’a vy ainsi que la somme Z V.-
k=0
v prend la valeur 10 (terme initial)
s prend la valeur 10 (somme initiale)
Pour n allant de 1 & 20: 1 v, s=10, 10
v prend la valeur 0.5%v 2 for n in range(20):
Afficher v 3 v=v=x*0.5
s prend la valeur s+v 4 print(v)
Fin du Pour 0 _S?S+V"
Afficher s 6 print("Somme = ",s)

Le programme Python retourne les valeurs de vy a wvgg suivantes :

.625

.3125
.15625
.078125
.0390625
.01953125
.009765625

.0048828125
.00244140625
.001220703125
.0006103515625
.00030517578125
.000152587890625
.62939453125e-05
.814697265625e-05
.9073486328125e-05
.5367431640625e-06

O, WNOOOODODOODODOOOOO R NM

et affiche enfin la somme vg + v1 + -+ - + vog :

Somme = 19.999990463256836

Si on a la curiosité de pousser la somme jusqu’a vigg (par exemple), le programme retourne :
b

Et si on va jusqu’a vsgg ou plus, la réponse est toujours :

Somme = 20.0
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On peut alors conjecturer (supposer) que cette somme se rapproche de plus en plus de 20. Mais il ne faut pas dire que

100 101
toutes les sommes au-dela de vigg sont égales a 20... c’est impossible! Car si ka = 20 alors Z vk = 20 + v191 # 20 car
k=0 k=0
vi01 # 0.
n
Ce raisonnement est wvalable a n’importe quel rang : si on suppose que ka = 20 alors
k=0
n+1
Z v = 20 + vp41 > 20 car vyp41 > 0.

k=0
Donc la somme n’est pas exactement égale a 20. La raison pour laquelle le programme affiche « 20 » est qu’il arrondit car

il est arrivé au résultat « 19.999999999999999999999. .. ».

° Calcul d’un seuil

Nous souhaitons savoir & partir de quel indice les termes sont inférieurs a 1079,

v < 10 (terme initial) Code Python 3-8

n<« 0
Tant que v >= 10~ ?:

v,n=10 , 0

v < 0.5%v while v >= 10%%(-9):
=v *x 0.5
n=n+1

Fin du Tant que

1

2
n < n+l 3 v

4

. 5
Afficher n et v

print(a,v)

Le programme Python renvoie n=34 et v=5.820766091346741e-10.
Ainsi, tous les termes & partir de vs4 sont inférieurs & 1077,

ﬂPour aller plus loin (hors programme)

Les suites arithmétiques et géométriques ne sont pas les seuls types de suites, loin de la! Nous allons voir quelques exemples
d’algorithmes affichant les premiers termes de diverses suites.

b La suite factorielle

On définit la suite (u,) par 'égalité :

uO=1
U, =n!=1X2X3X---Xn

«n!y» sedit : factorielle n.
L’algorithme et le programme suivant permettent de calculer n !. Ils ne sont pas optimaux, mais ce n’est pas trés important
nous concernant a ce niveau d’apprentissage.

Le principe est le méme que pour calculer la somme des premiers termes d’une suite, si ce n’est que 'on multiplie a la
place d’ajouter.

A Attention 3

La fonction range de Python est un peu spéciale. range (n) parcourt les nombres de 0 a n — 1. Si on veut parcourir
les nombres entiers de 1 a n, il faut procéder a un décalage comme dans le programme.
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fonction fact(n):

Si n=0:
Retourner 1

Sinon:
p=1
Pour k allant de 2 & n:

p prend la valeur p*k

Fin du Pour
Retourner p

Fin du Si

Afficher fact(10)

Code Python 3-9

1 def fact(n):

2 if n==0:

3 return 1

4 else:

5 p=1

6 for k in range(l,n+1):
7 pP=p*k

8 return p

9

10 print(fact(10))

Pour un nombre ug initial donné, les suites de Syracuse sont définies ainsi :

On souhaite calculer les 20 termes uq, usg, ...

Wiy

2
3un +1 siwu, est impair

u prend une valeur quelconque
Pour n allant de 1 a 20:
Si n est pair:
u prend la valeur u/2
Sinon:
u prend la valeur 3*u+l
Fin du Si
Afficher u
Fin du Pour

Le programme retourne la série de nombres suivante :

si u,, est pair

Code Python 3-10

1 u = int(input("Entrez un nombre : "))
2 for n in range(30):

3 if w2 == 0:

4 u = u/2

5 else:

6 u = 3*u+l

7 print(u,"\n")

La conjecture de Syracuse, autrement appelée conjecture de Collatz' ou encore conjecture d’Ulam? est ’hypothése ma-
thématique selon laquelle le terme « 1 » est toujours atteint, quel que soit le nombre de départ.

Malgré la simplicité de ’énoncé de cette conjecture, celle-ci défie depuis de nombreuses années les mathématiciens (on

n’arrive pas a la démontrer).

Paul Erdés? dit d’ailleurs & son propos :

« Les mathématiques ne sont pas encore prétes pour de tels problemes. »

1. Lothar Collatz (1910 — 1990) était un mathématicien allemand.
2. Stanislaw Ulam (1909 — 1984) était un mathématicien américain d’origine polonaise.
3. Paul Erd8s (1913 — 1996) était un mathématicien hongrois
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P La suite de Fibonacci

Imaginez que ’on mette un couple de lapereaux sur une ile déserte.

Il faut attendre un mois avant qu’ils deviennent adultes.

Un mois plus tard, ce couple donne naissance a un couple de lapereaux.

Imaginez que d’un mois a ’autre, un couple adulte donne naissance a un couple de lapereaux, sachant qu’il faut toujours
attendre un mois pour qu’un lapereau devienne adulte.

Combien de couples y a-t-il sur I'ile aprés n mois ?

C’est la question que s’est posée Leonardo Pisano, dit Fibonacci (1175 — 1250), mathématicien italien du Moyen-Age.

On peut illustrer la situation a I’aide du schéma page suivante.

e

Couple initial

Couple devenu
adulte

Couple de lape-
<~— reaux du couple
adulte

Couple adulte —

J.L

.H.JL
J.L <l Ml b

s
4

Source : https://fr.wikipedia.org/wiki/Suite_de_Fibonacci

Notons Fy = F; = 1, qui correspond au nombre de couple au mois initial et apres 1 mois, et F,, le nombre de couples
apres n mois.

Ensuite, on a F5 =1+ 1 =2 (le 1°* couple et sa progéniture).

Ensuite, on a F5 = 2 (couples adultes) + 1 (couple de lapereaux) = 3.

Ensuite, on a Fy = 3 (couples adultes) + 2 (couples de lapereaux) = 5.

On s’apergoit alors que F,, = F,,_1 + F,,_5. C’est ainsi que 1’on définit la suite de Fibonacci.

Définition 15

La suite de Fibonacci est la suite (F},) éfinie pour tout entier naturel n par :

Fh=F =1 , Fyo=Fu+F,.

Contrairement aux suites arithmétiques et géométriques, pour calculer un terme quelconque, on fait appel a deux termes
qui le précedent. On dit que la suite est d’ordre 2.
Ecrivons maintenant un algorithme qui calcule et affiche les termes successifs de cette suite :
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Code Python 3-11

u prend la valeur 1 (valeur de Fj)
v prend la valeur 1 (valeur de F}) 1 u,v=1,1
Pour n allant de 1 & 20: 2  print(u)
w prend la valeur u+v (calcul du terme suivant) 3 print(v)
v prend la valeur u 4 for n in range(20):
u prend la valeur w 5 w o= utv
Afficher w 6 v=u
Fin du Pour 7 =
8 print (w)

Le programme affiche :
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Prendre un bon départ

Exercice type 6 » Terme général d’une suite arithmétique

On considére la suite (u,) définie par son premier terme ug = 7 et, pour tout entier naturel n, par la relation de
récurrence :

1
Un+1 = Up — 5
Quelle est la nature de la suite (u,) ?

Donner I’expression du terme général de u,, en fonction de n.

— 1
La relation de récurrence de la suite (u,) est de la forme w,+1 = u, +r, avec r = —5

Dong, la suite (u,) est géométrique, de premier terme ug = 7 et de raison r = —7.

D’apres le cours, pour tout entier naturel n, on a :

Up =Ug+nr=|7T—=n

Exercice type 7 » Terme général d’une suite géométrique

On considére la suite (u,) définie par son premier terme ug = 7 et, pour tout entier naturel n, par la relation de

récurrence :
Up41 = 0, Twy,.

Quelle est la nature de la suite (u,) ?

Donner l'expression du terme général de u,, en fonction de n.

La relation de récurrence de la suite (u,) est de la forme w1 = qu,, avec ¢ =0, 7.
Dongc, la suite (u,) est géométrique, de premier terme ug = 7 et de raison ¢ = 0, 7.

D’apres le cours, pour tout entier naturel n, on a :

Up =ug X ¢" =|7x(0,7)"

Exercice type 8 » Somme des premiers termes d’une suite arithmétique

On consideére la suite arithmétique (u,) de premier terme ug = 3 et de raison r = 3, 5.
Calculer Sog = ug + ug + ug + - - - + w19 + usg.

D’apres le cours,
Uo + Un

S, = x (n+1).
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Donc,

Up + U0
2
_ —“0+(“20+m') x 21
3+ (343,5x20) "
2
:7—6><21
2

Sop = X (20 + 1)

21

Exercice type 9 » Somme des premiers termes d’une suite géométrique

On counsideére la suite géométrique (u,,) de premier terme ug = 10 000 et de raison g = %
Calculer Sog = ug + uy +ug + - - - + w19 + usg.

D’apres le cours,

1— n+1
Sp =g x —I—
1—g¢
Donc,
_ (1)20—‘,-1
Sao =10 000 x ——2-——
1—-1
2
_ L
921

=10 000 x

1
2

1
=10 000 x [1—2ﬁ] X 2

1

20 000
921

625
=92 _—
0000 65 536

1310719 375
B 65 536
~ 19 999,99.

=20 000 —
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Exercices

Généralités

Exercice 3.1 (relation de récurrence et formules explicites)

Dans chacun des cas suivants, dire si la suite (u,) est définie par sa relation de récurrence ou par sa formule
ezxplicite. Donner ensuite les valeurs des 3 premiers termes.

u, = 2n? — 3n + 1 pour tout entier naturel n.

o=
= | up+1 = 3u, —2 pour tout entier naturel n

3 Uug = 1
| Unpy1 = ui — 1 pour tout entier naturel n

4 Uug = 1
| Un+1 = 2u, —3n  pour tout entier naturel n

Solution page 134

Exercice 3.2 (sens de variation)
Etudier le sens de variation des suites (u,) définies ci-dessous :
un:§ B v =vn2+3
un:—n2+5n—2 Hu0=3etun+1=un—5

Solution page 135

Exercice 3.3 (variations, majoration et minoration)

On définit la suite (u,) par la relation :

_2n+1

VneN, U,
n—+2

Montrer que (u,) est croissante.
Montrer que (u,) est majorée par 2.

Montrer que (u,) est minorée.
Solution page 135
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Exercice 3.4 (variations)

O =

On définit la suite (u,) par :

U0—7
un+1=u%—un+l, VneN

Trouver le sens de variation de (u,).
Solution page 136

Exercice 3.5 (variations)

Montrer que la suite (u,) définie par :

'LLO—].
Upt1 = JuZ + 1, VneN

est croissante.
Solution page 136

Exercice 3.6 (variations, majoration, minoration)
On définit la suite (u,) par la relation :

VY neN, Upn=vVn-+1—+n.
1
Vn+l+n

Montrer alors que u,11 < u, et en déduire les variations de (uy).

Montrer que pour tout entier naturel n, u, =

Montrer que (u,) est majorée et minorée.

Solution page 137

Suites arithmétiques

Exercice 3.7 (reconnaitre une suite arithmétique)

Dans chaque cas, dire si la suite (u,,) est arithmétique. Si tel est le cas, donner le premier terme ug et la raison
de la suite, ainsi que la relation de récurrence.

B uv=3+2n B =3n-2-20n+1) v =3-n/2
o on+7 3
un:—3n+4 un: 3 Eun:7—n+2

un:2n2—1 gun:n\/g gun:3

Solution page 137
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Exercice 3.8 (reconnaitre une suite arithmétique)

Dans chacun des cas suivants, dire si la suite (u,,) est arithmétique. Si tel est le cas, donner le terme général en

fonction de n.

ug = -1
{unJrl = Up — \/i
{UO =-1

Up+1 = 2Up + 1

Solution page 138

Exercice 3.9 (détermination d’une inconnue)

On considére une suite (u,) arithmétique de raison r.

ug = 3 et ug = 7. Calculer r.
E ug = 5 et us = 2. Calculer r.

1
ug=5etr= —3 Calculer ug.

us = 6 et r = 2. Calculer ugg.
ur = /2 et ug = /7. Calculer r.

Solution page 139

Exercice 3.10 (somme des premiers termes)

Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r.

Siug =5 et r =3, calculer ug + uy + - - - + u100-

Si ug = 3 et usg = 60, calculer ug + uq + - -+ + uso.

Siuy =60 et r =5, calculer uy + us + - - - + u100-

Si uy = 50 et usg = 1, calculer uq + us + - - - + uso.

Solution page 141

Exercice 3.11

(up,) est une suite arithmétique telle que ug = 7 820 et us = 6 712.

Déterminer la relation de récurrence de la suite (uy,).

Exprimer u,, en fonction de n pour tout entier naturel n.

Ecrire un programme Python correspondant, permettant de trouver le plus petit entier naturel n tel que

Uy < 1 000.
Vérifier par le calcul la valeur ainsi trouvée.

Solution page 141
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Exercice 3.12 (club d’athlétisme)

Fanny est inscrite dans un club d’athlétisme. Elle pratique le penta bond (le penta bond est un enchainement de
cing bonds aprés une course d’élan).

La premiere semaine d’entrainement, Fanny réalise un saut de 8 m.

Chaque semaine, la longueur de son saut augmente de 0,1 m. Pour n entier naturel non nul, on note s,, la longueur,
en metres, de son saut la n-iéme semaine d’entrainement. Puisque lors de la premieére semaine d’entrainement,
Fanny réalise un saut de 8 m, on a s; = 8.

Pour n > 2, on considére la fonction Python suivante.

Code Python 3-14

def saut(n):
s =8
for k in range(2,n+1):
s =s+ 0.1
return s

T W N =

a. Quelle valeur s est renvoyée par la commande saut(4) ?
b. Interpréter cette valeur dans le contexte de ’exercice.

E Exprimer avec justification s, en fonction de n pour n entier naturel non nul.

Pour étre qualifiée a une compétition, Fanny doit faire un saut d’au moins 12 metres.

A partir de quelle semaine, Fanny réalisera-t-elle un tel saut ? Justifier votre réponse.

Solution page 142

© &

Exercice 3.13 (les allumettes)

Cédric souhaite construire sur une table, a plat, un « chdteau d’allumettes » & plusieurs étages, comme sur le
schéma suivant :

o 2 allumettes sont nécessaires pour le 1°F étage;

r\ /</\ e 4 allumettes sont nécessaires pour le 2¢;
. 4 ¥ e 6 allumettes sont nécessaires pour le 3°
NN\

e etc.

On note (u,) le nombre d’allumettes nécessaires pour le n-iéme étage, n € N*. Ainsi, u; = 2, us = 4 et uz = 6.
Déterminer uy.
Justifier que (uy,) est une suite arithmétique. Préciser alors sa raison.
Déterminer le nombre d’allumettes nécessaires pour construire 20 étages.

Compléter le programme Python afin qu’il affiche ce nombre total d’allumettes.

Code Python 3-15

1 uw=2

2 8S=0

3

4 for n in range(20):
5 S= ...

6 u =

7

8 print(S)

Solution page 143
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Exercice 3.14 (collectivité locale)

© &

Une collectivité locale octroie une subvention de 116 610 € pour le forage d’une nappe d’eau souterraine. Une
entreprise estime que le forage du premier metre coiite 130 €; le forage du deuxiéme metre coiite 52 € de plus
que celui du premier metre; le forage du troisieme metre cotite 52 € de plus que celui du deuxieme metre, etc.
Plus généralement, le forage de chaque metre supplémentaire cotite 52 € de plus que celui du metre précédent.
Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on note : u, le colit du forage du n-iéme metre en euros et S, le coiit
du forage de n metres en euros; ainsi u; = 130.

Calculer uy et us.

Préciser la nature de la suite (u,, ). En déduire expression de w,, en fonction de n, pour tout n entier naturel
non nul.
Calculer Sy puis Ss.

Afin de déterminer le nombre maximal de metres que l’entreprise peut forer avec la subvention qui est
octroyée, on consideére la fonction Python suivante :

Code Python 3-17

1 def nombre_metre(S):
2 C = 130

3 n=1

4 while C < S:

5 C=C+ ...
6 n=n+1

7 return n

Compléter cette fonction de sorte que ’exécution de la fonction nombre_metre(S) renvoie le nombre maxi-
mal de metres que 'entreprise peut forer avec la subvention octroyée. Justifier votre réponse.

On admet que, pour tout entier naturel non nul, S, = 26n2 + 104n. En déduire la valeur de n que fournit
la fonction Python donnée a la question 4. On expliquera la démarche utilisée.

Solution page 144

Exercice 3.15 (les sacs de piéces)

Des archéologues du XXX¢ siecle découvrent dans une grotte une balance électronique a c6té de laquelle se
trouvent des sacs et une pancarte sur laquelle est écrite :

« Dans chacun des 73 sacs, il y a 100 pieces d’or pesant chacune 5 grammes, sauf dans un sac ou elles
ne pesent que 4,5 grammes.

A T'aide de la balance électronique, qui ne permet qu'une seule pesée, déterminez le sac dans lequel
se trouvent les pieces de 4,5 grammes. »

Apres réflexion, un des archéologues prend 1 piece du premier sac, 2 pieces du deuxiéme, etc. jusqu’a prendre
73 pieces du dernier sac, puis les met toutes sur la balance. La masse indiquée par la balance est alors 13 489
gramimes.

Trouver le sac dans lequel se trouvent les pieces de 4,5 grammes.
Solution page 145
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Suites géométriques

Exercice 3.16 (détermination de la raison ou d’un terme)

O =

Soit (u,) une suite géométrique de raison q.

ug = 5 et ug = 12. Calculer q.

1
‘4‘ ug=2et q= 3" Calculer wuqg.
ug = 3 et ¢ = 2. Calculer ug.

1
uz =8 et g= 3 Calculer ug. Bl ;s =2 et ¢ = V2. Calculer uy.

Solution page 146

Exercice 3.17 (somme des premiers termes)
Soit (uy,) une suite géométrique de raison gq.
Siug =1 et qg=2, calculer ug + uy + - - + u100-
Siug=3etqg= %, calculer ug + uq + - -+ + uso.
Siuy =60et g= é, calculer uq + us + - - + u100-

Si uy = 50 et ¢ = 10, calculer uy + ug + - - - + usp.
Solution page 147

Exercice 3.18 (construction)

On consideére la suite géométrique (u,,) de premier terme ug et de raison g > 0.
On construit alors la figure suivante, ot A a pour abscisse ug et B a pour abscisse w1 sur la demi-droite d’origine

O :
0] A B C

On construit une autre demi-droite d’origine O, puis on place un point M n’importe ou dessus. Ensuite, on place
un point N sur cette demi-droite tel que (AM) et (BN) soient paralléles.

On trace alors le segment [BM], puis on place le point C' de sorte que :
e A, B, C sont alignés;
« (CN) // (BM).
Expliquer pourquoi le point C' a pour abscisse usg.
Solution page 147

Un mot de passe est composé de 1 a 25 caracteres choisis parmi une liste de 70 symboles.
Donner un ordre de grandeur du nombre total de mots de passe possibles.

Exercice 3.19 (mot de passe)

Solution page 148
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Exercice 3.20 (longueur d’une spirale)

On a construit ci-dessous, en rouge, une spirale :

c1 — 10
Pour cela,
e on a tracé un carré de c6té ¢c; = 10 cm, puis un quart de cercle a I'intérieur ;

o ensuite, on a tracé un carré de co6té co = 5 cm a lintérieur duquel on a tracé un quart de cercle qui
« continue » le précédent ;

e etc.

Le c6té d’un carré mesure toujours la moitié du c6té du carré précédent.
On note ¢, la longueur du carré n, et £, celle du quart de cercle a l'intérieur, n > 1, exprimées en cm.

Montrer que () est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

Déterminer la valeur exacte, puis une valeur approchée au millimetre pres, de la longueur totale de la spirale
si 'on a construit 10 carrés. Solution page 149

Exercice 3.21 (le jeu d’échecs)

Une ancienne légende raconte que le jeu d’échecs a été inventé par un vieux sage. Son roi voulut le remercier en
lui accordant n’importe quel cadeau en récompense. Le vieux sage demanda qu’on lui fournisse un peu de riz
pour ses vieux jours, et plus précisément qu’on place :

e un grain de riz sur la premieére case du jeu qu’il venait d’inventer,
e puis deux grains de riz sur la case suivante,

e puis quatre grains de riz sur la troisieme case,

et ainsi de suite, en doublant le nombre de grain de riz entre une case et la suivante, et ce jusqu'a la 64°¢ case
(puisqu’un plateau de jeu d’échecs comporte 64 cases).
On note u; le nombre de grains de riz présents sur la premiere case, us le nombre de grains sur la deuxiéme case,
et ainsi de suite jusqu’a la 64° case.

Déterminer uy, us, us, us et us.

Exprimer, pour tout entier naturel n non nul, u,4+; en fonction de wu,,.

En déduire la nature de la suite (u,) et en préciser les éléments caractéristiques.

Exprimer, pour tout entier naturel n non nul, u,, en fonction de n.

Calculer le nombre de grains de riz qui doivent étre disposés sur le plateau pour satisfaire a la demande du
vieux sage.
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ﬂ On veut écrire une fonction en langage Python qui détermine a partir de quelle case le vieux sage disposera
d’au moins R grains de riz. Compléter la fonction ci-dessous afin qu’elle renvoie le résultat désiré.

Code Python 3-20

1 def nb_case(R):

2 case = 1

3 u=1

4 somme = u

5 while somme ...:
6 u= ...

7 somme = ...
8 case = case + 1
9 return case

Solution page 149

Exercice 3.22 (marathon)

Bob s’est fixé un objectif : participer & un marathon qui aura lieu trés bient6t dans sa ville.
Pour cela, il désire programmer sa préparation au marathon de la maniére suivante :

e lors du premier entrainement, il décide de courir 20 km ;

« il augmente ensuite, & chaque entralnement, la distance & courir de 5 %.

On peut modéliser la distance parcourue lors de ses entrainements par une suite (d,,) otl, pour tout entier naturel
n non nul, le nombre d,, désigne la distance a courir en kilomeétre, lors de son n-iéme entrainement.

On a ainsi d; = 20.
Calculer d, puis vérifier que d3 = 22, 05.
Pour tout entier naturel n non nul, exprimer d, 41 en fonction de d,.
Justifier que, pour tout entier naturel n > 1, d,, = 20 x 1,057 L.

Quelle distance, arrondie a 1 m pres, va courir Bob lors de son 10¢ entrainement ?

La distance a courir lors d’'un marathon est de 42,195 km. Bob estime qu’il sera prét pour la course, s’il

parvient & courir au moins 43 km lors d’un de ses entrainements.

Recopier et compléter le script suivant, écrit en langage Python, dont la valeur de n, apres exécution de ce
script, est le nombre minimal d’entralnements permettant & Bob d’étre prét pour le marathon.

Code Python 3-22

1.06 x d

U W N =
=
=g
P
=
Q. o
]

Solution page 150
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Arithmétiques ou géométriques ?

Exercice 3.23

Pour chacune des questions suivantes, la suite (u,,), -, est définie de facon explicite.

=
Dire si elle est arithmétique, géométrique ou ni 'une ni ’autre en justifiant. Si elle est arithmétique ou géométrique,
préciser son premier terme et sa raison.

un:3+4n mun:n(n—i—l)—n(n—l)
un:8><2” un:n2+2n+1
un:2><3”_1 mun:%Jrl

“n:\/ﬁ mun:2”+1
5 [ .-

3n Solution page 151

2

Exercice 3.24

Pour chacune des questions suivantes, la suite (uy,), -, est définie a I'aide d’une relation de récurrence.

=
Dire si elle est arithmétique, géométrique ou ni 'une ni I’autre en justifiant. Si elle est arithmétique ou géométrique,
préciser son premier terme et sa raison.

un+1:3un,u0:1 un:2un_1,u0:1

1
Un+1:u*7U0:1 un+1:un77r,u0:27r

Unp1 = 3(tn — 1) — 2(up + 1), ug = 1 H . =-vuuw=2
E“n:un2_17“0:2 munﬂi\/ﬁ,uo:l

Solution page 153

2

Exercice 3.25

Dans chacun des cas suivants, donner la relation de récurrence entre u,y1 et u,. Indiquez alors si (u,) est
arithmétique, géométrique ou ni I'une ni autre.

Chaque jour, ma vue baisse de 0,001 %. u,, désigne ma note aux yeux au jour n.

Ma mere me donne 10 €, puis me dit : « chaque mois, je te donnerai 10 € ». u,, représente la somme que
j’al regue en n mois, pour n > 1.

Je remplis d’eau une bouteille d’un litre a moitié. Chaque minute, ce qui restait la minute précédente est
rempli a moitié. u,, représente la proportion de la bouteille qui est remplie la n® minute, n > 1.

Je place 1 000 € sur un compte qui me rapporte 0,75 % chaque année. u,, représente le solde de ce compte
(si je ne préleve rien) a Pannée n, n > 0, avec ug = 1 000.

Paul et Pierre sont a 20 meétres 'un de 'autre, Pierre étant derriere Paul. Quand Pierre fait un pas en
avant, Paul en fait deux. u, représente la distance (en metre) entre Paul et Pierre a la n® étape, n > 0,
avec ug = 20 (on suppose que les pas de Pierre et de Paul sont de méme longueur et mesurent 1 metre).

E Louis et Hugo sont a 20 metres I'un de 'autre, Louis étant derriere Hugo. Quand Pierre fait un pas en
avant, Louis en fait deux. w, représente la distance (en metre) entre Louis et Hugo a la n® étape, n > 0,
avec ug = 20 (on suppose que les pas de Hugo et de Louis sont de méme longueur et mesurent 1 métre).

Solution page 154
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Exercice 3.26 (un premier bilan)

On considere une suite arithmétique (un),,, telle que :
Uy = 8 ; U0 = —3.

Donner I'expression du terme général de cette suite sous la forme u,, = a + bn.

On considere une suite arithmétique (un),, telle que :
ug = —6 ; ug = 10.

Donner I'expression du terme général de cette suite sous la forme u,, = a + bn.

Trouver toutes les suites géométriques (un)n>0 telles que :
ug = 90 ; ug = 10.

On construit une pyramide en allumettes comme sur le schéma suivant :

U1:3
U2—7
u?,:ll

On note u,, le nombre d’allumettes nécessaires pour le n-ieme étage de cette pyramide, n > 1.
Combien faut-il d’allumettes pour faire 20 étages ?

Dans chacun des cas suivants, dire si les termes sont ceux d’une suite géométrique, d’une suite arithmétique
ou d’une autre suite. S’ils définissent une suite arithmétique ou géométrique, donner les parametres de la
suite (raison et 1°F terme).

c. U, =3+4(n—-1).

1
a. up =1et upy1 = du, — §u”
d. uwg=2et upy1 =u, + 1.

Un

b. up =1et upy1 = 10 €. Upy1 = Uy — O.

E On construit une figure étape par étape comme suit :

A chaque étape, on ajoute un disque
dont le rayon est la moitié de celui qui
a été ajouté a l’étape précédente.

Etape 1 Etape 2 Etape 3

Sachant que le premier disque a un rayon égal a 5 cm, quelle sera la valeur approchée a I'unité de laire
totale des disques a 1’étape 107

Solution page 155

© &

Amr El Bakouchi amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)

127


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=3.26

Exercice 3.27 (flocon de Von Koch : pour les futur(e)s éléves de Maths expertes)

Le flocon de Von Koch est une figure construite a partir d’un triangle équilatéral de coté £o = 1.

A chaque étape, on découpe en trois parties égales les segments de la figure précédente comme ’illustre le schéma

Etape 0 Etape 1 Etape 2 Etape 3

On note :
e /{, la longueur d’un segment de la figure a I'étape n;
e ¢, le nombre de segments de la figure a I’étape n ;

o pp le périmetre de la figure a 1’étape n.

Partie A

Que valent 41, co, ¢1, po, pr?
Quelle est la nature des suites (¢,,) et (¢,) ?

a. Exprimer p,, en fonction de 4, et ¢,, puis en fonction de n.
b. Quelle est la nature de (p,) ?

Partie B

On considére dans cette partie la suite (a, ), ol a, est l'aire d’un triangle équilatéral que l'on ajoute a la figure
a l’étape n.

o 3
Montrer que l'aire du premier triangle (& ’étape 0) est ag = %

1
Justifier que a,+1 = §an.

Exprimer alors en fonction de n 'aire de la figure a 1’étape n.

Solution page 156

Suites arithmético-géométriques

Exercice 3.28 (le débit de I'eau, le débit de lait)

Léonard achete deux bidons de 100 litres : un dans lequel il met de I’eau, I’autre dans lequel il met du lait.
Chaque jour, il consomme 30 % de la quantité de lait et 50 % de la quantité d’eau qu’il y avait le jour précédent.

Tous les soirs avant de se coucher, il ajoute 10 litres de lait dans le bidon de lait et 20 litres d’eau dans le bidon

d’eau apres .

On note e, la quantité d’eau et £,, la quantité de lait (en litres) au n-iéme jour aprés les ajouts d’eau et de lait.

On a ainsi eg = 100 et ¢y = 100.

Calculer ey et #;.
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© &

Déterminer les relations de récurrence des suites (e,,) et (£,,).

On pose u,, = e,, — 40.
a. Montrer que (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b. En déduire le terme général de (u,) en fonction de n, puis celui de (e,).
100

On pose v, ZEH_Y'

a. Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b. En déduire le terme général de (v,,) en fonction de n, puis celui de (£,).

Calculer alors eggs et 365 d'une part, ez3g et £730. Que peut-on remarquer et alors conjecturer ?

Solution page 158

Exercice 3.29

On considere la suite (un)n>0 définie pour tout entier naturel n par :

U():l

1
Un4+1 = gun +3

Calculer uq et us.

(“n)nzo est-elle une suite arithmétique ? Une suite géométrique ?

On considere la suite (vy),,5, définie pour tout entier naturel n par :
=
Un = Up —

Montrer que (vy,),,~, est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
=
En déduire une expression de v, en fonction de n, puis une expression de u,, en fonction de n.

On donne la fonction Python suivante :

Code Python 3-24

1 def suite(n):

2 u=1

3 i=0

4 while i < n:

5 i=1i+1
6 u=u/3+3
7

8 return u

a. A l'aide d’un tableau (par exemple), exécuter cette fonction pour n = 3.

b. Que permet de faire cette fonction ?

c. A laide de votre calculatrice, donner la valeur qu’affiche cette fonction pour n = 10, n = 20 et n = 30.
Que peut-on conjecturer ?

Solution page 159
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Exercice 3.30
On consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :
Uug = 2
2
Upt1 = ?un +6

Calculer uq et us.
42

Pour tout entier naturel n, on pose v,, = u,, — 5

a. Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

b. En déduire une expression de v,, en fonction de n, puis de u,, en fonction de n.

10
a. Calculer S = ka =v9+v1 + -+ v10.
k=0
10
b. En déduire &' =3 up =g+ u1 + -+ + uip.
k=0

Solution page 160

Exercice 3.31 (les habitants du village)

Dans un village se trouvaient au 1°* janvier 2018 10 520 habitants.

Au 1°* janvier 2019, il y en avait 10 694.
Au 1°* janvier 2020, il y en avaient 10 859.

Pour estimer le nombre d’habitants de ce village au 1°F janvier 2018 + n, le maire souhaite utiliser une suite (uy,)

définie pour tout entier naturel n par :
up = 10 520
Up4+1 = AUy + b

ou a et b sont deux nombres réels.

En utilisant les données de 1’énoncé, déterminer les valeurs de a et b. On arrondira la valeur de a & 1072

pres et celle de b a l'entier pres.

Pour tout entier naturel n, on pose : v, = u,, — 14 000.

ﬁ Montrer que (v,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

En déduire une expression de v,, en fonction de n, puis que pour tout entier naturel n,

u, = 14 000 — 3 480 x 0,95™.

On peut raisonnablement supposer qu’a long terme, le nombre d’habitants de ce village se rapprochera de 14 000.
Pour savoir a partir de quelle année le nombre d’habitants dépassera 13 500, le maire a écrit un programme

Code Python 3-25

Python :

1 u=...

2 n=

3 while u ...:
4 n=n+1
5 u-=.

6 print(n)

Compléter ce programme afin qu’il affiche la premiére année a partir de laquelle le nombre d’habitants est

supérieur ou égal a 13 500.

A T'aide de votre calculatrice, déterminer cette valeur.

Solution page 161
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Suites homographiques

Exercice 3.32

On consideére la suite (u,) définie par son premier terme ug = 3 et pour tout entier naturel n par :

© &

1
Un4+1 = 1— E
n
On pose alors pour tout entier naturel n :
1
Up = —————.
", — 0,5

Montrer que (v,,) est une suite arithmétique dont on donnera la raison et le premier terme.
E En déduire le terme général de (v,,) puis celui de (u,) en fonction de n.

A Daide d’un tableur, de votre calculatrice ou tout simplement de votre cerveau, trouver le nombre vers
lequel u,, se rapproche lorsque n augmente de plus en plus.

Solution page 162

Exercice 3.33

On considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel On considére alors la fonction suivante :

n par : Code Python 3-27

u0:2
2

Su, + 1

def suite(n):
Unp+1 =

N H A
~ + B
~ =

1

2

3

4

5 is=
6 3*%u + 1)
7

8

return u

A T'aide d’un tableau, exécuter cette fonction pour n = 4.
Que renvoie alors cette fonction ?
On consideére la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par :
Uy — 2
Uy = .
Uy + 1

Montrer que (v,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

En déduire une expression de v,, en fonction de n, puis une expression de u,, en fonction de n.

Solution page 163

Suites imbriquées

On consideére les suites (uy,) et (v,) définies pour tout entier naturel n par :

Exercice 3.34

Ug = 1 Vo = 0
Up+1 = 0, 2u, + 0, 6v, Up41 = 0, 8u,, + 0, 4v,,

Pour tout entier naturel n, on pose t, = u, + vy,.
Montrer que (t,) est une suite constante. Exprimer alors ¢,, pour tout entier naturel n.

Amr El Bakouchi 131 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=3.32
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=3.33
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=3.34

Pour tout entier naturel n, on pose w,, = 3v,, — 4u,.
Montrer que (w,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
Exprimer alors w,, en fonction de n.

Exprimer alors u,, et v,, en fonction de n.

Solution page 164

Exercice 3.35

On consideére les suites (uy,) et (v,) définies par :

ug =1 v9 =0
Up+1 = 0, 50Uy, + 0, 350, Up+1 = 0,45u, + 0, 65v,

Soient deux nombres réels non nuls a et b tels que la suite (w,) définie pour tout entier naturel n par
Wy, = auy + bu, soit géométrique de raison notée q.
a. Montrer que 'on a :

0,55a + 0,45b = qa
0,35a + 0,65b = bg

q—0,65 q—0,55

————betb=—F—a.

0,35 0,45
c. Montrer alors que ¢ est solution de I’équation g% — 1,2¢ + 0,2 = 0.

b. En déduire que a =

d. Trouver alors les deux valeurs de ¢ possibles, notées q; et g2, avec q1 < g2, puis les valeurs possibles
de a et b pour chacune de ces deux valeurs de q.

On pose alors ¢, = uy, + vy, €t g, = Yuy, — Tvy,.
a. Montrer que ces deux suites vérifient les conditions de la suite (wy,).
b. En déduire une expression de ¢, et g, en fonction de n.
c. En déduire une expression de u,, et de v, en fonction de n.

Solution page 165

Algorithmique et programmation

Il est & noter que le programme de mathématiques n’exige pas que les éleves sachent écrire un programme Python en
entier. Cependant, les exercices suivants pourront servir a celles et ceux qui ont envie d’aller au-dela du programme.

Exercice 3.36 (vers I’exponentielle)

On définit la suite (u,) pour tout entier naturel non nul n par la relation :

1 n
un:(l—i—) .
n

Ecrire un programme en Python qui permet de calculer et d’afficher une valeur approchée de uygp (u indice 10P),
pour p € [1;10] (entier compris entre 1 et 10 inclus). Que constate-t-on ?
Modifier le programme pour que p aille jusqu’a 15, puis jusqu’a 20. Que se passe-t-il ?
Donner une explication.
Solution page 166

Amr El Bakouchi 132 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=3.34
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=3.35
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=3.36

Exercice 3.37
On consideére la suite (u,) définie par son premier terme uy = 5 et par la relation de récurrence :
VneN, upi1=0,8u,+7.

Ecrire un algorithme qui stocke les 20 premiers termes de cette suite dans un tableau (une liste) et qui les
affiche.

Ecrire le programme Python correspondant.

On admet que la suite (u,) est croissante et que sa limite vaut 35.

Ecrire un algorithme, puis le programme Python correspondant, permettant d’afficher le premier indice n

a partir duquel u,, > 34,99. Solution page 167

Exercice 3.38 (suite de Fibonacci)

La suite de Fibonacci est la suite (F),) définie par ses deux premiers termes Fy = F; = 1 et par la relation de
récurrence :

VneN, Fo=F,1+F,.

Ecrire un algorithme permettant de stocker dans un tableau (une liste) les 100 premiers termes de cette

F
suite et d’afficher tous les quotients ntl

pour n < 100.

n

E Ecrire le programme Python correspondant.
Solution page 168
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Corrigé de I'exercice 3.1 page 118

Uy, = 2n% — 3n + 1 pour tout entier naturel n.
(uy) est ici définie & I’aide d’une formule explicite (en fonction de n, sans faire référence au terme précédent).

Les trois premiers termes de cette suite sont :
e up=2x02-3x0+1=1.
e up=2x12-3x1+1=0.
e up=2x22-3x2+1=3.
Ug = -2
Up41 = Uy — 2 pour tout entier naturel n
(uy) est ici définie & 'aide d’une relation de récurrence (le terme w41, de rang n + 1, est défini en fonction

de u,, donc de son terme précédent).

Les trois premiers termes de cette suite sont :

e ug = —2 (donné).
e up=3up—2=3x(-2)—2=—8.
« up=3u; —2=3x(-8) —2=—26.

5 R
Uns1 = u2 —1 pour tout entier naturel n

(up) est ici définie & ’aide d’une relation de récurrence.
Les trois premiers termes de cette suite sont :

e ug =1 (donné).
cu=ul-1=12-1=0.
e up=ui—-1=02-1=-1.

L R
Up41 = 2Uy, — 3n  pour tout entier naturel n

(up,) est ici définie a l’aide d’une relation de récurrence (le terme w1, de rang n + 1, est défini en fonction
de u,, donc de son terme précédent, méme s’il y a un terme en n avec lui).
Les trois premiers termes de cette suite sont :

o ug =1 (donné).

. U1=UO+1=2U0—3X0=2X1=2.

. UQ=U1+1=2U1—3X1=2X4—3=5.
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Corrigé de I'exercice 3.2 page 118

H.-2

on+1 on 7 gn+1l _ 9n

Up+1 — Up =

5 5 5
v x2t—2nx1 2n(2t—1)
a 5 N 5

271
T 5

Ainsi, (u,) est croissante.

‘2‘ Up = —N2 + 5n — 2.

Up1 — Up = —(n+1)2+5(n+1) =2 - (—n> + 5n — 2)
=—(24+2n+1)+5n+5—2+n% —5n+2
=—n?—2n—-1+5n+5—2+n>—5n+2
= —2n +4.

—2n+4>0 <= —2n> -4 < n < 2donc up+1 — u, <0 pour n > 2.
La suite (u,)est donc décroissante & partir du rang 2.

Uy = Vn? + 3.

un+1—un:\/(n+1)2+3—\/n2—|—3
=vn2+2n+4—+/n2+3.

Or, n? +4 > n? + 3 donc n? + 2n + 4 > n? + 3 (car n > 0), donc u,11 — up > 0.
Ainsi, la suite (u,) est croissante.

u0:3etun+1:un75.

Upt1 — Up = Up — 5 — Uy = —5 < 0 donc (uy,) est décroissante.

Corrigé de I'exercice 3.3 page 118

On calcule pour tout entier naturel n :

2n+1)+1 2n+1
Unl ZUn =T 41 nt 2
2n+3 2n+1
n+3 n+2

2n+3)(n+2) (2n+1)(n+3)

(n+3)(n+2) (n+2)(n+ 3)
3
T m+2)(n+3)

n+2>0etn+3>0carn €N donc vy —u, > 0.
La suite (u,) est donc croissante.
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Si la suite (u,) est majorée par 2, alors u,, < 2 donc u, — 2 < 0 pour tout n € N.

2_277J—|—1
T on+2

2

Up —

n+1 2(n+2)
n+ 2 n+ 2

n+1—2n—4
n+2
-3
n+2

—3<0et n+2>0donc u, —2 <0, soit u, < 2.

Donc la suite est majorée par 2.

N | =

La suite est croissante donc, nécessairement, u,, > ug pour tout entier naturel n, soit u,, >

La suite est donc minorée par 3

Corrigé de I'exercice 3.4 page 119
Pour tout entier naturel n :

Ainsi, up41 > Uy, done (u,) est croissante.

Corrigé de I'exercice 3.5 page 119
On calcule 4,11 — u, pour tout entier naturel n :

st — ttn = VBT — g = WRF L= ) (VU T+ )
’ \/U%T-I-un

2 2
uy, +1—ug

T Vi,

1
SV L tu,

uy, > 0 car chaque terme est défini comme étant égal a une racine carrée.

De plus, \/u2 +1 > 0 donc up41 — uy > 0.

La suite est donc croissante.
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Corrigé de I'exercice 3.6 page 119
up =vVn+1—+/n
(VAT - Vi) (Vi 1+ Vi)

= (on multiplie par I’expression conjuguée)

vn+1l++/n

_ n+l-n
vn+144/n
1

Un

T Vntltm

1
A U, = .
T nt2+ v+l
Or, n+2 > n donc v/n + 2 > /n et done, en ajoutant v/n + 1 aux deux membres de cette derniére inégalité,
onavn+2+vn+1>+vn+1+/n.
1

1
<
Vn+24+vn+1  V/nt+l4+n

En inversant, on obtient : (attention & ne pas oublier d’inverser le signe

de I'inégalité).
Ceci nous dit alors que u,11 < uyp, et donc que (u,,) est décroissante.

Vi +1+y/n >0 donc u, > 0.

(up,)est donc minorée par 0.

Deplus, vVn+1++yn>1(car v/n+1>1et /n>0) donc

(un) est donc majorée par 1.

< 1, soit u,, < 1.

1
vn+14+4/n

Corrigé de I'exercice 3.7 page 119
Uy = 3 + 2n.
La fonction x — 3 + 2z est une fonction affine donc f(n) = u,, est une suite arithmétique. Son premier terme
est ug = f(0) = 3 et sa raison r est le coeflicient de n, donc ici r = 2.
Dans ce cas, la relation de récurrence de (u,) est :

Ug = 3
Upt+1 = Up + 2
Uy, = —3n + 4.
La fonction « — —3x + 4 est une fonction affine donc f(n) = w, est une suite arithmétique. Son premier
terme est ug = f(0) = 4 et sa raison r est le coefficient de n, donc ici r = —3.
Dans ce cas, la relation de récurrence de (u,) est :

Uug = 4
W —\,, —
Up = 2n2% — 1.
La fonction o — 222 — 1 n’est pas une fonction affine, donc f(n) = u,, n’est pas une suite arithmétique.
Autre méthode : ug = -1, u; =1let us = 7.
Ainsi, u; —up =2 et ug — u3 = 6 # u; — up donc la suite n’est pas arithmétique.
up = 3(n —2) — 2(n+1).
On peut écrire : u, = 3n —6 —2n — 2 = n — 8. La fonction  — x — 8 est une fonction affine donc f(n) = u,
est une suite arithmétique. Son premier terme est ug = f(0) = —8 et sa raison r est le coefficient de n, donc
ici r = 1.
Dans ce cas, la relation de récurrence de (u,) est :

U0:*8
Up+1 = Up + 1
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5n 7 5

On peut écrire : u, = - + 5= §n+ o

5 7

La fonction x +— 5% + 5 est une fonction affine donc f(n) = u,, est une suite arithmétique. Son premier terme
7

est ug = f(0) = 3 et sa raison r est le coefficient de n, donc ici r = 3

Dans ce cas, la relation de récurrence de (u,,) est :

Uy =
un+1
m Uy = n\/f)
La fonction x + 21/5 est une fonction affine (méme linéaire) donc f(n) = u, est une suite arithmétique. Son
premier terme est ug = f(0) = 0 et sa raison 7 est le coefficient de n, donc ici r = /5.

H N~
oot

Uy +

Dans ce cas, la relation de récurrence de (u,) est :
ug = 0
Upt1 = Up + \/g
Up = 3 — nV/2.

La fonction 2 + 3 — 2+/2 est une fonction affine donc f(n) = u,, est une suite arithmétique. Son premier
terme est ug = f(0) = 3 et sa raison r est le coefficient de n, donc ici r = —/2.

Dans ce cas, la relation de récurrence de (u,,) est :

UO:3
un—&-l:un*\/i

i O _ £
A 0 % N
3
7_7_

E 1+2
3 25
w=T-3 %=1

1 1
Ainsi, u; —ug = 5 et ug —u; = 1 # u1 — up donc (u,) n’est pas une suite arithmétique.

Mun:&

Pour tout entier naturel n, u,y; — u, = 3 —3 = 0, qui est un nombre constant, donc (u,) est une suite
arithmétique de raison 7 = 0 et de premier terme ug = 3.
Dans ce cas, la relation de récurrence de (u,) est :

Ug = 3
Un+1 = Un
Corrigé de I'exercice 3.8 page 120

up = —1 . e .
m . D’apres cette définition, pour tout entier naturel n,
Un+1 = Up — \/§

Un+1 — Un = (un - \/i) — Up = 7\/5«
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La différence entre deux termes consécutifs quelconque est donc toujours la méme ; par conséquent, (u,) est
une suite arithmétique, ici de raison r = —/2.

D’apres le cours, son terme général est :

un:u0+nr:—1—n\/§.

up = —1

0 . D’apres cette définition, pour tout entier naturel n,
Up41 = 2Uup + 1

Upt1 — Up = (2up + 1) —uy = up + 1.

La différence entre deux termes consécutifs quelconque n’est donc pas toujours la méme ; par conséquent, (u, )
n’est pas une suite arithmétique.

up = —1
3| { 0 ) . D’apres cette définition, pour tout entier naturel n,
Upy1 = Uy + 3
n+1 n

2 2
Upt1 — Un = (U +3) —u, = u;, —u, + 3.
La différence entre deux termes consécutifs quelconque n’est donc pas toujours la méme ; par conséquent, (u,)

n’est pas une suite arithmétique.

uy = —1
‘ 4‘ ! . D’apres cette définition, pour tout entier naturel n,
| Ungr =up +2

Unt1 — Up = (Up + 2) — up = 2.

La différence entre deux termes consécutifs quelconque est donc toujours la méme ; par conséquent, (u,,) est
une suite arithmétique, ici de raison r = 2.

D’apres le cours, son terme général est :

p=wm+n-—1l)r=-14+n-1)x2=-1+2n—-2=2n—1.

A Attention 7

Ici, la suite commence a u; et non ug ; il faut donc utiliser la formule explicite générale :

Up = Up + (R —p)r.

Corrigé de I’exercice 3.9 page 120

o = B &t v = 7, el

On sait que :
Uy = Ug + N1

donc :

ug = ug + 8r

7T=3+28r
7T—3=28r
4
=3
1
T3
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us = 5 et us = 2. Calculer r.
On sait que :
Up = u + (n— k)r

donc :

us = ug + (5 —2)r
2=5+3r

2—-5=3r
3r=-3
r=-—1

1
‘3‘ u0:5etr:—§. Calculer ug.

On sait que :
Uy = Ug + N1

donc :

ug = ug + 9r

9
UQ:5*§
109
W= )
1
uQ—§

‘4‘ us = 6 et r = 2. Calculer usg.
On sait que :
Up = ug + (n — k)r

donc :
UuU20 =U5+(20—5)7‘
U20:6+15X2
U2026+30

ur = V2 et ug = /7. Calculer r.

On sait que :
Up = Uk + (n— K)r

donc :

ur =ug + (7—2)r

V2 =VT+5r
5r=+v2 -7
i

==
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Corrigé de I'exercice 3.10 page 120

Siug =5 et r=3, calculer ug + ug + -+ + u19o-
(un,) est une suite arithmétique donc :

Ug + Up

up+ur+ - Fu, = x (n+1)

donc ici :

5+ (5+100 x 3)

Uy + Uy + -+ + Ugo = 5 x 101
=155 x 101
ug +uy + - - + u1g0 = 15 655
Si ug = 3 et usg = 60, calculer ug + uy + - - - + usp.
3460
U0+U1+~'~+U50:——2<X51
=31,5x 51
ug +ug + - + uso = 1 606,5
Siuy =60 et r =5, calculer uy + us + - - - + u1go.
U +u
U1+U2+~-~+U1OO:%X100
:60+(60;—5><99)X100
61500
2
uy +ug + -+ + 100 = 30 750 |
Siuy = 50 et usg = 1, calculer uy + ug + - - - + usp.
u1+u2+-~-+u50=wX50
50+1
= ;_ x 50

U1+UQ++U50:1275

Corrigé de I'exercice 3.11 page 120
(up) étant arithmétique, ugs — ug = 2r.
Or, ug —ug =6 712 — 7 820 = —1 108. Donc 2r = —1 108, d’ou r = —554.
Ainsi, la relation de récurrence de (u,) est :

ug = 7 820
Up41 = Uy — D4

D’apres la formule du cours, u,, = ug + nr, donc ici, pour tout entier naturel n :

Uy = 7 820 — 554n.

Il s’agit ici de trouver le plus petit entier naturel n tel que u,, < 1 000. Pour cela, on va calculer tous les
termes successifs jusqu’a celui qui est inférieur a 1 000.
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Il y a deux fagons de procéder :

e a l’aide de la relation de récurrence de la suite :

Code Python 3-32

1 u = 7820

2 n=0

3 while u >= 1000:
4 n=n+1

5 u=u- 554
6

7 print( n )

e a l’aide de la formule explicite :

Code Python 3-33

u = 7820

n=20

while u >= 1000:
n=n+1
u = 7820 - 554x*n

CUk W N =

6
7 print( n )

Dans les deux cas, le résultat est le méme :

Ce qui signifie que u13 est le premier terme a étre inférieur a 1 000.
Pour le vérifier par le calcul, on résout I'inéquation :

u, <1000 < 7 820 — 554n < 1 000
<= —554n <1000 — 7 820
—554n < —6 820

—6 820
—554

=
— n>
<~ n>12,31...

Comme n est un entier, cela signifie que le premier n possible est n = 13, ce qui correspond bien au résultat
de nos programmes Python.

Corrigé de I'exercice 3.12 page 121

‘ 1 ‘ a. Lors de ’'appel saut(4), la variable k varie de 2 & 4 inclus. Donc, & s=8, on ajoute 0,1 trois fois.
La valeur renvoyée est donc s=8.3.

b. Le résultat obtenu a la question précédente signifie que Fanny fera un saut de 8,3 m.

Par définition, (s,) est une suite arithmétique de raison r = 0,1 .
Ainsi, pour tout entier naturel n > 1, s, = s1 + (n — 1)r, soit s, =84 0,1(n — 1), ou encore :

’sn:7,9+0,1n‘
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On souhaite résoudre I'inéquation :

Sp =212 <= 7,940,1n > 12
— 0,ln>12-7,9
— 0,1n>4,1

W~
—

0,1
< n >41.

= n >

Ainsi, Fanny arrivera a faire des bonds plus grands que 12 metres a partir de la 41° semaine.

Corrigé de I'exercice 3.13 page 121
Pour 4 étages, nous avons :

On ajoute 2 allumettes par rapport au nombre d’allumettes nécessaires pour 1’étage précédent.
Ainsi, uy =6 + 2 = 8.

Comme mentionné dans la réponse précédente, pour construire 1’étage n + 1, il est nécessaire d’avoir u,
allumettes (nombre d’allumettes pour construire ’étage n) et d’en ajouter 2.

Ainsi, u,41 = uy + 2, ce qui correspond a la relation de récurrence d’une suite arithmétique de raison 2.

Le nombre total d’allumettes pour construire 20 étages correspond a :

u1 + usgg
2
24+(24+(20—1) x2)
2

U1+UQ+"'+U20:20X

=20 x

=20 x 21
= 420.

Il est donc nécessaire d’avoir 420 allumettes pour construire 20 étages.

Le programme Python complété est le suivant :

Code Python 3-34

u=2
S=0

1

2

3

4 for n in range(20):
5 S=S+u

6 u=u+2

7
8

print(S)

Explications :

e On commence par initialiser la variable u a 2; elle représente u;.

e On initialise ensuite la variable S a 0; elle représentera la somme des allumettes.
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o On crée ensuite une boucle « Pour » car on connait le nombre d’étages (20); il faudra donc ajouter 20
termes pour obtenir la somme totale.
e Dans cette boucle, on commence par ajouter a la valeur déja stockée en S la valeur qui est dans u...

o ... puis on calcule le u suivant en écrivant que c’est ancienne valeur de u a laquelle on ajoute 2 (la raison
de la suite) : « u = u+2 » est la traduction de la relation w41 = ty, + 2.

e Une fois la boucle terminée, on affiche la valeur stockée dans S.

Si on exécute ce programme pas a pas, on a :

Valeurs de n | - 0 1 2 19
Valeurs de S | 0 | 0+2=2 | 24+4=6 | 6+6=12 | --- | 380+ 40 = 420
Valeurs de u | 2 | 2+2=4 | 44+2=6| 64+2=8 | --- 4042 =42

La derniere valeur de S est la valeur trouvée a la question précédente, a savoir 420.

Le fait de faire varier n de 0 a 19 est équivalent au fait de la faire varier de 1 a 20. On aurait donc pu
écrire dans le programme, a la ligne 4 : « for n in range(1,21) ». Ce qui compte est ici d’exécuter
20 fois les instructions a l'intérieur de la boucle.

Corrigé de I'exercice 3.14 page 122

up = uy + 52 = 130 + 52 = 182;
uz = up + 52 = 182 + 52 = 234.

Par définition, u,+1 = u, + 52 donc (u,) est une suite arithmétique de premier terme u; = 130 et de raison
7" ="52"
On en déduit alors que pour tout entier n > 1,

up, =uy + (n— 1)r,

c’est-a-dire :
Up =130+ (n — 1) x 52

Uy, = 521 + 78

Ss correspond au cofit de forage pour 2 metres donc :

ou encore :

Sy = u; +us = 130 + 182 = 312.

De méme,
S3 = w1 + us +uz = Sy +uz = 312 + 234 = 546.

La fonction complétée est :

Code Python 3-35

1 def nombre_metre(S):
2 C = 130
3 n=1
4 while C < S:
5 C = C + 52x(n+1)+78
6 n=n+1
7 return n
Attention ici : I'instruction « n = n + 1 » étant aprés « C = C + ... », il faut penser & ajouter 1 & n dans

la formule... Ce qui est a mes yeux stupide!
Le concepteur du sujet aurait plutot di écrire la fonction suivante :

Amr El Bakouchi amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)

144



Code Python 3-36

1 def nombre_metre(S):

2 C = 130

3 n=1

4 while C < S:

5 n=mn+1

6 C = C + 52*n+78
7 return n

car c’est bien plus naturel ainsi... Il n’y a aucune raison de complexifier la fonction en inversant les deux
instructions de la boucle.

Dans cette derniere fonction, a chaque passage dans la boucle, on ajoute a C la valeur de u,, car c’est ainsi
que cela se passe réellement.

On cherche ici le premier entier n pour lequel S, < 116 610 :
S, <116 610 <= 26n* + 104n — 116 610 < 0.
Le discriminant du polynéme 26n2 + 104n — 116 610 est :
A =104% — 4 x 26 x (=116 610) = 12 138 256 = 3 4842,

donc il admet deux racines :
. —104-3484

m= 5 %
& 104 + 3 484
n2=oes O

Seules les valeurs de n strictement positives nous intéressent donc 26n? + 104n — 116 610 < 0 pour n > 65.
Ainsi, nombre_metre(116610) renvoie le nombre 65.

Corrigé de I’exercice 3.15 page 122
En procédant ainsi, I’archéologue dispose en tout sur la balance :

73 x T4
14243+ +73="2

= 2 701 pieces.
Si les pieces pesaient toutes 5 g, cela représenterait une masse totale égale a :

2701 x 5 =13 505 g.

Mais certaines pieces ne pesent que 4,5 g.
Supposons qu’elles soient extraites du sac k, pour 1 < k < 73. La masse totale est alors égale, en grammes, a :
1x54+2x5+--+kx454+---4+73%x5
=1x5+2x5+---+5k—0,5k+---+73x5
=1XxX54+2xb5+---4+kx5+---4+73x5-0,5k

= 13 505 — 0, bk.
Ainsi, comme la balance indique une masse de 13 489 grammes, on a :

13 505 — 0,5k = 13 489 <= 0,5k = 13 505 — 13 489

<~ 0,5k =16
16
— k= = 32.
0,5
Le 32¢ sac contient donc les pieces de 4,5 grammes.
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Corrigé de I'exercice 3.16 page 123

ug = 5 et ug = 12. Calculer q.
On sait que :

donc :

12=5x¢°
12
2—7
s
12 12
=4/ —= ou = —4{/—=
v 5 4 5

ug = 3 et ¢ = 2. Calculer ug.
On sait que :
Uy = Ug X q"

donc :

u9:U0><q9

U9:3X29

1
us =8 et g = 5 Calculer usg.

On sait que :
Up = U X q”*k
donc :
ug = ug X q8 2
ug =8 x 276
ug = 2 g

1
ug=2et qg= =t Calculer uqg.

On sait que :
Up = Ug X q"

donc :
10
U0 = Ug X q
U = 2 X 3_10

2
310

U0 =

us = 2 et ¢ = /2. Calculer us.

On sait que :

Up = Uk X qn—k

donc :

ur =ug X q' 0

’U,7:2><\/§2

Amr El Bakouchi 146 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



Corrigé de I'exercice 3.17 page 123

Siug =1 et g=2, calculer ug + uy + - - + u100-
(un,) est une suite géométrique donc :

1_qn+1
upt+uyr+--t+u, =u X ———
I—gq
Donc ici,
1_2101
U0+U1+"'+U/100:ﬁ

Up + uy + -+ 4 uggo = 20 — 1

1
Siuo:3etq:§,calculeru0—|—u1+-~-+u50.

-

1—
1—

1

1
U0+U1+"'+U50=6<1_251)

o
|

2

ug+up 4+ -+ usg =3 X

N|—=

1
Siu; =60et g= 3 calculer uq + ug + -+ + u1qg.

_ 100
Uy +ug + -+ U0 = ur X

l—q

1— 1

_ 3100

=60 x —

Siuy =50 et ¢ = 10, calculer uy 4+ ug + - - - + usp.

1 — 1050

U1+U2+"‘+U50:50Xﬁ

50
U1+U2+"'+U50:§(1050—1)

Corrigé de I'exercice 3.18 page 123
Dans le triangle OBN, nous avons une configuration classique de Thalés qui nous permet d’écrire :

OA_OM

OB ON
soit :

w _OM _1
w  ON ¢
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Dans le triangle OC N, nous avons aussi, par construction, une configuration classique de Thales qui nous permet
d’écrire :

op _om _1
OC ON ¢
soit : .
U
071025 <— OC =q X u; = us.

Ainsi, 'abscisse de C' est bien us.

Corrigé de I'exercice 3.19 page 123

o Sile mot de passe comporte 1 seul caracteére, alors il y a 70 possibilités (car un caractere est choisi parmi 70
symboles) ;

« sile mot de passe comporte 2 caracteres, il y a 70% possibilités ;

« sile mot de passe comporte 3 caracteres, il y a 703 possibilités ; etc.

Ainsi, le nombre total de possibilités est :
S =170+ 70%+70° + - + 70%

car il y a au plus 25 caracteres dans le mot de passe.

S=70(1+q+q*+-+¢*) avecqg="70

70
—— est proche de 1 et que 70%° — 1 est proche de 702%°.

Ainsi, un ordre de grandeur du nombre total de mots de passe est 702°.

On peut considérer que

Mais par « ordre de grandeur », on peut comprendre « une puissance de 10 ». Nous allons donc aller plus loin.

70% = (7 x 10)%°
> 725 % 1025
=7x 7" x10%
= 7x (7% x 10%
~ 7 x 5012 x 10%
~ T x5 x10'? x 10%°
~ T x2x10% x 10%7
~ 14 x 10%°

~ 1046,

Petite précision : j’ai calculé 52 a I’aide de la calculatrice pour écrire que c’était & peu preés égal & 2 x 108.

Amr El Bakouchi 3 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)

14



Corrigé de I'exercice 3.20 page 124

1
Par définition, ¢,41 = §cn pour n > 1, avec c; = 10.

2men41 s

De plus, 4,11 = 1 = ECHJF]_ (longueur d’un quart de cercle de rayon c¢,1).

Ainsi,

| —

X
o
S

I
o= N oY
X
/N o

N
o
S

—

gn-&-l =

o~
3

s T 1
Ainsi, (£,) est géométrique. Son premier terme est ¢1 = 5 X ¢; = — X 10 = 57 et sa raison est ¢ = 3

La longueur totale de la spirale formée avec 10 carrés est :

1_q10
b1 4+4blo+ - +l1g=4¥1 X
I—gq
-
= 57 X 210
=3

1
= 10r <11 024)

5 1157 (val te)
= I ex
=D valeur exacte
~ 31,4 cm (valeur approchée au mm pres).

Corrigé de I'exercice 3.21 page 124

o Par définition, u; = 1 (nombre de grain de riz sur la premiére case) ;
e uy est le double de uy, donc ug =2u; =2 x1=2;
o uz = 2ug =4;
o uy =2uz =8§;
us = 2uy = 16.

[ ]
Par définition, wu,y; est le double de w, car on double le nombre de grains d’une case a l'autre.
Ainsi, U411 = 2Uy,.

De la relation de récurrence précédente, on en déduit que (u,) est une suite géométrique de premier terme
u1 = 1 et de raison ¢ = 2.

D’apres le cours, on a alors pour tout entier naturel n > 1 :

‘un =u an,1 :2n71‘

Le nombre de grains de riz qui doivent étre disposés sur le plateau pour satisfaire a la demande du vieux sage
est :

| ugs = 2% = 9 223 372 036 854 775 808
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Le programme complété est le suivant :

Code Python 3-37

1 def nb_case(R):

2 case = 1

3 u=1

4 somme = u

5 while somme < R:

6 u=2=%*u

7 somme = somme + U
8 case = case + 1

9 return case

En effet, on doit calculer les termes successifs de la suite (1. 7) et la somme est obtenue (1. 8) en ajoutant le
nouveau terme a la somme précédente tant que cette somme n’a pas atteint R, donc tant que la somme est
inférieure strictement a R (1. 8).

Corrigé de I'exercice 3.22 page 125

5
Par définition, dy = di + 7o5d1 = 1,05d; = 1,05 x 20 = 21.
De méme, d3 = 1,05d2 = 1,05 x 21 = 22, 05.

H En s’inspirant des calculs précédents, on peut dire que pour tout entier n > 1,

dpi1 = 1,05d,

‘3‘ D’aprés la relation de récurrence trouvée, (d,) est une suite géométrique de premier terme d; = 20 et de
raison ¢ = 1,05. Ainsi, d’apreés le cours, pour tout n > 1, on a :
n—1

dn ::d1 X q

soit :

d, =20x1,05""!

Dans cette question, on cherche dyq :
dio = 20 x 1,05 ~ 32, 57789

Donc Bob va courir environ 32 578 m lors de son 10¢ entrainement.

Le script complété est le suivant :

Code Python 3-38

1 n=1

2 d=20

3 while d < 43:

4 n=n+1

5 d=1.05xd

Si on demande d’afficher la valeur de n trouvée, on a : n = 17.
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Corrigé de I'exercice 3.23 page 126
Uy = 3 + 4n. On calcule pour tout entier naturel n :
Upt1 — Up =3+ 4(n+1) — (3+4n)
=3+4n+4—-3—4n
=4.

Up41 — Up, = 4 est une constante (un nombre qui ne dépend pas de n) donc (un)n>0 est une suite arithmétique

de raison r = 4 et de premier terme ug =3 +4 x 0 = 3.

Remarque 20
J’ai remarqué que u,, était de la forme uy + nr donc j’ai commencé par calculer u,4+1 — u, car je savais

alors que c’était une suite arithmétique.

‘ ] ‘ Uy, = 8 X 2™. On calcule pour tout entier naturel n :
Uy B x 2"

U, g x 2n
2" x 21
T
=2
U
"1 — 9 est une constante donc (Un),>o €st une suite géométrique de raison ¢ = 2 et de premier terme
Up, &
up =8 x 29 =8.

Remarque 21

Ici, j’ai remarqué que u,, était de la forme ug x ¢™, d’ou le calcul de i
Up,

‘ 3 ‘ u, =2 x 3”1, On calcule pour tout entier naturel n :

Un+1 Z x 3"
Uy Zx 3n-1
¥ ey
=—
=3.

q = 3 et de premier terme

Par conséquent, (un),s, est géométrique de raison
=

2
U0:2X30_1:§.

‘ 4‘ Uy = v2". On calcule pour tout entier naturel n :
wnpy VI [5
Wiy, - \/2n B P

2" x 2

(i est donc géométrique de raison ¢ = v/2 et de premier terme ug = V20 = 1.

5
B - o+ On calcule pour tout entier naturel n :

Wi _ B3
Un gntl T f
o3 1
T3 x3 3
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5

1
(un) n>o0 €st donc géométrique de raison q¢ = 3 et de premier terme ug = 30 = 5.

up =n(n+1) —n(n—1) =n?+n —n%+n = 2n. u, est donc de la forme ug + nr avec ug =0 et r = 2.
(un) n>o st donc arithmétique de raison r = 2 et de premier terme ug = 0.
Uy =n?+2n+ 1= (n+1)2 On calcule pour tout entier naturel n :
Ung1 — Up = (n+2)2 — (n+1)2
=n+2-n—-1)(n+2+n+1)

=2n+3
Unt1 _ (n+2)?
Un, (n+1)2
B <n+2)2
n+1
_<n+1 1 >2
n+l n+1

U
Ainsi, U1 — uy, et "+ je sont pas des constantes. La suite (un)n>0 n’est donc ni arithmétique, ni géomé-
trique. "

m Uy, = e + 1. On calcule pour tout entier naturel n :

1 1
Un4+1 — Un 3n+1+1 37*]-

. W 1
- QA3 3¢

1 /1
=—(=-1

3n \ 3
2 1
- 8§ &

1
Un+1 FnFT T 1
U, 3% +1

Un+1

Ainsi, u,11 — u, et ne sont pas des constantes. La suite (u,, n’est donc ni arithmétique, ni géomé-
) ol n>0 )

Up
trique.

u, = 2™ + 1. On calcule :

Upgl —Up =201 412" — 1
=2" x2-2"
=2"(12-1)
=2,
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un+1_2"+1—|—1
u,  2"+1

. Un+1 . . . e .« s )

Ainsi, U141 — uy, et . ne sont pas des constantes. La suite (un)n>0 n’est donc ni arithmétique, ni géomé-
n

trique.

o /2n
Up = TR On calcule pour tout entier naturel n :

Unp+1 _ v 2n+l « 3m
Uy, 3n+1 \/on
A /2n+1 3n

/2n X 3n+1

1
=V2X -
3
_ V2
=5
Ainsi, (“n)n>0 est une suite géométrique de raison g = R et de premier terme ug = 1.

Corrigé de I'exercice 3.24 page 126

Upt1 = 3Up, Ug = 1. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme w41 = qu, donc (u,),>, est
=
une suite géométrique de raison ¢ = 3.

1
‘2‘ Up41 = —, ug = 1. Pour tout n > 0, on a :
Un,
1 1—u?
Uptl — Up = — — Up = £ c' (constante).

Unp Unp,

Donc (un)n>0 n’est pas arithmétique.

Un+1 1 te
T = IR
U u2 7

n n

Donc (up),,o n'est pas géométrique.
=

Up = 2Up_1, g = 1. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme wu, = qu,—; donc (u,),>, est
>
une suite géométrique de raison ¢ = 2.

Upy1 = U, — m, ug = 2m. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme
Upt1 = Up + 7 donc (uy), s, est une suite arithmétique de raison r = —.
=
Upt1 = 3(up — 1) —2(uy + 1) = uy,, — 5. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme w, 11 = w, + 7
donc (un),,s est une suite arithmétique de raison r = —5.
>
Un—1 1 A 9.9 o ,
m Up, = — —Up—1. On reconnait ici wune relation de récurrence de la forme
2 2
. . . 1
Uy, = qUp_1 donc (un)n>0 est une suite géométrique de raison ¢ = —.
=

2
Up4+1 = v/ Un, ug = 2. Pour tout entier naturel n, on a :

U1 = tn =/l — (Vitn)” = v/tin (1 = /i) # ',
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Donc (un),,>, n'est pas arithmétique.

Unt1 _ V/Un _ 1 £ te
Up, Up, VUn

Donc (up),,o n'est pas géométrique.
=

Un4+1 = /Uy, o = 1. La relation de récurrence de cette suite est la méme que dans la question précédente.
Cependant, le premier terme change.
On a ici : ug = 1, u; = V1 =1, etc.
Ainsi, (u,) est constante. On peut alors dire qu’elle est arithmétique (de raison r = 0) et géométrique (de
raison ¢ = 1).

Corrigé de I'exercice 3.25 page 126

Chaque jour, ma vue baisse de 0,001 %. u,, désigne ma note aux yeux au jour n.
Alors,

0,001
Upt1 = (1 ~ 100 ) u, = 0,99999u,,.

(un,) est donc une suite géométrique de raison ¢ = 0,99999.

H Ma mere me donne 10 €, puis me dit : « chaque mois, je te donnerai 10 € ». u,, représente la somme que j’ai
recu en n mois, pour n > 1.

Alors,
Up+1 = Up + 10.

(un) est donc une suite arithmétique de raison r = 10.

Je remplis d’eau une bouteille d’un litre a moitié. Chaque minute, ce qui restait la minute précédente est
rempli a moitié. u,, représente la proportion de la bouteille qui est remplie la n® minute, n > 1.
Alors,

1 1 1
Up41 = Up + 5(1 —un) = iu”+ 5

(un) n’est donc ni arithmétique ni géométrique.

Je place 1 000 € sur un compte qui me rapporte 0,75 % chaque année. u,, représente le solde de ce compte
(si je ne préléve rien) a 'année n, n > 0, avec ug = 1 000.
Alors,
0,75
100

Unt1 = (1 + ) Un = 1,0075uy,.

(un) est donc une suite géométrique de raison ¢ = 1,0075.

Paul et Pierre sont a 20 metres 'un de 'autre, Pierre étant derriere Paul. Quand Pierre fait un pas en avant,
Paul en fait deux. u,, représente la distance (en metre) entre Paul et Pierre a la n® étape, n > 0, avec ug = 20.
D’une étape a l'autre, si Paul avance de deux metres, la distance qui le sépare de Pierre s’agrandit de deux
metres, mais si Pierre avance d’un metre, elle se réduit d’'un meétre. Au final, elle s’agrandit d’un metre. Mais
attention! u,, est une distance donc :

Upt1 = ‘un + 1’.
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Ici, up, + 1 > 0 pour tout n (c’est assez intuitif) donc on peut enlever les valeurs absolues. Finalement, on a :
Up41 = Up + 1.

(up,) est donc arithmétique de raison r = 1.

m Paul et Pierre sont a 20 metres I’'un de 'autre, Paul étant derriere Pierre. Quand Pierre fait un pas en avant,
Paul en fait deux. u,, représente la distance (en métre) entre Paul et Pierre a la n® étape, n > 0, avec ug = 20.
D’une étape a 'autre, si Paul avance de deux metres, la distance qui le sépare de Pierre se réduit de deux
metres, mais si Pierre avance d’'un metre, elle s’agrandit d’un metre. Au final, elle se réduit d’un metre. Mais
attention! u,, est une distance donc :

Upt+1 = |un — 1|.
On ne peut pas ici enlever les valeurs absolues car u,, — 1 sera négatif au-dela d’un certain rang.
Par conséquent, (u,) n’est ni arithmétique ni géométrique.

Corrigé de I'exercice 3.26 page 127

‘ 1 ‘ (un)n>0 est une suite arithmétique donc, pour tout entier naturel n, u,, = ux + (n — k)r.
-3-8 11
10-2 8

Ainsi, uig = ug + (10 — 2)r, soit —3 = 8 + (10 — 2)r. On obtient alors r =
On peut alors écrire :

Up = uz + (n — 2)r

11
11 11
=8ognt g
43 11
Un—z—in

(un)n>0 est une suite arithmétique donc, pour tout entier naturel n, u,, = ux + (n — k)r.

10+6

Ainsi, ug = ug + 8, soit 10 = —6 + 8. On obtient alors r = 2.

On peut alors écrire :

Uy, = Ug + N7

1

(Un)pso st géométrique donc u,, = ug X ", soit ug = ug X ¢%. Ainsi, 10 = 90 x ¢, soit ¢®> = 9
, 1 1

Par conséquent, g = Foud= "3

1
Il existe donc deux suites géométriques, chacune de premier terme ug = 90, 'une de raison 3 et Pautre de
. 1
raison ——.
3

On constate que u, = u,_1 + 4, donc (un)n>1 est une suite arithmétique de raison r = 4.
Ainsi, la somme des 20 premiers termes est :

1 terme + dernier terme
2

u1 + u2 + -+ - + ugo = (nombre de termes dans la somme) X

% 1+(U1+(2071)X4)
2
1+ (1419 x 4)
2

=20

=20 x

78
—90x 2
3

= 780.
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Le nombre total d’allumettes qu’il faut pour faire 20 étages correspond a la somme des 20 premiers termes de
la suite (uy),,>;, donc il faut 780 allumettes.

H -

d.

e.

1 1 8
Upt1 = SUp — gun = (3 — 3) Up = §u” donc u,41 est de la forme qu,, donc c’est le terme général de
la suite géométrique de raison q = 3 et de premier terme uy = 1.

1
Uy, donc u, 41 est de la forme qu,, avec ¢ = 0" Il définit donc une suite géométrique de raison

U = —
n+1 10
q= To et de premier terme ug = 1.
n=3+4(n—1)=3+4n—4 = —1+ 4n donc u, est de la forme ug + nr avec ug = —1 et r = 4. C’est
donc le terme général d’une suite arithmétique de raison r = 4 et de premier terme ug = —1.

Up+1 = Up+ 1 donc c’est de la forme uy, 11 = up, +7. Uy est donce le terme général d’une suite arithmétique
de raison r = 1 et de premier terme ug = 2.

Upt1 = 3u, — b n’est pas de la forme u, + r ou qu, donc u, n’est pas un terme général d’une suite
arithmétique ou géométrique.

m Appelons 7, le rayon du disque ajouté a 1’étape n et a, 'aire du disque de rayon r,.

1 1

Alors, ry41 = 57‘”. Donc (r,,) est une suite géométrique de raison ¢ = ok
, 256m
L’aire du disque ajouté a I'étape n est a, = 7 x 2 ST

anJrl

T X 72 r2
1 1 . . R .
= ntl — ntl — 02 done (a,) est aussi une suite géométrique de raison ¢? = ~

an

X2 r2

L’aire totale des disques (en cm?) a I'étape 10 est donc :

1— qnombre de termes
ay + az + -+ + ayp = (1°F terme) X

1—gq

‘ o Ll

1— 15
1
-3

= 25 X 7r><< 41())
_100 (1
37 410

~ 105.

= 257 X

L’aire totale est donc environ égale a 105 cm?.

Corrigé de I'exercice 3.27 page 128

Partie A

-
.

Amr El Bakouchi

1 1
3,61:12,61:§,p0:36tp1:12><524.

(€,) est une suite géométrique de raison —. En effet,; a chaque étape, un segment est divisé en 3 donc

1
sa longueur est divisée en 3 : £,,11 = g&L.

(cn) est une suite géométrique de raison 4. En effet, si on prend un segment quelconque, on le partage
en 3 puis on construit un triangle équilatéral « au milieu », ce qui génére 2 segments (au milieu) et deux
autres aux extrémités, donc 4 en tout. Le nombre de cotés a I’étape n + 1 sera donc égal a 4 fois celui a
I’étape n : cpq1 = 4cp.
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()

4
b. On déduit de ce dernier résultat que (p,) est une suite géométrique de raison 3

Partie B

ap représente l'aire du triangle équilatéral de coté 1. Sa hauteur h est égale, d’apres le théoréeme de Pythagore,

e oG - 35

V3

xlx—:—g.
4

Ainsi, son aire est :

1
a0:§><b><h:

A 12 : . L s y 1
A Tétape n + 1, on ajoute ¢, triangles équilatéraux dont les cotés sont égaux a gﬂn.

Ces triangles équilatéraux sont donc des réductions de facteur - des triangles ajoutés a 1’étape n. Leur aire

1\2
est donc égale a <3) X ay,. D'ou :
Ap+1 = 7 0p.
. Rt ' 1

‘ 3 ‘ La suite (a,) est géométrique de raison 9

L’aire totale de la figure a I’étape n est, pour n > 0 :

n
ag+cogXay+cy Xag+---+cp—1 Xa, =ag+ E ag X Cp—1
k=1

— en posant p =k — 1
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Corrigé de I'exercice 3.28 page 128

Au jour 1, Léonard consomme la moitié d’eau ; donc il lui reste 50 litres. Il ajoute ensuite 20 litres d’eau donc
€1 = 70.

Au jour 1, il consomme 30 % de lait donc il lui reste 70 litres de lait; il ajoute ensuite 10 litres de lait donc
¢ = 80.

1
m o Pour (e,) : pour passer de e, a e,41, on doit multiplier par 5 (ou diviser par 2). On a alors a ce stade :

1 1
entl = §en. Ensuite, on ajoute 20 litres donc finalement, | e,41 = §en + 20

o Pour (¢,) : pour passer de £, £, 1, on doit multiplier par 0,7 (car enlever 30 % de la quantité signifie
qu’il en reste 70 %). On a alors a ce stade : £, = 0,7(,. Ensuite, on ajoute 10 litres donc finalement,

\znﬂ =0,70, + 10\

a. Up4+1 = €p41 — 40

1
1
56,,—20

1 ( 20)
= — e’ﬂ —_ T
2 2
1 1
= §(en — 40) = iun .
1
Ainsi, pour obtenir u,11, on doit multiplier u,, par 7 la suite (u,) est donc géométrique de raison >

Son premier terme est : ug = ey — 40, soit ug = 100 — 40 = 60.
b. La suite (u,) étant géométrique, u, = ug x ¢" d’apres le cours. Ainsi, ici, u,, = 60 x 0,5™.

Or, u, = e, — 40 donc e,, = u,, + 40, soit | e,, = 60 x 0,5" + 40 ‘

a. Un41 = €n+1 4 %

1
o7t v 10— 10
70
=0,7, — —
y 3

70
=0,7(¢, - =2
(6= %)
100
=0,74, — —
(=)

=0,7v, .

Ainsi, pour obtenir v,,41, on doit multiplier v,, par 0,7; la suite (v,) est donc géométrique de raison 0, 7.
) 00 . 100 200

Son premier terme est : vg = fo — = soit vy = 100 — =3 =3

. p P 5 P 200

b. La suite (v,) étant géométrique, v, = vg X ¢" d’apres le cours. Ainsi, ici, | v, = = x 0,7 |.
100 100 200 100

Or,'l)n:ﬁn_?dOann:'Un—F?,SOit én:?xo,’?n‘i‘? .
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200 100
o €365 = 60 x 0,5365 + 40 ~ 40 et lass = —- X0’7365+T ~ 33, 3.

200 100
o e730 =60 x 0,570 4 40 ~ 40 et 6730:? X0’7730+T ~ 33, 3.

On peut alors remarquer que les quantités au bout d’un an sont égales a celles obtenues au bout de 2 ans.

Tout porte donc a croire qu’au bout d’un nombre important de jours, la quantité d’eau stagne autour de 40
litres et que celle de lait stagne autour de 33,33 litres.

Corrigé de I'exercice 3.29 page 129

1 1 10
v =cu+3=-x1+3="".
u1 3u0+ 3>< + 3
L a1 10 0 o
27333 T 9 T T o
10 7
Ul_U():?_].:g
= (un),,>o N'est pas arithmétique.
u—u—g—E—z#u —u -
2= =g 379 1= Uo
w_5 _10
UO_ 1 B 3 , J
= (Un),,>¢ D'est pas géométrique.
up 37T 03 3T, wm
w9 710 307 wg
9
Un+1:un,+1_§
1
gu,,,+3—§
13
BER
1 9
=5 \Un— 3
3 2
1
vn+1:§Un

Ainsi, (vn)n>0 vérifie une relation de récurrence de la forme v,,11 = qu,, qui est caractéristique d’une suite

1
géométrique de raison g = 3 Son premier terme est :

9 9 7
UQZUO—§:1—§:—§_

vn:v0><q":—f><3in
et commevn:un—i,ona:
9
Un, vn—|—§
soit :
7 1 9
Un =5 X g0 Ty

a. On a le tableau page suivante.
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b. On voit qu’a chaque boucle, la fonction permet d’obtenir la valeur de u;. On n’entre plus dans la boucle

lorsque ¢ = n et la derniere valeur de u calculée est alors u,.

Ainsi, cette fonction permet de calculer u,, pour un entier naturel n donné en argument de la fonction.

On obtient uyg = 4,4999407272, usg ~ 4,499999999 et uzg ~ 4, 5.

On peut alors conjecturer que u,, se rapproche de plus en plus de 4,5 au fur et a mesure que n prend des

valeurs de plus en plus grandes.

Corrigé de I’exercice 3.30 page 130

raison q =

2 2 4 42 46
1 R =S X246=cF == —.
Bl w=Zut6=zx246=c+= =<
2 46 2><46+6 92 294 386
Uo = —U = — _— = — _—
S 777 49 " 49 49
42
vn:unf—.
5
a 42
. Uptl = Uptl — —
+1 = Un+1 5
2 42
= Zu, 46— =
p Y=g
2 30 42
g o
7 5 5
2z, L
7" B
2, 12T
—7\" "5 "2
2 42 2
= ? Unp, g = 7“”
Ainsi, (v,) est une suite géométrique de
42 42 32
Vp=Uy— — =2 — — = ——.
0- 05 5 5
32 2\"
b. On déduit que v, = vy X ¢, soit vn:—5><<7> .

(3

% 42
Or, v, = u, — = donc u,, = v, + = ; ainsi,

Amr El Bakouchi

Un

42 32 2\"
====X | = |
5 5 (7)

a. S est la somme des premiers termes d’une suite géométrique donc :

S—’on 17(1
_ 2 1-(3)"
-5 1-2
g 32 1-(3)"
= -2 ;

32 7 2\ M
=—— X = 1—

5 5 7

11

g B4, (2

25 7

Condition ¢ < n - vraie : 0<3 | vraie : 1<3 vraie : 2<3 | fausse ‘

Valeurs de i 0 1 2 3 4 |
1 _ 10 | 10 _ 37 | 37 _ 118

Valeurs de u 1| 343=% | 5+3=% ﬁ+3—ﬁ-‘

2 .
7 et de premier

terme
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b. On a:

10
42 42
Sl = - = —
kio (’Uk + 5 ) car ug Vg + 5

10 10 49
= Z Uk + Z = (on a découpé la somme en deux)
k=0 k=0

42
=S5+ = x 11 car la derniére somme signifie que 'on ajoute

134 2\ 462
25 7 5

134 134 (2)“ 462

11 fois la fraction %

T T \7 5
_ 131 (2T 131 4625
i ™5 7 25 5x5
o 134 2\ 2176
- 25 7 25
Corrigé de I'exercice 3.31 page 130
On sait que :
ug = 10 520

up = 10694 = a x 10 520+ b
up = 10 859 = a x (a x 10 520 + b) + b = 10 520a> + ab + b

On peut donc écrire :
b =10 694 — 10 520a

et remplacer b par cette derniére expression dans la derniere égalité :

10 520a® + a(10 694 — 10 520a) + (10 694 — 10 520a) = 10 859

<— 174a = 165
165

= — ~0,95.
= a 74 ,

Ainsi,
b~ 10 694 — 10 520 x 0,95 ~ 700.

Finalement,

Unt1 = 0, 95u, + 700

Pour tout entier naturel n,
Un+1 = Up+1 — 14 000
=0, 95u,, + 700 — 14 000
=0, 95u,, — 13 300

13 300
=0,95 (up —
’ (“ 0,95 )
= 0,95(uy, — 14 000)
= 0,950,

Ainsi, (v,,) est une suite géométrique de raison ¢ = 0,95 et de premier terme :

vo = up — 14 000 = —3 480.
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D’apres le cours,

vy = Vg X ¢ = —3 480 x 0,95".
Or, v, = u, — 14 000 donc :

U, = 14 000 + v, = 14 000 — 3 480 x 0,95™.

Le programme complété est le suivant :

Code Python 3-39

1 u = 10520

2 n = 2018

3 while u < 13500:

4 n=mn+1

5 u=20.95 x u+ 700
6

7 print(n)

On trouve a l'aide de la calculatrice que la population de ce village dépassera 13 500 habitants en 2056.

Corrigé de I'exercice 3.32 page 131

uﬂ%ﬂzggj;g,

Up+1 — 0, 5
1
-1 L _1
4u, 2
1 1
T du, 1 2u, 2up—1
4y, 4y, 4uy, 4un,
C 2up—1 2(up—0,5)  wu,—0,5
2u, 1
Upgl — Up = —
+ Un — 0,5 up—0,5
_ 2u, —1
Cu,—0,5
_ 2(u, —0,5)
 wu,—0,5
= %

Unt1 — Up 6tant égal & une constante, (v,) est arithmétique de raison r = 2 et de premier terme vy =

1 1 2
= =< =0,4.
w-—-0,5 3-05 5

(vy,) étant arithmétique, v, = vo + nr, soit v, = 0,4 4 2n.

1 1 1
Or, v, = —— donc — = u,, — 0,5, soit u,, = — +0,5.
Un — 0Y5 Un, Up,
Ainsi L +0,5
insi, | u, = ———— '
’ 0,4+ 2n

Lorsque n augmente de plus en plus, 2n + 0,4 augmente aussi de plus en plus, donc son inverse se rapproche
de plus en plus de 0. Finalement, u,, se rapproche alors de 0,5.
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Corrigé de I'exercice 3.33 page 131
On a le tableau suivant :

Condition 7 < n i vraie : 0<4 | vraie : 1<4 vraie : 2<4 vraie : 3<4 fausse
Valeurs de i 0 1 2 3 4 5

2 _2 | _2 _ 14 2 2 | 2 82
Valeurs de u 2| 391 =7 | xEFT T 13 | XG4T T 41 | 3xEm41 T 119 -

. . - an 8 . 82 .
Cette fonction renvoie alors la derniere valeur de u calculée, a savoir —, qui est uy.

119
2
Vnp1 = Unt1— 3
o Unp 1 +1
2 2

3un+1 3
2
3un,+1 + 1
6—2(3un+1)
3(3un+1)

243u,+1
3u,+1

—6u, +4 y 3u, + 1
3(3u, +1)  3u,+3

_ —bu, +4
© 9u, +9
_ 6(w-3) _ 6 _ 2
T w1 9T 3™
Ainsi, (v,,) est une suite géométrique de raison ¢ = —— et de premier terme :

2

3
ug + 1

_ 2
— 3

ug —
Vg =

_|_
—_

Ol | ook | N

Vo =

De la question précédente, on déduit :

De plus,
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Corrigé de I'exercice 3.34 page 131

Amr El Bakouchi

tn+1 = Up+1 ol Un+41
= (0, 2u, + 0, 6v,) + (0, 8u, + 0, 4v,)
— (0,2 + 0,8)un + (0,6 +0,4)v,

= Uy + VU,

Ainsi, (t,) est une suite constante et ¢, = tg = ug + vg. Par conséquent, .

Wpt1 = 3Vpt1 — dUpt1
= 3(0, 8uy, + 0, 4v,) — 4(0, 2u,, + 0, 6vy,)
= 2,4u, + 1,2v, — 0,8u, — 2,4v,
=(2,4—-0,8)u, + (1,2 —2,4)v,

=1, 6u, —1,2v,
= —0,4(—4u, + 3v,) +— ()
= —0, 4w,,.

(*) Pour trouver —0,4, j’ai regardé les coefficients que je voulais faire apparaitre devant u,, et v,. Par exemple,
dans l'expression w, = 3v, — 4u,, il me faut « 3 » devant v,. Or, j'avais —1,2 dans l’expression wy,4+1 =
1,6u, — 1,2v,. J'ai donc fait —1,2 =3 = —0,4. Je sais donc ici qu’il faut que je factorise mon expression
Wpy1 = 1, 6u, — 1,20, par —0,4.

Ainsi, (wy,) est une suite géométrique de raison ¢ = —0,4 et de premier termewy = 3vg — 4dug = —4.

On en déduit alors que w, = wy x ¢" donc |w, = —4 x (—0,4)" ‘

D’apres ce qui précede, on peut écrire :

tn = Up + vy 1=uwu, +v,
wy, = —4u, + 3v, —4 x (—0,4)" = —4u, + 3v,
En multipliant la premieére ligne par 4, on a :

4 = 4u,, + 4v,
—4 x (=0,4)" = —4u,, + 3v,

En ajoutant alors les deux lignes, on obtient :
4—4x(-0,4)" = 4u, + 4v,, — du, + 3v,

soit :
4—4x(=0,4)" = Tv,.

En divisant par 7, on arrive alors a :

4—4x(-0,4)"
Wp = -
et donc, comme u,, + v, = 1,
4—4x (- "
i iy =l — e KA
7
7274—4><(—0,4)"
T 7
T —[4-4x(-0,4)"]
B 7
_T—4+4x(-0,4)"
7
4 x (=0,4)"
Un:3+ ><7( 0,4)
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Corrigé de I'exercice 3.35 page 132

a. Calculons :

Wpt1 = QUpt1 + bvpy1 = a(0,55u, + 0, 35v,) + b(0, 45u,, + 0,65v,,)
= (0, 55a + 0, 45b)uy, + (0, 35a + 0, 65b)vy..

(wy,) est une suite géométrique de raison ¢ donc wy,+1 = qw,, ; par conséquent,
(0,55a + 0, 45b)u,, + (0,35a + 0,65b)v,, = qau, + qbv, ,

et donc :

0,55a + 0,45b = aq
0,35a + 0,65b = bq

b. Du systeme précédent, on déduit :

P 0,55
0,45b = ga — 0, 550 . 0,45
{ 0,350 = gb — 0, 65b sott L _ 10,65,
0,35
q—0,65 o .
c. En remplacant a par Wb dans la premiere équation, on a :

¢q—0,55 ¢—0,65 ¢—0,55 ¢—0,65
b= be 1= b
0.45 < 03 ' 045 X o035 70
& 0,45 % 0,35 = (¢ — 0,55)(¢ — 0, 65)
& 0,1575 = ¢ — 0,65¢ — 0,55¢ + 0, 3575

& —1,2¢+0,2=0]

d. Le discriminant du polynéme ¢2 — 1,2¢ + 0,2 est :
A=(-1,2>-4x1x0,2=0,64

donc il admet deux racines :

1,2 -,/0,64 1,2+ /0,64
qlzfzoﬂ et qzzle.
e Pour ¢ = 1, le systéme de la question a. devient :
0,55a + 0,450 = a soit —0,45a 4+ 0,450 =0
0,35a + 0,650 = b 0,35a — 0,356 =0

On en déduit alors que .

e Pour ¢ = 0,2, le systeme de la question .]a devient :

0,55a + 0, 45b = 0, 2a n 0,35a + 0,456 = 0
0,35a + 0,65b = 0, 2b 50 0,35a + 0,456 = 0
—0,45 9
déduit al == _Tp|
On en déduit alors que |a 0.35 -

a. Pour ¢,, a = b =1 donc nous sommes dans le cas ot ¢ = 1 : (¢,) est donc une suite constante.

9
Pour g,, a =9 et b= —7, soit a = —?b donc nous sommes dans le cas ou g = 0, 2.
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b. On en déduit que ’ Cn =cCo=1ug+vy =1 ‘ (car  c’est une suite constante) et

gn = go % ¢" = (9ug — Tvg) x 0,27, soit ’9n =9x(0,2)" ‘

Cp = Up + Up T 1=u,+v,
gn = u,, — To, 9(0,2)"™ = Yu,, — T,

c. Ona:

En multipliant par 7 la premiere équation, on a :

7= Tu, + Tv,
9(0,2)"™ = 9u,, — T,

En ajoutant les deux équations membre & membre, on a :

7+9(0,2)"
7+9(0,2)" = 16u, soit Uy = %67)
De I’équation initiale u,, + v,, = 1, on déduit alors :
7+9(0,2)" ) 9—-9(0,2)"
vy =1—u, =1~ # soit Uy = #

Corrigé de I'exercice 3.36 page 132
Voici un programme Python possible :

Code Python 3-40

1 for p in range(1,11):
2 n = 10%*xp

3 u = (1+1/n)**n

4 print(u)

Ce programme retourne :

2.5937424601000023
2.7048138294215285
2.7169239322355936

2.7181459268249255
2.7182682371922975

2.7182804690957534
2.7182816941320818
2.7182817983473577

2.7182820520115603
2.7182820532347876

On constate alors que les termes semblent se rapprocher d’un nombre, dont la valeur approchée au millieme est
2,718.

En revanche, pour p = 15, le programme retourne la valeur 3.035035206549262.
Si p = 20, le programme affiche « 1 ».

1
La raison est que pour n = 10%°, le programme arrondit le résultat de — & 0 (car il y a trop de « 0 » apres la virgule
n

1
dans le résultat mathématique), ce qui implique que le programme arrondit le résultat de « 1+ — » a 1, et donc le
n
1 n
résultat de « <1 + > »alt=1.
n

, .
Quant au résultat retourné pour p = 15, on constate que si I’on demande d’afficher la valeur de « 1+ — », il s’affiche

n
« 1.000000000000001 » et la fagon dont Python calcule ce nombre & ’exposant 15 semble erronée (méthode trop
compliquée & expliquer ici).
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Corrigé de I'exercice 3.37 page 133
Un algorithme possible est le suivant :

L < [5] (liste débutant par le ler terme de la suite)
Pour n allant de 1 a 20:
u < 0.8%ut7
On ajoute & L la valeur u
Fin du Pour
Afficher L

Le programme Python correspondant est :

Code Python 3-41

[
|

= [5]
=5

[=1
|

1

2

3

4 for n in range(1,21):
5 u = 0.8xu+7

6 L.append (u)

7

8

print (L)

N’oubliez pas que range(a,b) parcourt les entiers de a a b — 1...

‘i‘ Pour afficher le premier indice n pour lequel w,, > 34,99, on utilise une boucle « Tant que ».

u <+ 5

n<+< 0

Tant que u < 34.99:
u < 0.8%u+7
n < nt+l

Fin du Tant que

A Attention 9

La condition qui vient apres « Tant que » est toujours le contraire de la condition a remplir. Ici, on veut
que u, > 34,99 et le contraire de cette condition est « u, < 34,99 ». On doit donc mettre cette condition
dans l'algorithme.

Le programme Python correspondant est :

Code Python 3-42

1 uw,n=5,0

2 while u <= 34.99:
3 u=0.8%u +7
4

5

n=n+1
print(n)

1l affiche ici la valeur 36, ce qui signifie que uss < 34,99 et que uzg > 34, 99.
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Corrigé de I'exercice 3.38 page 133
Un algorithme possible est le suivant :

Initialisation:
F est une liste
F < [1,1] (les deux premiers termes de la suite)
Traitement:
Pour n allant de 2 a 100:
Ajouter & F la valeur F[n-2] + F[n-1]
Afficher F[n-1]/F[n-2]
Fin du Pour

Le programme Python correspondant est :

Code Python 3-43

F = [1,1]

for n in range(2,102):
F.append (F [n-2]+F [n-1])
print (F[n-11/F[n-2]1)

SNV R

Si on compile le programme ci-dessus, on voit que les quotients affichés sont, a partir d’un certain rang, tous
égaux a 1.618033988749895.

F,
Bien entendu, cette valeur n’est qu’'une valeur approchée de la limite des quotients ntl

. Cette limite est

n

appelée le nombre d’or.
C’est une valeur que l'on retrouve ailleurs (par exemple, le nombre d’or est une des solutions de I’équation

2 —z—1=0).
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ﬂ Premiére approche

b Notre objectif

On recherche une fonction f telle que :
pour tout réel z, f'(z) = f(x);
f(0)=1.

On suppose que cette fonction existe.

Tres vite, on se rend compte que cette fonction n’est pas un polynéme (car le seul polyndéme P qui vérifie le point ! est
P(z) =0 et dans ce cas, P(0) # 1, ce qui ne satisfait pas le point !)
Ce n’est pas non plus une fonction racine carrée ou une fraction rationnelle (quotient de deux polynoémes).

b La méthode d’Euler

Nous allons avant tout tenter de dessiner la courbe représentative de notre fonction. Pour cela, on va prendre des intervalles
[a;a+ h], avec h trés proche de 0, et on va assimiler la courbe représentative de f & sa tangente au point d’abscisse a. En
effet, sur un intervalle assez petit [a;a + h], la tangente est trés proche de la courbe.

On sait que ’équation de la tangente a la courbe au point d’abscisse a est :

y = f'(a)(x —a) + f(a).
Posons g(z) = f'(a)(z — a) + f(a). Confondre la courbe et la tangente revient & dire que f(a+h) = g(a+ h), c’est-a-dire :
fla+h)~ f'(a)(a+h—a)+ fa),
soit :
fla+h) = f'(a) x h+ f(a).
Or, d’apres le point ., f'(a) = f(a) donc :
fla+h) = hf(a)+ f(a)
soit :
fla+h)= (1 +h)f(a).
h peut étre pris aussi petit qu’on le souhaite. Prenons par exemple A = 0, 1. Alors,
e enprenant a=0: f(0+0,1) =~ (1+0,1) x f(0)=1,1x1=1,1;
« en prenant a = 0,1: £(0,2) = £(0,1+0,1) ~ (1+0,1) x f(0,1) =1,1x1,1=1,21;
e en prenant a = 0,2 : f(0,3) = f(0,2+0,1) ~ (1+0,1) x f(0,2) =1,1x 1,21 = 1,331;

e etc.
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Le programme Python suivant permet d’automatiser la construction des segments :

Code Python 4-44

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

1

2

3

4 xList = [0]
5 yList = [1]
6

7

8

a=0
h=0.1
9
10 for i in range(10):
11 x = ath
12 y = (1+h)*yList[i]
13 xList.append(x)
14 yList.append(y)
15 a=x
16

17 x = np.array(xList)

18 y = np.array(yList)

19 plt.plot(x, y, marker=".")
20

21  plt.show()

2.6 7

2.4 7

2.2 1

2.0 1

1.8

1.6

1.4

1.2

1.0~

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Avec un pas plus petit (h = 0,01), on obtient la figure suivante.
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2.75

2.50

2.25

2.00

1.75 4

1.50 4

1.25 +

1.00 +

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

On voit alors se dessiner la courbe représentative de la fonction f cherchée, sur [0;1].

ﬂ Définition

b Unicité de la fonction exponentielle

Nous avons vu précédemment comment tracer la représentation graphique d’une fonction f telle que f' = f, avec f(0) = 1.
Montrons qu’une telle fonction est unique (on suppose son existence).

Pour cela, nous aurons besoin de la propriété suivante.

Propriété 26 (fondamentale)

Soit une fonction f dérivable sur R telle que f' = f et f(0) = 1.
Pour tout réel z, f(z) x f(—z) =1 et f(z) # 0.

Posons h(z) = f(x) x f(—z). Alors, h est dérivable sur R comme le produit de deux fonctions dérivables sur R, et :
W(z) = f'(z) x f(=2) + f(2) x [-f'(-2)].
Or, f/(xz) = f(z) donc :

La fonction h est donc constante sur R.
Or, h(0) = f(0) x f(-0)=1x1=1.
Donc, pour tout réel z, h(z) = 1, c’est-a-dire :

f(@) x f(-z) = 1.

On en déduit de plus que f ne s’annule jamais sur R, donc que f(x) # 0 sur R.
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Montrons maintenant que f est unique. Pour cela, supposons qu’il existe deux fonctions f et g qui vérifient les mémes
hypotheses mathématiques, a savoir que :

flf=f ot g =g
f(0)=1 g(0)=1
g()

Posons alors h(z) = m (d’apres la propriété 26, f ne s’annule jamais donc h est bien définie).
x

h est dérivable sur R comme le quotient de deux fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas, et :

Or,¢g =get f/=fdonc:

Ainsi, h est une fonction constante sur R.

9(0) 1
De plus, h(0) = —~5=-=1

O=F0) =1
Donc, pour tout réel z, h(z) = 1, ce qui signifie que g(z) = f(x).

Nous venons donc de montrer qu’il n’existe qu’une fonction remplissant nos exigences.

Théoréme 1

Il n’existe qu’une fonction f telle que f' = f et f(0) = 1. r

b Définition

Définition 16

On appelle fonction exponentielle la fonction exp telle que :

exp’ = exp et exp(0) = 1.

ﬂ Relations fonctionnelles

b Image d’un opposé

D’apres la propriété 26, on peut tout de suite écrire :

Propriété 27

Pour tout réel z,

exp(—x) = p(@)’

Amr El Bakouchi 173 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



Propriété 28 (exponentielle d’'une somme)

Pour tous nombres réels x et y,
exp(z + y) = exp(x) x exp(y).

Posons f(z) = exp(z + y) X exp(—z). f est dérivable sur R comme le produit de deux fonctions dérivables sur R,
et :

f'(x) = exp/(z + y) x exp(—z) + exp(z + y) X [ — exp'(—x)]
= exp(z +y) X exp(—z) — exp(z + y) x exp(—z)
—0.

Ainsi, f est une fonction constante.
De plus, f(0) = exp(0+ y) x exp(—0) = exp(y) donc, pour tout réel z,

f(z) = exp(z + y) x exp(—z) = exp(y) ,

c’est-a-dire :

1
exp(z +y) = exp(y) x e exp(y) x exp(z).
Propriété 29 (exponentielle d’une différence)
Pour tous réels x et y,
exp(v)
exp(x - y) = exp(y)

En considérant la propriété 28 en remplacant y par —y, on a :
exp [z + (=y)] = exp(z) x exp(—y).

1
D’apres la propriété 26, exp(—y) = T donc :
exp(y

exp(z)
exp(y)

exp(r —y) =

ﬂ Notation e®

b Le nombre e

En mathématiques, il est de coutume de désigner par une lettre un nombre important dont 1’écriture décimale est infinie.
C’est par exemple le cas du nombre 7.

C’est la raison pour laquelle on pose :
e =exp(l).

Le nombre e est égal a I'image de 1 par la fonction exp.
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Avec la méthode d’Euler, nous avons vu que :
e exp(0,1) = (1+0,1);
o exp(0,2) =~ (1+0,1) x exp(0,1) ~ (14 0,1)2;
o exp(0,3) =~ (1+0,1) x exp(0,2) ~ (1+0,1)3;
e etc.

On peut alors écrire, pour h tres proche de 0 et pour tout entier naturel n :

exp(nh) ~ (14 h)".

1 1
En prenant h = —, n étant un entier assez grand pour que — soit assez proche de 0, on a :
n n
1 n
exp(1l) ~ (1 + —) .
n

1 n
Ainsi, en prenant n de plus en plus grand, le nombre (1 + —) se rapproche du nombre e.
n

Dans l’exercice 3.36, nous en avons trouvé une valeur approchée. Nous prendrons :

\ e ~ 2, 71828182846

PVers la notation simplifiée

De la propriété 28, nous pouvons déduire que :
o exp(2) =exp(l+1) =exp(l) x exp(1l) = (exp(l))2 =e?;

o exp(3) =exp(2+1) =exp(2) x exp(1l) = (exp(l))3 =e3;

o exp(n) = (exp(l))n =e”, ouneN.

Ceci nous encourage alors & simplifier 1’écriture exp(x) en e, sans pour autant avoir démontré ’égalité pour tout réel x
(on laisse cette démonstration aux mathématiciens avertis).

Ainsi, a partir de maintenant, on notera :
VzeR, exp(x)=-e".

Les propriétés précédentes s’écrivent alors :

Propriété 30 (propriétés algébriques simplifiées de I'exponentielle)

o eTTY — e x e¥;

e
. em_y:e—y;

n N
o (e")" =e™, olin € Z;
e e?=1;

/
o (%) =¢”
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ﬂLa suite (e™*), a réel

Soit a un réel. Considérons la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

U, = e,

P La suite est géomeétrique

un+1

Pour démontrer que la suite (u,) est géométrique, il faut démontrer que le quotient est constant pour tout entier
n

naturel n.

Unt1 e(n+1)a
Un, T ena
_ . (n+l)a—na y N s s
—e (d’apres la propriété 28)
— ena+a—na
= ea

Ainsi, la suite (u,) est une suite géométrique de raison g = e®.

D Expression du terme général

Par propriété,
Uy = Uug X ¢
avec ug = e = 1. Par conséquent,
a n
up = ()",

Or, u, = €™. On en déduit alors la propriété suivante :

Propriété 31 (puissance d’une exponentielle)

Pour tout réel a et pour tout entier n,

ﬂétude de la fonction = — €”

b Positivité

Propriété 32 (positivité)

La fonction x — e est strictement positive.

Quel que soit le réel x, on peut écrire :

D’apres la propriété 31, cela revient a écrire :
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Un carré étant toujours positif ou nul, cela signifie que :
Ve eR, e">0.

Or, d’apres la propriété 26,
VereR, exe =1,

ce qui implique que pour tout réel z, exp(z) # 0.

Ainsi,

b Sens de variation

Ve eR, e%>0.

Propriété 33 (croissance de la fonction exponentielle)

La fonction x — e® est strictement croissante sur R.

Par définition,
exp’ = exp.

De plus, d’apres la propriété 32, pour tout réel z, exp(z) > 0 donc :
Ve eR, exp'(z)>0,

ce qui signifie que la fonction x — e* est strictement croissante sur R.

b Courbe représentative

La courbe représentative de la fonction x — e® sur R est la suivante :

l | l
| J \ |
| | 1 |
1 1 1 0 /%’ a 1
S S R T B B T

En tout point d’abscisse a, le coefficient directeur de la tangente a la courbe est égal a e®.
Amr El Bakouchi 177

amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



b Propriétés de bijectivité

Propriété 34

Pour tous réels x et y,

x:y@)ew:ey I>y<:>ex>ey x<y<:>ex<ey

Ces propriétés découlent de la stricte monotonie de la fonction = — e® sur R.

M Etude des fonctions 2+ e**

b Variations

Posons f(x) = eF* ou k € R*.
Nous avons vu precedemment que la dérivée de x — g(axz + b) est x — ag’(ax + b). Ainsi,

f(x) = keM®,
Pour tout réel z, €¥® > 0 donc f'(x) est du signe de k. Ainsi,

e si k<0, f est strictement décroissante sur R ;
e si k>0, f est strictement croissante sur R.

P Représentations graphiques

Voici quelques exemples de représentations graphiques des fonctions x — ek®
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b Domaines ou I'on rencontre I'exponentielle

o Radioactivité

« La radioactivité est le phénomeéne physique par lequel des noyaux atomiques instables (dits radionucléides
ou radioisotopes), se transforment spontanément en d’autres atomes (désintégration) en émettant simultané-
ment des particules de matiére (électrons, noyaux d’hélium, neutrons, etc.) et de 1’énergie (photons et énergie
cinétique). La radioactivité a été découverte en 1896 par Henri Becquerel dans le cas de 'uranium, et tres vite
confirmée par Marie Curie pour le radium. »

Source : https://fr.wikipedia.org/wiki/RadioactivitAT

Quand une substance est radioactive, elle ne 1’est pas pour toujours. En effet, on montre mathématiquement que le nombre
N de noyaux radioactifs diminue avec le temps t et est donné par 1’égalité :

N(t) = Noe

ou A est un parametre positif dépendant de I’élément radioactif, et Ny le nombre initial observé de noyaux radioactifs.

0 Evolution d’un capital a taux fixe

Lorsque l’on place un capital sur un compte a taux fixe, cela signifie que chaque année (si on n’y touche pas entre temps),
on ajoute un certain pourcentage ¢t au capital de 'année précédente. Cela se traduit par 1’égalité :

t n
On—00><<].+100) .

Si on place les points représentant cette suite, on constate qu’ils suivent une courbe exponentielle :

A

Y

On arrive & montrer que la fonction f s’écrit sous la forme :

f(z) = Coe™®, k>0.
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t t
Ici, le parametre k est ce que ’'on nomme le logarithme népérien du nombre 1 + 100" On le note In <1 + 100)

e Décroissance thermique

La police scientifique utilise quelques fois (doux euphémisme...) les mathématiques. C’est le cas quand elle souhaite
déterminer I’heure de la mort d’une personne. Pour cela, elle utilise la formule :

T = Wowasf 5
corps ambiante _ 1’ 2567}“ - 0’ 25e—okt ,
37, 2 — Tambiante

ou :
o Tiorps désigne la température (en °C) du corps;

o Tambiante désigne la température (en °C) du milieu ou se trouve le corps;

1,281
W?(?m — 0,0254, ot In(M) désigne le
e0, n

logarithme népérien de M (vous en saurez plus sur le logarithme népérien ’année prochaine).

e k est un parametre dépendant de la masse (en kg) du corps, avec k =

A laide de cette égalité, on peut trouver le réel ¢, qui représente ici la différence entre heure de la mort et 'heure des
relevés.
Par exemple, si on trouve t & 7,5, cela signifie que '’heure de la mort remonte a 7 h 30 min.
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Prendre un bon départ

Exercice type 10 » Simplifier une expression avec exponentielle

_a\T

L . (e73)" x el

Ecrire a 'aide d’une seule exponentielle le nombre 4 = ~——————.
e

A Taide de la propriété 30 (propriétés algébriques simplifiées de I'exponentielle), on peut écrire :

—3\7 _ _ _ _
(e73) x el0 73X xgl0 o721 x ol0 721410 o1l 1 —
A = = = = = = e =|e
el2 el2 el2 el2 el2

Exercice type 11 » Résoudre une équation ou une inéquation

Résoudra dans R 'équation : 3275 = 1.
Résoudre I'inéquation : (e2** —1)(e™® — e 271) > 0.

5
Bl %=1 ¥ 5= <= 3:-5=0 < 3cx=5 < z=3.

L’équation e3*~® = 1 admet donc pour ensemble solution :

~fj

Afin de résoudre I'inéquation (egx“ - 1) (e‘x —e_gx“) > 0, déterminons le signe de chacun des deux facteurs,
puis dressons un tableau de signes du produit.

2Tl _ 150 <« et > 1

= 26+1>0 e —e Tl e 07T 5 oL
- 1 <— —x>-2zr+1
A = z>1
On peut alors dresser le tableau de signes suivant :
1
z —00 5 1 +00
estl _ 1 - 0 + +
e % 672m+1 — — 0 +
Produit + 0 - 0 +

L’ensemble solution de 'inéquation est alors :

Amr El Bakouchi 181 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



Exercice type 12 » Etudier une fonction exponentielle

On considere la fonction définie sur R par :
fl@)=xz+e"

Déterminer la fonction dérivée de la fonction f.
Etudier le signe de f’(z) sur R, puis en déduire les variations de f sur R.
En déduire que pour tout réel z, e* > 1 + x.

—e) =[i=e]

1—e*>20
1>e”

flla)=1+
flz)=0

—

1

110311

[N ¢)
VA
S

De plus,

On en déduit le tableau suivant :

Des variations de f, on déduit que pour tout réel z, f(z) > 1, soit :
r+e 21 soite ™ >1—z.
Comme cette inégalité est valable pour tout réel z, on peut poser : y = —z, et cela donne :
VyeR, e >1+y.

La variable y étant « muette » (c’est-a-dire qu’on peut utiliser n’importe quelle lettre & la place), on peut la
remplacer par x, ce qui donne :

VeeR, e 21+
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Exercices

Propriétés algébriques

Exercice 4.1 (simplifications)

O ®

Simplifier les nombres suivants en donnant le résultat sous la forme d’une seule exponentielle.

— o | _9\3 2 —2
B e () 5 [
-9 3 4 o €

o
z ee_7 e B (' xe?)’

e—2

Solution page 192

Exercice 4.2 (simplifications)

O =

Simplifier les expressions suivantes en donnant le résultat sous la forme d’une seule exponentielle.

_ _ 2
0271 o o—z+3 ‘3‘ (eferl « ewfl)
-1
e3r—1 e2r+3  g3z—2
oda—2 et

Solution page 192

Exercice 4.3 (équations)

© =

Résoudre dans R les équations suivantes :

2 2
eaz+2 =0 e ¢ W e?z +3x—2

em5+z+1 =1 5 — 26390—4-2 =3
e2z+3 — e—2$—5 2 + 362&0 =5
e5m+2 — eSac+1 ﬂ 7 — 4e5w—3 =3

Solution page 192

Exercice 4.4 (inéquations)

Résoudre dans R les inéquations suivantes.

e3r—1 5 g2z+4 =1 < g 8 4 3¢ 273 < 11
™25 L et 12 — 4651 > 8 [ 56 + 1464715 > 70

© =

Solution page 193

Résoudre dans R les équations suivantes :

Exercice 4.5 (équations avec changement de variable)

B e 2 +1=0 B +er-2=0

Solution page 19/
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Résoudre dans R les inéquations suivantes :

Exercice 4.6 (inéquations avec changement de variable)

B e ter—220 Bl o> 2" +1<0

Solution page 194

Etudes de fonctions

Exercice 4.7

© =

On consideére la fonction f définie par pour tout réel = par :
f(x) = (Tz —1)e*
Montrer que sa dérivée est égale & f'(z) = (Tz + 6)e”.

En déduire les variations de f sur R.
Solution page 195

Exercice 4.8
On considére la fonction f définie sur R par :
f(z)=(3—2x)e™".
Montrer que sa dérivée est égale a f'(x) = (22 — 5)e™?.

En déduire le sens de variation de f sur R.
Solution page 195

Exercice 4.9

Etudier sur R les variations de la fonction f définie par :

Solution page 196

Exercice 4.10

Soit f la fonction définie sur R* par :

Déterminer f’(x).
En déduire les variations de f sur R,.
Dresser un tableau de variations de f.

Solution page 196
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Exercice 4.11

On considere la fonction f définie pour tout réel x appartenant a son domaine de définition par :
2x
e —6
x) =
f(@) 2e* 4+ 7

Justifier que son domaine de définition est R.
2" (62“’ + 7e* + 6)
(200 +7)%

Montrer que sa dérivée est f'(z)

En déduire les variations de f sur R.
Solution page 197

Exercice 4.12
Soit f la fonction définie sur 'intervalle [0; +oo[ par :
flz)=(z-1)(2—e7").

Montrer que f/'(z) =xze™* +2(1 —e™%).
En déduire que, pour tout réel x strictement positif, f'(x) > 0.

Préciser la valeur de f/(0) puis donner les variations de f.

Solution page 197

Exercice 4.13 (modélisation du taux d’équipement en smartphones)

On peut modéliser le taux d’équipement en smartphones des adultes francgais au cours de 'année 2015 + ¢ par la
fonction f définie pour tout réel positif ¢ par :

© &

1
T 14e 05t

f)

Etudier le sens de variation de la fonction f.

A partir de quelle année le taux d’équipement deviendra-t-il supérieur & 90 % ? On pourra utiliser la calcu-
latrice ou n’importe quel programme.

Solution page 197

Exercice 4.14

On consideére la fonction f définie sur R par :

© &

T T

e’ —e”
et 4 e’

fx) =

On note C sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

Montrer que f est impaire, c’est-a-dire que pour tout réel z, f(—z) = —f(x).
4
Montrer que f'(z) = ——.
(e )
En déduire les variations de f sur R.

Déterminer une équation de la tangente a C au point d’abscisse 0.

Solution page 198
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Exercice 4.15

On considere la fonction f définie par :

(az + b)er”

f(x)

N

ou a

, b et k sont trois nombres réels.
La courbe représentative C de f est donnée ci-dessous :

T est la tangente a C au point d’abscisse 0.

Les points A et B sont sur 7.

Par lecture graphique :

I8 Déterminer la valeur de f(0).

En déduire la valeur de b.

Al Déterminer la solution de I’équation f(x) = 0.

En déduire la valeur de a.

Déterminer la valeur de f(0).

En déduire la valeur de k.

Solution page 198
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Exercice 4.16 (taux de malades aprés injection d’un antidote)

On injecte a toutes les personnes d’un groupe d’individus infectés par un virus un antidote a l'instant x = 0.
Le taux de personnes ayant le virus a l'instant x est donné par la fonction f définie pour = > 0 par :

flx)y=e""Vz+1,

ou x est exprimé en jour.

Déterminer les variations de f.

Soit le programme suivant :

Code Python 4-46

from math import exp, sqrt

x + 1/24
exp(-x) * sqrt(x+1)

[
non

1
2
3
4
5
6 while f > 0.5:
7
8
9
0

print(x)

A quoi correspond la valeur affichée par ce programme 7

Ce programme affiche la valeur : 1,08333.
Indiquer au bout de combien d’heures le taux de malades est inférieur & 50 %.

A T'aide d’un tableur ou de votre calculatrice, déterminer au bout de combien de jours et d’heures ce taux
sera strictement inférieur a 10 %.

Solution page 199

Exercice 4.17

Soit g la fonction définie sur R% par :

—vVr—x+1.

g(x) = ﬁ

422 + 2
Montrer que ¢'(z) = — vt i\ég—’_ \/E
- x

En déduire le sens de variation de g.

Calculer g (§) et g(1).
Que peut-on intuitivement supposer quant au nombre de solutions de I’équation g(x) = 0 sur [i ; 1] 7 On
admettra ce résultat, et on notera « cette solution.

On considere la fonction f définie sur R} par :
f(@) = (2 + Va)e ™.

Montrer que f/(z) = g(x)e™®.
En déduire les variations de f en fonction de .

Solution page 200
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Exercice 4.18

Soit f la fonction définie sur R par :
f(z) = (2z 4+ 1)e”.

Sur le graphique ci-dessous, sont tracées la courbe C; représentative de la fonction f, et la droite (T'), tangente

a cette courbe au point d’abscisse 0.

Déterminer les coordonnées du point d’intersection de la courbe Cy avec I’axe des abscisses.

Montrer que, pour tout z réel, f/'(z) = (2x + 3)e”.
Dresser le tableau de signes de f/(z) sur R, puis préciser les variations de f sur R.

a. Déterminer I’équation réduite de la tangente (7).
b. Justifier graphiquement que, pour tout réel x, on a :

2z +1)e® >3z + 1.

Solution page 201

Exercice 4.19

Soit f la fonction définie sur R par : f(r) = e?* + 6e® — 8z — 4.
Dans le plan rapporté a un repere orthogonal, on considere :
o Cy la courbe représentative de la fonction f;
e D la droite d’équation cartésienne y = —8x — 4.
Montrer que, pour tout z € R, f/(z) = 2(e” — 1) (e® + 4).
Etudier le signe de f’(x) sur R.

Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R.

En déduire le signe de f(z) sur R.

La courbe Cy et la droite D ont-elles un ou plusieurs points d’intersection ? Justifier.

Solution page 201
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Exercice 4.20 (le rameur)

Un rameur est une machine d’exercice physique simulant les mouvements d’une personne qui fait de ’aviron.
Il est souvent utilisé pour ’entrainement sportif afin d’améliorer sa condition physique.
La courbe ci-dessous représente la puissance (en Watt) en fonction du temps (en dixiéme de seconde) développée
par un rameur débutant.
160 A
140 1
120 A
100 1
80 -
60 -

40 4

20 ~

Partie A

Répondre par lecture graphique aux deux questions suivantes.
Quelle est la puissance maximale atteinte par ce rameur ?

Pendant combien de temps la puissance développée reste-t-elle au-dessus de 100 watts 7
Partie B : modélisation par une fonction
On suppose que la courbe est la courbe représentative de la fonction f définie sur Uintervalle [0,2;4] par :
f(z) = (—8z + 32)e”
On note f’ la fonction dérivée de f. On admet que pour tout réel x de lintervalle [0,2;4],

fl(z) = (=8x +24)e”

18 Etudier le signe de f/(x) puis en déduire les variations de f sur [0,2;4].

Déterminer la valeur exacte du maximum de la fonction f.

. On suppose que le sportif améliore sa meilleure performance de 5% tous les mois.
Combien de mois d’entrainement seront nécessaires pour qu’il dépasse les 200 W ?
Solution page 202
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Exercice 4.21

Dans le repére ci-dessous, on note Cy la courbe représentative d’une fonction f définie sur 'intervalle [—10;2].
On a placé dans ce repeére les points A (0;2), B(2;0) et C (—2;0).
On dispose des renseignements suivants :

 le point B appartient a la courbe Cy ;
« la droite (AC) est tangente en A a la courbe Cy;

 la tangente & la courbe C; au point d’abscisse 1 est une droite parallele a ’axe des abscisses.

Déterminer la valeur de f’(1).
g Donner une équation de la tangente a la courbe Cy au point A.

On admet que cette fonction f est définie sur [—10;2] par f(z) = (2 — z)e”.
Montrer que pour tout réel x appartenant a Uintervalle [—10;2], f'(z) = (—z + 1)e*.
En déduire le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle [-10;2].
Déterminer une équation de la tangente a la courbe C; au point B.

Solution page 203

Exercice 4.22

On observe la charge d’une batterie vide en fonction du temps, et on modélise son taux de remplissage par la
fonction f définie sur [0; 4+oo[ par :

1
flx)=1- 5(.’[}2 — 224 2)e™",
ou x est exprimé en heure.

Montrer que la dérivée de f(z) est :
1
flla) = (2%
En déduire le sens de variation de f sur [0; 4o00].
On estime que la batterie est pleine lorsque f(z) > 0,995.

A T'aide de votre calculatrice, estimer la durée (en minutes) de charge totale de la batterie en expliquant
votre démarche.

On appelle « plage d’accalmie » la période durant laquelle le nombre dérivé de la fonction f est compris
entre 0 et 0,01.

a. Montrer que chercher la plage d’accalmie revient a résoudre I'inéquation :
50(z — 2)%e* —1<0.
b. A laide de votre calculatrice, estimer alors une plage d’accalmie & la minute prés en expliquant votre
démarche.

Solution page 204
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Exercice 4.23 (datation au carbone 14)

Le carbone 14 est renouvelé constamment chez les étres vivants. )
A leur mort, celui-ci se désintegre avec une demi-vie de 5 730 ans. On peut alors établir 'expression de la fonction
N représentant le taux de carbone 14 en fonction du temps ¢ exprimé en années :

N(t) — 870,0001%.
En faisant preuve d’initiative, si un fragment d’os contient 71 % de sa quantité initiale de carbone 14, quel age

a-t-i17
Solution page 206

Exercice 4.24 (taux de radioactivité)

Le taux d’un élément radioactif diminue de 30 % en 1 500 ans.
On sait de plus que ce taux est égal & e~ aprés t années.

A T'aide d’une calculatrice ou d’un programme Python, déterminer une valeur approchée de A & 10~ pres.
Solution page 206

Exercice 4.25 (équations différentielles)

Soit a un réel non nul. On considére I’équation (E) : ¢ = ay, ot y désigne une fonction dérivable sur R.
Justifier que les fonctions yo(z) = 0 et y;(x) = €** sont deux solutions de I’équation (E).
Montrer que toutes fonctions s’écrivant f(z) = ke®® sont solutions de (E).

On suppose que f et g sont deux solutions de (E).
Montrer que la fonction h = f + g est aussi solution de (E).

Soit w une solution de ’équation (E). On pose alors v(z) = u(x)e™*".
Montrer que v est une fonction constante.
En déduire que u(z) = ke™, ou k € R.

Trouver toutes les fonctions solutions de ’équation : 3y’ = —5y.
Solution page 207
Exercice 4.26 (équation fonctionnelle de Cauchy)
On recherche toutes les fonctions f, dérivables sur R, vérifiant 1’égalité :
V(z,y) ERxR,  flz+y) = f(z)x fy) (E)

Montrer que la fonction exponentielle vérifie I'égalité (E).
Montrer que les fonctions du type x — e, a € R*, sont solutions de (E).

Montrer que les fonctions du type x +— ke®®, k € R\ {0 ; 1} et a € R*, ne sont pas solutions de (E).
Solution page 207
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Corrigé de I’exercice 4.1 page 183

65 R 6_3 = 65+(_3) = 62, 4‘ 63 $ 2_4 = 63_4_(_2) = el = €.
aa
e Y ol B 2. -2
e_7=eg7=ele e><<13 224 _ g
=
Bl (e_2)3 — o—2X3 _ 6. (7t x e—2)3 _ o(-1-2)x3 _ -9

Corrigé de I’exercice 4.2 page 183

20—1 —x4+3 _ 20—1—x+43 _ 2 3r—1
€277l x 773 = 22 1-7+3 _ gT+2, e — 3r—1-(dz-2) _ g—a+1
4r—2 - '
e

‘3‘ (e—o:+1 % ex—1)2 — el—@+l+z-1)x2 _ o0 _ 1.

2243 3z—2\ ~1
4] e RE — o(2u+3+3-2-4)x(=1) _ o—5z+3
et n - ’

Corrigé de I'exercice 4.3 page 183
Une exponentielle étant toujours strictement positive, ’équation e**2 = 0 n’admet aucune solution.
Une exponentielle étant toujours strictement positive, I’équation er"+o+1 — _1 p’admet aucune solution.
Bl P =% — 204+3=-22-5
— 4dxr=-8
= r=-2
L’ensemble solution de 1’équation €***3 = ¢=2%75 est donc | S = {2}

B o=t = 5r42=3z+1
— 2r=-1

= L
B= ==
2

1
L’ensemble solution de I’équation €5*12 = ¢3%+! est donc | S = {——}

B =2 o 22 1=22+43z-2
— 22 4+3x-1=0
Le discriminant de 22 + 3z — 1 est A = 9+ 4 = 13 donc il y a deux solutions :

_-3-V13 _ —3+V13

5 et To 5

x1

Donc | S =

{—3—\/1_3, —3+\/1_3}

2 ’ 2
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5—2e%12 =3 — 2632 = 2

[ A

2
L’ensemble solution de I’équation 5 — 2e3*T2 = 3 est donc |S = {—}

24+36% =5 « 3¥ =3
— ¥ =1
e 27 _ 0
<~

<— =0

L’ensemble solution de 1’équation 2 + 3e?* = 5 est donc | S = {0}

w

[\]

=0

74653 =3 = 453 =4
= e =1
e @BT3 _ 0
> 52-3=0
— g=2
5

L’ensemble solution de I’équation 7 — 4e>*~3 = 3 est donc | S

I
—N
o] W
—

Corrigé de I'exercice 4.4 page 183

el 5 272+ 0 33— 1>22 44 < x>5.

L’ensemble solution est donc | S =]5; +o0]

e Lt = W+ 5K+ T = bz2-2 <= > —.

1
L’ensemble solution est donc |S = [—3 ;+oo[

B '<e = 22-1<1 = 22-2<0.

22 — 2 admet pour racines \/5 et —\/5, et est négatif entre ses racines.

L’ensemble solution de I'inéquation est donc | S = |—v/2; V2]

12 — 465711 > 8 = —4ePot1 > 4
et <

]
eSa:—i—l < eO

50 +1<0

11171

L’ensemble solution est donc | S = } —00; —é]
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8+3e 203 L 11 «= 3 23 3

[

3
L’ensemble solution est donc |S = [2 ;—i—oo[

56 + 14e' ™15 > 70 = 147710 > 14

. e47att—15 >1

< 47x—15>0
15

e > —
T

15
L’ensemble solution est donc |S = } — ;+00 [

Corrigé de I'exercice 4.5 page 183

e?® —2e¢® 4+ 1 =0. On pose X = e”. Ainsi, comme e?* = (ez)z, I’équation est équivalente & :
X2 2X+41=0+= X-1)0?=0+= X=1 < =1 <= 2=0.

L’ensemble solution est donc | S = {0}

e?® + e —2=0. On pose X = e® et 'équation devient : X2 + X — 2 =0.
Le discriminant du polynéme X2 + X — 2 est A = 9 donc il admet deux racines :

, VT -1
3:—2 et X2: +3:

X1=—3 2

1.

Ainsi, et = —2 et €2 = 1.

Une exponentielle étant strictement positive, e** = —2 est impossible.

e*2 =1 <= x5 = 0 donc 'ensemble solution est | S = {0}

Corrigé de I'exercice 4.6 page 184
e 4+e®—2>0 «— X’+X —-2>0avec X =¢"
(X —1)(X +2) > 0 (voir exercice 4 pour les racines)
(" =1)(e"+2) >0
e® —1>0 (car e” +2 > 0 pour tout réel x)
e >1
x>0

L’ensemble solution est donc |S = [0; +00]

11etey
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eQI—QeZ—I—lgO — X?2_9X +1<0avec X =&

—= (X-1)2<0

<= (X —1)®> =0 car (X — 1)? est toujours positif ou nul
— X =1

—= e =1

— =0

L’ensemble solution est donc | S = {0}

Corrigé de I'exercice 4.7 page 184
f(z) = (Tx — 1)e” est de la forme u x v avec :

u(z) =Te -1 v(x) =e®
u'(z) =7 V'(z) = e
D’ou

fl(@) = (u'v +v'u)(x)
=T7e" + (Tx —1)e®

On peut alors factoriser par e”
f(x)=(T+7r—1)"
| f'(2) = (T2 + 6)e” |

Afin d’étudier les variations de f sur R, nous devons trouver le signe de f’(x) sur R.
Or, pour tout réel z, e > 0 donc f'(x) est du signe de 7x + 6.

T*+6>0 < Tz > —6

<~ > 6
> ——
7
On en déduit alors le tableau suivant :
x —00 —g +00
f'(z) - 0 +

Corrigé de I'exercice 4.8 page 184
f(z) = (3—2x)e 7 est de la forme f = u x v avec :

u(z) =3 —2x v(r) =e %
u'(z) = -2 v'(x) = —e7*
Ainsi,
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On peut alors factoriser par e™*.
f(@) = [(-2 - 3= 2a)]e™
f(z)=(-2-3+2x)e "

/@) = @2z —5)e "

‘ 2‘ Pour tout réel z, e=* > 0 donc f'(x) est du signe de (22 — 5).

20 —5 >0 <= 22 >5

< > >
T > —.
2
D’ou le tableau suivant :
% —® 2 +oo
f'(@) - 0 +

f(@) T —

Corrigé de I'exercice 4.9 page 184

flx) = 1_7_693 = ZE;:;, avec u'(x) = e* et v'(x) = €*.
u'v —v'u
f'(@) = —
_ 1+ ) g T e
N (14 e%)2
e” + er - e2ac
T (Qter)
! ex
=—7>5>0
f (Qj) (1+e$)2 >

Ainsi, f est strictement croissante sur R (inutile de faire un tableau de variations quand la fonction est strictement
monotone comme ici).

Corrigé de I'exercice 4.10 page 184

f(z) = (2\1/5 +ﬁ) e, soit | f'(z) = <1;\/2;) e® |

x>0 < 14+2x>0 < f'(z) >0 (car e® > 0 et 2¢/x > 0) d’ou le tableau suivant :

T 0 +o0o
() H +

J’ai ici dressé le tableau de variation, bien que la fonction soit strictement monotone, car il y a une
valeur interdite (traduite par une « double barre » verticale en-dessous de 0).
Quand il y a au moins une valeur interdite, il est conseillé de faire le tableau.
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Corrigé de I'exercice 4.11 page 185
f(x) est un quotient ; par conséquent, f est définie uniquement pour toutes les valeurs de x pour lesquelles le
dénominateur de f(z) est non nul.
Or, pour tout réel x, e* > 0, donc 2e* > 0 et par conséquent, 2e* + 7 > 0.
Le dénominateur de f(z) n’est donc jamais nul. Le domaine de définition de f est donc R.

f est de la forme L avec
v

u(r) = e?* — 6 v(x) =2e"+7
U (z) = 22 v'(x) = 2€”

v (z)v(z) — v'(z)u(z)
[v(@)]”
2e%%(2e + 7) — 2e*(e** — 6)
(2e* + 7)2
2e” [e%(2e" 4+ 7) — (e — 6)]
(2e* +7)2
2e” [2e23” + Te® — e + 6]
(2e* 4+ 7)2
2e% (e + Te® + 6)
B (2e* +7)2

Pour tout réel z,
o 2e* >0,
o €2 4+ 7e® + 6 > 0 comme somme de termes strictement positifs,
o (2¢" 4+ 7)2 > 0.

Ainsi, f/(z) > 0 sur R; la fonction f est donc strictement croissante sur R.

Corrigé de I'exercice 4.12 page 185
f est de la forme uv avec u(x) =z — 1 et v(z) =2 —e™*.

Ainsi, f/ = v'v+ wv’ avec v/(z) =1 et v'(z) = e 7.

D’ou :
fllxy=2—e"+(z—1)e "

=2—e¢ % 4+ge®—-e"

‘ fl(x)=xe™" +2(1 —e™ ")

Siz>0,alorse ™ <letl—e*>0.
De plus, ze™® > 0 donc, par somme de termes positifs, f/(z) > 0.

£1(0) =o.

De la question précédente, on déduit que f est strictement croissante sur [0 ;+00l.

Corrigé de I'exercice 4.13 page 185

/

1
f est de la forme — donc f’ sera de la forme —U—Q et donc :
v v

07 56_0’5t

ft) = (1+670,5t)2'
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Ainsi f'(t) > 0 pour tout réel ¢, donc a plus forte raison pour ¢ > 0.
f est donc strictement croissante sur [0; 400l

On peut s’aider du programme Python suivant :

Code Python 4-49

1

2 from math import exp

3

4 t=0

5 while 1/(1+exp(-0.5%t)) <= 0.9:
6 t += 0.1

7

8 print(t)

On part de t = 0 et on calcule 'image de t tant que celle-ci est inférieure ou égale a 90 %, c’est-a-dire 0,9.
Tant que cette image ne dépasse pas 0,9, on ajoute 0,1 a ¢.

Le programme retourne alors la valeur « 4,4 » ; c’est donc au cours de la 4° année que le taux dépassera 90 %.

Si vous n’étes pas a l'aise avec Python, vous pouvez utiliser la calculatrice en entrant la fonction f(z), puis
en dressant un tableau de valeurs, et ainsi voir a partir de quelle valeur de z les valeurs sont inférieures a 0,9.

Corrigé de I'exercice 4.14 page 185
Le domaine de définition de f (R) est centré en 0.

—T xT

e pl tout réel z, f( )—e —et et f(z)
(§] us, pour tout reel r, —T) = = — = —J\Z).
plus, p p i S

f est donc impaire.

f est de la forme L avec u(z) =e* —e " et v(z) =e* + e %
v

uw'v —uv’

Ainsi, [/ = 5 avec u'(xz) = e* +e % =v(x) et v'(z) = e
v

On a alors : f'(z) = =

26727 x 2¢2® 4

R

Ainsi, f/(z) > 0 sur R, ce qui signifie que f est strictement croissante sur R.

4
f1(0) = a+ie =1 et f(0) = 0 donc 'équation réduite de la tangente & la courbe représentative de f au

point d’abscisse 0 est y = x.

Corrigé de I’exercice 4.15 page 186
D’apres le graphique, f(0) = 3.
Or, f(0)=(ax0+b)e’ =bx1=b,doncb=3.
H C coupe l'axe des abscisses en x = —6, ce qui signifie que f(—6) = 0.

Donc f(—6) = (ax (—6)+3)e**(=6) = 0. Une exponentielle n’étant jamais nulle, cela signifie que —6a+3 = 0,
soit a = 0, 5.

Amr El Bakouchi 108 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



17(0) est le coefficient directeur de 7. Pour le déterminer, on calcule :

YB — YA _ —1—7:
IB —TA —-5-—5

0,8.

Or, si f(z) = (ax + 3)ek® alors :

f'(x) = ae*® + (az + 3) x ket®
= (a + akz + 3k)e™.

Ainsi, f/(0) = (a + 3k)e® = a + 3k et donc a + 3k = 0,8.
En remplacant a par 0,5, on a : 3k =0, 3, soit £k =0, 1.

Finalement on trouve ‘ f(x) = (0,5z + 3)e%'®

Corrigé de I'exercice 4.16 page 187
f est de la forme uv, avec :

donc f'(z) = (/v 4+ w')(z).

f’(x):(—e_x)vx+1+e—fx2\/ﬁ

~VEFT) e

1 2 1
R Y W22 A
2v/x +1 2v/x +1

(
(
- (et 2vet)
(
(

—T

e
2vx +1

Ainsi, f est strictement décroissante pour x > 0.

>0et (2z+1) >0 (car > 0) done f'(z) < 0.

La boucle s’exécute tant que la valeur f calculée est supérieure a 0,5. Or, v/x + 1le™® correspond au taux de
malades restants donc la boucle s’arrétera pour la valeur de « telle que f(x) < 0, 5.

1
Remarquons de surcroit que = est augmenté de 2 a chaque passage dans la boucle, ce qui correspond a 1
heure.

La valeur affichée est donc le moment (exprimé en jour décimal) ou il y aura 50 % ou moins de malades par
rapport au jour initial.

B = = 1,08333 jour = 1,08333 x 24 heures = 26 heures.
Ainsi, aprés 26 heures, le taux de malades est inférieur & 50 %.
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On trouve x ~ 3.

Ainsi, apres 3 jours, le taux de malades est inférieur & 10 %.

Corrigé de I’exercice 4.17 page 187

1
La dérivée de = — /T est © — ——.

2\/x
!/

1 1 —v
La fonction x +— est de la forme —, dont la dérivée est ——, donc la dérivée de x +—>
2z v v?

est la fonction :

1
2z

1
T —2 RN
(24/7)? dx\/x’
Ainsi, la dérivée de g est :
1 1
@) == —= = —1

1 xﬁ 1 X2x\/9f 4z
da/x  r 2/x 2xyx 42?

=T — 22/ — 427
B 42

T + 22/ + 422
g/(.’ﬂ):*f 4;.{

Pour tout x > 0, /7 +2x/Z +4x2? > 0. On en déduit que ¢'(x) < 0, et donc que g est strictement décroissante
sur R* .
Jr

g<i)i>0etg(1);.

1
Il n’y a pas de valeurs interdites entre x = 1 et x = 1, et g est strictement décroissante sur [i ; 1] ; on peut

donc supposer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur cet intervalle (car dans ce cas, la courbe
représentative de g traverse 'axe des abscisses dans cet intervalle).

f est de la forme u X v avec :

u(z) =z + \/Ei v(z) =e "
’LL’(:L') =1+ m U/(x) = _e 7T

Ainsi,
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‘i‘ f'(z) est du signe de g(z). D’apres le signe de g(x), on déduit :

Corrigé de I'exercice 4.18 page 188
fl)=0 < (2z+1)e" =0
< 2x+1=0 care®#0

— !
r=—=
2

1
Ainsi, le point d’intersection de Cy avec ’axe des abscisses a pour coordonnées (—2 ;0).

f est de la forme u x v avec :

u(z) =2z +1 v(z) =e
u'(x) =2 V'(z) = e
Donc

= (24 2z + 1)€”
| f'(2) = (20 + 3)e”

E] c* > 0 sur R donc f/(z) est du signe de 2z + 3, d’ott le tableau suivant :

Pl o Léquation réduite de (T) est
y=f(0)(x—0)+ £(0)

b. Sur le graphique donné, on constate que Cy est toujours au-dessus de (T'), ce qui se traduit par :

soit :

flz) >3z +1
c’est-a-dire :

(2 4+ 1)e” > 3z + 1.

Corrigé de I'exercice 4.19 page 188

Pour tout réel z,
f'(x) = 2e** 4 6e* — 8.
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Or,
2(e”‘ — 1) (e”” + 4) = 2(e2:” +4e” —e” — 4)
= 2(e*® + 3¢” — 4)
= 2e*" + 6e” — 8
= f'(z).

Donc f/(z) = 2(e® — 1) (e* 4 4).

‘2‘ e” + 4 > 0 pour tout réel x car e* > 0 sur R. De plus, 2 > 0 donc f'(x) est du signe de e — 1.
e’ —1>0 <= e">1 < z>0.

On en déduit alors que f'(z) > 0 sur |0; 400 et f'(z) < 0 sur ]—o0;0].
De la question précédente, on déduit le tableau suivant :

f(0)=e>*9+6e" —8x0—-4=1+6x1—-0—4=3.
‘4‘ Du tableau de variations précédent, on peut déduire que f(z) > 3 sur R, donc f(z) > 0.
Afin de savoir si Cy et D ont un point en commun, on peut résoudre I’équation :
flx)=-8r—4 < * + 66" —8r—4=-8x—4
< e +6e” =0
— e* (e”” + 6) =0
Cette derniere équation n’admet aucune solution; en effet, ¢* > 0 donc e # 0 et
e” +6 > 6 (donc e” + 6 # 0).

Ainsi, la courbe et la droite n’ont aucun point d’intersection.

Corrigé de I'exercice 4.20 page 189
Partie A

La puissance maximale atteinte par le rameur est 'ordonnée du maximum de la fonction, donc environ 160
Watts.

Il faut ici regarder sur quel intervalle de z la courbe est au-dessus de la droite horizontale d’équation y = 100.
On trouve alors un intervalle & peu pres égal a [1,7;3,7].

Le graphique ne nous permet pas de donner des résultats précis. Ainsi, on peut tout aussi bien considérer
que lintervalle est [1,65;3,65] ou tout autre intervalle & peu prés identique.

Ainsi, la puissance développée reste au-dessus de 100 watts pendant environ 2 dixieéme de seconde.
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Partie B

e” > 0 pour tout réel x donc f'(z) est du signe de —8z + 24.

—8r+24<0 < —8xr>-24

— o2
B <L —
-8
<— <3
D’ou le tableau suivant :
i 0,2 3 4
f'(z) + 0 -

; / \

H Des variations de f, on déduit que le maximum est atteint pour z = 3, et vaut :

f(3) = (—8 x 3+ 32)e® = 8e®.

f(3) = 160, 68. Si cette performance est améliorée de 5% chaque mois, alors elle est multipliée par 1, 05.
On cherche donc le premier entier n tel que :

160,68 x 1,05™ > 200

11 suffit alors de calculer :
e pour n = 1, on trouve environ 168, 7;
e pour n = 2, on trouve environ 177,1;
e pour n = 3, on trouve environ 186 ;
e pour n = 4, on trouve environ 195,31 ;
e pour n = 9, on trouve environ 205, 1 ;

Ainsi, 5 mois d’entralnement seront nécessaires pour qu’il dépasse 200 W.

Corrigé de I'exercice 4.21 page 190

f/(1) est le nombre dérivé de f en & = 1; il est égal au coefficient directeur de la tangente & C; au point
d’abscisse 1, donc en A : c’est (AC).

Il est donc égal a :

raA — TC

A0

S 0-(-2)
f)=1

D’apres la question précédente,
(AC) : y=z+p

ou p est 'ordonnée du point d’intersection de (AC) avec laxe des ordonnées, donc 'ordonnée du point A, &
savoir 2. Ainsi,

[(4C) : y=z+2]
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f est de la forme wv avec :

ulz)=2—=z v(z) = e®

1(@) = o (@)o() + u(@) ()
=—1x¢e%+ (2—x)e”
=(-142-—1x)e"

| /'(@) = (2 + 1)e”

w Pour tout réel z, €* > 0 donc f'(x) est du signe de (—z + 1), d’ou le tableau suivant :

z ~10 1 2
f'(@) + 0 -

; / \

L’équation réduite de la tangente a Cy au point B, d’abscisse 2, est :

y=f2)-2)+£2)

Or,
et

Ainsi, ’équation réduite est :

soit :

Corrigé de I’exercice 4.22 page 190

1
La dérivée de x +— 1 est nulle donc la dérivée de f(x) est celle de x — f§(x2 — 2z + 2)e~ ", fonction produit

de la forme u x v avec :

u(zr) = —%(:ﬁ — 2z +2) v/((x)) eﬂlx
u'(x) = 73(21’ —2)=—z+1
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Ainsi, f'(z) =/ (z)v(z) + u(z)v'(z)

1
= (—z+1)e® — §(552 -2z +2)(—e")
1
= [(—x +1)— 5(—1)(:102 — g 4+ 2)} e ”
1 2 =43
= fx+1+§x —z+1)e
1
:(2x2—2x+2>e v
:1( P4z +4)e”
2
/ 1 2 —x
f(@) = S (e —2)%
Pour tout x dans [0; +o00],
1
o — O
2> ’
o (x-2)22>0;

o e~ % >0 (car une exponentielle est toujours strictement positive).

Ainsi, f/(z) > 0 comme produit de facteurs tous supérieurs ou égaux & 0, et donc f est croissante sur [0; +o0].

Dans cette question, on doit trouver la valeur de x a partir de laquelle T g(x)
f(x) > 0,995. Mais hors de question de résoudre cette inéquation (on 0 0.95
ne sait pas faire!). '
A Tl’aide de la calculatrice, on peut entrer la fonction : 1 -0,1339397206
2 | -0,08533528324
9(z) = f(x) — 0,995 3| -0,07446767092
et dresser un tableau de valeurs de g(x) (avec un pas de 1 pour com- 4] -0.04157819444
mencer) afin de voir a partir de quelle valeur de z on a g(z) > 0. On 5 | -0,007272549492
obtient le tableau ci-contre. 6 0,0177762217
7 | 0,03313018364
Ainsi, on sait que la valeur cherchée est entre 5 h et 6 h. 8 0,0416134343
z 9(x)
On construit alors le méme tableau de valeurs, mais sur [5;6] avec un 5 | -0,007272549492
pas de 0,1 et on obtient le tableau ci-contre. 9,1 | -0,004291528166
5,2 | -0,001414380401
On sait alors que z € [5,2;5, 3]. 5,3 | 0,001356917377
5,4 | 0,004021206004

x 9(x)

5,2 | -0,001414380401
5,21 | -0,001132462147
En faisant de méme sur lintervalle [5,2;5,3] avec un pas de 0,01, on 5,22 | -0,0008516045709
obtient le tableau ci-contre. 5,23 | -0,0005718090953
On trouve alors que x & 5,25, soit 5,25 x 60 = 315 minutes. 5,24 | -0,0002930770642
5,25 | -0,0000154097422
5,26 | 0,0002611916841
5,27 | 0,000536726105

La batterie sera estimée pleine au bout de 315 minutes (soit 5 h 15 min).
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a. 0< f/(z) 0,01 < f/(z)<0,0l car f'(z) >0
1
— Z(z—-2)% "< —
2@ =V < g
<= 50(x — 2)%e™® < 1 en multipliant par 50 les deux membres
— (z—-2)%*-1<0.

b. En tracant la courbe représentative de la fonction z — (z—2)%e~% —1, on s’apercoit que cette fonction est
négative sur un intervalle dont les bornes peuvent étre trouvées en zoomant, ou a ’aide des fonctions de
la calculatrice permettant de trouver 'intersection de deux courbes. On peut aussi dresser un tableau de
valeurs de cette fonction pour voir qu’elle est négative sur & peu pres [1, 67 ; 2,49]. De plus, 1,67x60 = 100
et 2,49 x 60 ~ 149.

La plage d’accalmie est donc sur la période [100; 149] (en minutes).

Corrigé de I'exercice 4.23 page 191
Nous devons résoudre I’équation :
671,2x10*4t =0,71.

Le programme Python page suivante nous permet d’avoir une valeur approchée (a l'unité) de t.

Code Python 4-50

1

2 from math import exp

3

4 t=0

5 while abs(exp(-0.00012%t)-0.71)>=0.00001:
6 t +=1

7

8 print(t)

Je suis parti de ¢t = 0 et je teste si la différence entre l'image de t par la fonction ¢ - e~ 12X107* ot 0,71 était
plus grande que 107°; si tel est le cas, c’est que mon image n’est pas assez proche de 0,71 et je continue donc en
augmentant la valeur de ¢ de 1.

La valeur absolue est ici utilisée pour mettre en relief le fait que ’on calcule la « distance » entre 0,71 et I’image de
t par la fonction (ainsi, inutile de se préoccuper de savoir si I'image est plus grande ou plus petite que 0,71).

Corrigé de I'exercice 4.24 page 191
Le taux d’un élément radioactif diminue de 30 % en 1 500 ans. Donc :

ef)\Xl 500 — 0’ 7

Le programme Python suivant nous permet d’obtenir un encadrement de A :

Code Python 4-51

1 from math import exp
2 1=0

3 for i in range (40):
4

0.00023 0.7082203534678

1 = i/100000 0.00024 0.697676326071031
5 f = exp(-1500%1)
6 if abs(£-0.7)<=0.01:
7 print(1,£)

Ceci signifie que :
0,00023 < A < 0,00024.

Ainsi, une valeur approchée de A & 1074 est A ~ 0, 0002.
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Corrigé de I'exercice 4.25 page 191
Si fo(xz) = 0 alors fi(x) =0 et on a bien fl(z) = afo(x); donc fy est bien une solution de (E).

Si fi(x) = e alors fi(z) = ae® = afi(x), donc f1 est bien une solution de (E).
f(z) = ke®® donc f'(z) = k x ae®® = a(ke®®) = af(z).

Donc f est bien solution de (E).
Sih=f+galors h = f' +¢. Or, f et g étant deux solutions de (E), f' = af et ¢’ = ag.
Donc h' = af 4+ ag = a(f + g) = ah. Ainsi, h est bien solution de (E).
v(z) = u(z)e” . v est dérivables sur R comme le produit de deux fonctions dérivables sur R.
V' (z) = u'(z)ef‘m +u(z) x [ — ae™ ]
= [/ (z) — au(z)]e” .
Or, u est solution de (E) donc v’ = au, c’est-a-dire : v’ — au = 0.

D’ou :
v'(z) =0xe * =0.

Ainsi, v est une fonction constante.
On peut alors conclure que v(x) = u(z)e™** =k, soit u(z) = ke®®.

Nous venons de démontrer, a travers cet exercice, que les fonctions de la forme ke®® étaient solutions de
I’équation 3’ = ay et qu'il n’y en avait pas d’autres.

Ainsi, I'’équation 3’ = —5y admet pour solutions les fonctions f(z) = ke™5%.

Corrigé de I'exercice 4.26 page 191

D’apres le cours, on sait que e**? = e® x e” donc la fonction exponentielle vérifie I'égalité (E).
Si f(z) = e*® alors :
f(x+y) = e¥THY) = @a2HaY — o0 oW — 9T x W — f(1) x f(y).
Donc f vérifie bien I’équation (E).
‘3‘ Si f(x) = ke, k#0, k#1, alors :
f(x +y) = ke®@HY) = [et™To = [e0% x 0% = [ x o™

Or,
f(@) x fy) = (ke®) x (ke™) = k2e%® x e
Ainsi, f(z +y) # f(z) x f(y), donc f : x+— ke® n’est pas solution de I’équation (E).
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ﬂ Cercle trigonométrique

b Définitions et représentation

Définition 17
Dans un repere (O; 7, 7), on appelle cercle trigonométrique le cercle de centre O et de rayon 1 sur lequel on

peut considérer des points M repérés par l'angle formé par les vecteurs 7 et OM, noté (7, O—M))

Le sens trigonométrique est le sens de la rotation qui transforme 7" en 7 ; c’est le sens positif (concernant le
signe des angles).

A
+
. M(a)
J
@)
0 7 o
A
A
— M(30°)
J
30°
—125°
M(—125°)
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b Radians

Définition 18

Soit A (1;0).
On appelle radian Pangle dont la longueur de 'arc AM est égale a 1.

A

M(1 rad)

AM =1

! A(1;0)

A partir de 13, on peut imaginer que ’on enroule la droite des réels sur le cercle trigonométrique, en mettant « 0 » sur le
point A :

DR
F 1

,
-

=1 AN

-
N

Ainsi, tous les nombres réels vont se retrouver sur le cercle trigonométrique, et vont correspondre & des points M (). On
dira alors que M («) est I'image du nombre réel a sur le cercle trigonométrique.
On en déduit alors la propriété suivante :

Propriété 35

‘ Un point M peut étre I'image de plusieurs nombres réels.

Autrement dit, il existe une infinité de nombres réels qui ont pour image un point donné sur le cercle trigonométrique.

Définition 19
On appelle angle en radians d’un point M du cercle trigonométrique tout réel dont I'image sur ce cercle
est M.

On appelle mesure principale tout angle dans |—7 ; 7.

Ainsi, tous les angles que nous connaissons en degrés auront un équivalent en radians.
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Angles (en degrés) 30 [ 45 | 60 | 90 | 180 | 360
2T

w3
|
3

Angles (en radians) % %

Remarquez que ce tableau est un tableau de proportionnalité. Ainsi, pour convertir en radians un angle exprimé en degrés,

il suffira de partir, par exemple, du fait que 7 rad = 180°.

Exemple 35

Pour convertir 72° en radians, on calcule :

2
Donc 72° = ?ﬂ- rad.

, ™ et 27 sont les suivants :

ol 3

A
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ﬂ Sinus et cosinus

} Définitions

Définition 20

Soit M («) un point sur le cercle trigonométrique.

« On appelle cosinus de I'angle «, et on note cos(a) ou cos «, 'abscisse du point M ;

+ On appelle sinus de I’angle a, et on note sin(«) ou sin o, 'ordonnée du point M.

A

sin o

Y

P Propriété fondamentale

Propriété 36 (fondamentale trigonométrique)

Pour tout nombre réel x,
cos?z +sin?z = 1.

Remarque 30

On peut écrire cette égalité sous la forme :

(cosz)? + (sinz)? = 1.
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Notons N le point de coordonnées (cosa;0).
Le triangle OM N est rectangle en N.

M ()

Ainsi, d’apres le théoréeme de Pythagore :
OM? = ON? + MN*.
Or, OM =1 (car c’est le rayon du cercle trigonométrique), ON = cosa et M N = sin «, d’ott :
1 = (cosa)? + (sina)?.

« est un nombre réel et on peut le noter aussi x (ce qui est le cas dans la propriété).

b Sinus et cosinus des angles remarquables

Propriété 37

Angles (en radians) % % % g ™
V3 | V2| 1
Cosinus =X 2 1o | -1
OS1Nnus 2 D) D)
1
Sinus = \/—5 ﬁ 1 0
2 2 2

s
P —.
our

™ T
Le triangle OM N est rectangle isocele, donc sin 15 La propriété 36 devient alors :

COSQE-FCOSQEZ]. soit 2(3082%:1.
On en déduit alors que :
(:osz7r—1
4 2
et donc :
T 1 1 1xvV2 V2
COS — = _——=s — = —
4 2 V2 V2 x V2 2

TS0
car cos — 5
1
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7T
P —=.
g

Considérons les points M (g) et N (%”) sur le cercle trigonométrique, ainsi que leurs projetés orthogonaux
respectifs sur I’axe des abscisses P et @ :

Y

Le triangle OM N est alors équilatéral car MON = g (60°) et OM = ON. Ainsi, MN = MO = 1.
On en déduit que QP = 1; or, M et N étant symétriques par rapport a ’axe des ordonnées, il en est de méme

1 ik
de P et Q). Ainsi, OP = 3’ c’est-a-dire cosg =3

A Taide de la propriété 36, on en déduit sing :

2
1
coszz—i—sin?g:l <— <) +Sin2z:1

3 2 3
s s T =3
3 4
.m_ V3
<:>Sll’l§—7.

. q 7T 9 S 8 g & A . ™
Les sinus et cosinus de 5 se trouvent par un raisonnement analogue a celui qui vient d’étre fait pour o

Quant aux autres, elles sont immédiates.

b Lien avec le sinus et le cosinus dans un triangle rectangle

On considere un triangle ABC' rectangle en A.

B
!
-
A C
Au college, vous avez vu les formules suivantes :
AC ; . AB
cosa = —— e sina = —.
BC ' BC

Ces formules n’entrent pas en contradiction avec celles que nous avons introduites précédemment.
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En effet, on peut considérer le cercle de centre C' passant par B ainsi que deux axes comme sur la figure suivante :

A

En faisant une symétrie par rapport & I’axe des ordonnées, et en tragant le cercle trigonométrique (de rayon 1, en bleu),

on obtient :
A
B
/)
S ,,,,,,
a R
C N /| A
Par construction, (M N)//(AB) donc d’aprés le théoréme de Thales :
CN CM MN i cosa 1 sino
CA-CB_ 4B CA ~ CB~ AB’
On en déduit (a 'aide de la premiere égalité) :
cosa 1 <= cos _ o4
CA ~ CB “~CB
et (& l’aide de la seconde égalité) :
i = Sina — 1 = Aj
CB~ 4B el

Ainsi, a partir des définitions vues cette année, on peut retrouver celles vues en college.
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ﬂFonctions sinus et cosinus

D Parité

Définition 21

On dit qu’'une fonction est paire si son domaine de définition D est centré en 0 et si, pour tout « dans D,

f(=z) = f(z).
On dit qu’une fonction est impaire si son domaine de définition D est centré en 0 et si, pour tout x dans D,
f(=z) = —f(z).

Propriété 38

o La fonction = > cosx est paire.

o La fonction z +— sin z est impaire.

Fonction x — cos x.
Son domaine de définition est R, donc centré en 0.
De plus, nous avons :

A

Y

&
N

M'(~z)

Ainsi, cos(—z) = cos(z). La fonction = — cosz est donc paire.
Fonction x — sin .
Son domaine de définition est R, donc centré en 0.

De plus, nous avons :
A
sin x
(0]

Ainsi, sin(—z) = —sin(x) (car M et M’ sont symétriques par rapport & 1’axe des abscisses).
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b Périodicité

Définition 22

On dit qu’'une fonction f est T-périodique si, pour tout réel de son domaine de définition,

fle+T) = f(2)

Propriété 39

Les fonctions z +— cosx et x — sinz sont 27-périodiques.

La longueur du cercle trigonométrique est égale a 2. Ainsi, les nombres x et x 4+ 27 auront la méme image sur le
cercle trigonométrique, ce qui signifie que :

cos(x) = cos(x + 2m) et sin(x) = sin(z 4 2m).

De plus, les deux fonctions sont définies sur R.
Donc x + cosx et x — sinx sont 2w-périodiques.

On peut aussi dire que les fonctions sont périodiques de période 2.

b Courbes représentatives

o Le fait de dire que les fonctions x +— cosx et © — sinz sont 2m-périodiques signifie que si on prend n’importe quel

intervalle d’amplitude 27, le motif de la courbe représentative trouvé sur cet intervalle pourra se répéter.
On peut alors tracer les courbes représentatives sur U'intervalle [—7 ; 7], et déduire la totalité des courbes par trans-

2
lations de vecteurs U( ISW>7 ke 7~

Le fait de dire que = +— cosx est paire signifie que sa courbe représentative est symétrique par rapport a I’axe des
ordonnées (car f(—z) = f(z)).

De plus, le fait de dire que = + sinx est impaire signifie que sa courbe représentative est symétrique par rapport a
Porigine du repére (car f(—x) = —f(z)).

On peut alors tracer les courbes représentatives sur lintervalle [0;7], et déduire les courbes par symétries (axiale ou
centrale). Au final, les courbes représentatives sont les suivantes.

sin x R .
A Motifs répétés par translations

|
\3\
|
w
vl
3
|
[SIE
s}
[SIE
3
w
vf§
[N}
)
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Prendre un bon départ

Exercice type 13 » Conversions

Convertir 135° en radians.

11
Convertir Tﬂ- radians en degrés.

180° — 7 radians
135° — z radians
Il y a proportionnalité entre degrés et radians donc :

_ 1357 3

180 4
3
Ainsi, 135° = Zﬂ- radians.
180° — 7 radians
o 117 .
x° — 5 radians
Il y a proportionnalité entre degrés et radians donc :

180 x 117
rT=—

= 330.
6m

Ainsi, 11?71' radians = 330°.

Que vaut cos (%r) ?
Que vaut sin (%T) ?
Que vaut cos (—?%) ?

27 1
COS (g) = —5

27 T
En effet, 5 est le symétrique de 3 par rapport & I’axe des ordonnées. Les cosinus sont donc opposés.

sin (5%) = sin (%) = %

5% s L < 1, . . ;
En effet, 3 et 5 sont symétriques par rapport a l'axe des ordonnées donc leurs sinus sont égaux.

3\ 3\ V2
COS <—I> = COS (I) = —7

3 3m . <1 . . ,
En effet, i et 1 sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses donc leurs cosinus sont égaux.

Amr El Bakouchi 218 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



Exercice type 15 » Déduire un sinus a partir d’'un cosinus

On sait que cos(z) = 0,17 et que —7 < x < 0.
Donner une valeur approchée de sin(z) a 1073 pres.

D’apres la propriété 36 (relation fondamentale de trigonométrie),

cos?(z) +sin?(z) = 1 <= sin’(z) = 1 — cos?(x)
= sin?(z) =1 - (0,17)?
= sin?(z) = 0,9711
— sin(z) = —/0,9711 ou = = ,/0,9711
< sin(z) = —/0,9711 car — 7 < 2 < 0, donc sin(z) <0
<= sin(z) = 0,985

Montrer que f est impaire.

Montrer que f est 2m-périodique.

Pour tout réel z, f(—x) = sin(—z) = —sin(z) = —f(z).
— 2+ cos(—x) 2+ cos(x)
Donc f est impaire.
sin(z + 2m) sin(x)

Pour tout réel z, f(z + 2m)

Donc f est 2w-périodique.

2+ cos(z + 2) T2+ cos(z)

= f(@).

Amr El Bakouchi

219

amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



Exercices

Cercle trigonométrique et angles

Exercice 5.1 (conversion de mesures)

Convertir % radians en degrés.

Convertir 72° en radians.
Solution page 227

Exercice 5.2 (placement de points)
Placer sur le cercle trigonométrique les angles suivants :
o m
_7 59
7 2
T 3
4
m 3T
z d
: 7 I
T 137
Yy — 7
1 3
Solution page 227
Exercice 5.3 (mesure principale)

Attribuer a chaque point sur le cercle trigonométrique ci-dessous la mesure principale de I’angle qui lui est associé.

Solution page 227
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https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=5.2
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=5.3

Exercice 5.4 (mesure principale)

Déterminer la mesure principale de chacun des angles suivants.

1 177 _ 78T
3 9
pw ST g SOT
y —— d —
3 ‘ ‘ 9
3 9_7r N 1077
B 13
_2 0157 21_77
e 6 2
9 9997 123 3217
iy - ——
7 123

Solution page 227

Sinus et cosinus
Exercice 5.5 (calcul d’'une somme trigonométrique)

Caleul ( 7r+,7r>2+< T .71')2
alculer cos5 Sln5 COS5 s1n5 .

Solution page 228

© =

Exercice 5.6 (calculs)

Calculer cos (%)
Calculer sin <¥>

Solution page 228

© &

Exercice 5.7 (déductions)

1+
4

15

Un logiciel de calcul donne : cos (%) =
En déduire la valeur exacte de sin (g)

4
Soit  un réel de V'intervalle {g ; F} tel que sin(z) = 5

Calculer cos(x).

T V2 -6
On donne cos (E) =—0

2 7
Montrer que /2 + /3 = @, puis donner la valeur exacte simplifiée de sin (£>

Solution page 228

Bl !
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Exercice 5.8 (déductions)
V23
5

Apres quelques calculs, Pierre affirme que le sinus d’'un angle a une valeur exacte égale &

Pourquoi cette valeur est-elle obligatoirement fausse ?

\/§+\/§_

L’erreur étant rectifiée, le sinus de cet angle a pour valeur exacte 1

Donner les valeurs exactes possibles du cosinus de cet angle.

Solution page 230

Equations trigonométriques
Exercice 5.9 (équations trigonométriques)
Résoudre sur [0; 27 les équations suivantes.

1 1
cosxzi Sinx:§
Solution page 230

Exercice 5.10 (équations trigonométriques)

Résoudre les équations suivantes sur | — ;7] :

cos(x) = _\/?3 \7\ sin(z) =

ol

Solution page 230

Exercice 5.11 (équation se ramenant au second degré)
Montrer que /16 + 8v/3 =2+ 2V3.

Résoudre sur [0; 27 ’équation :
4 cos? () + 2(\/§ —1) cos(z) — V3 =0.

Solution page 230

Exercice 5.12 (équation se ramenant au second degré) ***
On consideére ’équation d’inconnue z suivante :
g1sin* (@) 4 geos®(@) — 30, (E)

Résoudre I'équation :
v? —30v + 81 = 0.

En déduire les solutions de (F) sur [—7 ;7).
Solution page 231
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Fonctions

Exercice 5.13
Soit f la fonction définie pour tout réel x par :
f(z) = (cosz+ sinx)2 + (cosz — sinx)Q.

Montrer que f est une fonction constante.
Solution page 232

O =

Exercice 5.14 (périodicité)
On définit la fonction f par :
_ coszT
~ 1+4sin'z’
Montrer que f est 2w-périodique.
Solution page 232

© =

Exercice 5.15 (parité et périodicité)
On considere la fonction définie sur R par :
f(x) = cos® x cos(3x).

Montrer que f est m-périodique et paire.
Solution page 233

© =

Exercice 5.16 (parité et périodicité)
On considere la fonction définie sur R par :
f(z) = sin® z cos(3x).

Montrer que f est m-périodique et impaire.
Solution page 233

© ®

Exercice 5.17 (tension sinusoidale)

On applique une tension sinusoidale u aux bornes d’un circuit électrique comportant en série une résistance et
une diode idéale.

Le temps t est exprimé en seconde.

La tension est donnée par la fonction u définie pour tout réel ¢ > 0 par :

u(t) = v/3sin (1007rt + g) .

SES

3
La diode est non passante si u(t) < > et elle est passante si u(t) >

La diode est-elle passante a I'instant ¢ =07
Calculer u (ﬁ). Interpréter le résultat.
On admet que u (t + 125) = u(t) pour tout ¢ > 0. En déduire une propriété de la fonction w.
Solution page 233

© =
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Exercice 5.18 (parité et périodicité)

O =

On considere la fonction f définie sur R par :
. 1
f(z) =1+sin(z) — i cos(2zx).

La fonction f est-elle paire ? Impaire 7 Justifier.

Montrer que f est 2w-périodique. Solution page 234

Exercice 5.19

On consideére la fonction f définie sur R par :
f(z) =1+ cos(z) + sin’(x).
Etudier la parité de f.

Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f?

E Montrer que f est 2w-périodique.
Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f?

Justifier que f(x) = — cos?(z) + cos(z) + 2.
Résoudre I'équation f(z) = 0 sur | — m; 7).

Montrer que pour tout réel z, f(z) = 0.
Solution page 234

Exercice 5.20 (QCM)

Pour chacune des questions, une seule des quatre réponses proposées est correcte.
Les questions sont indépendantes.
Aucune justification n’est demandée mais il peut étre nécessaire d’effectuer des recherches au brouillon pour aider

a déterminer votre réponse.
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = sin(z) — «.
Parmi les propositions suivantes, laquelle est vraie 7
a. f est paire.
b. f est impaire.
c. Pour tout réel z, f(z + 27) = f(x).
d. Pour tout réel z, f(z + 7) = —f(x).

Dans l'intervalle |- ; 7], 'équation 2 cos(x) — v/3 = 0 a pour solutions :

v iy
a. —— et —.
66
v iy
b. — % et X,
1% 7
7Tt7T
cC. —— et —.
393
2 2w
d. - 28
3973

3m . . . .
Le nombre réel 1 est associé au méme point du cercle trigonométrique que le réel :

147 e 137 197
a. *T b. Z C. T d. T
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. . . 147 . .
Sur le cercle trigonométrique ci-dessous, le nombre =5 a pour image le point :

a. E b. F c. G d. H

G H

Soit le réel x appartenant a 'intervalle {g ;71'] tel que sinx = 0, 8. Alors :
a. cos(z) =0,8. b. cos(z) = —0,6. c. cos(z) =0,2. d. cos(z) = —0,2.

g On considere dans I’ensemble des réels ’équation trigonométrique sinxz = 1.
a. Cette équation admet une unique solution dans ’ensemble des réels.
b. Cette équation admet une infinité de solutions dans ’ensemble des réels.

c. 27 est une solution de cette équation.

5Tm . . .
d. — est une solution de cette équation.

Soit  un nombre réel. On peut affirmer que :

a. cos(x) = sin(x). c. sin(r + ) = sin(m — ).
b. cos(m — x) = cos(m + x). d. cos (% +x) =cos (% —z).
: y b P V3
E Les solutions dans l'intervalle [0; 27| de ’équation sin(x) = 5 sont :
4 o 2 4w T 2m 2m T
a. — et —. b. — et —. c. - et —. d. ——— et — .
3 3 3 3 3 3 3 3

E Soit x un nombre réel. Le réel cos(x + 3m) est égal a :
a. cos(x). b. —cos(z). c. sin(z). d. —sin(x).
i1} Pour tout nombre réel z, sin(7n — x) est égal a :

a. sin(x). b. —sin(x). c. cos(z). d. —cos(x).

2
t est un réel. On sait que cos(t) = 3 Alors cos(t + 4m) + cos(—t) est égal & :

4 4 2
a. 3 C. 3 d 3

L’expression de sin(m — x) + cos (a: + g) est égale a :
a. —2sin(x). b. 0. c. 2sin(x). d. cos(z) — sin(z).

Dans lintervalle [O; g}, Punique solution de ’équation 2cos(z +7) +1 =0 est :

m 5T m 27
a. 3 b. —? C. 6 d- ?

© &
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a est un nombre réel tel que sin(a) = 0,5. On a alors :

. si —a) = . . 3
a. sin(mr —a) =0,5 c. sin(r —a) = _g.
. ™
b. sin(m — a) = —0,5. d. sin(m —a) = 6
, . 1 . T
a. L’équation cosx = —5 admet deux solutions dans }—5 ; 5]
1
b. L’équation cosx = ~3 admet une solution dans [0;7].
1
c. L’équation sinz = ~3 admet une solution dans [0; 7|
. L 1 . T
d. L’équation sinx = —3 admet deux solutions dans }—5 ; 5}

On donne : cos (27T> = ﬂ

) 4

2
L’affirmation « sin <%> < 0 » est-elle exacte?

Solution page 235

© &
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Corrigé de I'exercice 5.1 page 220
T 7 x 180°
1 _— 1 y ——— — O'
1| 13 radians correspond a 13 70

2
72° =172 % 1;;0 radians = ?ﬂ- radians.

Corrigé de I'exercice 5.2 page 220

Corrigé de I'exercice 5.3 page 220
5

.A:F -C:g .E—%” .F:%ﬁ
T 0 ™
« B: —3 e D: 5 o G: 1
Corrigé de I'exercice 5.4 page 221
‘ 1 ‘ 17?71- = w =671 — g donc la mesure principale est —E.
‘2‘ —8% = —w = —%T — 2% =21 — ?ﬂ ; la mesure principale est donc _2_7r‘
9% = M = IOTW — g =21 — g ; la mesure principale est donc —%.

2 015
% T On commence par calculer 2 015 + 6 ~ 335,83, ce qui est plus proche de 336 que de 334 (il nous

faut un nombre pair). On écrit alors :
20157 (336 x6—1)m

6 6 = —3367 + % ; la mesure principale est donc E.

Amr El Bakouchi
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9 9997
=
9999 ~ 7~ 1 428,4 donc on écrit :

99997 (1428 x 7+ 3)r
7T 7
e PR CETET N
9 9 9
89r (10X 9—)r
9 9
107w _(8x13+3)7 _
13 13
27 (10 x 2+ 1)«
2 2
123 3217 (1002 x 123 + 75)1

iy -

123 123

Corrigé de I'exercice 5.5 page 221

(cosE +sinz)2—|— (
5 5

S S

Corrigé de I’exercice 5.6 page 221

cos 215m = cos (—I) = cosz = @
6 6 6 2
sin316w: n2—w—£.
6 3 2

Corrigé de I'exercice 5.7 page 221

Bo<Z

5 < g donc sin% > 0.

™ q
COS — — sin —

77)2

3T 3m
8T — 3 donc la mesure principale est ——.

:2(

3 3
=1 4287 + 77T Ainsi, la mesure principale est 77T

s 27
8m — —. La mesure principale est donc —5

3

77 7
=107 — 9 donc la mesure principale est —5°

13

71' ™
= 107 + 5 donc la mesure principale est o

75 75 25
=—1 0027 — 57?: donc la mesure principale est —é = 4—1%
= cos? % —|—2€os%sin% + sin? g
+ cos? % = QCOS%Sing + sin? %

g T -27">
cos” — +sin” —
s5+ 1n5

=1 car cos? z+sin? z=1

2.

N , 5 7r
De plus, d’apres le cours, pour tout réel z, cos? z + sin? = 1 donc, en prenant x = = cela donne :

(cos5) +

Amr El Bakouchi

. T
S —

5

W>2 =1- (cosg)2

)2:1 <= (sin5

= (@)= (57)
= (g -7
= (ng)’ =15
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2 2

cos’z+sin?z =1 < cos’z =1—sin’z
o=1-(3)
& cos“zx=1-— 3
16
2
:1——
< cos”x 5%
9 9
= cos“x = —
2
= =——
cosx 3
H(2+v3)=2+3
V2+/6\? 242/12+6
Deplus, ([ ——— | =—————
2 4
_ 8+2y4x3
4
_ 8+4v3
T4
42+ V3)
B 4
=2+3.
2
2 6 2 6
Ainsi, (V2 + \/3)2 = (W) , donc /2 ++/3 = % (car les deux nombres sont positifs).
T 7
0< l—g < 7 donc sinl—;T > 0. Donc,
AT _ W oz
Sl o5 = cos® 75
i (Y26 i
N 4
_ 1 2-2y12+4+6
B 16
_[8+2V12
B 16
8424 x3
N 16
_[8+4V3
B 16
_[2+V38
B 4
V243
2
2
= \fl_ v6 d’apres la question précédente.
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Corrigé de I'exercice 5.8 page 222

2 3
# > 1; or, pour tout réel z, —1 < sinx < 1.
V2+3 . _
Donc —5 ne peut pas représenter un sinus.
2
2 3
cos?a+sina=1 < cos’a=1- (W)
5 2+2v6+3
<— cos‘’a=1— ————
16
) 11-2v6
— cos“ax= ———

16

o | eosa e =26 1 2V6
B 16 B 16

Corrigé de I'exercice 5.9 page 222

cosle = cosz = cos —
- 2 3
5
= :v:goux:g sur [0;27].

‘2‘ Sinx:%:)sinx:sin%

<:>LE:%OULE:7T*%:5§ sur [0;27].
Corrigé de I'exercice 5.10 page 222
3
m cos(z) = —g < cos(z) = —cos%

<= cos(z) = cos (7‘( - %)

om
< cos(z) = cos :
<:>x——7roux——57r sur | — 7;
-6 -6 o
2
sm(x):g <:>s1n(m):sin(£)
=z zoux—B—ﬂ- sur | — ;7|
! ! ’

Corrigé de I'exercice 5.11 page 222

(2+2v3)* =4+8v3+4x3

=16 4 8v/3.
Comme 2 + 2v/3 > 0,

(2+2v3)° =16+ 8V3 <= 2+2v3 =116+ 8V53.
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Pour résoudre sur [0;27] I’équation :
4cos®(z) +2(V3 — 1) cos(z) — V3 =0,

on pose :
X = cos(z).

Ainsi, I’équation est équivalente a :
4X*+2(v3-1)X —V3=0.

C’est une équation du second degré, dont le discriminant vaut :

A:{%vgflﬂ2—4x(fV$x4
=4(3-2V3+1)+16V3
=12-8V3+4+16V3
=16+8V3
= (2+2v3)".

Ainsi, il y a deux solutions distinctes & notre équation :

o 23-1)-(2+2v3) 43 _ V3

8 8 2
o 2B+ (2+2v8) 41
§ 8 T8 2

Si on se rameéne a présent a x, I'inconnue de départ, on a :

T
cos(z1) = —? 1= oum = 67T
—
1 T o1
COS(IL'Q) = 5 Tog = — OU Tg = ?

Corrigé de I'exercice 5.12 page 222
Le discriminant de v? — 30v + 81 est :

A= (—30)2 —4 x 1 x 81 =576 = 24%.

Donc I’équation v? — 30v 4 81 = 0 admet deux solutions :

30-24
=

U1 3 et Vo = 27.
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En posant v = 815“‘2(“”), et en tenant compte du fait que pour tout réel =, cos?(z) = 1 — sin?(z),

81
(F) < v+7=30

<~ 12 +81 =30
— 02 —300+81=0
<= v=3o0uv =27

— (39)™@ =3 0u (3

sin?(x) _

33

. 34sin2(x) — 31 ou 34sin2(x) — 33

<= 4sin?(z) = 1 ou 4sin’(x) = 3

1 3
— sin’(z) = 7o sin?(z) = 2
1
<= sin(z) = —= ou sin(x) = 3 ou sin(z) = 7? ou sin(z) = ?
1 5
. sm(x):—§ = r=-—cour=—"r;
1 71' 51
° SlH(.’II):i — _’L‘:Eouxzf;
. V3 T 2w
. sm(ar:):—7 = T=-gouz=-—";
V3 s 27
. sm(w):7 = r=gouz=—

_7r.27r.57r}

Corrigé de I'exercice 5.13 page 223
Développons f(z) :

f(z) = (cosx+sinx)2 + (cosx— sin:zc)2

= cos? ¥ + 2cosasmT + sin z + cos® x — 2coswsMT + sin’ x

= 2(cos’z
=2x1
= %

Corrigé de I'exercice 5.14 page 223

+ sin? 2)

On sait que cos(z + 27) = cosx et sin(z + 27) = sinz. Par conséquent, pour tout réel z,

Ainsi, f est 2w-périodique.

Amr El Bakouchi

Ja+2m) =

cos(x + 2m)

1+ (sin(z + 27r))4
1+ (sinx)*
f(@).
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Corrigé de I'exercice 5.15 page 223

e Montrons d’abord que f est mw-périodique.

f(z+m) = [cos(z + 7r)]3 cos (3(z +))

= [ - cosz] 3 cos(3z + 3m)

= —cos® z cos(3x + 7)

= —cos® z( — cos(3z))

= cos® x cos(3x)

flx+m) = f(z) donc f est m-périodique.

e Montrons que f est paire. D’abord, le domaine de définition de f est centré en 0. De plus,
fl=z) = [cos(fm)]gcos(f?)x)
= [cos x]3 cos(3x)
= cos®  cos(3z)

f(—z) = f(x) donc f est paire.

Corrigé de I'exercice 5.16 page 223

e Montrons d’abord que f est m-périodique.
. 3
f(z+m) = [sin(z + )] cos [3(z + )]
= [ —sinz] ’ cos(3z + 3m)

= —sin®

x cos(3z + )
= —sin® 2] — cos(3z)]

= sin® 2 cos(3z)

[f@+m) = f@)]

La fonction f est donc w-périodique.

e Montrons que f est impaire. Le domaine de définition de f est centré en 0. De plus,
f(=z) = [sin(=z)]’ cos(—3z)

= [ —sinz] ? cos(3z)

3

= —sin” z cos(3x)

La fonction f est donc impaire.

Corrigé de I'exercice 5.17 page 223

(T 3 3_ V3
u(O):\/§51n<§):\/§X7— >7

=3 donc la diode est passante pour t = 0.
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<100) \[Sln(lOwalooJr?))
\[Sm(w )

)

(5
) -d
3

—3-
La tension est négative, donc la diode n’est pas passante.

2
u (t+ 135) = u(t) pour tout ¢ > 0. Cela signifie que u est périodique, de période 00" La tension de la diode

1
sera donc la méme a intervalle régulier de =0 seconde.

Corrigé de I'exercice 5.18 page 224
Le domaine de définition de f est R, donc centré en 0. De plus,

f(=z) =1+sin(—z) — %cos(—Zx)
=1—sin(z) — %cos(Qx)

car la fonction sin est impaire (donc sin(—x) = —sin z) et la fonction cos est paire (donc cos(—2x) = cos(2x)).
Ainsi, f(—z) # f(z) et f(—z) # —f(z); la fonction f n’est donc ni paire, ni impaire.
1
flx+27) =1+sin(x + 27) — 5 cos [2(z + 2m)]
1
=1+sinz — 5 cos(2x + 4)
. 1
=1+sinz— 3 cos(2x)

= f(z).
Donc f est 2w-périodique.

Corrigé de I'exercice 5.19 page 224
Pour tout réel z, f(—x) =1+ cos(—x) + [sin(f:c)]2 [t]
=1+ cos(z) + [ — sin(x)]2

=14 cos(z) + sin?(z) = f(z).
Par conséquent, f est paire. On peut alors déduire que la courbe représentative de f est symétrique par
rapport a ’axe des ordonnées.

Pour tout réel x,

cos(z + 2m) = cos(x) et sin(x + 27) = sin(x).
Ainsi,
f(z +27) = 1 + cos(x + 27) + sin?(z + 27)
=1+ cos(z) + sin®(x)
= f(z).
Par conséquent, f est bien 27-périodique.
Cela signifie qu’en tracant la représentation graphique de f sur un intervalle quelconque d’amplitude 27, et

en en faisant les translations de vecteurs 2km?, k € Z*, on obtiendra la courbe représentative de f sur R.
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Pour tout réel z,

sin?(z) = 1 — cos?(z).
Ainsi, pour tout réel x,
f(z) =1+ cos(z) + sin?(z)
=1+ cos(z) + 1 — cos?(z)
= —cos?(z) + cos(x) + 2.

D’apres la question précédente,
f(z) =0 < —cos®(z) +cos(z)+2=0
<~ —X?+X+2=0, en posant X = cos(x).

Une solution évidente est X; = —1; par conséquent, la seconde solution est telle que :

2
T = == =9,
a -1

Ainsi,
—1xXo=-2 <= Xy =2.

On a alors :
{X1 = cos(zry) = —1

Xo = cos(xy) = 2 «— impossible car — 1 < cos(z2) < 1

On en déduit que sur | — 7; 7], les solutions de 1’équation f(z) = 0 sont les valeurs de z pour lesquelles :
cos(z) = —1 <= z=m.
D’apres la question précédente, pour tout réel X,
— AL AR D = (0K A= TR — A
Ainsi, en prenant X = cos(z), on a :
f(x) = —(cos(z) + 1) (cos(z) — 2).
Or,

3 1
—1<cosxr <1 <— {COb(x)+2 8

cos(z) —

VAN

. {(cos(ac) +1)<0

cos(x) —2<0

Ainsi, f(z) >0

Corrigé de I'exercice 5.20 page 224
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = sin(z) — «.

a. f est paire : pour le savoir, il faut avoir ’égalité f(—z) = f(z) pour tout réel x de R (qui est centré en
0).

On a: f(—xz) =sin(—z) — (—z) = —sin(z) + z = —(sin(z) — z) = — f(z) # f(x).

f n’est donc pas paire.

b. f est impaire : on a vu que f(—x) = —f(z). Donc f est bien impaire.
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c. Pour tout réel z, f(x + 27) = f(x). On calcule :
f(z+27) =sin(x + 27) — (z + 27)
=sin(z) —z — 27 # f(x).

Donc cette proposition est fausse.
d. Pour tout réel z, f(z + m) = —f(x). On calcule :
fla+m) =sin(z+7) — (x+ )
= —sin(x) —z — 7 # f(z).
Donc cette proposition est fausse.

Dans l'intervalle |—7 ; 7], 'équation 2 cos(x) — v/3 = 0 a pour solutions...
Ici, il vaut mieux résoudre directement 1’équation :

2cos(z) — V3 =0 <= 2cos(z) = V3

La proposition correcte est donc la proposition a.

3T
Le nombre réel 7 est associé au méme point du cercle trigonométrique que le réel...

37r+2_ 37r+87r_57r
4 TTTTY T T

o7 . . D, .
e ne fait pas partie des propositions donc on ajoute encore 27 :

51+27T_5l+8l_13l
4 T4 4 4

La proposition correcte est donc la proposition c.

147
‘4‘ Sur le cercle trigonométrique ci-dessous, le nombre =5 a pour image le point...

147 s . . g 3 :
Donc =5 et 3 correspondent au méme point sur le cercle trigonométrique, a savoir E.

La proposition correcte est donc la proposition a.

ot

Soit le réel x appartenant a I'intervalle [g ;7‘(‘] tel que sinx = 0,8. Alors...

On sait que cos?(z) + sin?(x) = 1 pour tout nombre réel x.

Donc, cos?(z) = 1 — sin?(z) = 1 — 0,82 = 0,36. Ainsi, cos(z) = —+0,36 = -0,6 ou

cos(z) = +/0,36 =0, 6.

Or, x € {g ;W] donc cos(x) < 0. Donc cos(z) = —0, 6.

La proposition correcte est donc la proposition b.

On considere dans l'ensemble des réels I’équation trigonométrique sinx = 1.

a. Cette équation admet une unique solution dans I’ensemble 5des réels : faux car il existe plusieurs valeurs
s

T
de x pour lesquelles sinx = 1; par exemple x = 5 oux = 5"

b. Cette équation admet une infinité de solutions dans I’ensemble des réels : vraie. Toutes les valeurs de
iy s
=3 + 2km, k € Z, sont solutions car elles correspondent toutes au point situé a 5
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c. 2w est une solution de cette équation : certainement pas car sin(27) = sin(0) = 0.

d. —? est une solution de cette équation : faux. En effet,
57 =28 x2+1
done - 571 (28 x 2+ 1)m ™
)

57w s
ce qui signifie que ——— correspond au méme point que —5 Donc son sinus vaut —1 et non 1.

La proposition correcte est donc la proposition b.
Soit  un nombre réel. On peut affirmer que :

a. cos(z) = sin(z). c. sin(m + z) = sin(7 — ).
b. cos(m — x) = cos(m + x). d. cos (% +z) =cos (% —z).

Réponse b. C’est une question de cours.

m Les solutions dans l'intervalle [0;27] de I’équation sin(z) = == sont :
4 " om o 2m
a. — et —. c. - et —.
3 3 3 3
2 4w 2m m
b. — et —. d —— et ——=
3 %3 3 %73

Réponse a. C’est du cours.

m Soit x un nombre réel. Le réel cos(x + 37) est égal a :
a. cos(x). b. — cos(x). c. sin(x). d. —sin(z).

Réponse b. En effet, cos(z + 37) = cos(x + m + 27) = cos(z + m) = — cos(x).
ill} Pour tout nombre réel z, sin(7m — x) est égal a :

a. sin(z). b. —sin(x). c. cos(x). d. —cos(z).

Réponse a. En effet, sin(7r — z) = sin(r — z) = sin(z).

2
t est un réel. On sait que cos(t) = 3 Alors cos(t + 4m) + cos(—t) est égal a :

La proposition correcte est donc la proposition c..

L’expression de sin(m — ) + cos (x + g) est égale & :

sin(m — x) 4 cos <x + g) = sin(x) — sin(z)
=0.

La proposition correcte est donc la proposition b.
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Dans l'intervalle [O; g}, l'unique solution de I'équation 2 cos(x +7) +1 =0 est :

2cos(z+7m)+1=0 < 2cos(x +7)=—1

1
< cos(z+m7) = =5
< —cos(z) =—=

1

< cos(z) = 5
<~ T
T =—.
3

La proposition correcte est donc la proposition a.
a est un nombre réel tel que sin(a) = 0,5. On a alors :

sin(r — a) = sin(a) = 0, 5.
La proposition correcte est donc la proposition a.

1 2
Réponse b. L’équation cosz = —3 admet une solution dans [0;7[ qui est z = 5

2 -1
On donne : cos (;) = —%—ﬁ

2T
L’affirmation « sin <?> < 0 » est-elle exacte ?

27 2 . . . , . .
3 €[0;7] car 0 < 5 < 1, donc peu importe la valeur de son cosinus, son sinus sera nécessairement positif.

L’affirmation est donc fausse.
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ﬂGéométrie non repérée

Dans cette section, nous nous placerons dans un plan euclidien.

} Définition du produit scalaire

Définition 23

Le produit scalaire de deux vecteurs @ et ¥ du plan est le nombre noté @ - v défini par :

U T = ||| x ||T|| x cos (U, V)

ou (@, V) représente 'angle formé par les vecteurs U et ¥, et ||Z|| la norme du vecteur % (sa longueur).

Exemple 36

E-A—é:ABxACxcos(A_B:A_C))
=5><3\/§><cos%

=15v2 x \/75
=15.

Remarque 32

N’essayez pas d’interpréter le produit scalaire de fagcon géométrique car dans un cas général, le produit scalaire n’a
aucune signification géométrique particuliere.

Cependant, il existe un cas ou le produit scalaire a une signification géométrique ; c’est ce que nous allons voir dans
le paragraphe suivant.

P Orthogonalité de deux vecteurs

Propriété 40

Soient 7@ et ¥ deux vecteurs non nuls du plan.

7 et U sont orthogonaux <= 4 - v = 0.
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Supposons que % et ¥ sont orthogonaux.

Alors, (T;7) = g ou (7;7) = —g et donc cos (U; ) = 0. Ainsi,
T T = @] x || T x 0=0.

Nous venons de démontrer que :
% et U orthogonaux = % - ¥ = 0.

Supposons maintenant que @ - ¥ = 0; alors :

2] x | 7] x cos (&5 T) = 0.

—

Or, @ # 0 et T # 0 donc || @ # 0 et || T]| # 0. Cela implique que cos (T; 0
— — ™

ou (U;7) = —5 (modulo 27), et donc que les vecteurs sont orthogonaux.

Nous venons de démontrer que :

—

@ -U =0= U et U orthogonaux.

Ainsi, nous avons démontré I’équivalence de la propriété.

b Produit scalaire et projetés orthogonaux

Propriété 41

Soient AB et AC deux vecteurs du plan.
Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB).

« AB-AC = AB x AH si les deux vecteurs forment un angle aigu ;

—_ —

B-AC = —AB x AH si les deux vecteurs forment un angle obtus.

S

) =0, c’est-a-dire que (U; V)

s
2
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— AC.

—
v

t U de sorte qu’ils aient la méme origine.

*_E[e
= AB et

On place les vecteurs
On note alors o

)]

[

8}
&
0
Lo

— —

T = |7 x ||| x cos (T, T)

—
u -

AB,AC)

(

= AB x AC x cos
AB x AH.

2¢€ cas.

~fo
t= HA,
=18
;=
c B
X O
e X
IERES)
=
=%
s M
B o
([
1)

13

—> —

)

AB,AC

—ABXACX(—COS(

AH,AC

)

—AB x AC x cos(
= —AB x AH.

Cas ou l'angle est aigu.

—_— —>

AB x AH
5x3
15.

AB-AC

Cas ou ’angle est obtus.

™

X

~
I
|
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ﬂPropriétés algébriques du produit scalaire

Considérons les vecteurs u, U et W comme sur le schéma ci-dessous.

On ne considérera que le cas ou les produits scalaires rencontrés sont positifs (car le cas ou ils sont négatifs est
similaire).

D’une part, on a :
T (T +@) =AB- (AC + CD)

— AB-AD
_ =AB x AK. (1)

D’autre part, on a :

7.7 =AB-AC
= AB x AH

et
©-@=AB-CD
= AB x HK

donc :

U-v+u-w=ABx AH+ AB x HK
= AB x (AH + HK)
= AB x AK. (2)

Des égalités (1) et (2), on peut déduire :

T (THB)=T-T+TD

Quels que soient les points A, B, C et D du plan :
AB-CD = AB - (CA + AD)
— AB-CA+ AB . 4AD.
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P Symétrie (commutativité)

Propriété 43 (commutativité du produit scalaire)

Pour tous vecteurs @ et ¥ du plan,

- - - -
T-U =1 1.
7 -0 = || x|V x cos (ﬂ), v)
=[|Z| x || T|| x cos [ (T, &)]
= [|Z|| x || T|| x cos (¥, &) car la fonction z + cosz est paire
= || 7| x ||| x cos (U, d car pour a et b réels, a x b="bx a
7l < | ; p ;
—
=7-7.

b Bilinéarité

Propriété 44 (résultat intermédiaire)

Soit k € R, et soient @ et U deux vecteurs quelconques. Alors,

(k)T = - (k7) = k(T - 7).

NotonsT[:A—ﬁ,U:A—(fetk?:A—D).

<D D’apres le théoreme de Thales,
AD = kAC — AK — kAH.
,’, 3 Donc :
| 7. (k) = AB x AK
C.’ i = AB x kAH
| | = kAB x AH
v } :
1 | et
| 1N k(T -T) =kAB x AH .
A H s K B

Un raisonnement analogue montrerait que (k‘?[) U= k(u -V )
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De ce résultat intermédiaire, on déduit la propriété suivante :

Propriété 45 (bilinéarité du produit scalaire)

Soit k € R*, et soient & et ¥ deux vecteurs quelconques. Alors,

(k%) - (k) =k*(W- 7).

D’apres la propriété 44,

D Formules de polarisation

Propriété 46

Pour tous @ et ¥ du plan :
-0 =02 = 7|

12 + B = | Z|1* + | F]> + 2% - 3.

—

=
U

IS

@) x [|Z]] x cos (T ; @)

| Z||? x cos0
= 7.
17 + TP = (7 +7)°
=02 420 T + T2

=7+ ||7)? +2% - 7.

De cette propriété, on peut déduire la suivante :

Propriété 47 (identités avec des normes)

Pour tous % et ¥ du plan,
1
-7 = S (121 + 1717 - 17 - 71°)
1
77 = (17 + 71 - 7P - |7IP)
1
T 7= (1T + T |7 - TIP).
Nous avons vu précédemment que :
(T+73)=a%+22 -7+ 732,
que l'on peut aussi écrire :
12+ Z)* = |12|* + 22 - T + || 7).
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En isolant @ - U, on arrive & :

1
-7 = S (17 + TN - 1201 - 171%) |-
En exploitant I’égalité :
(T-9)=a2-2%- T+ 77,
que 'on peut aussi écrire :
1 - TIP = 17)? - 22 7+ |72,
on arrive a :
1
e (e R [ G e )

En ajoutant les deux précédentes égalités, on a :

- = 1 — — — — — — — —
2U'U:§(||u+U||2—||u||2—||v||2+||u||2+||v||2—||u—v||2)
1 — — — —
=§(||U+v||2—||u—’0||2)-
D’ou :
- — 1 — — — —
u-v:Z(||u—|—v||2—||u v||2).
— —>_1 — —12 —12 —12
u'v—§(||u+v|| — 121 = I171?)
1
= —(14* — 10° — 6%)
2
= 30.
— —>_1 — —12 — —12
u'v—4(||u+v|| — 7 - 7?)

1
= - (142 — BD?
30 4( )
30 x 4 = 196 — BD?
= BD = /76 = 2V/19.

b Produit scalaire dans un repére orthonormé

Propriété 48

- — — (T — iII/
Dans un repére orthonormé (O; 7, 7), on considere les vecteurs u < > et U < ,>. Alors,
Y Yy
—> —> ! !
UV =xr +yYy .
D’apres la propriété 47,
—> — 1 — — — —>
w7 = S (1P + P01 - I - ).

On sait que :
12 =2 +¢> et

Amr El Bakouchi
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171 = o2 + 2

car on est dans un repere orthonormé.
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De plus,

donc :
— — 2 2
17 =7 = (' —2)" + (4 —v)
— l’/2 T 21337, +$2 +y/2 _ 2yy/ +y2.
Ainsi,
S
T.T = §(x2+y2+a:’2+y’2 —x'2+2xx'—x2—y'2+2yy’—y2)
1
=5 (2z2" + 2yy)
=z’ +yy .
Exemple 41

— 5 — 1 < , - —
On pose u( 2) et v <7> deux vecteurs d’un repére orthonormé (O; 7, 7). Alors,

U-U=5x14(-2)x7
=5—-14
=-9.

bApplication pour trouver la mesure d'un angle

(5 (1
Reprenons les vecteurs de ’exemple précédent : w < 2) et v (7>

—> —>

Nous avons vu que : w - v = —9. Or,

—

IS

-0 = ||d]| x || 7| x cos (1_[, T)’)

= /52 + (—2)2 x V12 + 72 x cos (U, T)
= /29 x @XCOS(U,U)
= 5V/58 cos (U, V).

Ainsi,
—9 = 5v/58cos (U, V) ,
soit :

9
cos (7, 7) = ———= ~ —0,236351579148 .

5v/58
On en déduit alors :
(7, 7) ~ 104°.

A Attention 10

Certains enseignants mettent en fin de ce chapitre deux théorémes : le théoreme de la médiane et celui d’Al-Kaschi.
J’ai opté pour les mettre dans le chapitre suivant car ce sont deux théoremes qui sont obtenus par application du
produit scalaire.
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ﬂAppIications du produit scalaire

b Formule d’Al-Kashi

Propriété 49

Soit ABC un triangle quelconque. En notant :
a=BC , b=AC , ¢=AB , A= (AB,AQ),

on a :

a? =02+ — 2bccos A .

BC? = (BA + AC)”
= BA2? + 2BA - AC + AC2
= BAZ + 2BA x AC x cos (BA, AC) + AC?
= AB? + AC? + 2AB x AC x (—COS(E,A—é))
= AB2 + AC? — 2AB x AC x cos (AB,AC) .

PThéoréme de la médiane

Théoréme 2 (de la médiane)

Soient A, B et M trois points quelconques du plan.

Alors,
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Nous allons utiliser la relation de Chasles en « injectant » le point I dans les vecteurs MA et MB.
MA-MB = (MI +IA) - (MI +IB)
— M2+ MI - TB+TA-MI+TA-IB
= MI?+MI- (IB+1IA) + T4 (-T4)
\‘C’_/

=0

= MI* - JA®
2
- MI? — (A_B>
2
AB?
— 2 _
= MI o

b Propriétés sur le cercle

Propriété 50

Soient A et B deux points du plan. .
L’ensemble des points M du plan qui vérifient 1’égalité M A - M B = 0 est le cercle de diamétre [AB].

Soit I le milieu de [AB]. L
D’apres le théoréme de la médiane (??), MA- MB = MI* — $AB? donc :
—_—r —> 1
MA-MB=0 < MIQ—ZAB2:O
1
— MI*>= 1AB2

<= MI:%AB

AB
<= M appartient au cercle de centre I et de rayon —

<= M appartient au cercle de diametre [AB].

Propriété 51

Soit C un cercle de diametre [AB].
Quel que soit le point M de C, ABM est un triangle rectangle en M.

C’est une conséquence de la propriété précédente :

M appartient au cercle de diameétre [AB] <= MA-MB=0
<= ABM est rectangle en M.
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Prendre un bon départ

Exercice type 18 » Calculer un produit scalaire a I’aide de la définition

On considére deux vecteurs @ et ¥ tel que || 2] =8, | 7] =5 et (T,V) = T
- - 6
Calculer u - v.
Par définition,
w7 =7 < || 7] % cos (T, 7))

=8><5><cos<%)

¢ ABC est un triangle quelconque tel que AB =8, Al =6 et AH =17,5.
J) Calculer AB - Al
En déduire la valeur de cos (E , Ki), puis une mesure de (E , Ki)
au degré pres.
A \B

H est le projeté orthogonal de B sur (AI), donc :

AB- Al = AI x AH =6 x 7,5 = 45.
Par définition du produit scalaire,

AB-Al = AB XAIXCOS(A—B),XD.

Donc, d’apres la question précédente,

45 = 8 x 6 x cos (AB, Al
— —>) 45

=— =0,9375
48 ’

Exercice type 20 » Produit scalaire dans un repére orthonormé

-3 7
Dans un repére orthonormé, soient Tl( 9 ) et 17( " 0>.

Calculer ¥ - v.

T-U=ax'+yy = -3x7T+2x10=-21+20=—1.
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Exercices

Géomeétrie non repérée

Généralités

Exercice 6.1 (QCM)
Pour chacune des questions, une seule des quatre réponses proposées est correcte.
Les questions sont indépendantes.

Aucune justification n’est demandée mais il peut étre nécessaire d’effectuer des recherches au brouillon pour aider
a déterminer votre réponse.

ABC est un triangle tel que AB =5, AC =6 et (E,A_é) = % Alors, AB - AC est égal a :

a. 15v/2. b. 15v/3. o 15 d. 15.

7.
ABCD est un carré de centre O tel que AB = 1. Alors, (E , (Tj) est égal & :

a. 1. b. 0. c. —0,5. d. —1.

4 et U sont deux vecteurs orthogonaux tels que ||| =2 et | T = 1.
(€ + ) - (20 — 7) est égal & :

a. 6. b. 9. c. 13. d. 7.
Soit ABCD un parallélogramme tel que AB =3, AD =4 et (ﬁ)) , E) = g Alors, DA - DC est égal a :
a. 12. b. —12. c. 6. d. —6.

Solution page 262

© =

Exercice 6.2 (projetés orthogonaux et cosinus)

Dans chacun des cas suivants, déterminer le produit scalaire ¥ - ¥, puis en déduire une valeur approchée de la
mesure (en degrés) de 'angle (¥, 7).

Solution page 263

© ®
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https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=6.1
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=6.2

Exercice 6.3

A N

D E

Justifier que HN = 2.

B

C

Montrer que HA + HB =2HN.

Décomposer AE et BD 4 laide de la relation de Chasles, puis

calculer /TE . ﬁ))

ABCD est un rectangle tel que AB =4 et AD = 2. E est le point de [DC] tel que DE = 1. Les droites (AE) et
(BD) se coupent en H et N est le milieu de [AB].

Que peut-on conclure quant a (AFE) et (BD)?
En calculant de deux facons différentes BA- Eﬁ, trouver BH.

—_— — 8
Calculer H A, puis montrer que HN - HA = £

E Calculer cos AHIN et en déduire une valeur approchée de AN au degré pres.

Solution page 264

Exercice 6.4

e Ile milieu de [AB];
o J le milieu de [AD];
+ K le milieu de [ID].

Soit ABCD un carré. On pose :

—_— — 1
Montrer que DK - AB = ZAB2.

Montrer que (AK) et (BJ) sont perpendiculaires.

Solution page 265

Exercice 6.5 (distance entre deux projetés orthogonaux)

On considere le rectangle ABCD ci-dessous, ainsi que les points H et K, projetés orthogonaux respectivement des
points A et C sur [BD]. On sait que DC =7 et AD = 3.

Exprimer en fonction de HK le produit scalaire AC - DB en utilisant les points H et K.
En utilisant la relation DB = DC + CB , calculer d’une autre maniere AC - DB.
En déduire la valeur exacte de HK.

D

A

c

B

Solution page 266
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Exercice 6.6 (applications en sciences physiques)

Deux forces FH et 1-52 sont appliquées en un point O, formant un angle de 50°.

Leur intensité est respectivement de 300 N et 200 N.
— — —
Par définition, la résultante est le vecteur R = F'y + F's.

Calculer lintensité de cette résultante.

Pour tirer sur 50 meétres une péniche, un cheval exerce une force F de 2 000 N au point ou est accrochée la

corde sur la péniche. La corde fait un angle de 45° avec la direction de la péniche.

cheval

=

45°

sl

On rappelle que le travail d’une force Fest W=F- W, ol U est un vecteur représentant le déplacement

de l'objet.
a. Calculer W.

b. Calculer I'intensité de la force que doit exercer un bateau tirant cette méme péniche et se déplacant
dans la méme direction que celle-ci pour que le travail soit le méme.

Solution page 267

Exercice 6.7 (avec la formule des normes)

On considere la figure suivante :

A

4

B

ABCD est un parallélogramme tel que AB =4, BC = 3 et AC = 6.

Calculer AB - A—C>

Solution page 268
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Exercice 6.8 (avec les normes)

Soit ABC'D un parallélogramme tel que AB =5, AD =3 et AC = 6.
a. Calculer AB - AD.

b. En déduire la valeur approchée a 'unité de la mesure de I'angle DAB.
Soit FFGH un parallélogramme tel que EF =6, FH = FH = 5.

a. Calculer EF - EH.

b. En déduire la valeur approchée a 'unité de la mesure de I'angle FEM.
Soit IJK L un parallélogramme tel que IK = 8,5 et JL = 5.

a. Calculer IJ - IL.

—_— > 1
b. Montrer que I.J - IK =1J? + 1i69
—> —> 1
c. En déduire que 1J? — 8,5 cos (IJ,IK)IJ + %9 =0.

—> —> 1
d. En déduire que cos? (IJ , IK) > %

e. En déduire un encadrement approximatif (& 1'unité pres) de (ﬁ , fﬁ) en degrés.

Solution page 268

Exercice 6.9 (ensemble de points)
Soit ABCD un carré de centre O tel que AB = 2. On pose I le milieu de [AB].
Démontrer que ’ensemble des points M tels que AB - AM = 2 est la droite (OI).
ﬁ a. Montrer que, quel que soit le point M du plan, MA-MB =MI? — 1.
b. Quel est ’ensemble des points M tels que MA- MB =47
Solution page 270

On considére deux points A et B tels que AB = 6, ainsi que I le milieu de [AB].
On pose &, I'ensemble des points M tel que MA-MB =k, ou k € R.
Montrer que pour tout point M du plan, MA - MB = MI? — 9.

En déduire &6.

Exercice 6.10 (lignes de niveau)

Pour quelles valeurs de k I’ensemble & est-il réduit a ’ensemble vide ?

Solution page 270

Exercice 6.11 (prendre des initiatives)

—  3——
A J B ABCD est un carré. I est le milieu de [DC] et J est tel que AJ = ZAB.

Calculer I'angle (;177 D?) .

D I C Solution page 271
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Exercice 6.12 (a I'aide d’une formule de trigonométrie)

ol

Dans un ancien livre de mathématiques, on trouve la formule suivante :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

~ g —_—

A Taide de cette formule, donner la valeur exacte de BD - BA.

D

O

u Q

A 5 B
Solution page 271
Exercice 6.13 (puissance d’un point par rapport a un cercle)
Dans le plan, on considere un point M et un cercle I'; de centre O et de rayon r.

Soit d une droite passant par M et coupant I' en deux points A et B.
On appelle puissance de M par rapport a T' le nombre : Pr(M) = OM? — 12,

En considérant le projeté orthogonal de O sur (AB), ¢’est-a-dire le point H de (AB) tel que (OH) L (AB),
montrer que :
o si M est & l'extérieur de T" alors MA x MB = Pr(M);
e sinon, MA x MB = —Pr(M)
On considére un cercle IV, de centre O’ distinct de O, et de rayon r’. Soit M un point tel que Pr(M) =
Pr/(M).
a. Soient K le projeté orthogonal de M sur (OO’) et I le milieu de [OO'].
Apreés avoir justifié que r? — 72 = MO? — MO'?, montrer que r? — 72 = 200 - IK.
b. Déterminer alors I’ensemble des points M.
Cet ensemble est appelé I'aze radical des deux cercles.

Soit I un troisieme cercle de centre O” tel que O’ n’appartient pas & (00’).
Montrer que les trois axes radicaux sont concourants en vous aidant de la notion de puissance d’un point
par rapport a un cercle.

Solution page 272
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Applications du produit scalaire

Exercice 6.14 (formule d’Al-Kashi)

© =

Dans chacun des cas suivants, utiliser la formule d’Al-Kashi pour trouver ce qui est demandé.
ABC est un triangle tel que AB =9, AC=4et BC=T.
Calculer une valeur approchée a 'unité (en degrés) de 'angle BCA.

ABC est un triangle tel que AB =8, AC =5 et BAC = 20°.
Calculer une valeur approchée au dixieme de BC.

ABC est un triangle tel que AB =14, BC =7 et BCA = 45°.
Calculer une valeur approchée au centieme de AC.

Solution page 273

Exercice 6.15 (théoreme de la médiane)

O =

On considere deux points A et B du plan tels que AB = 10 cm.
Montrer que I’ensemble des points M tels que M A - M B = 20 est un cercle dont on donnera les caractéristiques.
Solution page 274

Exercice 6.16 (exercice du type bac international)

© &

Trouver la mesure de I'angle CAB au degré pres :

15°

Solution page 275

Exercice 6.17 (formule d’Al-Kashi)
—_— T
Soit ABC'D un parallélogramme tel que AB = 6, AD = 5 et (AB , AD) =3 Soient I et J les projetés orthogonaux
de D et B sur [AC].
En exprimant AC - AB et AC - AD a Paide de A, C, I et J, montrer que AI = JC.

A Taide de la propriété 47 du cours du chapitre précédent, exprimer AB - AD en fonction de AC, puis
calculer AB - AD afin d’en déduire AC.
Justifier que ATl = AD cos (Kf , E)

En utilisant la formule d’Al-Kashi dans le triangle ACD, montrer que :

8v91

cos (ﬁ,ﬁ) =91

En déduire alors 1J. Solution page 275
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Exercice 6.18 (formule de Héron)

Soit un triangle ABC, et H le pied de la hauteur issue du sommet B.
On note AB = ¢, AC = b, BC = a et BH = h.

Exprimer h en fonction de c et sin 21\, puis en déduire que laire

1 du triangle ABC est :
1 Lo~
A = —bcsin A.

2

c h a

A T’aide de la formule d’Al-Kashi, exprimer sin? A en fonction
- de a, b et c.
N4 ]
A H b C
a+b+e Ap(p —a)(p—b)(p — ¢

En notant p = , montrer alors que : sin? A=

2

En déduire alors que : A= +/p(p —a)(p — b)(p — ¢).
Cette derniere formule est appelée la formule de Héron.

b2 c2

Application : calculer I’aire d’un triangle dont les c6tés ont pour mesure 7 cm, 12 cm et 9 cm.

Solution page 277

™
Exercice 6.19 (calcul de cos g)

D

o ABC est un triangle rectangle isocele en B.

C E e On note AB = a.
E e Les points A, C' et D sont alignés.
: « CD=a.
* E o H est le projeté orthogonal de D sur (AB).
H TR [
A B H

Montrer que DA = (1 + ﬂ)a.
A Taide du théoréme d’Al-Kashi, montrer que DB = av/2 + /2.

Montrer que D_A> D—B> = a2(1 + \/5)\/2 + \/icosg.
R - — 1
A Taide de la relation de Chasles, montrer que DA - DB = 5(12(1 + \/5)2\/5
2+/2

En déduire que cos g = 2

Solution page 278
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Géométrie repérée

Exercice 6.20 (QCM)

Pour chacune des questions, une seule des quatre réponses proposées est correcte.

Les questions sont indépendantes.

Aucune justification n’est demandée mais il peut étre nécessaire d’effectuer des recherches au brouillon pour aider
a déterminer votre réponse.

Soit ABC'D un carré de coté 6 et I le milieu de [BC|. Alors, le produit scalaire AD - AT vaut :

a. —18. b. 18. c. 36. d. 9/5.

On consideére un rectangle ABCD tel que AB =3 et AD = 2.

A 3 B
2
D C
Alors, le produit scalaire AC - DB vaut :
a. 0. b. 5. c. 6. d. —6.

—_ 3 —_ —>
EFG est un triangle tel que EF =8, FG =5 et EFG = Zﬂ Alors, F'E - FG est égal a :
a. 20V/2. b. —20v/2. c. 20V/3. d. —20/3.

Soit ABC un triangle tel que AB =6, AC = 3 et BAC = g

AB-AC = 9.
. AB.AC =18.
. AB.-AC = 9/3.

d. les données sont insuffisantes pour calculer AB - AC.

o T

Soit z un nombre réel. Dans un repére orthonormé, les vecteurs @ (—z +4;7) et ¥ (9;2x — 5) sont ortho-
gonaux lorsque x est égal a :

1
a - b. 10. o 1 d. 6
5 5
E Soient % et ¥ deux vecteurs. On peut affirmer que :
a. u-v=0 > oL
b. 4 -v=-7 4. d. |7+ 72 = [|7]|* + |v||* + 27 - 7.

Solution page 280

O =
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Exercice 6.21 (calcul de produits scalaires)

O =

Dans chacun des cas suivants, déterminer le produit scalaire @ - U, puis en déduire 'angle (7, 7).
(-1 (3 /(0 (-1
1 . .
(3 (5 (2 /(-1
u<4>etv(6>. nu<0>etv<5>.

Solution page 281

Exercice 6.22

On considére un carré ABCD de coté 1.

On construit alors les points E (extérieur & ABCD) et F tels que :
o BEC est un triangle équilatéral ;
o F est un point de la droite (BC).

Déterminer la position du point F pour que les droites (AF) et (DE) soient perpendiculaires.
Indication : on pourra se placer dans le repére (A ; AB, AD).
Solution page 282

Exercice 6.23 (comparaison de deux angles)

A B

Comparer la mesure des angles « et 3.
Solution page 282

Exercice 6.24 (mesure d’un angle)

Soit ABC'D un carré. On considére alors I le milieu de [CD] et le point J défini par CJ = —CB.

En se placant dans un repere convenablement choisi, déterminer une mesure de ’angle IAJ au degré pres.
Solution page 283

ABCD est un rectangle tel que AB = 1.
R est le milieu de [DA]. On sait que (BR) et (AC) sont perpendiculaires.

Exercice 6.25 (calcul d’une longueur)

Que vaut AD? Solution page 284
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Exercice 6.26 (mesure d’angle)

D 11 11 C
On considere la figure ci-contre.
ABCD est un carré de coté a. E et F sont les milieux respectifs de E
[AD] et [DC].
1 0
A B
a

Montrer que BE = BF = GT\/S.

—_ — 5
En déduire que BE - BF = ZaZ cos 6.

On considere le repere orthonormé (A DT, 7) dans lequel B a pour coordonnées (a;0). Dans ce repére,
donner les coordonnées de BE et BE', puis en déduire que BE - BF = a?.

En déduire la valeur de cos 6, puis une valeur approchée de 6 au degré pres.

Solution page 284

Exercice 6.27

OABC et ODEF sont des carrés de cotés respectifs 3 et 2. OAMF est un rectangle.
On note H le projeté orthogonal du point M sur la droite (DC).

B
C
H
D
A
O I
|
|
|
E rF
Dans cet exercice, on pourra, si on le souhaite, se placer dans le repere (O, %51 %5—67)

La droite (OM) est-elle perpendiculaire a la droite (DC) ?
Calculer CD - CM.
Déterminer la longueur CH.
Solution page 285
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Exercice 6.28 (avec une équation du second degré)

Soit ABCD un carré de coté 1.
La bissectrice de CAD coupe [CD] en M.
On admet que :

ol

A

B

En utilisant la formule du produit scalaire avec le cosinus, montrer que :

.

AC - AM =

En utilisant la relation de Chasles, montrer que :

AMANA4 +2v/2
—

AC - AM =1+ DM.

En déduire que :
V2
2
En déduire que DM = /2 — 1.

V2

DM? —2DM + ~= = 0.

2

Solution page 286

Amr El Bakouchi

261 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=6.28

Corrigé de I'exercice 6.1 page 251
Réponse a. En effet,

14_B>-14_C'>=ABXACXCOS(E,1A—C>)
T
_5><6><cosZ

2
:?)Oxi—

2
= 15V2.
Réponse c. En effet, on a la figure suivante :
D C
O
D |
4
A "B

Ainsi,

e 2o (5)
= —0,5

EJ Réponse d. @ et T sont deux vecteurs orthogonaux (donc @ - T = 0) tels que || 7| = 2 et || T = 1.

(T+7)- 28 -7)=20>—T-T+27T T — 0°
=2|2|>+ % -7 - ||7]
=2x224+0-12
=17
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Réponse d.

wly

R 4

DA-DC=-AD-AB
:—ADXABXCOS%

1
= — 4 —_
3 X ><2

= —6.

Corrigé de I'exercice 6.2 page 251

% -0 =4 x6 =24 (avec le projeté orthogonal de ¥ sur o).
On sait de plus que @ - ¥ = || €| x || T]| x cos (¥, V) ; ainsi,
24

COS(U, 5’) = .
2] x |7l

On a :
I7)>=62+22=40 soit |7 = 2V10.

De plus, ||Z|| = 4, donc :

) 24 310
8/10 10

<l

cos (T ,

et donc :

(7, 7) ~18°

T-T=3x(=3)=-9.
On sait de plus que @ - ¥ = ||&|| x || 7]| x cos (¥, V) ; ainsi,
-9

cos (4, V) = 75—
’ 2] < [I7]]

On a:
I7I?=12+3*=10 soit || 7] = V10.
De plus, || @] = 3, donc :

-9 —3v10

cos (U, V)= —— =
( ) 3v10 10
et donc :
(T, ¥) ~ 162°.
% - T =8x (—6) = —48 (les deux vecteurs sont de sens contraires donc leur produit scalaire est négatif).

On sait de plus que @ - ¥ = || €| x || T]| x cos (¥, V) ; ainsi,

cos(z’[7 5’) = 7_,_48_, .
2] = |7l
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On a :
172 =12462=37 soit |7 =37

De plus, ||2Z|| = 8, donc :

cos (T[ 5’) 4\l 7_6\/?ﬁ
U 8V3T 3T

et donc :
(T[, 5’) ~ 171°.

Corrigé de I'exercice 6.3 page 252
AE-BD = (AD +DE) - (BC + CD)
= AD -BC+AD-CD + DE-BC+DE -CD
=AD -AD+0+0+DE-CD
= |AD|]? + |DE] x [|CD]| x cos
=4-1x4

On en déduit alors que (AE) et (BD) sont perpendiculaires.
BA-BD = BH x BD
= BH x \/m (Théoréme de Pythagore dans BAD rectangle en A)

= BH x 25
De plus, on a aussi :

B—AA}-B_l)}:BAXBDXCOS@

AB
=BA xBD x — (en se plagant dans le triangle rectangle ABD)

BD
= AB?
= 16.
Finalement, on a donc :
2V5BH =16  soit BH = %

HA + HB = (BN + NA) + (HN + NB)
= 2HN + (NA + NB)
—2AN+ 0 (car N est le milieu de [AB])

| A + B = 20N |
HA? = AB? — HB? (théoréme de Pythagore dans le triangle AHB rectangle en H)

HA2:16—%
5
HA? = 10
5
4
HA = —
NG
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Ainsi,

AN . HA = (& + AX) - ik

—HA2+ AN -HA

D _ay.am
5
:E—QX%XCOSH/A\N
) )
1 AH
= gﬁ — % X 4B (dans le triangle HAB rectangle en H)
10 85 45 1
5 5 5 4
_ 4@ 8
5.5
—— > 8
HN-HAZB

Dans le triangle BAH rectangle en H, [HN] est la médiane issue du sommet de 1’angle droit, donc :

HN:%AB soit

ﬁl??i:HNxHAxcos@

g = % cos AHN (d’apres la question !)
cos AHN = ?

A/}ﬁ\lz63°

Corrigé de I'exercice 6.4 page 252
Faisons avant tout une figure :

D C
K

J

A I B
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Pour calculer DX - E, on peut projeter K sur (AB); on obtient un point K’ au milieu de [AI]. Ainsi,
DK - AB = AK’ x AB

= %AIXAB

1 1

1
= —AB%
4

H Démontrer que (AK) et (JB) sont perpendiculaires est équivalent & démontrer que AK -BJ =0.
AK -BJ = (AD + DEK) - (BA + AJ)
—AD-BA+AD -AJ+ DK -BA+DK.-AJ
=0

—ADxAJ—DK-AB— DK -JA
1 1

I 2 - 2

= 5AD? — ZAB® —DJ x JA

lapz o Iap2 o lap2_g
2 4 4

Corrigé de I'exercice 6.5 page 252

Bl AC.DB=(4H + HK + KC)-DB
— AH -DB+HK -DB+ KC-DB
_FR.TR
= HK x DB
= HK x /72 +32

[4¢ DB = HKV58|

Bl AC.DB-=4C- (DC +CB)
— AC-DC +AC-CB
— AC-AB + AC - DA
— AB x AB—AC - AD
= AB? — AD?
—72_32

AC - DB = 40

Des deux questions précédentes, on déduit que :

AC-DB =40 = HKV58 = | HK =

1N
(@3}

On peut aussi mettre le résultat sous la forme :

_ 40vB8  20v/58
- 58 29

HK
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Corrigé de I'exercice 6.6 page 253
Ilustrons la situation avec un schéma :

,,,,,,,,,,,,,,

Construisons le point A de sorte a former un parallélogramme.
D’apres la propriété 47 du cours,

—_— — 1 — — — —
F - By = §(||F1 + Faol — [|F1]® = || F2l?)
1 - — —
= §(IIRII2 —1F1]” = (| F2]|?)
1, >
= S (IR - 300% - 200)
1, >
= §(||R||2 — 130 000).
De plus,
Fi-F, = ||F1|| x || Fs|| x cos (F1,F5)
=200 x 300 x cos 50°
= 60 000 cos 50°.
Donc : 1
g(l\ﬁn2 — 130 000) = 60 000 cos 50°.
d’ou : A
| R[> = 120 000 cos 50° 4 130 000
et donc :

|R|| = v/120 000 cos 50° + 130 000 ~ 455.

La résultante a donc une intensité d’environ 455 N.
a. W= f u
= ||F|| x ||Z]| x cos (F,Tf)
=2 000 x 50 x cos45°

= 50 000v/2

~ 70 711 J.
Le travail de la force est alors égal a 70 711 Joules.

b. Notons F” la force exercée par un bateau se déplacant dans la méme direction que la péniche. On veut
alors :

F.%=70711 < |[F|| x 50 x cos (F/, ®) = 70 711
— 70711
= |F| = ~ 1414

17 = 2

L’intensité de la force du bateau doit donc étre environ égale a 1 414 N.
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Corrigé de I'exercice 6.7 page 253
D’apres le cours,

e S 1 S e e e
AB-AC =3 (I4B)?2 + | AC)1 - | 4B - 4C?)
_ 1 2 2 1 Bl2
=5 (#+6* - ICB?)
1 43
= — 1 = — | —
~(16+36-9) =|

Corrigé de I'exercice 6.8 page 254
ABCD est un parallélogramme tel que AB =5, AD =3 et AC = 6.

a. Dans cette question, nous allons nous servir de la propriété 47.

> 1 ey g ey ey

AB-AD = (I 4B + AD|* - | AB|* - |4D|1?)

1 ey g ey
= 5 (IAC)12 - | 4B)1* - | D))
1
~(6* —5*—3%) =1.
X )
b. E-E:ABXADXCOS(E,E)
1:5X3XCOS(H§,KI—5)

cos@’,ﬁ):l%

(AB,AD) ~ 86°

EFGH est un parallélogramme tel que EF =6, FH = FH = 5.
— = 1/ — — — =
a. EF-FH= (||EF||2 +|EH|? - |EF - EH||2>
1 g > e
= > (IBFI1? + | BH|? - | HF|?)
1
= (6 + 5% - 5%)
2
EF-EH =18
b.  EF-EH = EF x EH x cos (EF,EH)
18 = 6 x 5 x cos (EF, EH)
[ S Y 18
EF ,EH) = —
cos (EF ,EH) 30
(EF,EH) ~ 53°.
IJKL est un parallélogramme tel que IK = 8,5 et JL = 5.
a. Dans cette question, on va toujours utiliser la propriété 47, mais pas la méme égalité.

—> —> 1 —> —> —> —>
Ij.IL= (HIJ FIL|? — | I - IL||2)
1 —y —
— LTI - \TIR)
1 2 2
= Z(8,5 - 5%)
189
I IL="
16
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=I1J-IJ+1J-IL
1
:IJ2+$

c. Par définition,

—_— - —>

IJ-IK = |IJ|| x |TE|| x cos (I3, 1K) = 8,5 x I.J x cos (IJ , IK).

189
D’aprés la question précédente, ce méme produit scalaire est égal & IJ? + 16 donc

189 -
1J2+E =8,5 x IJ x cos (IJ,IK) ,

c’est-a-dire :

— — 189
IJ? —8,5co0s (IJ,IK)I.J + 5 =" (E)

d. L’équation (FE) est une équation quadratique d’inconnue IJ qui admet au moins une solution (car le
parallélogramme existe) donc son discriminant doit étre supérieur ou égal & 0 :

— 189
[8,5cos (IJ,IK)]* —4x1x — >0
soit : 189 1
cos? (IJ,IT{) = v X 8,52
et donc :
— 189
2
J,IK) > —
cos ( ) 589
) N . s 2 (T3 7 189
e. D’apres la question précédente, cos (IJ , IK) > 289"

Comme 0 < (I_j , IT(’) < 90° (comme angle formé par un c6té et une diagonale d’un parallélogramme), on

en déduit que cos (ﬁ,fﬁ) > 0, d’out :
> 189
1J,IK) >/ —.
cos (IJ, IK) \ 289

Regardons sur le cercle trigonométrique ce que signifie I'inégalité cosa > A :

b
N

N /189
A la calculatrice, on trouve que ’angle positif dont le cosinus est égal a 289 est a peu pres 36°.

Ainsi, on a :

0< (IJ,1K) < 36°
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Corrigé de I'exercice 6.9 page 254
Faisons une figure avant tout.

A I B
Soit M un point quelconque du plan. Notons H son projeté orthogonal sur (AB).

AB-AM =2 «— ABx AH=2
— AH=1.

Donc H € [AB) (car le produit scalaire est positif) et H est confondu avec I, ce qui signifie que M est sur la
droite perpendiculaire & (AB) passant par I.

M est donc sur (OI).
B - v4d MB=Mi+IR). (M +IB)
=MI-MI+MI-TB+TA-MI+IA 1B
— MI? + Mi - (IB + IA) +IA x IB x cos (1B, 1A)
-

=0

MA MEB =M1 — 1]
b. MA-MB=4 «— MI2—1=4
— MI’=5
— IM = /5.

Ainsi, 'ensemble des points M tels que M A - M B = 4 est le cercle de centre I et de rayon v/5.
Or, IB = 1 et BC = 2 donc on s’apercoit que IC? = 12 4+ 22 = 5 et donc que IC = /5.

Par conséquent, ’ensemble des points M tels que M A - M B = 4 est le cercle de centre I passant par C.

Corrigé de I'exercice 6.10 page 254
MA-MB = (Ml +IK) - (Ml + IB)
— MI-MI+MI-TB+TA-MI+T4.-1B
= MI? + M - (IB + IA) +IA x IB x cos (IA , IB)
—
=MI?+3x3xcosm

\MA-MB=M12—9\
E16 est ensemble des points M tels que M A - M B = 16, c’est-a-dire, d’apres la question précédente :
MI* -9=16  soit MI*=16+9 =25 et donc MI = 5.

Ainsi, &4 est le cercle de centre I et de rayon 5.
& = @ s’il n'existe pas de points M vérifiant 1’égalité :
MI?-9=k  soit MI*=k+9.

Ceci est le cas si kK +9 < 0 (car un carré est toujours positif ou nul), ce qui implique que k < —9.
Ainsi, pour k < -9, & = O.
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Corrigé de I'exercice 6.11 page 254
Des lors que nous souhaitons calculer la mesure d’un angle, le produit scalaire peut nous étre utile. Exprimons alors
AT - DJ de deux manieres différentes.

. AI.DJ = (AD +DI) - (DA + A4J)
—AD-DA+AD-AJ+DI-DA+DI-AJ
=—AD?>4+ 040+ DI x AJ

1 3
_ 2 - e
=_—AD +2AD><4AD
§AD?
8
5
= _—ZAD? 1
3 (1)

=—-AD?+

—_— —

o Al-DJ=AD x DJ X cosf
= /DI2 + DA2 x \/AJ2 + AD? x cosf

1
= \/4DA2 + DA? x \/196DA2 + DA? x cosf

= \/BDA2 X \/%DA2 X cos 0

= iAD cos @ (2)

Des égalités (1) et (2), on peut alors déduire :

5 5 1
——AD? = iAD cos soit cosf = ———.
8 V5
Ainsi,
1
0 = arccos [ —= | ~ 117°.
(%)
Corrigé de I'exercice 6.12 page 255
Nous savons que :
BD-BA = BD x BA x cos DBA.
Notons a = CBA.
Dans le triangle ABC rectangle en A, on a :
(@) AB 5 ; in(a) AC 3
cos(a) = =— = — e sin(a) = =— = —.
BC 34 BC /34

D’aprés la formule donnée dans 1’énoncé (qui, soit dit en passant, n’a rien de magique!),

cos DBA = cos (300 + a)

= ¢c0s(30°) cos(a) — sin(30°) sin(«)
V3, 5 1 3
2 V34 2 /34
_5V/3-3
234
De plus, dans le triangle BDC' rectangle en D,
cos(30°) = BD _ BD <= BD = v3ix3 = \/1072
—— BC 34 2 2
_\B

-2
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Ainsi,

Corrigé de I'exercice 6.13 page 255
On consideére le point H, projeté orthogonal de O sur (AB).

A

Ainsi, H est le milieu de [AB] (car AOB est isocele en O et dans un triangle isocéle, la hauteur issue du
sommet principal est la médiatrice du c6té opposé). Donc :

HE = —HA
Nous allons calculer MA - MB :
MA-MB = (MH + HA) - (MH + HB)
= (MH + HA) - (MH — HA)
= MH? — HA?
Or, d’apres le théoreme de Pythagore,
MH? = OM? - OH?> et  HA?=0A?- OH? =1? - OH?

donc :
MA - MB = MH? — HA2
= OM? — OH? — r? + OH?
= OM? —r?
=P(M)
Ainsi,

e si M est a 'extérieur du cercle,
MA-MB=MA x MB = P(M)

car A et B sont du méme c6té par rapport a M.
e Si M est a l'intérieur du cercle,

MA - MB = —MA x MB = P(M)
car A et B sont de part et d’autre de M.
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Avant tout, faisons un schéma :

a. M est tel que Pr(M) = Pr/(M) donc, d’apres la question précédente,

Pr(M) = P (M) <= OM? — 72 = O'M” — 12
— OM?2 — O'M? =2 —¢/2

Ainsi, 7% — 72 = MO? — MO"?
_ 1\%’2 . WQ
_ (0 + MO - (TG — §i0Y)
—9MI-00
— oK1 - O—'O> car K est le projeté orthogonal de M sur (OO’)

r2 — 2 =200 - TK
b. Il existe un unique point K tel que :

200" - IK =12 — "2

D’apres la question précédente, I’ensemble des points M ayant les mémes puissances par rapport aux
deux cercles est la droite perpendiculaire & (OQ’) passant par K.

c. Notons :

e di l'axe radical de I" et I ;
o dy l'axe radical de I' et T ;
o ds ’axe radical de I et T'.

0" ¢ (00') donc d; et do sont sécantes. Appelons J leur intersection. Par définition des deux droites,
Pr(J) =Pr(J) et Pr(J) = Pr-(J)
Ainsi, Pr/(J) = Prv(J), et donc J € ds.

J est donc le point de concours de dy, do et ds.

Corrigé de I'exercice 6.14 page 256
La formule d’Al-Kashi nous permet d’écrire :

AB2 = AC? + BC? — 2 x AC x BC x cos BCA

soit : -
81 =16 + 49 — 56 cos BCA.
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On a alors :
81-16—-49 2

—56 7’

BCA ~ 107°

COS@ =

d’ou :

La formule d’Al-Kashi nous permet d’écrire :

BC2 = AC2 4+ AB% — 2 x AC x AB x cos BAC

soit :
BC? = 82 + 5% — 80 cos 20° ~ 13, 82.

Ainsi,

La formule d’Al-Kashi nous permet d’écrire :

AB? = CA2 + CB% — 2 x CB x CA x cos BCA

soit :
196 = CA? + 49 — 14 cos(45°)CA.

Posons CA = z. L’équation (E) devient alors :
z? —7v2z — 147 = 0.
Le discriminant de cette équation est :
A = (7v2)? — 4 x 1 x (~147) = 686.

Les deux solutions sont donc :

2 —\/
T = w < 0 donc peu intéressant pour nous
et
V2 +V686  7(V2+V14)
To = = ~ 18, 05.
2 2
Ainsi,
AC =~ 18,05
Corrigé de I'exercice 6.15 page 256
Le théoreme de la médiane stipule que :
— —— AB?
MA-MB=MI*- T
ou [ est le milieu de [AB].
Ainsi,
MA-MB =20 < MIQ—T:ZO
102

— M12:20+T
— MI?>=145
< MI =45 =3V5.

Ainsi, ’'ensemble des points M tels que M A- M B = 20 est le cercle de centre I, milieu de [AB], et de rayon r = 3+/5.
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Corrigé de I'exercice 6.16 page 256
D’apres le théoreme d’Al-Kashi, on peut écrire :

AB? = CA? + CB? — 2 x CA x CB x cos(15°)
< 4,5 = AC? 4 6% — 12AC cos(15°)
<= AC? —12c0s(15°)AC + 15,75 = 0

AC est alors une des solutions de cette derniére équation du second degré, de discriminant :

A = 144 cos*(15°)

— 63

=144 x (M)2 — 63

4
=36v3+09.
On trouve alors deux solutions a ’équation :
b 12 cos(15°) — /3613 +9
1 =
2
~ 3(v2+v6) — V36v3+9
B 2
T~ 1, 57
et
3(V2+V6) +v/36v3+9
Tog = 9
~ 10, 02.

Il va de soi que seule la derniere valeur convient a notre probleme. On a alors :

AC =~ 10,

02.

Maintenant que nous avons AC', utilisons & nouveau le théoréme d’Al-Kashi pour trouver ’angle demandé :

BC? = AB?> + AC?* -2

x AB x AC x cos(A)

— 36~ 4,52+ 10,022 — 2 x 4,5 x 10,02 x cos(A)

-~

<= cos(4) =~ 0,938682634731
— A~ 20°.

Corrigé de I'exercice 6.17 page 256
Avant tout, faisons une figure (approximative) :
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Ona:
AC - AB = AC x AJ
AC - AD = AC x Al
En additionnant membre a membre ces deux égalités, on obtient :
AC-AB+ AC - AD = AC x AJ + AC x Al

soit :
AC - (AB + AD) = AC x (AJ + Al)

c’est-a-dire : N
AC - AC = AC x (AJ + AI)

ou encore :
AC? = AC(AJ + AI).

Ainsi,

AC=AJ+ AL
Or,

AC=AJ+JC
donc

JC = AL

D’apres la propriété 47 du cours du chapitre précédent,
e e 1 ey R ey ——
AB-AD = 5(||AB +AD|% - |AB|? - ||AD||2)
1 3 — e
= 5 (IAC)12 - | 4B)1* - | AD|P?)

1
= 5(AC* = 6% —57)

1
= —(AC? —61).
De plus,
AB - AD = AB x AD x cos (AB, AD)
m
=6x5 =
X X COS 3
= 15.
Ainsi,

1
5(Ac2 —61) =15 = AC?*-61=30
— AC?2=91

— [0Vl

On sait que AC = 2AT + 1J d’apres la question !, donc :
IJ=AC — 2AL

Or, AID est un triangle rectangle en I donc :

cos(ﬁ,ﬁ) = AA—[I)

soit :

ATl = AD x cos (ﬁ,ﬁ)

Amr El Bakouchi 27

6 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



D’apres la formule d’Al-Kashi appliquée au triangle ACD,

DC? = AD? + AC? — 2 x AC x AD x cos (A, AD

soit :

cos (AT, AT 36 —25—-91 891

 —2x5x+01 91

On en déduit alors :
8v91 4091

Al = .
X o1 91
Donc :
IJ =91 -2 x 40v91
91
soit :

1191

1J
91

Corrigé de I'exercice 6.18 page 257
-~ h .
Dans le triangle AHB, rectangle en H, on a : sin A = —, donc h = ¢ X sin A.
c

L’aire de ABC est :

1 1 ~
Azixbxh soit AzibcsinA.

La formule d’Al-Kashi donne :
a®? =0+ - 2bc cos A

soit : r
a® —b% —¢? = —2bccos A

ou encore :
~ b4 a2
coOsA = ——.
2bc

En élevant au carré, on obtient :
2
23 (b2—|—c2 —a2)
cos“A=-~——"
4b2c2

Or, cos? A +sin? A = 1, donc cos? A = 1 — sin? A, ce qui donne :

(b2 +c2— a2)2

5 2’\_
1—-sin® A= TP
soit :
2 2 2\2
95 (b +c —a)
Sin A—I—T
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Développons :

4p(p —a)(p —b)(p —¢)

b2c?
atbtc (atbtc atb+c atb+c
| detpte (atfe —q) (23 —b) (5 — o)
B b2c?
_2a+b+o) (H) (25F¢) (+59)
N b2c?
_(ab+ac—a®+b* +bc — ab+ be+ 2 — ac)(a® + ab — ac — ab — b + be + ac + be — ¢?)
N 4h2c?
_ (2bc+ b + ¢ — a?)(2bc + a® — b — ¢?)
N 4b2c?
B [2bc + (b® + 2 — a?)] [2bc — (b + ¢* — a?)]
N 4b2c?
_(2bC)2 — (42— a2)2
B 4b2c?
_,_wre-a)’
4b2c?
=sin® A.

De la question , on déduit que :

1 R
A% = Zb202 sin? A.

En remplacant alors sin? A par l'expression trouvée a la question !, on obtient :
2 Lo, -0 -b@-<

4 b2c?

=p(p—a)(p—b)(p— o).

A étant un nombre positif, en prenant la racine carrée des deux membres de cette derniére égalité, on obtient :

A=+/plp—a)(p—1)(p—rc)

p:%:léldonc:

A=+/14(14 — 7)(14 — 9)(14 — 12)
=14 xT7Tx5x2
= /980

‘A:l4\/gcm2‘

Corrigé de I'exercice 6.19 page 257
DA =AC +CD car A, C et D sont alignés

=+va?2+a?2+a
:a\/§+a
DA= (1+v2)a

D’apres le théoreme d’Al-Kashi appliqué dans le triangle BCD,

DB% = CB2+CD? -2 x CB x CD x cos BCD.
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Or, le triangle ABC' étant rectangle isocele en B, BAC = BCA = %
De plus, ACD = ACB + BCD = (car A, C et D sont alignés) donc :

—— s 3T
BCD=7n— - = —.
TTAT

Ainsi,
2 2 2 2 3
DB =a°"+a° — 2(1 COS Z

= 2a% — 2a* x (-?)
= 242 <1 + ﬂ)

2

242 x 25 +/2
2
= (2+ v2)a?

DB =a\/2+V2

‘ 3 ‘ Par définition du produit scalaire (formule avec le cosinus),

m~ﬁ:DAXDBXCOS(ﬁ,ﬁ)).

Le triangle BC'D étant isocele, les angles CBD et BDC ont la méme mesure, & savoir :

Ainsi,
DA.-DB = (1+\f2)a><a\/2+\@><cosg
m-ﬁ:a2(1+\/§)\/2+\@cosg

Avant tout, remarquons que DH = AH. En effet, le triangle AHD est rectangle en H et HAD = Z Cela

— ™ ™ Y
implique alors que HDA = — — — = — et donc que HAD est aussi isocele en H.

2 4 4
2(1 2
De plus, dans le triangle HAD, AH = AD x cosg = M.

DA-DB = (DH + HA) - (DH + HB)
—DH-DH +DH -HB+HA DH+HA -HB
=0 =0
(les produits scalaires sont nuls car les vecteurs sont orthogonaux)
=DH?+ HAx HB
= AH? + AH(AH — AB)
= AH(2AH — AB)

Amr El Bakouchi 9 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)

27



DA pB = W2V [me(l;ﬂ)a]
:Mx {a\/i(l—kx/ﬁ)—a}
:%a\/i(1+\/§) x (aV2 +2a — a)
= %a\/i(1+\/§) x a(v2+1)

DA-DB = ;aV3(1 4 v3)’

Des deux expressions de DA-DB , on déduit :

ST T 1 2
DA DB =a*(1+V2)\/2+ V2cos o = 5a*V2(1 + V2)

s e BV2(1 4 V2) (AT
8§ AQ~TV2+2
@COSEZEX 2+\/§ X 2+\/§
8 2 Vorv2 V2442
T_1_2+v7(V2+V2)
:>COS§—§X M
< Cosgz%ﬂ

Corrigé de I'exercice 6.20 page 258

Réponse b..
D C
A

7

?

\
A 6 B

Donc :

Réponse b. En effet,

Amr El Bakouchi

Dans le triangle ABI rectangle en B,

~ IB 3 3 NG
cosl = =

Al - V2132 Va5 5

Or, AIB = DAI (angles alternes-internes formés par deux droites
paralléles et une sécante).

ﬁ'ﬁ:ADXAIXCOS(E,ﬁ)

:6x\/ﬁx§
= 18.

AC DE - (B + BC) - (7B - 5C)

_ A8 - BC?
:32_22
= 5.
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Réponse b. En effet,

F‘—.E)~F‘—G')=FE><FG><COS(F_E>,F_G>)

3T
=8 X H X —
cos4

=40 x <—\f>
= —20/2.

Réponse a. En effet, ABC' est un triangle tel que AB = 6, AC = 3 et BAC = g D'ou :

/TB)-A—C):ABXACXCOSEATE
T
=6x3 3 —
X xcosg
1

— T
* 3

=9.

Réponse c. En effet, dans un repére orthonormé, les vecteurs @ (—x +4;7) et ¥ (9;2x — 5) sont orthogonaux

lorsque :
U-T=0<= 9(-2+4)+722x—-5)=0
— —92+36+14x—-35=0
— Sr=-1
- r=-1.
)

Réponse d. C’est du cours.

Corrigé de I'exercice 6.21 page 259

() e 7(%).

Ainsi,
(T, T) = ¥-Jd 0 -13  -13
’ IZI <17l VEx+v34 170’
soit :

soit :
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ﬁ@ ot 7(‘51)

Ainsi,

soit :

a’@ ct 7<_51>.

Ainsi,

soit :

Corrigé de I’exercic%22_|gage 259
Dans le repere (A ; AB, AD),

/143 N
DE<+2> ot AF<1>

T -1
cos (¥, V) == — = ,
Il <17l v26

T

ou z est un nombre réel inconnu. On cherche & déterminer la valeur de z.

(AF) L (DE) «— DE-AF =0

Le point F doit donc étre tel que :

Corrigé de I'exercice 6.23 page 259
« AB-AC = AB x AC x cosa
=3 X \/m X COS &
= 3v10cos a.

Or, dans un méme temps,

V3 o1

<— 1+ ——=-2=0
—|—2 2z

— z=2+3.

BF = (24 3)BC

AB - AC = AB? (par projection orthogonale sur (AB) ).

On en déduit alors que :
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Cosx = 37 <~ |cosa =

=
2l
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. ﬁ-ﬁ:DFxDExcosﬁ

=1/22 412 x V2 x cos 8
=/10cos .

Dans un méme temps,

ﬁ@ uﬁ@ ~ DPF-DE=2+1=3.

Ainsi,
3
3=+v10cosff <= |cosf = —
5 B it
On en déduit alors que cos a = cos 3, soit a = .
Corrigé de I'exercice 6.24 page 259
D I C
- J
A B
Dans le repere (A ; AB ; H))), on a:
1 /1
AI<2> et AJ(3>.
1 i
On a alors, d’une part :
:47 A‘j*xzur ’*}Jr%*?
- W=aTaT g

et d’autre part :

—

AT - AJ = | AT|| x |AF]| x cos (Al; AJ).

Or, dans le triangle ADI rectangle en D, on a :

AP2=12+_ =2 soit Al =

12 5 NG
22 4 2

et dans le triangle ABJ rectangle en B, on a :

AJ2:12+§:% soit AJ=-
Donc :
ﬁﬁ:? X = xcos(ﬁ;ﬁ).
Ainsi, on a :
— 2 2
cos (AI; AJ) = @ = E
soit :
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Corrigé de I'exercice 6.25 page 259

Posons x = AD. )
Dans le repere (A; E ) ona:A—d( ) et BR(
x
2

R\H

(S
,_\
\_/

Ainsi, AC BR—O<:>—1+?—0
2
T
— =1
2
— g2 =2

= =2 car x > 0.
Ainsi, AD = /2.

Corrigé de I'exercice 6.26 page 260

Les triangles ABE et CBF sont égaux et respectivement rectangles en A et C, avec
FC = AF et BC = AB. Donc BE = BF.
De plus, d’apres le théoreme de Pythagore,

BE? = AB? + AE?

1
7a2+1a2
)
:1a2
BE = 4/ -a?

D’apres la formule du produit scalaire avec cosinus,

BE - BF = BE x BF x cos (BE, BF)
= BE?cos6

—_ —— 52

BE - BF = 4a cos 6

Dans le repére orthonormé (A ; AB, Iﬁ), ona:

donc :

Des questions précédentes, on déduit :

—_—

5 5
BE - BF = ZCLQCOSQZCLQ <— 16086‘21

4
— ==
COS 5

On en déduit alors que 6 =~ 37°.
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Corrigé de I'exercice 6.27 page 260
Dans le repeére (07 %O—A), %O—C)), on a :

B
C
H
__, A
D %()C
O
E
D_C:(;) et

Ainsi, N
DC-OM =2x3+3x(-2)=0.
On en conclut alors que DC et OM sont orthogonaux, et donc que les droites (DC) et (OM) sont perpendi-

culaires.
— —— —2 3
S CD-CM = :
o533 - (5)- ()
=—-2x3+4(=3) x (=5)
=—6+15

CD-CM =9

3 —
o Une équation réduite de (CD) est : y = 3% + 3. En effet, C’D(

—3 @83
est m = =75 De plus, 'ordonnée a 'origine est celle de C, donc p = 3.

2
3) donc le coeflicient directeur de (CD)

2 —
o Une équation réduite de (OM) est : y = —3% En effet, OM( 32> donc le coefficient directeur de (CD)
=2
est m = 3 De plus, 'ordonnée a l'origine est celle de O, donc p = 0.

3 2
e H(zg;yn) € (CD) donc yg = 5331{ +3et He (OM) donc yg = _ng' On en déduit alors que :

EAF W P S
gTH T o= Tt g TH T gtH =
13
<:>FxH:—3
— z *—3><6*—§
A= 13 13
d’ou :
__Z . _Z gLy 12
YH ="3%H = "3 13) " 13°

Ainsi, H fﬁ;g .
13713

Amr El Bakouchi 285 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



« A laide des coordonnées de H, on peut & présent calculer CH :

CH =/(zn —xc)* + (yu —yc)?

5 ()

e
~ Vi3

9 9V13
Vi3 13

Corrigé de I’exercice 6.28 page 261
A—)C'm:ACxAchos(A—C),A—M))

:AB\/ixAchosg
2

:L;MAM.
Bl AC - 4M = (4D + DC) - (AD + DM)

— AD-AD + AD - DM +DC - AD+DC - DM
—_—

=0 =0
= AD?* 4+ DC x DM
=1+DM.
Des deux questions précédentes, on déduit que :
V4 +2v2

5 AM =1+ DM.

Or,

AM = \/AD? + DM2 = /1 + DM?

donc 1’égalité devient :

Vit 22 Vit 22
%[AMzu—DM — %[\/1+DM2:1+DM

— <”4;2ﬂ V1+ DM2> = (1+ DM)?

(44 2v2)(1 + DM?)

— 1 =1+4+2DM + DM?
2 2 2 2

— +2f + ZIDMQ —1-2DM —DM?*=0
V2 V2

Le discriminant de I’équation précédente, d’inconnue DM, est :

2 2
A:(—2)2—4x£x£:2.
2 2
Les solutions sont alors :
2 -2 24+4/2
=v2-1 et =v2+1>1.
V2 V2

0< DM < 1donc DM =+/2—1.
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ﬂVecteur normal d’une droite

D Définition

Définition 24

Dans un repére orthonormé (O; 7, 7), on considére la droite D d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.

On appelle vecteur normal & D tout vecteur orthogonal a tout vecteur directeur de D.

Propriété 52

Dans un repere orthonormé (O; 7, 7), on a 1’équivalence suivante :

a
D a pour équation cartésienne ax + by +c=0 <~ ﬁ’( b) est un vecteur normal a D.

(b ~fa
La droite D a pour vecteur directeur u < > En posant 7 (b)’ on a :
a

u-n= (—b>.<a> =-bxa+axb=0.
a b

Ainsi, @ et 7 sont orthogonaux. 7 est donc bien un vecteur normal & D.

b Equations cartésiennes d’une droite perpendiculaire

Propriété 53

Soit D une droite passant par un point A, et de vecteur normal 7. On a 1’équivalence suivante :

MeD «— AM -7 =0.

Cette propriété nous permet, entre autre, d’établir une équation cartésienne d’une droite perpendiculaire & une droite
donnée et passant par un point.

£ Methode 1

Dans un repére orthonormé, on considére la droite (d) d’équation cartésienne —3x + 4y — 1 = 0.
On souhaite établir une équation cartésienne de la droite (A), perpendiculaire a (d) et passant par le point A (2; —1).

—4
ﬂ’( 3) est un vecteur directeur de (d).

M(z;y) € (A) « T-AM =0
—4 xr — 2
= (—3>'<y—<—1>>‘0
— —4xz—-2)+(-3)(y+1)=0
— —4r+8-3y—3=0

<— —4dr—-3y+5=0

Une équation cartésienne de (A) est donc —4z — 3y + 5 = 0.
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ﬂEquations cartésiennes de cercles

Propriété 54 (équation cartésienne canonique d’un cercle)

Soit Q (a;b) un point du plan rapporté au repere orthonormé (O; 7, 7).
L’équation cartésienne canonique du cercle de centre €2 et de rayon r est :

(z—a)®+(y—b)* =1

Dans un repére orthonormé, considérons deux points A (z4;ya) et B (zp;yp). Posons Q (a;b) le milieu de [AB].
Soit M (z;y) un point du cercle de diamétre [AB]. D’apres une propriété vue dans le chapitre précédent,

AM - BM = 0.
De plus,
AM (x_‘“> et BM <‘”_x3>
Y—Ya Yy—ys)
Ainsi,
AM -BM =0 < (TTA> : (TTB> =0
Y — YA Y —YB
— (z—za)(x—2zB)+(y—ya)ly—ys)=0
— 2% — (za+2p)z+zazp+9° — (Yya +yB)y +yays =0
— 22 -2x xiA—‘_me—i—waB—i—y"’ 2 X gays ‘) B Fyaysg = 0.
Or,
2 2
g2 Loy ZATOs, L ([ | DANDE Y| (TANEEY |, L a2
2 2 2
i 2 2
Yya +YB Yya +YB ya+yB
Po2x E—y=[(y-F) - (=) =@y-b>-?’
2 2 2
donc :
AM -BM =0 < (:L’fa)2 7a2+:L'A:L’B+(_//7MQ */’2+!/A\!/U =10
— (w—a)2+(y—b)2=a2+b2—xAxB—yAyB.
Or,
A+ 2IB ? YA +yB ?
a2+ b2 — x5 —Yyays = <T> + (T) — TATB — YAYB
_ R +2savp+3% | Y +2yayp +yh  4vars  4yays
4 4 4 4
_ %3 — 23435 + 3% +v4 — 2yays + U
4
_ (za—2zB)*+ (ya —yn)?
4
_ AB?
4

AB
En convenant de noter r = o le rayon du cercle (de diametre [AB]), on obtient ainsi :
AM BM =0 < (z—a)®+ (y—b)? =12
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Prendre un bon départ

Exercice type 21 » Trouver les coordonnées d’un vecteur normal

Dans un repere orthonormé, on considere la droite d’équation cartésienne 7z — 3y + 2 = 0.
Donner les coordonnées d’un vecteur normal a cette droite.

N N . , . - a
D’aprés le cours, un vecteur normal & une droite d’équation cartésienne ax + by 4+ c =0 est 1 b).

(7
Donc la droite d’équation cartésienne 7z — 3y + 2 = 0 a pour vecteur normal 7 ( 3).

A noter que tout vecteur colinéaire & 7 est aussi un vecteur normal & cette méme droite, comme par exemple le

{—14
vecteur —27 6

Exercice type 22 » “Etablire une équation cartésienne

Dans un repére orthonormé, on considére les points A (—7;—3), B(10;8) et C' (2;1).
Donner une équation cartésienne de la droite (d) perpendiculaire & (AB) passant par C.

Un vecteur directeur de (AB) est : A_B)<180 _((_37))) “oit A—B)<ﬂ>

Ainsi,

M (z;y) € (d) — AB-CM =0

() (0=
17(z—2)+11(y — 1) =0

172 - 34+ 11y — 11 =0
1724+ 11y —45=0

(RN

Une équation cartésienne de (d) est donc 17z + 11y — 45 = 0.

Exercice type 23 » Equation cartésienne d’un cercle

Dans un repére orthonormé, on considere le cercle C de centre 2 (—3;2) et de rayon r = 4.
Donner une équation cartésienne de C.
Le point E (—1;0) appartient-il & C ?

D’apres le cours, une équation cartésienne de C est :
(z—20)’+(y—ya)’ =1 <= (z—(-3))°+ (y—2)> =4>

Une équation cartésienne de C est donc (x + 3)% + (y — 2)? = 16.

De plus,
(xp+3)° 4+ (yp —2)2 = (1432 +(0-22=4+4=8+#16.
Donc E ¢C.
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Exercices

Droites

Exercice 7.1 (vecteur normal a une droite)

Dans un repére orthonormé, on considére la droite (d) d’équation cartésienne —3z + 5y + 1 = 0.

© =

Donner un vecteur normal & (d).

La droite (A) d’équation 10z + 6y + 7 = 0 est-elle perpendiculaire & (d) ?
Solution page 297

Exercice 7.2 (équations de droites perpendiculaires)

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne de la droite D dans un repere orthonormé.
A(—1;2), B(4;—-3) et D est la médiatrice de [AB].
D est la droite passant par A(1;3) et perpendiculaire & la droite D’ d’équation 2z — 5y + 3 = 0.

D est la tangente au cercle de centre O et de rayon 3 passant par le point de ce cercle d’abscisse 2 et
d’ordonnée positive.

(2 :
D a pour vecteur normal le vecteur n ( 1) et passe par le point A(—1;2).

Solution page 297

Exercice 7.3 (hauteur et aire d'un triangle)
Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on consideére les points A (4;—1), B(3;4) et C (—1;1).
Calculer le produit scalaire AB - AC.
a. Soit D le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB).
Justifier que AB - AD = AB - AC.
b. En déduire la longueur AD.
Déterminer la hauteur du triangle ABC issue de C.
Calculer l'aire du triangle ABC.

Solution page 298

Dans un repére orthonormé, on considére les points A (—1;3), B(5;0) et C (9;3).

Exercice 7.4

Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).
__ (-1
Déterminer une équation cartésienne de la droite D passant par le point C et de vecteur normal 7 ( 3 >

Démontrer que les droites D et (AB) ne sont pas paralléles.

On admet que le point E (3;1) est le point d’intersection de ces deux droites.
Les droites D et (AB) sont-elles perpendiculaires ?
On donne AE = 2V/5 et EC = 24/10.

Calculer la mesure en degrés de 'angle AEC. Solution page 299
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Exercice 7.5 (orthocentre d’un triangle)

Dans un repere orthonormé, on considere les points A (—1;3), B (5;—2) et C' (9;4). Déterminer les coordonnées
de lorthocentre de ABC.
Solution page 299

Exercice 7.6 (projetés orthogonaux sur une droite)
On se place dans un repére orthonormé.
Dans chacun des cas suivants, déterminer les coordonnées du projeté orthogonal de A sur la droite (d).

. A(—1;2) et (d) a pour équation cartésienne —2z + 3y — 5 = 0.
. A(L; (d) a pour équation cartésienne 3z — 5y — 7 = 0.

A(— 67 7) et (d) a pour équation cartésienne —5x — 8y + 3 = 0.

A(7;1) et (d) a pour équation cartésienne 3z + 5y + 8 = 0.
Solution page 300

Exercice 7.7 (ligne de niveau : parabole)

Dans un repere orthonormé, on considére le point A (2;4). On souhaite déterminer ’ensemble géométrique des
points équidistants de A et de I’axe des abscisses.

A tout point M du plan, on note H son projeté orthogonal sur 'axe des abscisses ; autrement dit, H a la méme
abscisse que M, et son ordonnée vaut 0.
On appelle distance de M a Uazxe des abscisses la longueur M H ; c’est donc 'ordonnée de M.

On considére un point H (a;0), projeté orthogonal d'un point M de ’ensemble cherché sur 'axe des abscisses.
Etablir I’équation réduite de la médiatrice de [AH], puis déterminer I’équation cartésienne de I’ensemble des
points M tels que MA = MH.

Solution page 302

Exercice 7.8 (distance d’un point a une droite)
Partie A
Dans un repere orthonormé, on considére le point A (6;4) et la droite (d) d’équation cartésienne 3z +5y —2 = 0.

L’objectif de cet exercice est de déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A sur (d), et la
distance entre A et (d), c’est-a-dire AH.

Déterminer une équation cartésienne de (d'), perpendiculaire & (d) passant par A.
En déduire les coordonnées de H.
Calculer alors AH.

Partie B (pour les futurs éléves de Maths expertes)
Dans cette partie, on se propose de généraliser les calculs qui ont été faits dans la partie A.
On consideére alors une droite (d) d’équation ax + by + ¢ = 0 et un point A («;f3).
Etablir une équation cartésienne de la droite (d'), perpendiculaire & (d) et passant par A.
Exprimer alors les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A sur (d).
Exprimer la distance du point A & la droite (d).
Solution page 303
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Cercles

Exercice 7.9 (équations canoniques de cercles)

Pour chacune des questions suivantes, une équation cartésienne de cercle est donnée.
Donner les coordonnées du centre du cercle ainsi que son rayon dans un repére orthonormé.

B Ge-32+w-12=9 Ber3?+@-492=2
B +2=1 B @+ +y+2)?2=3

Solution page 305

© =

Exercice 7.10 (équations cartésiennes de cercles)

Dans chacun des cas suivants, donner une équation cartésienne développée du cercle C.
C a pour centre le point A (—1;2) et pour rayon 2.
C est le cercle de diameétre [AB], on A(2;—1) et B(—2;3).
C est le cercle de centre A (4;3) tangent au cercle C’ d’équation (x — 1) + (y — 2)2 = 1.
Solution page 305

Exercice 7.11 (équations cartésiennes de cercles)

Dans chacun des cas suivants, trouver le centre et le rayon des cercles dont on donne une équation cartésienne
dans un repere orthonormé.

B2 +2—62+10y+18=0 B 3:2+32-6:-3y-33=0
B 2+ 4?18 - 14y +105=0 B 922 +9y° + 120+ 6y —20=0
Solution page 305
Exercice 7.12 (équations cartésiennes de cercles et intersection)

On considere le cercle C d’équation 22 + y? — 6z — 4y + 9 = 0.
Donner son rayon et les coordonnées de son centre A.

On considére maintenant le cercle C’ de centre C, dont le rayon est le double de celui de C et qui est tangent & C
au point B (5;2).

Donner 1’équation de C’.

On souhaite maintenant construire un cercle C; dont le diametre est le triple de celui de C et qui est tangent a C
et C’. On appelle D le centre de C; de sorte que son ordonnée soit positive.

Expliquer pourquoi AD = 8 et CD = 10.
Calculer alors les coordonnées de D.
Donner alors une équation cartésienne de C;.
On appelle F le point d’intersection de C’ et Cy, et F' celui de C et C;.
E Les droites (AFE), (CF) et (DB) sont-elles concourantes ?
Solution page 306
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Exercice 7.13 (cercle passant par 3 points)

Soient A(1;1), B(2;—-2) et C(—6;2).

Justifier brievement que les médiatrices de deux cordes quelconques d’un cercle se coupent toujours en le
centre de ce cercle.

En déduire alors une équation cartésienne du cercle passant par A, B et C.

Solution page 308

Droites et cercles

Exercice 7.14 (intersection de cercles et de droites)

Dans chacun des cas suivants, déterminer les coordonnées du ou des points d’intersection du cercle C et de la
droite (d).

Blc: x-32+@w+22=9et(d):y=-1.
Blc: @+32+@w-22=9et(d):2=—4

Solution page 310

O ®

Exercice 7.15 (QCM)

Pour chacune des questions, une seule des quatre réponses proposées est correcte.

Les questions sont indépendantes.

Aucune justification n’est demandée mais il peut étre nécessaire d’effectuer des recherches au brouillon pour aider
a déterminer votre réponse.

ABC est un triangle tel que AB =3, BC' =5 et AC = 6. On a alors AB . AC égal a :

a. —18. b. 10. c. 26. d. 0.

Dans le plan muni d’un repére, une équation cartésienne du cercle de centre A (—2;3) et de rayon 4 est :

a. (x+2)%2+(y—3)2=2. c. (z+2)?+(y—3)2=16.
b. (z—2)%?+ (y+3)*=2. d. (z—2)%+ (y+3)* = 16.

On considere le triangle ABC tel que AB =5, AC =7 et BAC = 60°. Que vaut BC?

a. v/109. b. V74. c. —35v/3+ 74. d. v/39.

Dans un repére orthonormé le cercle C a pour équation 2 — 2z + 3% +y = 3 et la droite D pour équation
y=1.
a. C et D n’ont aucun point d’intersection.
b. C et D ont un seul point d’intersection.
c. C et D ont deux points d’intersection.
d. On ne peut pas savoir combien C et D ont de points d’intersection.

Soit la droite (d) d’équation cartésienne 22 — y + 1 = 0. Sachant que la droite (d;) est perpendiculaire & la
droite (d), une équation de (d;) peut étre :

a. r—2y+2=0. b. z4+2y—1=0. c. 2z4+y—1=0. d z—y+2=0.
Solution page 310

Bl !
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Exercice 7.16 (droites et cercle circonscrit)

© &

Dans un repére orthonormé (O; 7, 7), on considére les points A (3;0), B (2;7) et C'(—6;3).
Déterminer les coordonnées des vecteurs AB , AC et BC.
Le triangle est-il rectangle 7 Est-il isocele 7 Est-il équilatéral ?
On note I et J les milieux respectifs de [AB] et [AC].

Déterminer leurs coordonnées.

On note (D) et (D') les médiatrices respectives de [AB] et [AC].
Déterminer une équation cartésienne de ces médiatrices.

Calculer les coordonnées du point d’intersection de (D) et (D’).
E En déduire une équation cartésienne du cercle C circonscrit au triangle ABC.
Déterminer les coordonnées du point d’intersection de C et (D’).

Solution page 311

Exercice 7.17 (équation d’une droite et d’un cercle)

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O; 7, 7), on considére le cercle C de centre A (2;0) et de rayon 2 et
le cercle C' de centre B (18;0) et de rayon 14.

Soit (d) la droite passant par O et faisant un angle de 30° avec 1’axe des abscisses; elle coupe C’ en deux points

I et J, J étant le point le plus éloigné de O. -

On consideére les points E (4;0) et F(32;0). On s’intéresse & la mesure de 'angle JEF.

Déterminer une équation de la droite (d).

Déterminer une équation du cercle C’.

En déduire les coordonnées de J.

Calculer EF - E.J , puis en déduire une mesure de JEF en degrés.

Solution page 3183

Exercice 7.18
Dans un repére orthonormé (O; 7, 7), on consideére les points A (3;1), B(—3;3) et C'(2;4).

Montrer que 1'équation = + 3y — 6 = 0 est une équation cartésienne de la droite (AB).

Déterminer une équation cartésienne de la droite (d), perpendiculaire & la droite (AB) et passant par le
point C.

En déduire les coordonnées du point K, projeté orthogonal du point C' sur la droite (AB).
Calculer la distance AB et déterminer les coordonnées du milieu M du segment [AB].
En déduire une équation du cercle de diametre [AB].
Solution page 313

Exercice 7.19 (un bilan)

Dans un repere orthonormé, on considere :
o la droite (d) passant par les points A (—7;2) et B(8;—-3),
o la droite (d') passant par E (—2;7) et perpendiculaire & (d),
o le cercle (C) de diametre [AB].
Déterminer une équation cartésienne de la droite (d).

Déterminer une équation cartésienne de la droite (d').
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88 Déterminer une équation cartésienne du cercle (C).

8 Déterminer les coordonnées du point d’intersection des droites (d) et (d').

i) Le point E appartient-il au cercle (C) ?
E Déterminer les coordonnées des points d’intersection de (C) avec la droite d’équation z = 5.

Solution page 315

Exercice 7.20 (hauteur d'un triangle et cercle)

Dans un repére orthonormé (O; 7, ), on considére les points A (0;4), B (3;6) et C (6;0).
Soit H le pied de la hauteur du triangle ABC issue de B.

Déterminer les coordonnées de H.
Déterminer une équation cartésienne du cercle C de diameétre [BH].

On appelle E et F les points d’intersection de C avec respectivement [AB[ et |BC].
Le triangle EF H est-il rectangle en H ?

—
Dans la négative, donner une mesure approchée au degré pres de EHF.

Solution page 316

Exercice 7.21 (exercice de recherche)

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b afin que la droite d’équation azx 4 by + 12 = 0 coupe
le cercle d’équation (z + 2)? + (y — 4)? = 36 en deux points distincts.
Solution page 318
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Corrigé de I'exercice 7.1 page 291

— -3 N
Un vecteur normal & la droite (d) d’équation —3z + 5y +1=0est © < 5 ) d’apres le cours.
— _b N
Un vecteur directeur d’une droite d’équation ax + by + ¢ =0 est u ( > d’apres le cours de Seconde.
- a

(-6
Ainsi, un vecteur directeur de (A) : 10z +6y+7=0est u (10>.

On constate alors que @ = 27 donc @ et 7 sont colinéaires. Cela signifie que 7@ est aussi un vecteur directeur
de (A).

7 étant aussi un vecteur normal & (d), cela signifie que (A) est perpendiculaire a (d).

Corrigé de I'’exercice 7.2 page 291
BJ A(-1;2), B(4;-3) et D est la médiatrice de [AB].
On a donc ZE( 55).

Le milieu de [AB] est I (3;—3).
M(z;y) €D <~ AB-IM =0
5 3
= (%) ()=
-5 Y+ 3
3 1
c#S(x—§>—5<y+§>—0

<— S5xr—5y—10=0
— rz—-—y+2=0.

Une équation cartésienne de D est donc z —y + 2 = 0.

D est la droite passant par A (1;3) et perpendiculaire & la droite D’ d’équation 2z — 5y + 3 = 0.

(2 . a .
Un vecteur directeur de D est un vecteur normal de D', soit par exemple u ( 5). Ainsi, une équation de D

est de la forme :
—bxr—2y+c=0 , ceR.

A(1;3)eD <= -5x1-2x3+¢=0 < c=11.

Une équation cartésienne de D est donc 5z + 2y — 11 = 0.

D est la tangente au cercle de centre O et de rayon 3 passant par le point de ce cercle d’abscisse 2 et d’ordonnée
positive.
Dans ce cas, D est perpendiculaire & (OA), ou A est le point du cercle d’abscisse 2. Son ordonnée est y =

V32 -22 =+/5donc A (2;\/5_)).
5 5 _ g
Ainsi, (OM) a pour équation y = gm‘, ou encore %x —y = 0, dont un vecteur normal est 7 (_21>

D a pour vecteur directeur 7 car elle est perpendiculaire & (OM) donc une équation cartésienne de D est :

5
—m—%y+c=0 , ceR.
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VB

5 9
AeD «— —2—7><\/5+c=0 = c=.

Une équation cartésienne de D est donc 2z + /5y — 9 = 0.

(2 g
D a pour vecteur normal le vecteur 7 ( 1> et passe par le point A (—1;2).

M(z;y) €D < AM -7 =0

). W (x+1).(2)0
y—2 —1

— 2(z+1)—-1(y—2)=0

— 2r—y+4=0.

Une équation cartésienne de D est donc 2x —y — 4 = 0.

Corrigé de I'exercice 7.3 page 291
—_— = —/—1
1] AB(xB “) = AB( )
YB — YA 5
— /-5
De plus, AC 5 )
Donc :

AB-AC = —1x (=5)+5x 2 = 15.
H a. Soit D le projeté orthogonal du point C' sur la droite (AB). Donc A, D et B sont alignés dans cet ordre
(un schéma pourra vous convaincre). Donc AB-AD = AB x AD.
De plus, d’apres le cours AB - AC = AB x AD (car D est le projeté orthogonal de C' sur (AB)).
Ainsi, AB.-AD = AB - AC.
b. On sait (question 1) que AB-AC =15 et que AB - AC = AB x AD; donc :
15 15 15 1526

AB” \CIEP+s VB %

La hauteur du triangle ABC issue de C est la longueur CD.
Dans le triangle CDA rectangle en D, on a :

AD =

CD? = AC? — AD?
152
— (52 4192y _ 22
(5% +2°) o
5
2
_ 23V/26
T2

CD

L’aire du triangle ABC est :

_ABxCD

B 2

_ /26 X 23%%
2

A

23
A=3
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Corrigé de I'exercice 7.4 page 291

— (- (-1 — (5 — (-1
M (z;y) € (AB) <= AM(xy E 5 )> et AB(5 0 E 5 )) sont colinéaires

W(m * 1)) et A—B)< 6)> sont colinéaires
y—3 -3
—-3(z+1)—6(y—3)=0
—3r—-—3—-6y+18=0

—3r—6y+15=0 (on pourrait s’arréter 1a)

rren g

xr+2y—5=0 (en divisant tous les coefficients par (—3))
Une équation cartésienne de (AB) est donc : 4+ 2y — 5 = 0.

-1
D a pour vecteur normal Tz’< 3 > donc une équation cartésienne de D est de la forme :

—1lz+3y+c=0.
Or, C € D donc —z¢ + 3yc + ¢ = 0, soit :
—94+3x3+c=0 < c=0.

Finalement, une équation cartésienne de D est : —x + 3y = 0.

—/6 (-3
Un vecteur directeur de (AB) est AB (_3) et un vecteur directeur de D est u (_1>.

-3 -1 -1 1
Or, 5 -2 et —=3=3 donc les coordonnées des deux vecteurs ne sont pas proportionnelles, ce qui signifie
qu’ils ne sont pas colinéaires.

Les deux droites (AB) et D ne sont donc pas paralléles.

AB - T =6 x (=3) 4+ (—3) x (=1) = =18 + 3 = —15 # 0 donc les deux vecteurs ne sont pas orthogonaux.
Les droites (AB) et D ne sont donc pas perpendiculaires.

—=(~1-3 a4\ | —(9-3 — (6
EA<3_1> = EA<2> etEC<3_1> = EC<2>.

ﬁ-ﬁ:EAXECXCOS(ﬁ,E_C))

(_24) . <g) = 2v/5 x 2v/10 X cos (E_A),E_C))

—24 + 4 = 4/50 cos (ET&,E—G)
—20 V2

07V2 2

AEC ="
C=7

cos (EfA:ETé) =

Corrigé de I'exercice 7.5 page 292
Je rappelle que l'orthocentre d’un triangle est le point d’intersection de ses hauteurs.
Il faut donc déterminer les équations cartésiennes de deux hauteurs.

o La hauteur issue du sommet C' est perpendiculaire & (AB). Si M (z;y) est un point de cette hauteur, alors
AB.ChM=0 — (%) . (* % 2o
-5 y—4
<~ 6(x—9)—5(y—4)=0
< 6x—5y—34=0
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Une équation cartésienne de la hauteur issue de C' est donc 6z — 5y — 34 = 0.

o La hauteur issue du sommet B est perpendiculaire & (AC). Si M (z;y) est un point de cette hauteur, alors

AC-BM =0 < <1O>-($_5):0
1 y+2
< 10(z—-5)+(y+2)=0

< 10z +y—-48=0.

Une équation cartésienne de la hauteur issue de B est donc 10z +y — 48 = 0.

On doit donc résoudre le systeme :
6x —5y=34 L, 6x — 5y = 34 Ly
—
10z 4+ y=48 L2 50x + 5y =240 5L,

6r—5y=34 Ly« L,
56 =274 Ly+— L1+ Lo

137
On en déduit que =z = 8 et en remplagant cette valeur de x dans I’équation 10x + y = 48, on obtient :

137 13
= 4 - 1 _———,
y=48-10x5r="1
1 1
Ainsi, l'orthocentre de ABC' a pour coordonnées (2387 ; —12)

Corrigé de I'exercice 7.6 page 292

A(—1;2) et (d) a pour équation cartésienne —2zx + 3y — 5 = 0.
Notons H (a;b) le projeté orthogonal de A sur (d), et @ un vecteur directeur de (d).

Alors,
— - a—+1 =3\
AH - © =0 < (b—2) <_2>0
— —-3(a+1)—20b—-2)=0
<— —-3a—-2b+1=0.

De plus, H € (d) donc ses coordonnées vérifient son équation :

—2a+3b—5=0.
On a ainsi :
—3a—-2b=-1 I, -l 6a + 4b =2 Ly +— —2I,
—2a+3b=5 Lo —6a+9b=15 Lo <+— 3Lo

6a+ 4b=2 Ly +— I,
136 =17 Lo<+— L1+ Lo

17
On en déduit que b = — et, en remplacant b par cette valeur dans I’équation —2a + 3b = 5, on obtient

13
A 6
|
Ainsi, H —1;1—7 .
13713
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A(1;6) et (d) a pour équation cartésienne 3z — 5y — 7 = 0.
Notons H (a;b) le projeté orthogonal de A sur (d), et ¥ un vecteur directeur de (d).

Alors,
— a—1 5
AH -4 = - =
u=0 < (b—6> <3> 0
<~ 5(a—1)+3(b—6)=0
<= 5a+3b—23 =0.
De plus, H € (d) donc ses coordonnées vérifient son équation :
3a—5b—T7=0.
On a ainsi :

3a—5b=17 Ly 15a — 250 =35 Lo <— 5L,

15a+ 9=69 L;<+— L,
34b = 34 Lo+— Ly — Loy

On en déduit que b = 1 et, en remplagant b par cette valeur dans I’équation 3a — 50 = 7, on obtient a = 4.
Ainsi, H (4;1).

A(—6;—T7) et (d) a pour équation cartésienne —5z — 8y + 3 = 0.
Notons H (a;b) le projeté orthogonal de A sur (d), et @ un vecteur directeur de (d).

Alors,
s a—+6 8
AH - ¥ = . =
u =0 < (b+7> <_5> 0

<~ 8(a+6)—50b+7) =0
<= 8a—5b+ 13 =0.

De plus, H € (d) donc ses coordonnées vérifient son équation :

—ba —8b+3 =0.
On a ainsi :
8a—bb=-13 I, - 40a — 25b = —65 L1 +— 514
—5a — 8= —3 Lo —40a — 64b = —24 Lo +— 8L
40a — 25b = —65 Ly +— L,
— 89b = —89 LQ(—L1+L2
On en déduit que b = 1 et, en remplagant b par cette valeur dans I’équation —5a —8b = —3, on obtient a = —1.

Ainsi, H (—1;1).

A(7;1) et (d) a pour équation cartésienne 3z + 5y + 8 = 0.
Notons H (a;b) le projeté orthogonal de A sur (d), et @ un vecteur directeur de (d).

Alors,
— a—"7 -5
AH - ¥ = . =
7 0<:>(b_1> (3) 0

— —5(a—-T7)+3(b—-1)=0
< —b5a+3b+32=0.
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De plus, H € (d) donc ses coordonnées vérifient son équation :

3a 4+ 5b+ 8 = 0.

On a ainsi :

—ba + 3b = —-32 Ly PN —15a + 9b= —96 Ly +— 3L,
3a +5b= -8 L2 15a + 25b = —40 L2 — 5L2

—15a+ 9b = —96 L1 “— Ll
34b = —136 Lg — Ll + L2

On en déduit que b = —4 et, en remplagant b par cette valeur dans ’équation 3a + 5b + 8 = 0, on obtient
a=4.

Ainsi, H (4;—4).

Corrigé de I'exercice 7.7 page 292
Le milieu I de [AH] a pour coordonnées :

I<J3A+$H;yA+yH> _ (a+2;2).

2 2 2

Posons M (z;y) un point de la médiatrice de [AH]. Alors,

— ——= —92 _ at2
AH IM =0 — (“ ><x 2 >:0
—4 y—2
20 —a —2
— (a2)($2a>4(y2)0
1
= 5(@—2)(23:—@—2)—4y+8=0
1
= 5(2ax—a2—2a—4x+2a+4)—4y+8=0
1
= (a72)x75a2+10:4y
1 1 5
= _(@=2)z= —a>+=.
— vy 4(a ) g% —|—2
. SPP Aot 1 1, 5
L’équation réduite de la médiatrice de [AH] est donc y = i(a —2)x — g% + 3

M a pour abscisse a (car H est son projeté orthogonal sur I'axe des abscisses, donc les deux points ont la méme
abscisse). Ainsi, en remplagant = par a dans I’équation réduite de la médiatrice de [AH], on trouve l'ordonnée de

M en fonction de son abscisse a :

1, 1 n 5
=—-a‘—-a+ =.
YT T
a représentant une abscisse, on peut remplacer cette lettre par x. On obtient ainsi I’équation de I’ensemble des

1 1 5
points M (z;y) tels que M A = MH : c’est I'ensemble d’équation cartésienne y = §m2 — 51’ + 3
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Corrigé de I'exercice 7.8 page 292

Partie A

D’apres le cours, w < 3 ) est un vecteur directeur de (d).

Considérons un point M (z;y) sur (d'). Alors,

=< (7o) =
— 5@z —6)+3y—4)=0

— —-5z+3y+30—-12=0
— —-Sr+3y+18=0

Ainsi, une équation cartésienne de (d') est —5x 4+ 3y + 18 = 0.

Pour trouver les coordonnées du point d’intersection de (d) et (d'), résolvons le systeme suivant :

3z+by— 2=0 Iy — 1524+ 25y —10=0 L1+« 5L,
=5 +3y+18=0 Lo —15z+ 9y+54=0 Lg <+ 3Lo

3z+ by— 2=0 I

3xr+5y—2=0
= 44 22

De L1, on déduit :

Ainsi, | H g;—2 ;
17" 17

De la question précédente, on déduit :

AH = \/(zg —x4)2 + (yg — ya)?

(- (5
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Partie B

M(z;y) e (d) — AM-% =0
= (25)(3) -
y—p5 a
— —blz—a)t+aly—p)=0
<~ —br+ay+ba—af=0

Ainsi, une équation cartésienne de (d’) est —bx + ay + ba — af = 0.

Il fau( I‘eS()udI‘e le SySle\ me :
Q. + b + = O ab + b + b = O L
{ z y c { -z y C ( )

—bx +ay+ba—af =0 —abx + a?y + a(ba —aB) =0 (Ls)

(L1) + (Ly) <= (a® +b*)y +bc+ alba—aB) =0
_be+ a(ba — ap)

= y= T
De méme,
ar+by+c=0 a’x + aby + ac =0 (L1)
—bx+ay+ba—af =0 b x —aby — b(ba —afB) =0 (L2)

(Ly) + (Lg) <= (a®+b*)z + ac — b(ba —aB) =0

b(ba — afB) — ac
L. b(ba — af) —ac  bc+ a(ba — af)
On en déduit alors que | H ( Z1 0 ;— 21 .

Pour exprimer la distance du point A a la droite (d), on calcule AH :
AH =/(zg — 24)? + (ya — ya)?

2 2
_ \/(b(baa—2 iﬁb)Q— ac a) N <_ be —&—aa2(lfb; aB) ﬂ)

b \/(bza—abﬁ—ac—aza—b2a>2+ (bc—i—aba—aQﬁ—l-aQ,B—l-bQB)z

a? + b2 a? + b2

(abB + ac + a%a)? + (be + aba + b23)?
- \/ (a2 + b2)?
_ /a2(bB + ¢+ aa)? + b2(c + aa + bB)?
B a? + b2
V/(@% + b?)(ac + bB + )2
N a? + b?
va? +b?

=i | ac+ b8+ ¢ |

—\/m|aa+ B+ c|

| ace + b5 + ¢ |
Va5

AH =
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Corrigé de I'exercice 7.9 page 293
(x—3)24+ (y—1)2=9:9Q(3;1) est le centre de ce cercle, et r = /9 = 3 est son rayon.
2+y?=1 < (2—-0)2+(y—0)2=12:0(0;0) est le centre de ce cercle, et r = 1 est son rayon. C’est le

cercle trigonométrique.

(z+3)2+(y—4)2=25 < (z—(-3))

son rayon.

(z4+1)2+y+2?2=3 <= (z-(-1)

r= \/§ est son rayon.

4 (y—4)2 =52: Q(—3;4) est le centre de ce cercle, et r = 5 est

, 3 (y — (—2))2 = (\/§)2 : Q(—1;—2) est le centre de ce cercle, et

Corrigé de I'exercice 7.10 page 293
C a pour centre le point A (—1;2) et pour rayon 2.

MeC (m—(—1)2+(y—2)2:22
— 2?42 +1+y  —4dy+4=4
— 24y 422 —4y+1=0.

Une équation cartésienne de C est donc 22 + 3% + 2z — 4y + 1 = 0.
C est le cercle de diametre [AB], ou A(2;—1) et B(—2;3).

MeC < MA-MB=0
r—2 z+ 2 _
= <y+1>'<y—3) T
(z=2)(z+2)+(y+1)(y—3)=0

2> —4+y2—3y+y—-3=0
w?+9y? -2y —3=0.

111

Une équation cartésienne de C est donc 22 + 3% — 2y — 3 = 0.

C est le cercle de centre A (4;3) tangent au cercle C’ d’équation (z — 1)% + (y — 2)? = 1.
C" a pour centre le point B (1;2) d’aprés son équation.

C et C’ sont tangents donc le rayon de C est r = AB — 1 (« 1 » étant le rayon de C').
AB =+32+12=+10 donc r=+10— 1.
Ainsi,

MeC «— (z—4°+(y—3?2>=(Vi0-1)
— 2> -8+ 16+93% —6y+9=10—-2V10+1
— 22 +y? — 8z — 6y + 14+ 2v10 = 0.

Une équation cartésienne de C est donc 22 + 32 — 8z — 6y + 14 + 24/10 = 0.

Corrigé de I'exercice 7.11 page 293
22 +y? — 6z + 10y + 18 = 0.
On commence par réunir les = et les y :
(x? — 6z) + (y* + 10y) = —18.

Ensuite, on fait apparaitre les carrés a I'aide de P'égalité 22 + 2az = (z £ a)? — a® :

(-32-9+(y+5)>—25=-18
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soit :
(z—3)%+ (y+5)> =16 = 4°.

L’équation est donc celle du cercle de centre 2 (3; —5) et de rayon r = 4.

2 +y? — 182 — 14y 4+ 105 =0 < (22 — 18z) + (3 — 14y) = —105
= (z-9)2-81+(y—7)>—49= 105
= (z-92+(@y—-72=5%
L’équation est donc celle du cercle de centre Q2 (9;7) et de rayon r = 5.

3x2+3y276z73y733:0<:>x2+y27233—y—11:0 (on divise tout par 3)
— (-1 -1+ 1)* 1 11
g5 — = - = E— S—
Y73) 1

=)= )

1 7
L’équation est donc celle du cercle de centre §2 (1 ; 2) et de rayon r = 3

4 2 20
9x2+9y2+12m+6y—20:0<:>x2+y2+§x+§y:§
= (o+2) 24 (yel) LoD

3) "97\""3) "97 7

— +22+ +12—52
T3 e =) e

2 1 5
L’équation est donc celle du cercle de centre €2 <—3 ; —3) et de rayon r = 3"

(on divise tout par 9)

Corrigé de I'exercice 7.12 page 293
4yt —6r—Ady+9=0 < (22 —624+9)+ (1> —4y) =0
= (z-3°+y—-2%-4=0
— (-3 +(y—2)?° =22
Ainsi, C a pour rayon r = 2 et pour centre A (3;2).

En faisant une figure, on voit que C'(9;2), donc une équation de C’ est :
(x—9)2 + (y — 2)% = 42

Une équation de C’ est alors 2% + y% — 182 — 4y + 69 = 0.

C; est tangent a C; notons T leur point d’intersection.
Alors, AD = AT\ + D17 =2+3x2=8.
De méme, CD =4+ 6 = 10.
‘4‘ Notons D (z;y).
o« AD? = (2-3)2+ (y—2)? =22 +y%— 6z —4y+13 et AD? = 82 = 64 donc x2 + 32 — 62 — 4y + 13 = 64,
soit 22 + y? — 6z — 4y = 51 (1).
e CD?> = (2 — 92+ (y—2? = 22 +y> — 18x — 4y + 85 et CD? = 10° = 100 donc
2?2 + y? — 18z — 4y + 85 = 100, soit 22 + y? — 18z — 4y = 15 (2).
Ainsi, (1) — (2) < 122 =36 < z =3.
Or, AD =8 donc y =8+ y4 =8+ 2 =10.

Ainsi, D (3510).
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B vea < @-32+@y-102=6
— 2% +y? — 62 — 20y + 109 = 36
— 22 +y?—62x—-20y+73=0
Une équation cartésienne de C; est alors x2 + y? — 6z — 20y + 73 = 0.
. C' © 22+ — 182 —4y+69=0
e (1 : 2 +y%> — 62— 20y +73=0
E(z;y) eCUC < 2?2 +1y* — 18z —4y+69 =22+ y> —62—20y+73=0
<~ 12z —16y+4=0
— 3r—4y+1=0

3 1

En remplacant y dans I’équation de C’ (par exemple), on obtient :

2
3 1 3 1
22+ y? — 182 — 4y +69 =0 — x2+<4x+4> —18x—4<4x+4>+69:0

1
— z2+%x2+%x+ﬁ—18x73171+69:0
zij_@x+1089_0
16 8 16
< 2522 —3302z+1089 =0

<~

A = (—330)% — 4 x 25 x 1 089 = 0.

donc I’équation admet une unique solution :

L3033
50 57
g y= 3 B 1%
YT s Ta T 5
33 26
O 1 EF{—:—).
n a alors (5,5>
e C : 22+ y? — 6z —4y+9=0 (E)
o (4 : 224+ y? — 62— 20y + 73 =0 (Es)

En faisant (E;) — (F2), on obtient :

F(z;y) eCUl < 16y =64
— y=4.

On obtient alors F'(3;4).

3 _3
AE<256 >, soit AE(1
22

5

5

[=2]

). Donc une équation de (AF') est de la forme :

o

16 18
—z——y+c=0

R.
5 5 , cE

A€ (AE) < 16x4 —18ya+ =0
— 48-36+c =0
—  =-12.

Une équation de (AE) est alors 8z — 9y — 6 = 0.
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CF (;6) donc une équation de (C'F) est de la forme :

204+ 6y +c=0 , ceR.

C e (CF) donc2x9+6x2+c¢=0, soit ¢c=—30.
Une équation de (C'F) est alors « + 3y — 15 = 0.

/9
DB( 8) donc une équation de (DB) est de la forme : =8z — 2y +c¢ =10, c € R.

B € (DB) donc =8 x5 —2 x 2+ ¢ =0, soit ¢ = 44.
Une équation de (DB) est alors 4o +y — 22 = 0.

Le point d’intersection €2 (z;y) de (AE) et (C'F') est tel que :
8 —9y—6=0 (L)
z+3y—15=0 (L2)

116 49
En faisant 8(Ls) — (L1), on obtient 33y — 116 = 0, soit y = 33 et donc z =15 — 3y = ~7

On remplace ces valeurs dans 1’équation de (DB) :

Donc (AE), (CF) et (DB) ne sont pas concourantes (malgré ce que I'on aurait pu penser a la vue de la figure).

9 A

Q

(S
—_
V\K
=T
(&)
©
at

Corrigé de I'exercice 7.13 page 294

Soit C un cercle quelconque. Posons alors [EF] et [I.J] deux cordes quelconques de C, c’est-a-dire que les points

E, F, I et J sont sur C (on dit qu’ils sont cocycliques).
Posons 2 le centre de C ; alors, les triangles QFEF et 1J sont isoceles en €2, ce qui signifie que, dans le triangle
QFF, la médiane issue de 2 est aussi la médiatrice de [EF].

Amr El Bakouchi 308 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



De méme, dans le triangle Q1.J, la médiane issue de € est la médiatrice de [I.J].
Par conséquent, les médiatrices de [EF] et [IJ] passent par €.

Conclusion : les médiatrices de deux cordes quelconques d’un cercle passent toujours par le centre de ce cercle.

On souhaite que le cercle passe par A, B et C donc [AB] et [BC] sont deux cordes du cercle.
Soit I le milieu de [AB]; ainsi,

_yatys 1

et

TA+ TR §
2 2 2’

S

Cherchons une équation cartésienne de la médiatrice de [AB]; pour cela, posons M (z;y) un point de cette

médiatrice. Alors,
_3
IM-AB=0 < (x f><1>=
Yy+3 -3

3 3
= rz-—--3y—=-=0
R )

<— x—3y—3=0.

Une équation cartésienne de la médiatrice de [AB] est donc  — 3y — 3 = 0.

Soit J le milieu de [BC]. Alors,

5 ot 3
By = == = —,
J B Y B

Soit M (z;y) un point de la médiatrice de [BC]. Alors,
JM-BC:O<:>< §>< ):0
Yy—3 1
3

35
S —2 *717*?4’3/*5—0

— Tr—y+19=0.

Une équation cartésienne de la médiatrice de [BC] est donc 7z —y + 19 = 0.

Pour trouver I’abscisse du point d’intersection des deux médiatrices, on doit résoudre le systeme :

r—3y=3 L4 — x—3y=3 Ly +— 14
Tx— y=-19 Ly 21x — 3y = =57 Lo <— 3L,
X — 3y =3 Li+— Ly
<~
20x = —60 L2 — L2 — L1
On en déduit alors que = —3 et en remplagant x par —3 dans L;, on trouve y = —2.

Ainsi, le centre Q du cercle passant par A, B et C' a pour coordonnées (—3; —2).

De plus,
QA% = (24 — 20)* + (ya — ya)?
=(1+3)°+(1+2)?
=164+9
= 25.

Or, QA est le rayon du cercle. Ainsi, une équation cartésienne du cercle passant par A, B et C est :

[z +3)* + (v +2)° = 25
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Corrigé de I'exercice 7.14 page 294
C:(z—32+(y+2)2=9et (d):y=—1.

On sait dores et déja que l'ordonnée des points d’intersection est égale a —1 car ils appartiennent a (d).
Remplacons alors y par —1 dans ’équation du cercle. On obtient :

(x—3)%=8
soit :
x—S:\/g ou x,3:,\/§

et donc :
r=3+V8=3+2V/2 ou z=3-2V2

Ainsi, les deux points d’intersection ont pour coordonnées (3 —2V2; —1) et (3 +2v2; —1).
C:(z+3)2+(y—22=9et (d): z=—4.

On sait dores et déja que Pabscisse des points d’intersection est —4 car ils sont sur (d). Remplagons alors z
par —4 dans I’équation du cercle. On obtient :

(y—2)* =8
soit :

y—2=18 ou y—2=—8

et donc :
y:2+2\[2 ou y:272\@.

Ainsi, les deux points d’intersection ont pour coordonnées (—4 12— 2\/5) et (—4 ;24 2\/5)

Corrigé de I'exercice 7.15 page 294
Réponse b. On sait que :

AB-AC = AB x AC x COS(E7E) =3x%x6 XCOS(E,A—C)) = 18005(E,A—C)).
D’apres la relation D’Al-Kashi,

BC? = AB? + AC? — 2AB x AC x cos A

donc :
i _ BC? — AB? — AC?
COSR =T HAB x AC
_5°-3"-62 25-9-36 5
T —2x3x%x6 —36 9
Ainsi,
A_B’-A_C’:18xg:10.

Réponse c. Dans le plan muni d’un repére, une équation cartésienne du cercle de centre A (—2;3) et de rayon
dest: (z+2)2+ (y—3)? =16 d’aprés la formule (z — a)? + (y — b)? = R?, ot (a;b) sont les coordonnées du
centre du cercle, et R son rayon.
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Réponse d. Le triangle ABC est tel que AB =5, AC =7 et BAC = 60°.
D’apres la formule d’Al-Kashi,

BC? = AB? + AC? — 2 x AB x AC x cos BAC
=524+72-92x%x5x7x cos60°
1
=25+49-T0x 5
=74-35
— 39
BC = /39

Réponse c. Le cercle C a pour équation 22 — 2z + 4% +y = 3 et la droite D pour équation y = 1 donc s’il existe
au moins un point d’intersection, ses coordonnées sont de la forme (x;1) (y = 1 car il appartient & la droite
d’équation y = 1). Remplagons y par 1 dans I’équation du cercle :

22 —2+1241=3 < 22—-22—-1=0.

Le discriminant du polynéme 22 — 2z — 1 est A = 8 > 0 donc cette derniére équation admet deux solutions
réelles. Il y a donc deux points d’intersection.

f 2
Réponse b. En effet, un vecteur normal a la droite (d) d’équation cartésienne 2z —y+1 =0 est 7 ( 1) donc

une équation cartésienne de (d;) peut étre de la forme —1x — 2y +c=0ou x + 2y + ¢ = 0.

Corrigé de I'exercice 7.16 page 295

—(2-3 — (-1
. AB(7_O) doncAB<7).

o AB=./(-1)2+72 = +/50.
o AC =./(-9)% + 32 = /9.
o BC = ,/(—8)2+ (—4)2 = V/30.

Ainsi, aucun des cotés AB, AC et BC n’a la méme mesure ; par conséquent, le triangle ABC n’est ni isocele
ni équilatéral. De plus, AC? # AB? + BC? donc il n’est pas rectangle.

TA+2ZB Ya+YyB 5 7
3 5 ; 5 )donc]<2,2 .
3 3
De mé 2.2,
ememe,J< 2,2>
o (D)L (AB) et I € (D) par définition de la médiatrice.
Soit M (z;y) un point de (D). Alors :

_ 5 _
IM-AB=0 «— (x 2)( 1)zO

y—3 7
5 7
— —-1llz—2 Tfy—%]=0
QOMIGH
5 49
—z+Ty+-——=—=0
— —x+ y+2 9

< —x+Ty—22=0o0uencorex —7y+22=0
Une équation cartésienne de (D) est donc :  — Ty 4+ 22 = 0.
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o (D) L (AC) et J € (D') par définition de la médiatrice.
Soit M (z;y) un point de (D'). Alors;

3 _
JM-AC =0 «— (x+§>( 9)2

-3 3
3 3
— -9 = 3ly—=) =0
(+3) +3(-3)
27 9
— 9x+3y——-—--=0
T + 3y 5 5

— —92+4+3y—18=0
<= 3r—y+6=0 (en divisant tous les coefficients par —3)

Une équation cartésienne de (D’) est donc : 3z —y + 6 = 0.

Trouver les coordonnées du point d’intersection de (D) et (D’) revient & résoudre le systéme formé par les
r—Ty+22=0 L;
3t — y+ 6=0 Lo
De I’équation Lo, on déduit que y = 3z + 6. On peut donc remplacer y par 3z + 6 dans L :
2—T32+6)+22=0 « 221z —42+22=0
<~ —200—-20=0
— r=-1

équations des deux droites : {

Ainsi, y=324+6=3%x(-1)+6=-3+6=3.
Ainsi, Q(—1;3).

m Le cercle circonscrit au triangle ABC est le cercle de centre € et de rayon QA (par exemple).

QA% = (3—(=1))° + (0—3)2 = 25.
Une équation cartésienne de C est donc :
(z — 20)* + (y — y)* = QA

soit :

(@ +1)° + (y - 3)> = 25|

Trouver 'intersection de C et (D’) revient a résoudre le systeme formé des équations cartésiennes des deux
ensembles, donc le systeme :

(z+1)2+(y—3)* =25
3z —y+6=0

Pour cela, il suffit d’écrire y = 3x + 6 a l'aide de la derniéere équation, et de remplacer y par 3x + 6 dans la
premiere équation :

(:c+1)2+[(3x+6)—3]2=25 —= 2 +22+1+922 +18x+9=25
<= 1022 +20z - 15=0

<= 222 +42 -3 =0 (en divisant tous les coefficients par 5)
On arrive a une équation du second degré de discriminant :
A=b%—dac=4> -4 x2x (-3) =16 + 24 = 40.

Les deux solutions sont donc :

_ =b—vVA  —4-A0 -2-/10
- 2a 4 - 2

Z1

et sa conjuguée :
=2+ V10

To B
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6 — 310
—

6 + 3v10
——

e Pour zy,onay; =3z;+6=

e Pour x5, 0n a ys =3x2+6 =

Les deux points d’intersection de C et (D’) sont donc les points de coordonnées (x1;y1) et (z2;y2).

Corrigé de I'exercice 7.17 page 295

1
Le coefficient directeur de (d) est le nombre m = tan 30° = 7 car (d) forme un angle de 30° avec 'axe des

abscisses. De plus, elle passe par l'origine du repeére donc c’est une droite représentant une fonction linéaire.

1
Ainsi, une équation de (d) est : |y = —=x
(d) V=75
L’équation du C’ est de la forme (z —a)? + (y — b)2 = 2 ou (a;b) sont les coordonnées de son centre et  son
rayon.

Ainsi, C’ a pour équation : ‘ (x—18)2 4+ 42 = 196‘

1
Notons (z;y) les coordonnées d’un point d’intersection de (d) avec C’; alors, y = —x et (v —18)? +4? = 196,

V3
1\’ 4 3
donc (z—18)2+ (\/§x> = 196, soit §x2 —36x+ 128 = 0, ou encore, en multipliant par 1 22 —272+96 = 0.

Le discriminant du polynéme x2 — 27z + 96 est A = (—27)% — 4 x 1 x 96 = 345 donc ses deux racines sont :

21 V315 27+ V345

e \- 2
27 + V345
L’abscisse de J est donc % (le point le plus éloigné de O).
) 27 + /345 1 27v3++/1035 . . 27+ /345 273+ 1035
Son ordonnée est donc — X % s ¢ Ainsi, | J 5 ; 5

19 + v/345
— — (28
2
Be|, 5050 etEF(o)'
6

19 4+ /345
2

Ainsi, EF - EJ = 22/ + yy = x 28 = 14(19 + /345).

Or, EF - EJ = ||ET]ﬂ| X ||E_)j|| X CoS (E)—F:,Ej), donc :

N 14(19 + /34 —
cos (EF ,EJ) = (gj ) = = |[JEF ~35°|
28><\/(19+‘/345) +<27\/§+\/1 035)
5 6

Corrigé de I'exercice 7.18 page 295

Il y a deux maniéres de répondre & cette question : établir directement une équation cartésienne de (AB) et
voir si ce que 1'on obtient est équivalent a I’équation donnée dans I’énoncé, ou injecter les coordonnées de A
et B dans I’équation donnée. C’est cette derniere méthode que je vais ici utiliser :

e T4+3ys —6=3+3x1—6=0donc A appartient & la droite d’équation = 4+ 3y — 6 =0;
e xp+3yp —6=-3+3 x3—6=0 donc B appartient a la droite d’équation x + 3y — 6 = 0.

Par conséquent, x + 3y — 6 = 0 est bien une équation cartésienne de (AB).
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Soit M (z;y) sur (d), perpendiculaire & (AB) et passant par C. Alors,
= - x—2 -3-3
ot A =0 s (22). (75 =0
— —6(x—2)+2(y—4)=0
— 6r+12+2—8=0
— —b6xr+2y+4=0
— 3x—y—2=0 (en divisant tous les coefficients par — 2)

Ainsi, 3z — y — 2 = 0 est une équation cartésienne de (d).

K, projeté orthogonal de C sur (AB) est le point d’intersection de (d) et (AB). Pour obtenir ses coordonnées,
il faut résoudre le systéme :

r+3y—6=0 L1<:) 3r+9y—18=0 L; < 314
3r— y—2=0 Ly 3r— y— 2=0 Lo
10y —16=0 Ly <+ L1 — Ly
3x —

y— 2=0
Yy ==% LitLi-L
3r—y—2=0
y=2
3x =24+3=18
8
z 5

6 8
Ainsi, K | —; =
insi, (5,5)

E(;) donc :

AB = \/(—6)2 422 = /36 + 4 = V40 = 4 x 10 = V4 x v/10 = 2V/10.

De plus, M, milieu de [AB], a pour coordonnées :

TA+ xR 3—3

= = =0
M 2 2
et
_yA+yB_1+3_2
W= S a

Ainsi, M (0;2).

‘ 5 ‘ Le cercle de diamétre [AB] a pour centre M donc son équation cartésienne est de la forme :

(z—xm)*+ (y—ym)* = R?

AB
ou R est le rayon, donc R = - = v 10.

Une équation du cercle est donc :

‘x2+(y—2)2:10‘
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Corrigé de I'exercice 7.19 page 295
/1
AB( 55> donc un vecteur directeur de (AB) est aussi T[( 31).

M (z;y) € (AB) <— % et AM sont colinéaires
3 x+7
-1 y—2
— 3y—-2)—(-1)(z+7)=0
= 3y—6+x+7=0

— z+3y+1=0

<= =0

Une équation cartésienne de (d) est donc = + 3y + 1 = 0.
M(z;y)€(d) = ©-EM =0

— <3>.<x+2>:0
=1l y—T
— 3xz+2)—1y—-7)=0
e 30+6-y+7=0
e 3z—y+13=0
Une équation cartésienne de (d') est donc 3zy + 13 = 0.

M(z;y) € (C) — MA-MB=0
— (—7—%).<8—m> g
2—y —-3—-y
= (-7T-2)8-2)+2-y)(-3-y) =0
— —56+T7r—8z4+22—6—2y+3y+y>=0

= 2+l —z4+y—62=0
Une équation cartésienne de C est donc 2 + 3% —z +y — 62 = 0.

Trouver les coordonnées du point d’intersection de (d) et (d') revient & résoudre le systéme :

x+3y+ 1=0 r+3y+1= 0
<~
3r— y+13=0 Y =3z +13

{x +3B3z+13) =1

y=3x+13

10z = —40
—

y=3z+13

{x:—zl
—

y=1

Les coordonnées du point d’intersection de (d) et (d’) sont donc (—4;1).

On calcule :

Donc E € (C).
On remplace = par 5 dans ’équation de ()C) :
524y —5+y—62=0 < y>+y—42=0.

@+ Yyl —ap+yp —62=(-2)2+7>—(=2) +7—-62=0.

On constate que 62 = 36 donc 62 + 6 — 42 = 42 — 42 = 0 donc y; = 6 est une solution de '’équation
Y2 +y—42=0.
—42
Or, le produit des racines de ay? + by + c est égal & 57 donc y; X yo = —42, d’'out yo = - = —T7.
a

Les points d’intersection de (C) et de la droite d’équation = = 5 sont alors (5;—7) et (5;6).
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Corrigé de I'exercice 7.20 page 296
Avant tout, faisons une figure.

T
\

m~ﬁ:0 = <_64>o(xH_3>0

yg — 6
<~ 6(xzyg —3)—4(yg —6)=0
AC - BH=0 < 6zy —4dyg +6=0
<~ 3zyg —2ygp+3=0 (1)

S(x (' . . )
De plus, on sait que u ( ) et U ( /> sont colinéaires si et seulement si xy’ — x’y = 0, donc :
Y Yy
AH et AC sont colinéaires <= —4xyg —6(yg —4) =0

<— —drg—6yg+24=0
— 22y +3yg —12=0 (2)

3xg —2yg +3=0 (1) 6rg —4yg +6 =0 2><(1)—>L1
On a alors : —
20 +3yg —12=0 (2) 6xy +9yy —36 =0 3><(2)*>L2
> 13yg —42=0 Ly — 14
e _43
yH—13
42 R
= 2$H:1273><E d’apres (2)
— —6—@—1—5
THEYTI3T 13

. 15 42
A1n81,H(13,13).
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B M@yec — MB-MH=0
3—=x L _ g
= (o2s) (35) -
13

¢§(3@(£I>+mw<ﬁy) 0

54 120 297
—= 2’4y - —x— — =0

13 i3 v+t 13 . 90 097
5 1
4 9 - 3 2 o _
Une équation cartésienne de C est donc 2 + y e 3 Y 3 y+ 3 0.

o Déterminons d’abord les coordonnées (z;y) du point E, intersection de C et [AB.
E(z;y) € [AB] — AE et AB sont colinéaires

T 3
y—4 2

—= 22 —-3y+12=0

—

=

3
— xziy—6
De plus, E € C donc :

54 120 297
2 2_7 eV b
e T A TR A T

2
3 5 94 /(3 120 297
= (gy‘ﬁ) T _13<2y_6)_13y+13_0

<= 169y% — 1 740y + 4 356 = 0
726

= i ou y = 6.
726 3 726 75
Or, E+# Bd =—ctd =X ——6=—.
r, B # onc y 169 et donc = 5 X 169 169

2
Ainsi, ( I 7 6)

169’ 169
o Déterminons ensuite les coordonnées (x;y) du point F, intersection de C et |BC].
F(z;y) €]BC| <~ BF et BC sont colinéaires

— |7~ 3 3
y—6 —6
— —6(xz—3)—3(y—6)=0
— —6xr—3y+36=0
—= y=12-2z

=0

De plus, F' € C donc :
54 120 297

Ty e gyt g O
54 120 297
2 2
12 -2 ——z——(12-2z =
x4 ( x) 5% 13( )+ ) 0
= 6522 — 4382 +729=0
<= zxrx=3 ou x—24—3
B 65
243 243 294
F#B = —, =12—-2x = .
Or, F # B donc = o5 et donc y % - 6
Ainsi, F 243 294 .
65 ' 65
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o Regardons alors si (HE) et (HF') sont perpendiculaires.

75 _ 15 29 _1e —128 G
OR. g _ (169 13 6 1) = 169 8
o i3 65 13 169 5
120 168 180 84
—— X — 4+ — X —
169 65 169 65
1 008

= 31977 "

[N

Par conséquent, le triangle FF H n’est pas rectangle en H.
. HE -HF = |HE| x |HF|| x cos (HE , AIF)

2 2 2 2
1 008 120 180 168 84 L,
e = ¥ e o HE, AF
2197 \/( 169) + (169) . \/( 65) + (65)  cos (FIE, HE)
1008
cos (Iﬁ,ﬁ) = 2 197

) (o) () (2

cos (HE, HIF) ~ 0,124

(HE,HF) ~ 97°

Corrigé de I'exercice 7.21 page 296

Avant tout, remarquons que a et b ne peuvent pas étre tous deux nuls. En effet, si a = b = 0 ’équation de la droite
est réduite a 12 = 0, ce qui ne correspond pas & une équation de droite.

Faisons une disjonction de cas sur a et b :

1
e Sib=0eta#0, "équation de la droite devient ax + 12 = 0, soit £ = ——. En remplagant x par cette valeur
a
dans I’équation du cercle, on a :

2
12 144 48
<—+2> —|—(y—4)2:36 = —2——+4+y2—8y+16:36
a a a
144 48
= P —8y—20+—=— =0.
a a

S’il existe deux points d’intersection distincts alors cette derniere équation admet deux solutions distinctes,
et donc son discriminant est strictement positif :

144 48
A>0 64—4<—QO+2—))>0
a a

576 192
<:>64+20——2+—>0
a a
576 192

<— 84——2+—>0
a a

84a? — 576 + 192a
- >0
a

Le discriminant du polynéme 84a? 4 192a — 576 est :
A’ =230 400

donc il admet deux racines distinctes :

 —192 — /230 400

a; = = —

168
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et

~192 + /230 400 _ 12

168 I

a9 =

12

Ainsi, les solutions de I'inéquation 84a? — 576 + 192a > 0 sont dans I’ensemble | —oco ; —4] U} - ; +00 [

12
1°r résultat : il existe deux points d’intersection distincts si b =0 et a € |—00; —4] U} - ;400 [

12
e Sia=0etbz#0,'équation de la droite devient by + 12 = 0, soit y = —5 En remplacant y par cette valeur
dans I’équation du cercle, on a :

12 2 144
(x+2)2+(b4> =36 < =z +4z+4+b—2+%+16f36
144
— x2+4m—16+b—2+%:0.

S’il existe deux points d’intersection distincts alors cette derniere équation admet deux solutions distinctes,
et donc son discriminant est strictement positif :

144 96
A>0<:>16—4< 16 + —- +)>O

b
576 384
= 80— -5 — == >0
b
80b* — 576 — 384b
- >0

Le discriminant du polynéme 80b% — 384b — 576 est :
A’ =331 776 = 5767

donc il admet deux racines distinctes :
384 — 576 6
&S — =

160 )

et
384 + 576 _

b2 = %0

6
Ainsi, les solutions de I'inéquation 80b® — 576 — 384b > 0 sont dans 'ensemble } —00; ¢ {U 16 ;5 +00].
2¢ résultat : il existe deux points d’intersection distincts sia =0et b € | —00; % U16;+oo].

e Sia# 0 et b#0 alors ’équation réduite de la droite est :

_ 8,12
YT D
En remplacant y dans I’équation du cercle, on obtient :
) a 12 ? 2, (@ ?
(x+2)*+ —gx—?—él =36 <= (z+2)°+ _’_7_'_4
12 12 ?
= 2? +4x+4+— . <b+4> <b+4> ~36=0
2 24a  8a 144 96
— (1 4 4 — +16—-36=0
<+b2> <+b2+b>++b2+b+
a?\ o [4b? + 24a + 8ab 144 + 96b
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S’il existe deux points d’intersection alors le discriminant de cette derniere équation est strictement positif :

462 + 24a + 8ab\ 2 2\ /144 + 96b
(+ b2“+ “) _4<1+Z2) (; —16>>O

128a2 + 8002 + 192a — 384b + 64ab — 576 .
b2
< 8a® + 5b% + 12a + 4b + 4ab > 0.

0

3° résultat : il existe deux points d’intersection distincts si a # 0, b # 0 et 8a? + 5b% + 12a + 4b + 4ab > 0.

On peut pousser notre curiosité au-dela de ces résultats en représentant géométriquement les ensembles solutions.
Un logiciel de géométrie (Geogebra par exemple) nous permet de visualiser 'ensemble des points de coordonnées
(a;b) tels que 8a? + 5b% + 12a + 4b + 4ab : c’est ce que I'on appelle une ellipse (représentée en cyan sur la figure
suivante.

| | | | | | |
| | | | | | | | | |
F-t-=-I--tFr=-A4A-~-I-—-t - g - - - tT-=-I-—-—tt-"4-=-1-—+t - == -1
| | | | | \ﬁ\ | | | | | | | |
e 1 1 l 1 }\ ! ! ! ! ! ]
| | | | | | | | | | | | | | | 1
| | | | | | \w/‘ | | | | | | | \a
e I e e R R I Y R
| | | | | | | | | | | | | | | |
F—d——lm =t —dA=-—lm =+ - == —4 - —l- = —H - = =+ — = —]|
I I I I I I I I I I I I I I I ]
L I N I |
| | | | | | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | |
| I S A | | R I I E A R | - T T T TT T
| | | | | | | | | | | | | | | |
S |y |
| | | | | | | | | | | | | | | |
U | i [ [ e [
| | | | | | | | | | | | | | | |
| I I I I I I I I I I I I I I ]
|t St Sttt oty Ml Rl wition Bt it St St nfioniiis Bl ity st Bl
| | | | | | | | | | | | | | | |
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L’ensemble des points tels que 8a® + 5b + 12a + 4b+ 4ab > 0 est donc I’ensemble des points intérieurs ou extérieurs.
Pour le savoir, on peut par exemple prendre le point de coordonnées (—1;0) (donc en prenant a = —1 et b = 0).
Alors, 8a? + 5b% + 12a + 4b + 4ab = —4 < 0 donc ce point n’appartient pas & I’ensemble souhaité. Ainsi, 'ensemble
des points de coordonnées (a;b) tels que 8a? + 5b% + 12a + 4b + 4ab > 0 est le plan privé de Dellipse (représenté en
cyan).

L’ensemble rouge est I’ensemble des points du 1°* résultat et I’ensemble violet est celui du 2° résultat.

Cela signifie que si on prend n’importe quel point de coordonnées (a;b) en dehors des ensembles blancs, alors le
cercle et la droite se coupent en deux points distincts.
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ﬂ Probabilités conditionnelles

D Définition

Définition 25
Soient A et B deux événements d’un univers {2 tels que P (A4) # 0.
On appelle probabilité que 1’événement B se réalise sachant que A est réalisé le nombre noté P4 (B)
défini par :
P(ANB)
Pa(B)= ——=

Propriété 55

Soient A et B deux événements tels que P (A) # 0 et P (B) # 0. Alors,

P(ANB) =P (A) x P4 (B) = P(B) x Pg (4).

Elle découle de la définition : ’égalité des produits en croix mene a la propriété.

Dans une urne, on place 10 boules, 3 noires et 7 rouges. On tire au hasard 3 boules, successivement et sans remise.
Quelle est la probabilité de tirer deux boules noires ?

En notant :
N; I’événement « la boule tirée est noire au 1°* tirage »,
Ny ’événement « la boule tirée est noire au 2° tirage »,
la probabilité demandée est P (N N Na).

3
P (M) = T il y a 3 boules noires sur 10 lors du 1°* tirage;

2
Py, (N2) = = car il ne reste plus que 2 boules noires sur 9 au 2¢ tirage si 'on sait que 'on a déja tiré une

boule noire au 1°* tirage.
Ainsi,

X PN1 (Ng)

Amr El Bakouchi 322 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



Propriété 56

Soient A et B deux événements tels que P (A) # 0 et P (B) # 0. Alors,

P4 (B)=1-P4(B).

Démonstration 37

Par définition,

— _P(AnB)
Pa(B)= ———
A ( ) P (A)
Or, |
P(A)=P(ANB)+P(ANB),
d’ou :
== P(A)—P(ANDB)
Py (B) = =25
] P(ANDB)
- P (4)
=1-P4(B).
w
b Partition de I'univers
Définition 26
On dit que les n événements A1, ... , A, forment une partition de €2 si :

- tous les événements sont non vides et incompatibles deux a deux : A;NA; = &, pour tout i # j;
o AUAYU---UA, =Q.

Remarque 33

< A et A forment une partition de 'univers, quel que soit ’événement A.

+ La notion de partition est similaire en informatique : un espace de stockage peut étre découpé en plusieurs
partitions :

Partition 3

Disque dur : Partition 1 Partition 2 l Partition 4
Aq Ay As Ay
Q
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ﬂ Probabilités totales

bVersion « light » de la formule des probabilités totales

Propriété 57

Soient A et B deux événements tels que P (A) # 0 et P (B) # 0. Alors,

P(B)=P(ANB)+P(ANnB).

On peut représenter la situation a 1’aide d’'un arbre de probabilités :

[ PA(B) B~ P(ANB)=P(A) x Pa(B) ~—
A
P (A) P, (B) B P(ANB)=P(4)xPa(B)
()—P(B)
Q
a
p_ (5 B P(ANBE) =P (@) x Pz (B)

P Formule des probabilités totales

Propriété 58

Soient A, A, .., A, n événements formant une partition de lunivers, avec P (A;) # 0,
1 < k < n. Alors, pour tout événement B,

P(B)=P(A1NB)+P(A2NB)+---+P(4,NB).

Les événements A;NB sont incompatibles deux & deux.
De plus,
B=(A1NB)U(A;NB)U---(A,NB).

Donc,
P(B)=P(A1NB)+P(A;NB)+---+P(A,NB).

Pour produire des pieces métalliques, un atelier utilise trois machines. Toutes les piéces sont vérifiées par le service
qualité. Ce service a fourni le tableau suivant apres une journée de production.

N° de la machine utilisée 1 2 3

Pourcentage de pieces produites 50 35 15
Fréquence des défauts par machine 0,01 0,02 0,06

On prend au hasard une piéce produite dans la journée.
Déterminer la probabilité qu’elle soit défectueuse.
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On convient de noter :
My, I’événement : « La piece provient de la machine n° k » ;

D I’événement : « La piece est défectueuse ».
D’apres la formule des probabilités totales, on a :
P(D)=P(DNM;)+P(DNM)+P(DnN Ms)
=P (My) x Py, (D) + P (M) x Ppp, (D) + P (M3) X Py, (D)
=0,5x0,0140,35x% 0,024 0,15 x 0,06
= 0,021.

ﬂ Indépendance

P Evénements indépendants

Propriété 59

Soient A et B deux événements tels que P (A) # 0 et P (B) # 0. Alors,

P (A) = P(4) <= P4 (B) = P(B).

P (4) =P (4) = T ) =P (4)
P(ANB)
r@ P

— P, (B)=P(B).

Définition 27 (événements indépendants)

Soient A et B deux événements tels que P (A) # 0 et P (B) # 0.
On dit que A et B sont indépendants quand Pg (A) = P (4).

Deux événements sont indépendants lorsque la réalisation de 'un ne dépend pas de celle de I'autre.

Propriété 60

Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si :

P(ANB) =P (A) x P (B).

PB(A):P(A)@%:P(A)

< P(ANB)=P(4) xP(B).
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On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.
On considere les événements :

A : « Tirer un cceur » ;
B : « Tirer un roi ».

Les événements A et B sont-ils indépendants ?
Ona:

1
P(A) = 7 et il y a 8 coeurs sur les 32 cartes en tout;

1
Pp(A) = 1 car, sachant que la carte est un roi, il n’y a qu’une seule carte portant un coeur sur les 4 rois.

On a alors P (A) = Pp (A), ce qui signifie que A et B sont indépendants.

Propriété 61

Soient A et B deux événements indépendants.
Alors, A et B sont indépendants.

On sait que : P4 (B) =1 — P4 (B). Or, P4 (B) = P (B) car les événements A et B sont indépendants. D’ot :
Pa(B)=1-P(B) =P (B),

ce qui signifie que A et B sont indépendants.

Deux événements A et B incompatibles tels que P (A) # 0 et P (B) # 0 ne sont pas indépendants.
En effet, A et B incompatibles signifie d’'une part que P (A) x P (B) # 0, d’autre part que P (AN B) = 0.
Ainsi, P(AN B) #P (A) x P (B); les événements ne sont donc pas indépendants.

b Succession de deux épreuves indépendantes

Imaginons une expérience a 2 issues (A et A par exemple)
que 'on répete deux fois de facon indépendante.

A
Alors, la situation peut se représenter par l'arbre ci-contre. A <
Ainsi,
o la probabilité d’obtenir deux fois I’événement A est

|

P(A)%; Q
« la probabilité d’obtenir une seule fois I'événement A est
P(ANA)+P(ANA)=2P(ANA);
o la probabilité de ne pas obtenir I’événement A est

P (4)%.

A

N

A

On lance un dé cubique équilibré deux fois de suite, en considérant que les lancers sont indépendants.

1
On pose A : « Obtenir un multiple de 3. » Ainsi, P (A4) = 3

La probabilité d’obtenir un multiple de 3 une seule fois sur les deux lancers est :

= 1 2 4
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Prendre un bon départ

Exercice type 24 » Calculer une probabilité conditionnelle

Soient deux événements A et B d’un univers tels que P(4) =0,2 et P(AN B) =0, 12.
Calculer la probabilité que B se réalise sachant que A est réalisé.
On cherche ici & calculer P4 (B). D’apres le cours, on a :

(ANB) 0,12
= =0,6.
P (B) 0,2

PA(B):P

La probabilité que B se réalise sachant que A est réalisé est donc égale a 0,6.

Exercice type 25 » Calculer une probabilité d’intersection

Soient A et B deux événements d’un univers.
On sait que P (A) = 0,15 et que P4 (B) =0, 7.
Calculer la probabilité que A et B se réalisent.

D’aprés la formule du cours,
P(ANB)=P(A) xP4(B)=0,15%x0,7=0,105.

La probabilité que A et B se réalisent est donc égale a 0,105.

Exercice type 26 » Calculer une probabilité totale

Soient A et B deux événements d’un univers tels que P (AN B) = 0,25 et P (Z n B) =0, 36.
Calculer la probabilité que B se réalise.

A et A forment une partition de l'univers donc, d’aprés la formule des probabilités totales :
P(B)=P(ANB)+P(ANB)=0,25+0,36 = 0,61.

La probabilité que B se réalise est donc égale a 0,61.

Exercice type 27 » Savoir si deux événements sont indépendants

Soient A et B deux événements d’un univers tels que P (4) = 0,18, P (B) = 0,45 et P (AN B) = 0,081.
A et B sont-ils indépendants ?

P(A) xP(B)=0,18 x 0,45 =0,081 =P (AN B).
Par conséquent, A et B sont deux événements indépendants.
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Exercices

Conditionnement

Exercice 8.1 (QCM)

Ceci est un Q.C.M. Une seule réponse est exacte pour chaque question.

Les éleves de deux classes de terminale (désignées par TE 1 et TE 2) sont répartis selon leur spécialité (qui sont
abrégées par SES, LV, Math) de fagon suivante :

Classe
TE1 TE 2 | Total
Spécialité

On interroge un éléve au hasard. Les données précédentes sont a utiliser pour les quatre questions suivantes.

La probabilité que 1’éléve interrogé appartienne a la TE 1 est égale a :

1 1 17

a. — b. — c. —

66 34 33

La probabilité que I’éleve interrogé suive ’enseignement de spécialité Math ou appartienne a la TE 1 est
égale a :

2 25 1

.= b. — .=

3 33 “ 1

La probabilité que I’éléve interrogé suive la spécialité Math sachant qu’il appartient a la TE 1 est égale a :

1 1 3
3.3—4 bﬁ C.ﬁ

La probabilité que I’éléve interrogé appartienne a la TE 1 sachant qu’il suit la spécialité Math est égale a :
3 14

b. — c. §
17 17 8

Solution page 339

O ®
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https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Math_specialite_1ere&exercice=8.1

Exercice 8.2 (dans un lycée)

Dans un lycée de 2 000 éleves, 55 % sont des garcons.
Parmi les garcons, 70 % font « Anglais L.V.1 » , le reste faisant « Espagnol L.V.1 ».
On sait de plus que 65 % des éléves de ce lycée font « Anglais L.V.1 ».

Compléter le tableau suivant :

Filles | Gargons | Total

Espagnol L.V.1 ‘

Total

On choisit au hasard un éleve de ce lycée.

Quelle est la probabilité que ce soit un garcon faisant Anglais 1..V.17
On choisit au hasard un éleve de ce lycée.

Quelle est la probabilité que ce soit une fille ou que ’éleve fasse Espagnol L.V.17
On choisit au hasard un éléve parmi les garcgons.

Quelle est la probabilité qu’il fasse Espagnol L.V.17
On choisit au hasard un éleve.

Sachant que c’est une fille, quelle est la probabilité qu’elle fasse Anglais L.V.17

Solution page 339

O =

Exercice 8.3 (MP3 défectueux)

Une entreprise fabrique des lecteurs MP3, dont 6 % sont défectueux.
Chaque lecteur MP3 est soumis a une unité de contréle dont la fiabilité n’est pas parfaite.
Cette unité de controle rejette 98 % des lecteurs MP3 défectueux et 5 % des lecteurs MP3 fonctionnant correcte-
ment.
On note :
e D I'événement : « le lecteur MP3 est défectueux » ;

e R I’événement : « l'unité de controle rejette le lecteur MP3 ».
Faire un arbre pondéré sur lequel on indiquera les données qui précedent.

a. Calculer la probabilité que le lecteur soit défectueux et ne soit pas rejeté.

b. On dit qu’il y a une erreur de contréle lorsque le lecteur MP3 est rejeté alors qu’il n’est pas défectueux,
ou qu’il n’est pas rejeté alors qu’il est défectueux.

Calculer la probabilité qu’il y ait une erreur de controle.

Montrer que la probabilité qu’un lecteur MP3 ne soit pas rejeté est égale a 0,894 2.
Solution page 340
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Exercice 8.4 (dans deux urnes)

Une urne, notée Uy, contient k boules rouges, k + 1 boules blanches et 2 boules noires, ou k est un entier naturel
non nul.
Une urne, notée Us, contient 3 boules rouges, 2 boules blanches et 1 boule noire.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Une expérience consiste a tirer au hasard une boule de Uy, a la mettre dans Us, puis a tirer un boule de Us.
Pour ¢ =1 et i = 2, on note :
e R, I’événement : « On tire une boule rouge de 'urne U;. »
e B, I'événement : « On tire une boule blanche de 'urne U;. »
e N, I’événement : « On tire une boule noire de 'urne Uj;. »

e D I’événement : « On tire deux boules de couleurs différentes lors de ’expérience. »

Q
Compléter l’arbre des probabilités de I'expé- / ‘ \
R1 Bl Nl

rience ci-contre.

Montrer que la probabilité de I’événement D est / ‘ \ / ‘ \ / ‘ \

k+2
P(D):%—Er3 Ry By N Ry By N Ry By N

Solution page 340

Exercice 8.5 (parc informatique)

Le parc informatique d’un lycée est composé de 200 ordinateurs dont :
e 30 sont considérés comme neufs;
e 90 sont considérés comme récents ;
e les autres sont considérés comme anciens.
Une étude statistique indique que :
e 5% des ordinateurs neufs sont défaillants ;
e 10 % des ordinateurs récents sont défaillants;
e 20% des ordinateurs anciens sont défaillants.
On choisit au hasard un ordinateur de ce parc. On note les événements suivants :
e N : ¢« L’ordinateur est neuf »
: « L’ordinateur est récent »

: « L’ordinateur est ancien »

R
A
e D : « Lordinateur est défaillant »
D D’événement contraire de D.
Construire un arbre pondéré décrivant la situation.
E Calculer la probabilité que 'ordinateur choisi soit neuf et défaillant.
Démontrer que la probabilité que I'ordinateur choisi soit défaillant est égale a 0,132 5.

Déterminer la probabilité que 'ordinateur soit ancien sachant qu’il est défaillant. Donner le résultat sous
forme décimale arrondie au centieéme.

Solution page 341
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Exercice 8.6 (agence TOCAR)

L’agence TOCAR propose aux youtubers de les faire connaitre sur Internet. Elle affirme que ses clients possedent
80 % de vidéos vues plus de 200 000 fois.

Les statistiques de cette agence montrent que si un youtuber met en ligne une vidéo en lien avec le théme principal
de sa chailne, la probabilité que cette vidéo soit vue plus de 200 000 fois est égale a 0,7.

La youtubeuse Mimolette fait appel a cette agence pour avoir plus de vidéos vues. Elle poste 80 % de vidéos
portant sur le théme principal de sa chaine.
On appelle :

e A D’événement : « la youtubeuse poste une vidéo en rapport avec le theme principal de sa chaine » ;

e V I’événement : « la vidéo postée est vue plus de 200 000 fois ».

Compléter 'arbre des probabilités suivant :

|4
A

%4

A<V

Calculer la probabilité quune vidéo soit vue plus de 200 000 fois sachant qu’elle n’a pas de lien avec le
théme principal de la chaine si 'agence TOCAR disait la vérité.

Donner un encadrement du pourcentage de vidéos vues plus de 200 000 fois par client.

Solution page 341

Exercice 8.7 (usine de sacs)

Une usine produit des sacs. Chaque sac fabriqué peut présenter deux défauts : le défaut a et le défaut b. Un sac
est dit défectueux s’il présente au moins I'un des deux défauts.

Les probabilités demandées seront données avec leurs valeurs décimales exactes.

On préleve un sac au hasard dans la production d’une journée.

On note A I’ événement « le sac présente le défaut a » et B ’événement « le sac présente le défaut b ». Les
probabilités des événements A et B sont respectivement P (A4) = 0,02 et P (B) = 0,01 ; on suppose que ces deux
événements sont indépendants.

Calculer la probabilité de ’événement C' : « le sac prélevé présente le défaut a et le défaut b ».
Calculer la probabilité de ’événement D : « le sac est défectueux ».
Calculer la probabilité de ’événement E : « le sac ne présente aucun défaut ».

Sachant que le sac présente le défaut a, quelle est la probabilité qu’il présente aussi le défaut b?
Solution page 342

© #

Exercice 8.8 (vers une équation)

Quand Pierre est en vacances, il pense & sortir les poubelles dans 90 % des cas ou il le faut, c’est-a-dire la veille
du ramassage des ordures. Quand il n’est pas en vacances, il pense a les sortir une fois sur deux. Son voisin, prof
de math de métier, remarque que cette semaine, Pierre pense a sortir ses poubelles avec une probabilité de 0,548.
En notant :

o V I’événement « Pierre est en vacances »,
e S I’événement : « Pierre pense a sortir les poubelles la veille du ramassage »,

Calculer la probabilité que Pierre soit en vacances. Solution page 343

© @
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Soient deux événements A et B. Démontrer la formule suivante :

Exercice 8.9 (formule de Bayes)

P (B) = Pp (/é))(Z)P (B)

Cette formule est appelée Formule de Bayes.
Solution page 343

Exercice 8.10 (dans une urne)

Une urne contient six jetons rouges dont un est marqué « gagnant » et quatre jetons verts dont trois d’entre eux
sont marqués « gagnant ».
On tire au hasard un jeton de I'urne et on note les événements :

e R : «le jeton tiré est rouge »,
o V : «le jeton tiré est vert »,
o G : «le jeton tiré est gagnant ».
Modéliser la situation a 'aide d’un arbre de probabilité.

Calculer la probabilité de I’événement « le jeton tiré est un jeton vert et marqué gagnant ».

Soit P (G) la probabilité de tirer un jeton gagnant.
Montrer que P (G) = %
Sachant que le jeton tiré est gagnant, calculer la probabilité qu’il soit de couleur rouge.
On tire maintenant, toujours au hasard et simultanément, deux jetons dans 1'urne.
Calculer la probabilité que les deux jetons soient marqués « gagnant ». Expliquer votre démarche.

Solution page 343

Exercice 8.11 (consommation de cannabis)

Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

Une enquéte a été menée aupres de lycéens pour estimer la proportion de ceux qui ont déja consommé du cannabis.
Pour encourager les réponses sincéres, on met en place le protocole suivant : chaque adolescent lance d’abord
un dé équilibré a 6 faces et 'enquéteur qui va l'interroger ne connait pas le résultat du lancer. A la question
« Avez-vous déja consommé du cannabis ? », I'adolescent doit répondre :

e «non » si le résultat du lancer est 5, qu’il ait ou non déja consommé du cannabis ;

e «oui» sile résultat du lancer est 6, qu’il ait ou non déja consommé du cannabis ;

e «oui» ou « non » dans les autres cas, mais de facon sincere.
On note :

e N :l’événement ’adolescent a répondu « non » ;

e O : I’évenement ’adolescent a répondu « oui » ;

o (' :l'événement l’adolescent a déja consommé effectivement du cannabis;

« O :T’événement I'adolescent n’a jamais consommé du cannabis.
Sur les lycéens qui ont participé a cette enquéte on constate que la probabilité quun adolescent ait répondu
« oui » est de %’ soit P (0) = £
On veut déterminer la probabilité, notée p, qu'un adolescent ait déja consommé du cannabis.
On a donc P (C) =p.

Justifier que la probabilité qu'un adolescent ait répondu « oui » sachant qu’il n’a jamais consommé de

cannabis est 5
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On a représenté ci-contre 'arbre de probabilités représentant la situation. C <
Compléter cet arbre. /

a. Démontrer que la probabilité p qu’un adolescent ait déja consommé P
du cannabis vérifie I’équation :

2 ,1_3
3T T 5

~ la probabilité qu’il n’ait jamais consommé de cannabis ?

b. En déduire la valeur de p. ) e 0
Sachant qu'un adolescent a répondu « non » pendant ’enquéte, quelle est \ 6
o<

.\N

Solution page 345

Dans tout I'exercice, les résultats seront arrondis, si nécessaire, au dix millieme.

On étudie un test de dépistage pour une certaine maladie dans une population donnée. On sait que 1% de la
population est atteint de la maladie. Des études ont montré que si une personne est malade, alors le test se révele
positif dans 97 % des cas et si une personne n’est pas malade, le test est négatif dans 98 % des cas.

Pour une personne a qui on fait passer le test de dépistage on associe les événements :

Exercice 8.12 (test de dépistage)

e M : la personne est malade,
o T :le test est positif.

Recopier et compléter sur la copie I'arbre de probabilité suivant en utilisant les données de ’exercice.

T
M

T

T
M

T

Justifier que P (M N T) = 0,0198.

Montrer que P (T) = 0, 0295.

Calculer Py (M).

Une personne dont le test se révele positif est-elle nécessairement atteinte par cette maladie 7

Solution page 346
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Exercice 8.13 (analyse d’un test de dépistage)
Un nouveau test de dépistage a été développé pour détecter une maladie rare.
Les caractéristiques de ce test sont les suivantes :

o Sensibilité : 95% (le test détecte correctement 95 % des personnes atteintes de la maladie).

o Spécificité : 98 % (le test identifie correctement 98 % des personnes non atteintes de la maladie).

o La prévalence de la maladie dans la population est de 0,5 % (1 personne sur 200 est atteinte de la maladie).
On choisit au hasard une personne dans la population. On note :

o M T'événement : « la personne est atteinte par la maladie rare »

e T I'événement : « le test de cette personne est positif »

Si  une personne est testée positive, quelle est la probabilité qu’elle soit réellement
malade ?

Si une personne est testée négative, quelle est la probabilité qu’elle soit réellement saine ?

Si  une personne est testée positive deux fois, quelle est la probabilité qu’elle soit
réellement malade ?
Pour cela, on pourra noter :
o Tj I’événement : « le premier test est positif »
o T, I'événement : « le second test est positif ».

Solution page 346

Exercice 8.14 (test faux positif)

On a un test de sérologie pour identifier une maladie qui atteint 0,5 % de la population.
Sur 99 % des malades, le test réagit (c’est-a-dire que 99 % des malades sont identifiés par le test) mais sur 2%
des sains, le test montre une fausse réaction positive.

Sur un patient, un test est positif. Quelle est la probabilité qu’il soit malade ?
Solution page 348

Exercice 8.15 (test faux positif)

Pour détecter un cancer, a partir de 50 ans, des femmes font une mammographie.
On sait que 1% des femmes sont atteintes par un cancer a cet age.

La détection d’un cancer sur le mammogramme fonctionne dans 9 sur 10 cas. Par contre, une fausse détection
(c’est-a-dire des femmes saines auxquelles un cancer est détecté) est de 9 %.

Une femme vient d’apprendre une mammographie positive. Quelle est la probabilité d’avoir vraiment un cancer ?
Solution page 348

Exercice 8.16 (dans une école)

Dans une école, il y a 3 classes C, C3, C3 dont le nombre d’éleves est respectivement 44, 33, 40. Chaque classe
1 11
a une probabilité de gagner a un jeu respectivement de >3
Si un éleve gagne, quelle est la probabilité qu’il vienne de la classe Cy 7
Solution page 349
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Les résultats seront donnés a 0,001 prés.

Exercice 8.17 (sondage)

Une entreprise confie & une société de sondage par téléphone une enquéte sur la qualité de ses produits. Chaque
enquéteur a une liste de personnes a contacter.

Lors du premier appel téléphonique, la probabilité pour que le correspondant soit absent est 0,4.

Sachant que le correspondant est présent, la probabilité pour qu’il accepte de répondre au questionnaire est 0,2.

On note :

o A I’événement : « la personne est absente lors d’un premier appel » ;
o R; I’événement : « la personne accepte de répondre au questionnaire lors du premier appel ».

Calculer P (R;).
Lorsqu’une personne est absente lors du premier appel, on lui téléphone une seconde fois & une heure
différente et alors, la probabilité pour qu’elle soit absente est 0,3.
Sachant qu’elle est présente, la probabilité pour qu’elle accepte de répondre au questionnaire est encore 0,2.
Si une personne est absente lors du second appel, on ne tente plus de la contacter.
On note :
e As I'événement : « la personne est absente lors du second appel » ;
e Ry I'événement : « la personne accepte de répondre au questionnaire lors du second appel » ;
e R I’événement : « la personne accepte de répondre au questionnaire ».

Montrer que la probabilité de R est 0,176.

Sachant qu’une personne a accepté de répondre au questionnaire, calculer la probabilité que la réponse ait
eu lieu lors du premier appel.

Solution page 349

Victor est un tireur a l'arc qui aime analyser son jeu. Sur une série de tirs, il a constaté que :

Exercice 8.18 (avec une suite géométrique)

o lors du premier tir, la cible était atteinte 9 fois sur 10;
e lorsque la cible est atteinte lors d’un tir, elle est atteinte au tir suivant avec une probabilité de 0,8 ;

o lorsque la cible n’est pas atteinte lors d’un tir, elle n’est pas atteinte lors du tir suivant avec une probabilité
de 0,3.

On note : A,, 'événement : « la cible est atteinte lors du n-iéme lancer ».
Partie A

Préciser la valeur de P (A1), P (A1), P4, (A2) et P (Az).

E Faire un arbre de probabilités pour les deux premiers tirs.

Calculer P (41 N Ay).
Montrer que P (A2) =0, 79.

Partie B

On note z,, = P (A,) pour un entier n supérieur ou égal a 1.

Montrer que x,4+1 = 0,12, +0,7

On pose u,, = T, —

NeJEEN|

11
a. Montrer que (u,) est une suite géométrique de raison 0,1 et de premier terme 90"
b. En déduire une expression de u,,, puis de ., en fonction de n.

c. Vers quel nombre semble se rapprocher x,, 7 Interpréter ce résultat.

Solution page 350
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Exercice 8.19 (avec une suite géométrique)

Madame Laguigne est tres malchanceuse. Elle a constaté que cette semaine, la probabilité pour qu’il lui arrive
une mésaventure est égale a 0,7.

De plus, s’il lui arrive une mésaventure une semaine, la probabilité pour qu’il lui en arrive une autre la semaine
suivante est égale a 0,7; sinon, elle est égale a 0,5.
On pose :

o (O, I'événement : « une mésaventure arrive la n-ieme semaine, pour un entier n supérieur ou égal a 1 » ;

e p, la probabilité que C,, se réalise.

Compléter ’arbre de probabilités suivant :

coe / 02
C

a=="__
< 02
C
cos / 2

T~o=—"
.

Montrer que la probabilité qu’il lui arrive une mésaventure la deuxiéme semaine est égale a 0,64.
Justifier ’égalité : p,+1 = 0,2p, + 0, 5.
On pose : u,, = p, — 0,625.

a. Montrer que (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b. En déduire p,, en fonction de n.

c. Vers quel nombre se rapproche p,, quand n tend vers +o0o 7 Interpréter ce résultat.

Solution page 352

Exercice 8.20 (méthode de Monte-Carlo en Python)

Dans un carré de coté 1, on trace la parabole d’équation y = z2.

L’objectif de cet exercice est d’estimer aire sous la courbe (représentée en couleur)
a l'aide d’un programme en Python.

Pour cela, nous allons utiliser la méthode de Monte-Carlo qui consiste a exécuter
I’algorithme suivant :

on choisit un point au hasard a l'intérieur du carré;

, ﬁ s’il est sous la courbe, on incrémente un compteur ; sinon, on laisse le compteur
[ tel qu’il est;

P on répete ceci un certain nombre de fois;

a la fin, on calcule la fréquence de points sous la courbe : c’est I'estimation
souhaitée.

Ecrire un programme Python affichant une estimation de I’aire en prenant par exemple 50 000 points au hasard.
Solution page 353
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Indépendance

Exercice 8.21 (dans une université)

Une étude réalisée sur les étudiants d’une université a permis d’établir que 70 % des étudiants possédent un
ordinateur et que, parmi ceux-ci, 40 % possédent une automobile.
On sait aussi que 55 % des étudiants de 'université ne possédent pas d’automobile.
On choisit au hasard un étudiant de cette université et on note :
e O l'événement « I’étudiant possede un ordinateur »
o A I'événement « I’étudiant possede une automobile ».

Les événements O et A sont-ils indépendants 7
Solution page 354

O =

Exercice 8.22 (Jeanne et son portable)

Chaque jour, Jeanne ne peut pas utiliser son portable au travail lorsque I'un des deux événements suivants se
produit :

e D : « Son portable est déchargé »
e O : « Elle a oublié son portable chez elle »
On suppose que ces deux événements sont indépendants.
Elle a observé, d’une part, que la probabilité de D est égale a 0,05 et, d’autre part, qu’elle oublie son portable

chez elle un jour sur dix.

Un jour de travail donné, quelle est la probabilité que Jeanne oublie son portable chez elle et qu’il ne soit
pas déchargé ?
Un jour de travail donné, quelle est la probabilité qu’elle ne puisse pas se servir de son portable ?

Solution page 354

© =

Exercice 8.23 (trois boules dans une urne)

Une urne contient trois boules By, By et Bs indiscernables au toucher. On vide 'urne par tirages successifs des
boules.
Déterminer le nombre de tirages possibles.
Sont-ils équiprobables ?
On considere les événements suivants :
o A : « La boule B; est extraite de I'urne avant By. »

e B : « La boule B; est extraite au premier tirage. »
e (' : « La boule Bj est extraite au deuxiéme tirage. »

a. Déterminer les probabilités de ces trois événements.
b. Les événements A et B sont-ils indépendants ?
c. Les événements A et C sont-ils indépendants ?

Solution page 354

© &
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Exercice 8.24 (enquéte du journal télévisé)

Un grand journal a fait réaliser une enquéte sur un échantillon représentatif de la population frangaise des 18-34

ans.

e 35% des personnes interrogées indiquent que leur principale source d’information est la télévision ; parmi

elles, 40 % lisent aussi la presse écrite.

e 25% des personnes interrogées indiquent que leur principale source d’information est la radio ; parmi elles,

60 % lisent aussi la presse écrite.

e Les autres personnes interrogées indiquent que leur principale source d’information est Internet ; parmi

elles, 75 % lisent aussi la presse écrite.
On choisit une personne au hasard dans I’échantillon et on considere les événements :
e T : « La personne a pour principale source d’information la télévision. »
e R : « La personne a pour principale source d’information la radio. »
e I : « La personne a pour principale source d’information Internet. »

e FE : « La personne lit la presse écrite. »

A T'aide des informations fournies par I'énoncé, indiquer la valeur de Py (E) et Pg (E)

Montrer que P (E) = 0, 59.
Calculer Pg (I) (donner une valeur approchée au centiéme).

Les événements F et I sont-ils indépendants ?

Solution page 355
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Corrigé de I’exercice 8.1 page 328

Réponse c.
17

34
En effet, il y a 34 éléves en TE 1 sur les 66 au total. La probabilité est donc égale a — = —

66 33
Réponse a.

En effet, il y a 16 éleves qui suivent I’enseignement de spécialité Math et 34 qui sont en TE 1, auxquels il faut

enlever les 6 qui font aussi spécialité Math.

a . 16+34—-6 44 2
La probabilité est donc égale a : 56 =% "3

EJ Réponse c.

Il y a 6 éleves de TE 1 qui suivent I’enseignement de spécialité Math, donc 6 sur 34. La probabilité est donc

égale a U1

Réponse c.
Il y a 16 éleves qui suivent I’enseignement de spécialité Math, dont 6 sont en TE 1. La probabilité est donc

égale & — = —.
egaeal6 3

Corrigé de I'exercice 8.2 page 329
On a le tableau complété suivant :

1100 — 770
@/ 70 % des gargons

Filles | Glargghs | Total o 65% des éleves du Iycée
Anglais L.V.1 | 530 | [ 770 | 1300

Espagnol L.V.1 379 l 330 700
Total 900 | 1100 | 2000

/J \% o Le total des éleves
2 000 —1 100

55 % des éleves du lycée

2 000 — 1 300
el

700 — 330

On choisit au hasard un éleve parmi les 2 000.

Il y a 770 garcons qui font Anglais L..V.1 donc la probabilité que I’éleve pris au hasard soit un gargon faisant

Anglais L.V.1 est :
770 7

2000 200

EJ On choisit au hasard un éléve parmi les 2 000.

Il y a 900 filles et 700 éleves qui font Espagnol L.V.1, dont 370 filles. Donc la probabilité que 1’éleve choisi(e)
soit une fille ou fasse Espagnol L.V.1 est :

900 +700 =370 _ 1230 _ 123
2 000 2000 200°
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On choisit parmi les 1 100 garcons. Il y en a 330 qui font Espagnol L.V.1 donc la probabilité que ’on choisisse
un éleve qui fait Espagnol L.V.1 parmi les garcons est :

330 3

1100  10°

On sait qu’il y a 530 filles qui font Anglais L.V.1 donc sachant que 1’éléve choisie est une fille, la probabilité

qu’elle fasse Anglais L.V.1 est :
530 53

900 90

Corrigé de I'exercice 8.3 page 329
On a l'arbre suivant :

0,06

0,94

/
\
/
\

‘ 2‘ a. En suivant la deuxiéme branche : P (D ﬂﬁ) = 0,06 x 0,02 = 0,001 2.

b. Il y a erreur de contrdle pour les événements disjoints D N R et D N R.
Sa probabilité est donc :

P (Dﬂﬁ) +P (ﬁﬂR) =0,06 x 0,02+ 0,94 x 0,05 = 0,001 2+ 0,047 0 = 0,048 2.
La probabilité qu'un lecteur MP3 ne soit pas rejeté est égale a :

P(DNR)+P(DNR)=0,06x 0,02+ 0,94 x 0,95 = 0,001 2+ 0,893 0 = 0,894 2.

Corrigé de I'exercice 8.4 page 330

Ona:

/ 2k+3 2k+3 2k+3 \
Ry B
/I /I /I
4 2 1 3 3 1
" YN T7 7
al% /TN /1N
Ro B Ny Ry By Ny Ro B Ny
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D’apres la formule des probabilités totales :

P(D)=1-P (D)
=1- [P (Rl) X PR1 (Rg) +P(Bl) X PBl (Bg) +P(N1) X PN1 (Ng)]
k 4 k+1 3 2 2

1 |- AR o ©
9% +3 7 2%+3 7 w13 7

_ 4k +3k+3+4
B 14k + 21
k42
P(D)=——
(D) 2k +3
Corrigé de I'exercice 8.5 page 330
On a l'arbre pondéré suivant :
7 D
N=To
/ D
0,15
_—D
Q—ows—R="y " _

La probabilité que 'ordinateur choisi soit neuf et défaillant est donnée par :
P(NND)=P(N)x Py(D)=0,15 x 0,05 = 0,007 5.
D’apres la formule des probabilités totales, on a :
PD)=P(DNA)+P(DNR)+ P(DNN).
Ainsi, d’apres l'arbre, on a :

P(D)=0,4x0,2+0,45 x 0,1+ 0,007 5 = 0,132 5.

La probabilité que 'ordinateur choisi soit ancien sachant qu’il est défaillant est donnée par :

_P(AnD) _ 0,08
Pp(4) = P(D) ~ 0,1325

~ 0, 60.

Corrigé de I’exercice 8.6 page 331

‘ 1 ‘ L’arbre est le suivant :

0,7 Vv
08— A <
0,3
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On cherche x = P (V). Pour cela, on a :

0,8=P (V) =0,8x0,7+0,2z
0,8-0,8x0,7
v 0,2
0,24
0,2

x = 1,2 > 1 donc impossible car une probabilité est comprise entre 0 et 1

=

D’apres la question précédente, P (V) = 0,56 + 0, 2z. De plus, 0 < z < 1 donc :

0<0,2z <0,2
0,56 < 0,56 + 0,2z < 0,76
0,56 < P (V) <0,76.

Ainsi, Mimolette pourra espérer avoir entre 56 % et 76 % de ses vidéos qui seront vues plus de 200 000 fois.

Corrigé de I'exercice 8.7 page 331
Comme A et B sont indépendants,
P(C)=P(ANB)
=P(A) x P (B)
— 0,02 x 0,01
\P (C) = 0,000 2\

P(D)=P(AUB)
—P(A)+P(B)—P(ANB)
= 0,02+ 0,01 — 0,000 2
|P(D)=0,0298]|

OnaE:Ed’ofJ:

P(E)=1-P (D)

—1-0,0298
P (E) = 0,970 2|
A et B étant indépendants, par propriété :
P(ANB)
—= =P (B) =0,01.
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Corrigé de I'exercice 8.8 page 331
Notons = P (V') et construisons un arbre de probabilités représentant la situation :

05— %
V"
o 05
1—=x 09/5
\V<01
S A

On sait que P (S) = 0,548 d’apres le voisin de Pierre.
D’apres la formule des probabilités totales :

P(S)=P(VNS)+P(VNSY)
< 0,548 =P (V) x Py (5) + P (V) x P (5)
> 0,548 =2 x 0,9+ (1 —z) x 0,5
> 0,548 = 0,92 + 0,5 — 0,5z
> 0,548 = 0,4z +0,5
< 0,42 = 0,048
0,048
T 0,4
— z=0,12.

Ainsi, la probabilité que Pierre soit en vacances est égale a 0,12.

Corrigé de I'exercice 8.9 page 332
D’apres le cours, on sait que :

Py (A) = ngl(;)B) s P(ANB)=Pg(A) x P(B).
Ainsi,
b, () PANE) _Po(4) xP(B)

P(4)  P(A)

Corrigé de I'exercice 8.10 page 332
L’arbre de probabilité modélisant la situation est le suivant :

/G

alot o=
Q)

3/R<

Q

[

§\V<

1
4

\
—
\

Ql
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On doit ici calculer P (V N G) qui, d’apreés le cours, est égale a :

2 3 3
P =] P =X = e,
D’apres la formule des probabilités totales,
P(G)=P(VNG)+P(VNG)
10 576
3 i 1
10 10
_ =
10
2
PG) ==
(@) =<

On souhaite ici calculer Pg (R) qui, d’aprés le cours, est égale a :

P(RNG
1
_ 10
2
5
1 5
= — X —
10 2
1
PG(R)ZZ

Tirer au hasard et simultanément deux jetons revient & en tirer un, puis un autre (sans remettre le premier
dans 'urne).
2
On sait que la probabilité de tirer un premier jeton gagnant est P (G) = 3 d’apres la question 3. Mais une
fois ce jeton choisi, nous avons une autre configuration :

o sile premier jeton gagnant est rouge, alors il n’y a plus de jeton gagnant rouge pour le second tirage; la
probabilité de tirer un jeton gagnant est donc égale a :

4

=~ w

o sile premier jeton gagnant est vert, alors il y a encore un jeton rouge gagnant (sur les 9 jetons restants)
et 2 jetons gagnants verts; la probabilité de tirer un second jeton gagnant est donc égale a :

><1_~_3><2
6

P(RNG)+P(VNG) = o X5

W= oo

La probabilité de tirer simultanément deux jetons gagnants est alors égale a :

1 1 1 1 3 1 2
P(1er t) X = +P(1e7 V t) X = —X-+—X=-=—.
(1°r R gagnant) x 3+ ( gagnant) X 3= 10 X 37 10 X 3= 18
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Corrigé de I'exercice 8.11 page 332

On considére un lycéen n’ayant jamais consommé de cannabis. Alors, il répond « Oui » au questionnaire
uniquement s’il obtient un « 6 » au lancer de dé.
Donc la probabilité qu’un adolescent ait répondu « oui » sachant qu’il n’a jamais consommé de cannabis est

1
=
Ona:
5 O
3
755
<p ‘N
1—p /O
1
\C<:
6\N

a. D’apres la formule des probabilités totales,

P (0) = P (C) x P¢ (0) + P (C) x Pz (0)

soit :
3 1
R _ R N = -
g DX g - p) x ¢
e 3.5 1 1
5 oW 6 6
-1
5@ 6
e 322,41
5 306
A 3" 3?7576
2 _13
3P~ 3
R B
P=73573
-
P=30
_. P(CnN)
PN(C):W
e 5
_ 20 %6
2
5
_ 3
T 48

Ainsi, sachant qu’un adolescent a répondu « non » pendant I’enquéte, la probabilité qu’il n’ait jamais consommé

de cannabis est égale a B
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Corrigé de I'exercice 8.12 page 333
L’arbre de probabilité complété est le suivant :

\T

D’apres le cours,

P(MNT) =P (M) x Py (T)
= 0,99 x 0,02

P (MNT)=0,0198

D’apres la formule des probabilités totales,

P(T)=PMNT)+P(MNT)
=0,01 x 0,97 +0,0198
= 0,009 7+ 0,019 8

|P(T)=0,0295|
D’apres la formule du cours,
PMNT)
Pr(M)= ——=
~ 0,009 7
© 0,029 5

| Pr(M) ~ 0,328 8|

De la question précédente, on peut dire que la probabilité qu'une personne dont le test est positif soit malade
est d’environ 1 sur 3. La personne n’est donc pas nécessairement malade.

Corrigé de I'exercice 8.13 page 334

Si une personne est testée positive, quelle est la probabilité qu’elle soit réellement malade ?

Pour trouver P(T'), nous utilisons la loi des probabilités totales :

P(T) =P (T) x P (M) + Py (T) x P (M)
= (0,95 x 0,005) + (0,02 x 0,995)
= 0,004 75 + 0,019 9
= 0,024 65.
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Ainsi,
Pr (M) = w

0,95 x 0,005
0,024 65
~ 0,192 9.

La probabilité qu'une personne soit réellement atteinte de la maladie rare sachant que son test est positif est
d’environ 19,29 %.

St une personne est testée négative, quelle est la probabilité qu’elle soit réellement saine ?
D’apres la formule des probabilités totales :
P (T) = P (M) x Py (T) + P () x P (T)
= (0,05 x 0,005) + (0,98 x 0,995)
= 0,000 25+ 0,975 1

=0,975 35.
Ainsi,
. P(MNnT
Pr () = “ ey
0,98 x 0,995
0,975 35
~ 0,999.

Donc, la probabilité qu’'une personne testée négative soit réellement saine est d’environ 99,9 %.

St une personne est testée positive deux fois, quelle est la probabilité qu’elle soit réellement malade ?

Nous voulons calculer P, ~7, (M).
Nous savons que :
o Py (Th) =Pp (T3) = 0,95.
] PM (Tl ﬂTg) = PM (Tl) X PM (TQ) = 0,95 X 0,95 = 0,902 5.

Pour calculer P (77 NT3), nous devons prendre en compte les probabilités conditionnelles pour les cas ou la
personne est malade et non malade.

P(TyNTy) =Ppy (T NT2) x P (M) + P37 (Ti NT) x P (M) .
Comme les événements T} et T5 sont indépendants :

Py (Th NTy) = Py7 (Th) x Pz (T2) = 0,02 x 0,02 = 0,000 4.
Donc :

P (T, N T3) = (0,9025 x 0,005) + (0,000 4 x 0,995)
= 0,004 512 5 + 0,000 398
= 0,004 910 5.

Maintenant, nous pouvons calculer :

10,9025 x 0,005

Prinm,) (M) = 0.0040105 = %919

Donc, la probabilité qu'une personne testée positive deux fois soit réellement malade est d’environ 91,9 %.
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Corrigé de I'exercice 8.14 page 334
On choisit €2 comme ’ensemble des individus de la population.
On pose :

o M : «l'individu est malade » e T : «le test est positif ».

Alors, ’énoncé nous dit que :

5 1 199
e P(M)=0,5%=——=-—,douP (M) =-—;
(M) =0,5% = 7005 = 59p7 Vo2 P (M) = 555
99 1
« Py (T) = —; e Py (1) =2%= —.
m (T) = 159 iz (T) = 2% 50
On cherche a déterminer Pp (M).
P(MNT)
Pp(M)=—— =/
A Py (T) x P (M)
Py (T) x P(M) + P37 (T) x P (M)
B 0,99 x 0,005
70,99 x 0,005+ 0,02 x 0,995
~0,2.

Il y a donc 20 % d’étre malade sachant que le test est positif.

Selon une enquéte de l'institut Max-Planck, si on demande a des médecins de choisir comme réponse a la
question posée dans 1’énoncé entre 3 probabilités possibles (& peu prés 90 %, & peu prés 50 % ou & peu pres
20 %), seul un tiers des médecins trouvent la bonne réponse.

Corrigé de I'exercice 8.15 page 334
On choisit 2 comme ’ensemble des individus de la population.
On pose :

e M : «l'individu est malade » o T : «le test est positif ».

Alors, ’énoncé nous dit que :

« P(M)=1%=0,01, dou P (M) =0,99; o P57 (T)=9%=0,09.
° P]V[(T):O79;

On cherche & déterminer Pp (M).

PMNT
Pas (T) x P (M)
0,9 x 0,01
0,9 x 0,01 + 0,09 x 0,99

~ 0,09.

La probabilité que cette femme soit malade sachant que le test est positif est donc égale a 0,09.
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Corrigé de I'exercice 8.16 page 334
Notons G I'événement : « L’éleve gagne ».
Il y a en tout 44 + 33 4+ 40 = 117 éleves sur ’ensemble des trois classes. On a alors ’arbre ci-dessous.

1 —G
/01/2
44 G
117
33 /};/G
&
G
ﬂ
117\ i/G
C/
3\6

On en déduit : 44 1 33 1 40 1 43
PG Q- * N1, O 1 2T

On sait de plus que :

P(C2NG)

11
Ainsi, si un éleve gagne, la probabilité qu’il vienne de la classe Cs est =

Corrigé de I'exercice 8.17 page 335
Avant tout, construisons un arbre de probabilités schématisant notre probléme :

A
03—

/ Ay < 07
0,4 \/TQ<

0,8
< TR

076 Rl
02—

Ry
02—

0,8 o
\ Rl

B P(R)=P5[R)xP(A)
—0,2%0,6
P(Ry) = 0,12
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D’apres la formule des probabilités totales,

P(R)=P(R)+P(R)
—0,12+0,4 % 0,7 X 0,2

=0,12 + 0,056
P(R)=0,176
Nous cherchons Pr (Ry).
P(RiNR)
P > -
Or, P(R; N R)=P (Ry).
0,12
0,176

[Pr (1) ~0,682]

Corrigé de I’exercice 8.18 page 335
Partie A

D’apres ’énoncé, on a :
P(A1)=0,9 ; P(A])=1-0,9=0,1 ; Py, (4)=0,8 ; P5(4)=0,3

L’arbre des probabilités est le suivant :

P (A1 NAy) =P (A1) x Py, (Ag)
=0,9%0,8

[P (41N 45) =0,72]
P (A3) =P (A1 NAp) +P (AN Ar)
=0,7240,1x0,7
P (A5) = 0,79
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Partie B

Avant tout, construisons 'arbre de probabilités pour A,, et A, 41 :

S _— A’nJrl

0
A, =
/ n 0,2
< B A
1—z, 0.7 _— An+1
TNE =
= An+1

Ainsi,
Tp+1 = P (An+l)
=P(A,NApt1) + P (A, N Anga)
=0,8z, +0,7(1 — z,)
=0,8¢, +0,7—0,7x,
\xnﬂ = 0,1xn+0,7‘

7
a. On sait que un:xn—§ (par définition) donc, au rang n+ 1, on a :

U =07 _d

n+1 — 4n+41 9
:0,1315714—0,7—Z

9

L Wl
107" 10009
ETC R
107" 90 90
_ 1. 7
107" 90
_1 7
“10\"™ 9
_ 1
10t
=0, lu,.

Par conséquent, (u,) est une suite géométrique de raison ¢ = 0,1 et de premier terme :

7
UG =T, — =
1 1 9
7
=0,9——
9
_9 .7
10 9
11
U = —
T 90
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b. (u,) étant une suite géométrique,

Up = ug X g7 L
Ainsi,
11
n=—x0,1""%
“n =90
De plus, comme u,, = z,, — 9’ on a :
7 . 11 . 7
xn:un+§ soit znzgox(),l 1—|—§

c. Pour des valeurs de plus en plus grandes de n, 0,1™ semble se rapprocher de 0.
o 7
Ainsi, on peut supposer que x,, se rapproche de plus en plus de —.

Ceci signifie que plus Victor effectuera de tirs, plus la probabilité que la cible soit atteinte se rapprochera

7
de 9’ soit a peu pres 0,78.

Corrigé de I'exercice 8.19 page 336
L’arbre de probabilités est le suivant :

07— &2

_— G — 0’3
077 ’ \—2
<0,3 C
05— 2

La probabilité qu’il lui arrive une mésaventure la deuxiéme semaine est :

P(C2) =P (C1NC2)+ P (CiNCy)
=P (C1) x Pg, (C2) + P (C1) x P (Ch)
=0,7x0,7+0,3 x0,5

P (Cy) = 0,64

A D’étape n, nous avons l'arbre suivant :

(pn B nt1
\cn<05
7\0

Ainsi,
Pn+1 = Pn X 0a7+(1 _pn) X Oa5
:077pn+075_075pn
Prt1=0,2p, +0,5|
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A. Un+1 = Pn+l — 0,625
=0,2p, +0,5—0,625
=0,2p, — 0,125

0,125
=02 (p” - 02)

=0,2(p, — 0,625)
=0, 2u,

Ainsi, (u,) est géométrique de raison ¢ = 0,2 et de premier terme :
up =p; —0,625=0,7— 0,625 = 0,075.
b. On déduit de la question précédente que :
Up =u X ¢"1 =0,075 x 0,271

et, comme u,, = p, — 0,625 :

Pn=tn+0,625  soit |p,=0,075x0,2"" + 0,625

c. Plus n grandit, plus 0,2" se rapproche de 0 car 0 < 0,2 < 1, donc p,, se rapproche de 0, 625.

Cela signifie qu’a long terme, la probabilité que madame Laguigne connaisse une mésaventure se rappro-
chera de 0,625.

Corrigé de I’exercice 8.20 page 336
Un programme possible est le suivant :

Code Python 8-54

1 from random import random
2 n=0

3 for i in range(5000):

4 x = random()

5 y = random()

6 if (y < x*x):

7 n+=1

8 print(n/5000)

Explications :
e On commence par importer le module random qui permet de simuler ’aléatoire ;
e on initialise la variable n & 0 : c’est la variable qui va compter le nombre de points en dessous de la courbe ;

e on crée une boucle de sorte a répéter 5 000 fois I'expérience consistant a choisir au hasard deux nombres x et
y, qui vont jouer le role des coordonnées du point ;

« on teste si y < x2 : si tel est le cas, cela signifie que le point est bien en dessous de la courbe et on incrémente
n (on lui ajoute 1);

e une fois sortis de la boucle, on affiche la valeur de 5 300, qui correspond a la fréquence de points obtenus en
dessous de la courbe.
Voici trois résultats successifs : 0, 3358 ; 0,3326 ; 0, 3308.
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On peut modifier 1égerement le programme afin qu’il simule plus de choix :

Code Python 8-55

1 from random import random

2 n=0

3 ¢ = int(input(’Nombre de choix : ’))
4 for i in range(c):

5 x = random()

6 y = random()

7 if (y < x*x):

8 n+=1

9 print(n/c)

On peut ainsi choisir le nombre de choix. Il semble que plus le nombre de choix augmente, plus la fréquence se
rapproche de 0,333333...

Corrigé de I'exercice 8.21 page 337

« P(0)=0,7;
« P (4) = 0,55 donc P (A) = 0,45;
« Po(A)=0,4.

Ainsi, Pp (A) # P (A) donc A et O ne sont pas indépendants.

Corrigé de I'exercice 8.22 page 337
P(DNO) =P (D) xP(0) car D et O sont indépendants, donc D et O aussi.
=(1-0,05) x 0,1
=0, 095.
Donc la probabilité pour que Jeanne oublie son portable chez elle et qu’il ne soit pas déchargé est égale a 0,095.
Blprpuo)=pPD)+P(0)-P(DNO)
=0,05+0,1— 0,005
=0, 145.
Ainsi, la probabilité pour que Jeanne ne puisse pas se servir de son portable un jour donné est égale a 0,145.

Corrigé de I'exercice 8.23 page 337

— By —1— Bs

1/2
Bl<1§2
1/ —~B3—1— B
3
L 1/2/3171733
Q §7B2<1/2
) ~B3;—1—B;
3

N p—Bi—1—B;
Bs <),
—~B,—1—B

1 1 1
Il y a donc 6 tirages possibles, et chaque possibilité a une probabilité de 3 X 2 x 1= 5 d’étre obtenue. Ces
tirages sont donc équiprobables.
a. e « La boule By est extraite avant By » est possible dans 3 cas : By — By — B3, By — B3 — By et

Bs — By — Bs.

Ainsi, P(A) =3 x %, soit | P(A) = = |
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e Bj est extraite au premier tirage dans 1 cas sur 3 car il y a 3 boules possibles au premier tirage.

Donc | P(B) = % L
o La boule Bj est extraite au deuxiéme tirage dans 2 cas sur 6, donc | P(C) = % |
b. P(ANB) = % et P(A) x P(B) = % x % - % £ P(ANB).
Donc A et B ne sont pas indépendants.
c. P(ANC)= é et P(A) x P(C) = % X % = é =P(ANCQC).

Donc A et C sont indépendants.

Corrigé de I'exercice 8.24 page 338
Pr(E)=0,4 et P (E) =0,4.
P(E) =P (T) x Py (E)+ P (R) x Pr (E) + P (I) x P; (E)
=0,35%x0,440,25x 0,6+ 0,4 x 0,75

P(E) =0,59
P(INE) 0,4x0,75
BY Pr(]) = = ~ 1.
5 (1) P (E) 0,59 0,5

P(I)=0,4# Py (I) donc E et I ne sont pas indépendants.
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ﬂ Introduction

b Une expérience aléatoire

Considérons une expérience aléatoire qui consiste & lancer deux dés cubiques non pipés (non truqués) et regardons la
somme des faces obtenues. Voici les différentes possibilités que nous avons :

Notons S la somme des deux dés. Alors, les valeurs possibles de S sont dans I’ensemble :
{2:3;4;5;6;7;8;9;10 ;11 ;12}.

On dit ici que S est une wvariable aléatoire car sa valeur varie (d’ou le mot « variable ») et ce, de fagon aléatoire (car sa
valeur dépend des issues obtenues dans l'expérience aléatoire).
Par abus de langage, et pour simplifier la notion, on écrira :

S={2:;3;4;5;6;7;8;9;10;11 ;12}.

P Définition

Définition 28

Soit £ une expérience aléatoire dont les issues possibles sont des nombres (lancers de dés, nombres de stylos dans
une trousse,...).

On appelle variable aléatoire 1’ensemble des valeurs que peuvent prendre les issues de £.

Exemple 46

L’univers étant une classe donnée, I’expérience consiste a regarder le nombre de stylos dans une trousse d’un
~ éleve. On constate que le nombre de stylos varie entre 5 et 10. Alors, la variable aléatoire représentant ce
nombre est :
X ={5;6;7;8;9;10}.

L’univers étant un lycée donné, 'expérience consiste a regarder dans chaque classe le nombre d’éleves mesurant
y ) p
plus de 2 metres. On constate que ce nombre varie entre 0 et 5. Alors, la variable aléatoire représentant le
nombre d’éleves de ce lycée mesurant plus de 2 metres est :

X =40;1;2;3;4;5}
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b Définition plus théorique

Définition 29

Soit €2 un univers probabilisé et £ une expérience aléatoire dans €.
Une variable aléatoire X est une application qui, a chaque événement élémentaire de €2, associe un nombre réel.

Autrement dit,
X : Q>R

L’ensemble des valeurs prises par X est noté X (€2).

En théorie, X () est un ensemble pouvant étre infini. Cependant, au lycée, on se limite au cas ot il est fini.

De plus, par souci de simplification, on notera plutot X I’ensemble X (€2), quitte & installer une ambiguité entre
la fonction et ’ensemble des valeurs prises par cette fonction.

Il existe deux types de variables aléatoires réelles : discrétes et continues. En 1*¢, on ne rencontrera que des
variables aléatoires discrétes, c¢’est-a-dire ou les valeurs prises sont dénombrables (des valeurs que I'on peut
compter une a une).

ﬂLoi de probabilité

D Définition

Définition 30

Soit X une variable aléatoire discrete.
La loi de probabilité de X est la donnée de la probabilité de toutes les valeurs que peut prendre X.
En général, elle est donnée sous forme de tableau.

Reprenons ’exemple du lancer de deux dés cubiques non pipés, ou S est la variable aléatoire représentant la somme

obtenue.
D’apres le tableau obtenu précédemment, on peut écrire :

S; 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1 1 1 1 1 1 1 1

BN 0 11515 (1/1[1[1
36 18 12 9 36 6 36 9 12 18 36

Par exemple, sur les 36 issues possibles , seule une donne la somme « 2 ». Donc la probabilité d’obtenir une somme

1
égale & 2, que 'on note P (S = 2), est égale a 36
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b Espérance d’une variable aléatoire

Définition 31

Soit X = {xi}lgign
On appelle espérance mathématique de X le nombre défini par :

une variable aléatoire discréte.

Le calcul de ’espérance mathématique ressemble a celui de la moyenne d’une série statistique.
L’espérance peut alors étre considérée comme la « valeur moyenne » de la variable aléatoire si on répete I’expérience
un grand nombre de fois.

Reprenons 'exemple précédent. Alors,

1 1 1 1 1
E(S)=2xX —+3X —4+4x —+--+11x —+12x —
(S) ><36+ ><18+ ><12—|— + ><18+ ><36

E(S) =7

Cela signifie que sur un grand nombre de lancers, on peut espérer obtenir en moyenne une somme égale a 7.

Propriété 62 (linéarité de I’espérance)

Soit X une variable aléatoire discréte. Soient a et b deux réels. Alors,

E(aX +b) =aE(X)+5b.

Par définition, aX + b = {axi + b}1<i<n. Alors,

n

E(aX +b) = (az; +b) x P (aX + b= az; +b)
a=1

Zi(al’i—Fb) x P (X = ;)

i=1

= zn:axi x P (X in)-I-zn:bP(X = x;)
=il =1

:aixi X P(XZ:Ci)-FbiP(X:-Ti)
i=1 =

—E(X) =1
=aE(X)+b.
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b Variance et écart-type d’une variable aléatoire

© Derinitions
Définition 32

Soit X = {xi}l@'@t
On appelle variance mathématique de X le nombre défini par :

une variable aléatoire discrete.

V(X):]E((X—E(X))Q) :Z[mi—E(X)]Q xP(X =) .

On appelle écart-type de X le nombre défini par :

Reprenons I'exemple précédent. Ajoutons une ligne a la loi de probabilité de S :

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
1111 ps 151y 10171
36 18 12 9 36 6 36 9 12 18 | 36
1 1 1 1
2, L 2. T a2 2, L
V(S)—(5)><36+(4)><18+(3)><12+ +5 e
_3
6
~ 5,83
et donc :
35

o Interprétation

Dans la formule V(X) =E ( (X — E (X) )2 , si on éleve au carré la variable X —E (X)), c¢’est pour manipuler une variable

positive. Cette nouvelle variable représente alors le carré de la différence entre X et son espérance.

Ainsi, la variance est ’espérance de ce carré ; on peut donc I'interpréter comme la moyenne des carrés des différences entre
X et E(X).

En prenant la racine carrée de la variance pour calculer 1’écart-type, on se rameéne & la moyenne des différences (en valeur
absolue). Ainsi, I’écart-type représente 1’écart moyen de chaque valeur de X a son espérance.

En obtenant E (S) = 7 et 0(S) = 2,4, on peut conclure que sur un grand nombre de lancers, on peut espérer en moyenne
avoir une somme égale a 7 plus ou moins 2,4, soit une somme comprise entre 4,6 et 9,4.
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e Théoréme de Konig-Huygens

Théoréeme 3 (de Konig-Huygens)

Soit X = {xz une variable aléatoire discrete. Alors,

}1gi<n

V(X)=E(X*) - [ECO]".

Démonstration 43

V(X)=E ((X ~E(X) )2) (par définition)
—E(X?) - E(2XE (X)) +E ((E (X) )2)
—E(X?) —2[E(X)]*+ [E(X)]
2
—E(x?) - [E(X)]. =
Remarque 39
Dans la pratique, ce théoréme nous permet de calculer la variance de facon peut-étre plus simple dans certains cas.

Exemple 50

Reprenons I’exemple du lancer de deux dés cubiques non pipés.
Ajoutons une ligne & la loi de probabilité de S :

S=5 2 [ 3| a|5]6] 7|8 [9]10]11]12

$2=s2 4 | 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144
11115 1[5 |1]1]1]1

O=%) 35 15 12 9 36 6 36 5 12 18 36

1 1 1 1

E(5%) =4x —+9x —+16X — +---+ 144 x —

(5?) XggtOX g +16x o+ + X
329

6

Ainsi, d’apres le théoréeme de Konig-Huygens,

2
V(S) = 3B _p
6
S
G
~ 5,83
et donc :
o(S) = % ~ 2,4
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Prendre un bon départ

Exercice type 28 » Décrire une variable aléatoire

On dispose de 10 cartes : 3 rouges et 7 vertes.

On tire au hasard 2 cartes sans les regarder et on note X la variable aléatoires représentant le nombre de cartes
rouges obtenues.

Décrire la variable aléatoire X (donner les valeurs possibles de X).

Il y a 3 cartes rouges et on tire deux cartes parmi les 10.
On peut donc obtenir 0 carte rouge, 1 cartes rouge ou 2 cartes rouges.
Ainsi, X = {0;1;2}.

Exercice type 29 » Compléter une loi de probabilité

Compléter la loi de probabilité de la variable aléatoire X donnée ci-dessous :

1 2 3
3 1
10 | 10

La somme des probabilités doit toujours étre égale a 1.
Or, la somme des probabilités données vaut :

1 3 1 5 1

w102

Ainsi, la probabilité a ajouter pour que la somme fasse 1 est :

1
R ——
2 2

Exercice type 30 » Calculer une espérance

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée ci-dessous :

—-1| 3 | 10

18 2

13 | 13 | 13
Calculer 'espérance de X.
L’espérance de X est :

5 3 3 2 1
E(X)_(_5)Xﬁ+(_l)xﬁ+3xﬁ+1oxl_3_ﬁ'
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Exercices

Exercice 9.1 (dés cubique et tétraédrique)

On dispose d’un dé cubique, dont les faces sont numérotées de 1 a 6, et d’un dé tétraédrique (dont les faces sont
numérotées de 1 a 4). Ces dés sont parfaitement équilibrés.

On lance ces deux dés et on s’intéresse a la somme des deux chiffres obtenus.

Soit X la variable aléatoire représentant I’ensemble des sommes possibles.

Donner la loi de probabilité de X.
Calculer I'espérance mathématique de X.
Calculer I’écart-type de X.
Solution page 372

© ®

Exercice 9.2 (piece de monnaie)

On jette trois fois de suite une piece de monnaie.

Si on obtient trois fois « pile » ou trois fois « face », on gagne 100 €. Sinon, on perd 10 € (ce qui correspond
a un gain de —10 €).
Déterminer I’espérance et ’écart-type de la variable aléatoire représentant le gain algébrique de ce jeu.

On ajoute 5 € aux gains. Quelle est alors ’espérance et quel est I'écart-type de la nouvelle variable aléatoire
représentant le gain algébrique du jeu?

On multiplie par 2 les gains du jeu initial. Calculer alors I’espérance et ’écart-type de la nouvelle variable
aléatoire représentant le gain algébrique du jeu.

Solution page 372

© ®

Exercice 9.3 (trois pieces de monnaie)
On lance 3 pieces bien équilibrées valant respectivement 1 €, 2 € et 2 €.
On veut étudier la variable aléatoire X qui totalise le montant en euros des pieces tombées sur « Pile ».
Représenter ’expérience par un arbre pondéré.
Donner la loi de probabilité de X.
Quelle est la probabilité d’obtenir un résultat supérieur ou égal a 3 €7
Solution page 373

© =
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Exercice 9.4 (mise de départ et jeu équitable)

permet de gagner 2 € mais obtenir 3 fait perdre 3 €.

Etablir la loi de probabilité de X.
Le jeu est-il équitable 7 Justifier.

Pour une mise de 0,50 €, on lance un dé cubique équilibré. Tout résultat pair fait gagner le nombre d’euros
indiqué sur le dé et tout résultat impair fait perdre le nombre d’euros indiqué sur le dé. Par exemple, obtenir 2

On note X la variable aléatoire correspondant au gain algébrique (en tenant compte de la mise).

Solution page 373

Exercice 9.5 (lois de probabilités)

Voici trois lois de probabilité ainsi que trois couples (espérance ; écart-type).

8 |14 couple 1: (11:1,73)
2 1
303 couple 2 : (10;0,85)
8 | 12 couple 3 : (10;2, 83)
1 3
4| 4

10 16
8L
100 | 100

Sans effectuer de calculs, associer chaque couple a sa variable aléatoire.

Solution page 373

Exercice 9.6 (jeu de cartes et gain)

Un jeu consiste a tirer au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes.
e Siclest un 7, 8, 9 ou 10, on perd 30 €.
o Si c’est une figure (valet, dame ou roi), on gagne 10 €.

o Sic’est un as, on gagne 20 €.

Déterminer la loi de probabilité de X.
Calculer son espérance mathématique.
A qui ce jeu est-il favorable ? Justifier.

Quel devrait étre le gain pour un As afin que le jeu soit équitable 7

On note X la variable aléatoire représentant le gain (en euros) a 'issue du jeu.

Solution page 374
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Exercice 9.7 (féte foraine)

Dans une féte foraine, pour une mise initiale de 3 €, le joueur est invité a lancer deux dés équilibrés a six faces
numérotées de 1 a 6.

e Sile résultat est un « double », le joueur empoche le montant en euros égal a la somme des points obtenus.
o Si un seul 6 apparait, le joueur gagne le montant en euros indiqué sur 'autre dé.
o Dans les autres cas, la partie est perdue.
On désigne par G la variable aléatoire définie par le « gain » du joueur (gain qui peut étre négatif).
Déterminer la loi de probabilité de G.
Calculer I'espérance mathématique de G. Le jeu est-il équitable ?

Calculer I’écart-type de G. Interpréter le résultat.
Solution page 374

Exercice 9.8 (jeu avec mise)

On propose le jeu suivant : un joueur mise 3 € puis tire un ticket dans une urne qui contient 5 % de tickets portant
le numéro 15, 10 % de tickets portant le numéro 10, 20 % de tickets portant le numéro 5 et le reste portant la
mention « perdu ».

o Si le ticket porte le numéro 15, il gagne 15 €.
o Si le ticket porte le numéro 10, il gagne 10 €.
e Si le ticket porte le numéro 5, il gagne 5 €.
o Si le ticket porte la mention « perdu », il ne gagne rien.
On appelle G la variable aléatoire définie par le gain du joueur.
Déterminer la loi de probabilité de G.
E Calculer I'espérance mathématique de G.
Le jeu est-il équitable ?
Par quelle valeur doit-on remplacer le gain de 15 € pour que le jeu soit équitable 7
Solution page 374

Exercice 9.9 (deux urnes et douze boules)

On consideére un jeu ou deux urnes Uy et Uy sont remplies de 12 boules.
Dans Uy, il y a 8 boules rouges, 3 boules blanches et 1 boule noire.
Dans Us, il y a 1 boule rouge, 8 boules blanches et 3 boules noires.
Le joueur tire au hasard une boule dans U;, puis une autre dans Us.
On note :
e R ’événement : « la boule tirée est rouge » ;
e B l’événement : « la boule tirée est blanche » ;
e N l’événement : « la boule tirée est noire ».
Si les deux boules tirées sont de la méme couleur, le joueur gagne 10 €; sinon, il ne gagne rien.
Pour jouer, on doit s’acquitter d’une somme de 5 €.
On note X la variable aléatoire représentant le gain algébrique du joueur.
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Compléter I’arbre de probabilités suivant :

U,

Sy
> W S

s/
zZ W

g Déterminer la loi de probabilités de X.
Calculer I'espérance mathématique de X, puis interpréter ce résultat.
Calculer la variance puis ’écart-type de X.
Solution page 375

Exercice 9.10 (une urne et un jeu)
On dispose d’une urne contenant 1 boule noire, 1 boule rouge, 2 boules jaunes et 3 boules bleues.
Un jeu consiste a effectuer deux tirages successifs sans remise dans cette urne.

e quand on tire une boule noire au 1°F ou 24 tirage, on ne gagne rien ;
e quand on tire une boule bleue au 2" tirage, on gagne 1 €;

o quand on tire une boule jaune au 2°¢ tirage, on gagne 5 €

o quand on tire une boule rouge au 2"9 tirage, on gagne 10 €.

Pour avoir le droit de participer, un joueur doit miser 3 €.
On appelle X la variable aléatoire représentant le gain algébrique de ce jeu.

Construire un arbre pondéré représentant la situation.

Donner la loi de probabilité de X.

Calculer I'espérance mathématique de X. Quelle conclusion peut-on alors faire ?
Déterminer la mise de départ afin que le jeu soit équitable.

La mise de départ trouvée a la question précédente ne satisfaisant pas a 'organisateur du jeu, celui-ci
souhaite modifier les regles du jeu. Il se demande s’il peut trouver une mise de départ pour laquelle le jeu
serait équitable s’il multiplie tous les gains absolus (donc sans tenir compte de la mise de départ) par un
entier a non nul.

On pose Y la variable aléatoire représentant les gains algébriques de ce jeu avec les nouvelles regles. On
note m la mise de départ.

a. Expliquer pourquoi ¥ = aX + 3a — m.

b. Donner alors une réponse a la question de 1’organisateur.

Solution page 376
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Une maladie touche 20% de la population d’une ville.
Lors d'un dépistage de la maladie, on utilise un test biologique vendu par une entreprise qui a les caractéristiques
suivantes :

Exercice 9.11 (maladie, valeur prédictive et coiit du test)

o lorsque la personne est malade, la probabilité d’avoir un test positif est 0,85 ;
o lorsque la personne n’est pas malade, la probabilité d’avoir un test négatif est 0,95.

On choisit une personne au hasard dans cette population.
On note :

o T I événement « la personne a un test positif a cette maladie »,

e M T'événement « la personne est atteinte de cette maladie ».

Complétez l'arbre suivant.

T
M

T

T
M

T

E Calculer P (M NT).
Montrer que P (T') = 0, 21.

On appelle valeur prédictive positive du test la probabilité qu'une personne soit malade sachant que le
test est positif. On estime que ce test est efficace pour une population donnée lorsque cette probabilité est
supérieure a 0,95.

Ce test est-il efficace sur la population étudiée ?

Le test est vendu 5 €. Si le test ne correspond pas a 1’état de la personne l'utilisant, il est intégralement

remboursé ; sinon, il ne I'est pas.

Calculer la recette moyenne d’un test pour I'entreprise le commercialisant.

Solution page 377
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Exercice 9.12 (dans le BDS)

Dans une école d’ingénieurs, certains étudiants s’occupent de la gestion des associations comme par exemple le
BDS (bureau des sports).

Sur les cinq années d’études, le cycle « licence » dure les trois premiéres années, et les deux derniéres années sont

celles du cycle de « spécialisation ».

On constate que, dans cette école, il y a 40% d’étudiants dans le cycle « licence » et 60 % dans le cycle de

« spécialisation ».

o Parmi les étudiants du cycle « licence », 8 % sont membres du BDS ;
o Parmi les étudiants du cycle de « spécialisation », 10 % sont membres du BDS.
On considere un étudiant de cette école choisi au hasard, et on consideére les événements suivants :
o L : « L’étudiant est dans le cycle « licence » ; L est son événement contraire.
e B : « L’étudiant est membre du BDS » ; B est son événement contraire.

La probabilité d’un événement A est notée P(A).

Partie A

Recopier et compléter l'arbre pondéré modélisant la situation.
/ L <
0,4 T
.. / B

Calculer la probabilité que 1’étudiant choisi soit en cycle « licence » et membre du BDS.

En utilisant ’arbre pondéré, montrer que P(B) = 0,092.

Partie B

Le BDS décide d’organiser une randonnée en montagne. Cette sortie est proposée a tous les étudiants de cette
école mais le prix qu’ils auront a payer pour y participer est variable. Il est de 60 € pour les étudiants qui ne
sont pas membres du BDS, et de 20 € pour les étudiants qui sont membres du BDS.

On désigne par X la variable aléatoire donnant la somme a payer pour un étudiant qui désire faire cette randonnée.

Quelles sont les valeurs prises par X 7
Donner la loi de probabilité de X, et calculer I'espérance de X.
Solution page 378

Dans une urne, il y a 9 boules rouges et n boules blanches.
Un joueur doit payer 5 € pour tirer au hasard une boule de cette urne.
Si la boule tirée est rouge, il ne gagne rien; si elle est blanche, il gagne 20 €.

Exercice 9.13 (vers une équation)

Quelle doit étre la valeur de n pour que le jeu soit équitable ?
Solution page 379
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Exercice 9.14 (deux dés cubiques)

On lance deux dés cubiques équilibrés « classiques » et on note les numéros apparaissant sur la face supé-
rieure de chaque dé.
Soit X la variable aléatoire égale au produit des numéros apparaissant sur les deux faces.

Le jeu est gagné si le produit des numéros apparaissant sur les faces supérieures des deux dés lancés est
strictement inférieur a 10.

a. Donner les valeurs prises par la variable aléatoire X.
b. Déterminer la loi de probabilité de X.
c. Déterminer la probabilité de gagner.

On lance a présent deux dés spéciaux : ce sont des dés cubiques parfaitement équilibrés dont les faces sont
numérotées différemment des dés classiques.

e Les faces du premier dé sont numérotées avec les chiffres : 1, 2, 2, 3, 3, 4.
e Les faces du deuxieme dé sont numérotées avec les chiffres : 1, 3, 4, 5, 6, 8.

On note Y la variable aléatoire égale au produit des numéros apparaissant sur les deux faces apres lancer
de ces deux dés spéciaux.

Déterminer P(Y < 10).
Est-il préférable de jouer au jeu de la question 1 avec des dés classiques ou avec des dés spéciaux ?

Solution page 379

© &

B

Exercice 9.15 (canapés et tables de salon)

Un magasin commercialise des canapés et des tables de salon.
Quand un client se présente, il achéte au plus un canapé et au plus une table de salon. Une étude a montré que :

la probabilité pour qu’un client achéte un canapé est 0,24 ;
la probabilité pour qu’un client achete une table de salon quand il a acheté un canapé est 0,25;

la probabilité pour qu'un client achete une table de salon quand il n’achéte pas de canapé est 0,1.

On choisit un client au hasard parmi ceux ayant participé a I’étude. On note :

C lI'événement « le client achete un canapé » et C son événement contraire ;

T I’événement « le client achéte une table de salon » et T son événement contraire.
Construire un arbre pondéré décrivant la situation.

Calculer la probabilité que le client achéte un canapé et une table de salon.
Montrer que la probabilité P (T) est égale a 0,136.

Dans ce magasin, le prix moyen d’'un canapé est de 1 000 € et le prix moyen d’une table de salon est de
300 €. On note X la variable aléatoire correspondant & la somme payée par le client.

a. Recopier et compléter le tableau suivant donnant la loi de probabilité de X.

0| 300 | 1000 | 1300

b. Calculer 'espérance de X.
Donner une interprétation de ce nombre dans le contexte de ’exercice.

Solution page 380
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Exercice 9.16 (smartphones)

Dans cet exercice toutes les probabilités seront données sous forme décimale, arrondie au milliéme.
Une entreprise récupere des smartphones endommagés, les répare et les reconditionne afin de les revendre a prix
réduit.
e 45% des smartphones qu’elle récupére ont un écran cassé ;
e parmi les smartphones ayant un écran cassé, 30 % ont également une batterie défectueuse;
o par contre, seulement 20 % des smartphones ayant un écran non cassé ont une batterie défectueuse.
Un technicien chargé de réparer et reconditionner les smartphones de I’entreprise prend un smartphone au
hasard dans le stock. On note :
e F I’événement : « Le smartphone choisi a un écran cassé. »
e B 1’événement : « Le smartphone choisi a une batterie défectueuse. »

a. Représenter la situation décrite ci-dessus par un arbre pondéré.
b. Démontrer que la probabilité que le smartphone choisi ait une batterie défectueuse est égale a 0,245.

c. Sachant que le smartphone choisi a une batterie défectueuse, quelle est la probabilité qu’il ait un écran
cassé 7

g L’entreprise dépense 20 € pour réparer et reconditionner chaque smartphone qu’elle récupeére. Si I’écran est
cassé, elle dépense 30 € supplémentaires, et si la batterie est défectueuse, elle dépense 40 € supplémentaires.
On note X la variable aléatoire égale au colit total de réparation et reconditionnement d’un smartphone
choisi au hasard dans le stock.

a. Recopier et compléter sur la copie (aucune justification n’est attendue) le tableau suivant pour donner
la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

20 | 50
0,44

b. L’entreprise doit réparer et reconditionner 500 smartphones.
Combien doit-elle s’attendre a dépenser ?

Solution page 381

Voici la loi de probabilité d’une variable aléatoire X :

100 | 200 | 500

10 | 10 | 10

On souhaite modifier les valeurs de X, tout en conservant les mémes probabilités, afin que son espérance soit
égale a 0 et son écart-type égal a 1.
Proposer les valeurs de la nouvelle variable aléatoire. Pour cela, on s’aidera des formules suivantes :

E(aX +b)=aE(X)+b ; oc(aX+b)=la|lo(X).

Solution page 382

Exercice 9.17 (prendre des initiatives)
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Algorithmique et programmation

Exercice 9.18

On considere la variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée dans le tableau ci-dessous :

0,12 | 021 | 0,14 | 0,17 | 0,27 0704\

On modélise en Python cette loi de probabilité par la variable X ci-dessous :

X=1[(,0.05) , (2,0.12) , (3,0.21) , (4,0.14), (5,0.17) , (6,0.27) , (7,0.04) 1]

On considére la variable Y = —3X + 5.

Ecrire le code permettant de créer la liste Y modélisant la loi de probabilité de Y.

Solution page 382

© =

Exercice 9.19

On considere la variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée dans le tableau ci-dessous :

0,12 | 0,21 | 0,14 | 0,17 | 0,27 | 0,04

On modélise en Python cette loi de probabilité par la variable X ci-dessous :

X=1[ (1,0.05 , (2,0.12) , (3,0.21) , (4,0.14), (5,0.17) , (6,0.27) , (7,0.04) 1]

Ecrire une fonction Python esperance (X) qui renvoie la valeur de 'espérance de X.

Ecrire une fonction Python variance(X) qui renvoie la valeur de la variance de X.

Solution page 383

Exercice 9.20 (formule de Konig-Huygens)

On considere la variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée dans le tableau ci-dessous :

0,2 | 0,21 | 0,14 | 0,17 | 0,27 | 0,04

On modélise en Python cette loi de probabilité par la variable X ci-dessous :

X=1[(,0.05) , (2,0.12) , (3,0.21) , (4,0.14), (5,0.17) , (6,0.27) , (7,0.04) 1]

La formule de Kénig-Huygens nous donne un moyen de calculer la variance de X en connaissance son espérance :

V(X) = B(X?) - [E(X)]*,

Ecrire une fonction variance (X) calculant la variance de X en utilisant cette formule et qui renvoie cette valeur.

Pour cela, on suppose que l'on a déja une fonction esperance(X) qui renvoie ’espérance de X.

Solution page 384
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Corrigé de I’exercice 9.1 page 363

L’ensemble des sommes possibles est donné par le tableau suivant :

Dé 1

Dé 2 112(3[4]5]| 6
1 2|34 |5|6]| 7
2 314151678
3 415167 |8]9
4 5|6 |7 [8]9]|10
On a alors :
X=x;| 2 3 |4,/5 6789 10
1 1 11 1]1]1 1
PX=xz)| — | — | =-|=|2[2]2]|=]|=
X==) 21|12 |8 6|6 |6|8 122
1 1 1
2| E(X)=2x o +3x 5+ +10x o
E(X)=6
. 25 , )
La variance de X est : V(X) = 3 donc son écart-type est o (X) = e ~ 2.

Corrigé de I’exercice 9.2 page 363
La loi de probabilité de la variable aléatoire X représentant le gain algébrique du jeu est :

X=z | —10 100

=~ w

]

X
7 N\
N —
"
w

Il
e~ =

L’espérance de X est donc :
3 1
E(X)=-10x 1 + 100 x {7 17, 5.

Sa variance est : 5 )
V(X) = 4(-10-17, 5)2 + ;100 - 17, 5)2 = 2 268,75

Son écart-type est alors :
o (X) = \/2 268,75 ~ 47, 63.
On sait que E(X 4+ a) =E(X) + a donc ici, E (X’) = 17,5+ 5 = 22, 5.
De plus, V(X 4+ a) =V (X) et 0 (X + a) = 0 (X) donc la variance et 'écart-type ne changent pas.
E (aX) = aE (X) donc ici, E (X”) = 2 x 17,5 = 35.
De plus, 0 (aX) = |a]| o (X) donc o (X”) =2 x 47,63 = 95, 26.
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Corrigé de I'exercice 9.3 page 363
L’arbre est le suivant :

__P(2€) ——X=1+2+2=5

P(2€)<%
e 3
: T~F((0€) ——+X=1+240=3
P(1€)<
/ i ,—P(2€ " 0+2=3
1 NFe <"
TT~F(0€) —— X=14+0+0=1
Q
,—P@2€ —>X=0+2+2=4
i /P(2€)<l
\ 1 T~F(0€) ——X=0+2+0=2
F(0€) <
3 _~P2€ ——=X=0+0+2=2
NFOe <

T~F(0€) ——>X=0+04+0=0

‘ 2 ‘ Ona:X ={0;1;2;3;4;5} d’aprés Parbre précédent, d’ou la loi de probabilité suivante :

X =u 0 1 2 31415
1 11 1 171711
PX=2) | —== | =|2x===]=|=2|2
X==)| 5=5|3|2%371|1|35|3
1
P(X>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=3.
Corrigé de I'exercice 9.4 page 364
X=z;| -1,5|1,5| -35]3,5]-55]5,5
IB La loi de probabilité de X est : 1 1 1 1 1 1
P PX=z)| = | = | = | =| = | 2
6 6 6 6 6 6

H Le jeu est équitable si I’espérance mathématique de X est nulle.

1
E(X)=(-1,5+15-35+3,5-55+55) x ¢

=0.

Le jeu est donc équitable.

Corrigé de I'exercice 9.5 page 364

98
e Le couple 2 correspond a la variable Z. En effet, 100 = 0,98 est tres fort par rapport aux autres probabilités.

Ainsi, I'espérance est tres proche de 10 et 1’écart-type est certainement tres faible. Donc des couples 2 et 3,
on choisit le 2.

3 1
e Le couple 1 correspond a Y. En effet, 1 est plus grand que T donc ’espérance va plus se rapprocher de 12
que de 8. Elle ne peut donc pas étre égale a 10 (qui est le centre de [8;12]).

e Il nous reste le couple 3 pour X.
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Corrigé de I'exercice 9.6 page 364
La loi de probabilité de X est donnée par le tableau suivant :

X=uz; | -30

—
o
[\
o

ool w
0| =

DN | =

On trouve E (X) = —8,75 et o(X) =~ 21, 5.
Autrement dit, si on joue a ce jeu un grand nombre de fois, on peut espérer perdre en moyenne 8,75 € avec
un écart moyen de 21,5 €.

Ce jeu est donc défavorable aux joueurs.

Notons z le gain lorsque le joueur tire un As.
L’espérance est maintenant :

30
]E(X):—15—|—§+§
z—90

-8

Pour que le jeu soit équitable, il faut que E (X) = 0, soit = 90.

Il faudrait donc gagner 90 € quand on tire un As.

Corrigé de I'exercice 9.7 page 365
La loi de probabilité de G est :

G=g; | -3|-2|-1] 0 1 2 3 5 7 9
20 | 2 3 2 3 2 1 1 1
36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

P(G = yg:)

20 2 1
2 B - _ 9w 2o =k
(@) 3><36 ><36+ +9><36

~ —1.

L’espérance étant non nulle, le jeu n’est pas équitable.

o (G) = 3. Ainsi, sur un grand nombre de parties, le gain moyen par partie varie entre —1 — 3 = —4 € et
—1 4 3 = 2 € en moyenne.

Corrigé de I'exercice 9.8 page 365
La loi de probabilité de G est :

\ G=g | -3] 2] 7] 12
\P(G:gi) 0,65 | 02|01 0,05

E(G)=—-0,25 et o (()G) ~ 4,3.
Le jeu n’est donc pas équitable (car E(G) # 0) et en moyenne, sur un grand nombre de parties, on peut
s’attendre & gagner entre —0,25 — 4,3 = —4,55 € et —0,25+4,3 =4,05 €.
Notons x le gain qui doit remplacer 15 € pour que E (G) = 0.
Alors,
—3x0,65+2%0,2+7x0,1+(z—23)x0,05=0

On trouve z = 20.
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Corrigé de I'exercice 9.9 page 365
L’arbre de probabilités complété est le suivant :

S
5

Z2 W

s furo e s fereygle e fono\ gl
A %\ %\
=2 W

2 W

La probabilité d’avoir deux boules rouges est :

2 1
- X — = —
3 12 18
La probabilité d’avoir deux boules blanches est :
1 y 2 1
473 6
La probabilité d’avoir deux boules noires est :
1 1 1
E— X = = —
12 4 48

Ainsi, la probabilité d’avoir deux boules de la méme couleur est :

1 1 1 35

867w 1
Par conséquent, la probabilité d’avoir deux boules de couleurs différentes est :

35 109

144 144

Le gain algébrique du joueur peut étre —5 € (s’il paie 5 € pour jouer et s’il ne gagne pas) ou 5 € (s’il paie 5
€ et qu’il gagne 10 €).

On a alors :

X=z; | =5 5

109 35

PX=2) | 141 | tu
L’espérance mathématique de X est : E(X) = —5 x 109 +5 % 35
144 144

185
E(X)=—— = —2,57
(X)= 2 s,

Cela signifie que si ’on participe un grand nombre de fois a ce jeu, on peut « espérer » perdre en moyenne 2,57 €.
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2 2
185 109 185 35
LavariancedeXest: V(X):{—5—< )} ><+[5—< )]

S 2 144 "2 )] C i
95 375
V(X)= =181 ~ 18,4
Ainsi, o (X) =+/V(X)
~ /18,4

o(X)~4,29
L’écart-type représentant ’écart moyen a ’espérance, le joueur peut espérer avoir un gain algébrique entre

E(X)-0(X)~—6,86€etE(X)+0(X)~1,72¢€.

Corrigé de I'exercice 9.10 page 366

‘ 1 ‘ L’arbre est le suivant :

//J—————+573:2€
%
R<§%——B 1-3=-2¢€
%
\\N 0-3=-3€
J 5-3=2€
1
7 ;/
,_—B 1— 3 248
e .
) TR 10-3=7€
[ 6
\\N' 0-3=-3€
3
7 _
\\B %//JA————+5—3—2€
ii?\\B 1-3=—2€
6
1 “iiR 10-3=7€
N 0-3=-3¢€
N 0-3=-3€
D’apres 'arbre précédent,
1 1 2 1 3 1 1 2 1 1 2 1 3 1 5
.PX:— = = = = = = = = = =, .PX:2 = = = = = = - = =
( N=7xg T st ( e R RE R ek T
1 1 2 1 3 1 5 2 1 3 1 5
e P(X=-2)=-Xx-4Sx-+-x>=—. e P(X=T)=ZxZ+2x-=—.
( J=Fxgtr XX T X =T =25 7%~ 1
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La loi de probabilité de X est alors :

2 5] 5| 5

P(X=z)| 2| 2|22

X=2) 7 3|21 | @
2 5 5 5 11
E(X) = (—3) X = 4+ (=2) x — +2 x > Do
‘3‘ (X) (3)><7+( )><14+ ><21—i-7><42 w

Ainsi, le jeu est plutét défavorable au joueur.

11 11
E(X)= 5 donc il faut ajouter a la mise de départ o €, soit a peu pres 0,26 €.
La mise de départ doit donc étre égale a 3 — 0,26 = 2,74 €.

a. Les gains absolus du jeu initial sont donnés par X + 3 (on ne considére pas ici la mise de départ
de 3 €). Si on multiplie tous les gains absolus par a, les nouveaux gains sont donnés par la variable
aléatoire a(X + 3) = aX + 3a. En tenant compte de la mise souhaitée m, on arrive & la variable aléatoire
Y =aX 4+ 3a—m.

b. E(Y)=E(aX + 3a —m) = aE (X) + 3a — m par linéarité de 1’espérance.

11
Ainsi, E(Y) = —4—; + 3a —m.
Si le jeu est équitable, il faut que E (Y) = 0, donc :
la 0 . _ Ma o (11 3x42) 115
15 a—m= soit : m=-—=0 a= 5 5 a=-

115
Par conséquent, Iorganisateur doit fixer la mise de départ a o € (soit & peu pres 2,74 €) pour que le

jeu soit équitable avec ces nouvelles regles.

Corrigé de I'exercice 9.11 page 367
L’arbre complété est le suivant :

B P nT) =P (M) x Py (T)
P(MNT)=0,2x 0,85
[P(MNT)=0,17|
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M et M forment une partition de I'univers (la population de la ville) donc d’aprés la formule des probabilités
totales, on a :

P(T)=P(MNT)+P(MnNT)
=0,17+0,8 x 0,05
P(T) =0,21

Dans cette question, on nous demande de calculer Pr (M).

PT(M):W
Pr (M) = giot

\PT(M)zo,sl\

Pr (M) < 0,95 par conséquent, le test n’est pas estimé efficace.

Notons X la variable aléatoire représentant la recette de I’entreprise qui commercialise les tests, exprimée en
euro.
Alors, X = {5; —5}. D’apreés les calculs précédents, la loi de probabilité de X est :
« P(X=5)=PMnNT)+P(MNT)=0,17+0,76 = 0,93;
« P(X=-5)=P(MnNT)+P(MnT)=1-0,93=0,07.

X=ux -5 | 5
‘P(X:xi) 0,07 | 0,93

L’espérance mathématique de X est alors :

E(X)=—5x0,07+5x 0,93
E(X)=4,3

La recette moyenne d’un test est donc égale a 4,3 €.

Corrigé de I'exercice 9.12 page 368
Partie A

L’arbre complété est le suivant :

0,6 ___—8B
\7 0,1
L<0,9

—3
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P(LNB) =P (L) x Py (B)
=0,4 % 0,08

=0,032.
Ainsi, la probabilité que I’étudiant choisi soit en cycle « licence » et membre du BDS est égale a 0,032.

D’apres la formule des probabilités totales,

P(B)=P(LNB)+P(LNB)
=0,032+0,6 x 0,1

=0,032 + 0,06
P (B) = 0,092
Partie B
X = {20;60}.
La loi de probabilité de X est donnée par le tableau suivant :
X =ux; 20 60

P(X =) | 0,002 | 1—0,092=0,908

Ainsi, 'espérance de X est :
E (X) =20 x 0,092 4+ 60 x 0,908
E(X) = 56,32

Corrigé de I'exercice 9.13 page 368
La mise est de 5 €, donc si le joueur tire une boule rouge, il aura au final perdu 5 €. S’il tire une boule blanche, il

gagne 20 € moins la mise de départ, soit au final 15 €.
L’espérance du jeu est donc :

I N Rt
9+n 94+4n  94n

Le jeu est équitable si cette valeur est nulle :
15n —45=0 <= n=3.

Il faut donc qu’il y ait trois boules blanches pour que le jeu soit équitable.

Corrigé de I'exercice 9.14 page 369

a. Construisons un tableau & double entrée pour visualiser tous les produits possibles :

Dé 2
Dé 1 112345 |6
1 112|345 |6
2 2| 4|6 |8 |10 12
3 316 |9 |12 ] 15 | 18
4 41 8 |12 116 | 20 | 24
S 5110 | 15| 20 | 25 | 30
6 6|12 | 18 | 24 | 30 | 36

Ainsi, X = {1;2;3;4;5;6;8;9;10; 12; 15; 16; 18; 20; 24; 25; 30; 36 } .
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b. La loi de probabilité de X est donnée par le tableau suivant :

X =k 1 2 3 4 5 6 8 9 10 | 12 | 15 | 16 | 18 | 20 | 24 | 25 | 30 | 36

P(X = k) 1 2 2 3 2 4 2 1 2 4 2 1 2 2 2 1 2 1

~— " 136 |36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36
1+2424+3+2+4+2+1 17
c. P(X <10)= 27 +;+ s =%

Faisons comme dans la question 1 en présentant les différents produits dans un tableau :

Dé 2
Dé 1 11223 |3 ]| 4
1 1] 2 2 3 3 4
3 316|619 9|12
4 4| 8 8 | 12 | 12 | 16
5 5110 | 10 | 15| 15 | 20
6 6|12 | 12| 18 | 18 | 24
8 8116 | 16 | 24 | 24 | 32
La loi de probabilité de Y est donc :
Y =y 1 2 3 4 5 6 8 9 | 10 | 12 | 15 | 16 | 18 | 20 | 24 | 32
Pv=y) —|2|2|2 L1232 |52 31211371
~ Y/ 1 36 | 36 | 36 | 36| 36|36 |36|36|36|36|36|36|36| 36| 36| 36
Ce qui donne :
1424+3+2+14+34+3+2 17
Py <10)= LT2+3+2 41434842 17
36 36
‘3‘ P(Y < 10) = P(X < 10) donc les jeux sont équivalents.
Corrigé de I’exercice 9.15 page 369
L’arbre est le suivant :
T
0,25—
< N X
0,76 od P el

P(CNT)=P(C)x P¢(T)
=0,24 % 0,25

=0, 06.
La probabilité qu’un client achéte un canapé et une table de salon est donc égale a 0,06.

D’apres la formule des probabilités totales,

P(T)=P(CNT)+P(CNT)
=0,06+0,76 x 0,1

P (T) =0,136
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a. Le tableau complété est le suivant :

X =z 0 300 | 1000 | 1300
P(X =u;) | 0,684 | 0,076 | 0,18 | 0,06

« P(X=0)=0,76x0,9 = 0,684;
.p(X:30)—076x01—0076
« P(X =1000)=0,24 x 0,75 = 0,18.
b. E(X)=0x 0,684+ 300 x 0,076 + 1 000 x 0,18 + 1 300 x 0,06
| E(X) = 280,80

Ainsi, la dépense moyenne d’un client dans ce magasin est égale a 280,80 €.

Corrigé de I'exercice 9.16 page 370
a. L’arbre représentant la situation est le suivant :

03— 7
__—F — 07 7
< o -7
E——__ 0.
B
b. P(B)=P(ENB)+P(ENB)
=0,45%x0,3+4+0,55 x 0,2
P(B) =0,245
La probabilité que le smartphone choisi ait une batterie défectueuse est égale a 0,245.
P(B NE)
. P —_—
0,45 x 0,3
Pp (B) = 0,245

[P (E) ~ 0,551

Sachant que le smartphone choisi a une batterie défectueuse, la probabilité qu’il ait un écran cassé est
environ égale a 0,551.

‘ 2 ‘ a. La loi de probabilité de X est la suivante :

X=a | 20 50 60 90
P(X =) | 0,44 | 0,315 | 0,11 | 0,135

Explications (non demandées) :

« P(X=20=P(ENB)=0,55%x0,8=0,44. + P(X=60)=P(ENB)=0,55x%0,2=0,11.
« P(X=50)=P(ENB)=0,45x0,7=0,315. « P(X=90)=P(ENB)=0,45%0,3=0,135.

b. L’espérance mathématique de X est :
E(X)=20x0,44+4 50 x 0,315+ 60 x 0,11 + 90 x 0,135 = 43, 3.

Ainsi, en moyenne, ’entreprise dépense 43,30 € par smartphone. Donc, si elle reconditionne 500 smart-
phones, elle doit s’attendre a dépenser 500 x 43, 3€, soit 21 650 €.
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Corrigé de I'exercice 9.17 page 370

X =uz; | 50 | 100 | 200 | 500

3 1] 3| 3
P(X=z)| = | = | 2| =
X=2) 115110 10| 10

E(X)=235 e o(X)=+33525=15/149.

De plus, on sait que :
E(aX +b)=aE(X)+b

On cherche donc a et b afin d’avoir :
aE(X)+b=0 < 235a+b=0 < b= —235a.

De plus,
o(aX +b)=|a|o(X).

On souhaite que o(aX +b) =1 donc :

1
alo(X)=1 << |a| = .
la] o (X) o] = 5
On en déduit alors que :
) 1 lors b 235
sia= alors b = — .
154149 154/149
Dans ce cas, la nouvelle variable aléatoire sera :
_X—235_{_ 3T 9 T 53 }
151/149 3v149 T V149 ' 3149 ' 3y/149
De plus,
. 235
sia=—

1
———— alors b= ——.
154/149 15+/149

Dans ce cas, la nouvelle variable aléatoire sera :

ZY{ 3% 9 7 53 }
3149 ' V149 ' 3v149 3149

A travers cet exemple, on peut remarquer que si X est une variable aléatoire d’espérance E (X) et d’écart-type

X-E(X
o (X) alors la variable Y = (—X()) est telle que E(Y) =0 et o (Y) = 1.
o

Corrigé de I'exercice 9.18 page 371
Pour construire la variable Y, on peut procéder ainsi :

Code Python 9-61

X [ (1,0.05) , (2,0.12) , (3,0.21) , (4,0.14), (5,0.17) , (6,0.27) , (7,0.04) ]

Y

[1]

for ¢ in X:
Y.append( ( -3*c[0]+5 , c[1] ) )

DU W N
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Ezplications :

o on commence par initialiser la variable Y comme étant une liste vide (crochets sans rien & l'intérieur) ;

e on parcourt la liste X avec 'instruction « for ¢ in X: » : ici, chaque valeur que va prendre la variable c sera
une valeur contenue dans la liste X; donc ¢ est un couple, ou c[0] représentera la valeur de X et c[1] sa
probabilité ;

o on insere dans la liste Y le couple (=3*c[0]+5,c[1]) car Y = —3X + 5, ce qui signifie que chaque valeur de
Y est obtenue en multipliant par —3 chaque valeur que prend X et en ajoutant 5, et que chaque probabilité
reste inchangée.

On peut aussi envisager de construire la liste Y par compréhension, ou la syntaxe est plus concise :

Code Python 9-62

>
]

[ (1,0.05) , (2,0.12) , (3,0.21) , (4,0.14), (5,0.17) , (6,0.27) , (7,0.04) ]

w N =
<
1]

[ ( -3%c[0]+5 , c[1] ) for c in X]

Corrigé de I'exercice 9.19 page 371
Voici une proposition de fonction pour calculer I'espérance de X :

Code Python 9-63

1 def esperance(X):

2 s =0

3

4 for ¢ in X:

5 s = s + c[0]*c[1]
6

7 return s

Pour écrire cette fonction, je me suis inspiré de la formule permettant de calculer ’espérance :
n
E(X) = Z Ti X Pi
i=1

On doit donc ajouter tous les produits x; X p;, représentés en Python par c[0]*c[1].

La variance de X est Pespérance de la variable aléatoire (X — E(X))2. On peut donc écrire la fonction suivante :

Code Python 9-64

def variance(X):
E = esperance(X)

Y=1[]

1

2

3

4

5 for ¢ in X:
6 Y.append( ( (c[0]-E)**2 , c[1] ) )
7

8

return esperance(Y)

>>> esperance(X), variance(X)

4.23, 2.6971

Amr El Bakouchi 383 amrelbakouchi4@gmail.com - Commande n°728 (1 juin 2026)



Corrigé de I'exercice 9.20 page 371
Une fonction possible est la suivante :

Code Python 9-65

1 def variance(X):

2 Y=1[1

3 for ¢ in X:

4 Y.append( ( c[0]*x2 , c[1] ) )

.

5

6 return esperance(Y) - esperance (X)**2

Vous voyez ici I'importance de moduler un programme. En effet, en faisant ainsi, on peut dans un programme
se servir des fonctions définies dans un autre programme.
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Les exercices proposés dans cette partie de I'ouvrage sont conformes aux épreuves anticipées du baccalauréat pour les
éleves suivant ’enseignement de spécialité (et uniquement pour ces éléves).
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1 O Exercices

Chaque épreuve est constituée d’'un QCM sur 6 points, dans lesquels aucune justification n’est demandée et ou une seule
réponse est possible par question.

QCM - Automatismes

Exercice 10.1

L’inverse du double de 5 est égal a :

2
a. — b. — C. § d. 10
5 10 2
On considere la relation F = a + c_bd’
Lorsque a = %, b=3,c=4,d= —All, la valeur de F est égale a :
a. —§ b. —§ C. § d. §
2 2 2 2

Le prix d’un article est multiplié par 0,975. Cela signifie que le prix de cet article a connu :

a. une baisse de 2,5% c. une baisse de 25%
b. une augmentation de 97,5% d. une augmentation de 0,975%

Le prix d’un article est noté P. Ce prix augmente de 10% puis baisse de 10%. A lissue de ces deux variations,
le nouveau prix est noté P;. On peut affirmer que :

a. =P b. P, >P c. PL<P d. Cela dépend de P

On lance un dé a 4 faces. La probabilité d’obtenir chacune des faces est donnée dans le tableau ci-dessous :

Face numéro 1 | Face numéro 2 | Face numéro 3 | Face numéro 4

1
0,5 6 0,2 T

On peut affirmer que :

o g 2 b - 2 c. x=0,4 d. 2=0,1
3

1
E On consideére z,y, u des réels non nuls tels que — + i = % On peut affirmer que :
x

i b u—x—i—y
T+y T ay

c.u=2ay d u=z+y

On a représenté ci-contre la parabole d’équation y = x2.

~ On note (Z) l'inéquation, sur R, z2 > 10.
L’inéquation (Z) est équivalente & : 10

a. =10 <z < /10 c. z>+10
b. 2 < —y/10 ou z > V10 d. z=+v10 ou z = —/10
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E Une équation d’'une droite D représentée dans un repere est :

a.y:—%x—i—Q c. 25 —3y—6=0

2
b.y:§x+2 d. + _1:0

w8
[NIES]

g On consideére trois fonctions définies sur R :

h@) == (1-2)* ; f2($):;_<1+\}§> C fela) = 22T

Parmi ces trois fonctions, celles qui sont des fonctions affines sont :

a. aucune
b. toutes

c. uniquement la fonction f;
d. uniquement les fonctions f5 et f3

Yy
On a représenté ci-contre une parabole P.

Une seule des quatre fonctions suivantes est susceptible d’étre représentée
par une parabole P. Laquelle 7

a. z—z2—10
b. z+— —22-10

c. z— —x2+10
d. z+— —22+ 10z

On a représenté ci-contre la courbe C d’une fonction f. I
Les points A, B, R et S appartiennent a la courbe C.
Leurs abscisses sont notées respectivement x 4, xg, g et xg.
L’inéquation x x f(z) > 0 est vérifiée par : 0

a. T4 et xp b. x4 et g c. T4 et xg d. z4,zp et xg

On note m la moyenne pondérée de la série suivante :

Note 10 | 8 | 16
Coefficient | 1 | 2| z

Que doit valoir  pour que m =157

a. impossible b. z =103 c.x=3 d. =19
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Exercice 10.2

On considere 'arbre de probabilité suivant :

- B
0,3
/ ’
0,4 B
B
a
0,9
~NE
a. p(B) =0,18 b. p(B) = 0,12 c. p(B) = 0,66 d. p(B) =0,3

Une tablette cofite 200 euros. Son prix diminue de 30 %. Le prix apres cette diminution est :
a. 140 euros b. 170 euros c. 194 euros d. 197 euros
Une réduction de 50 % suivie d’une augmentation de 50 % équivaut a :

a. une réduction de 50 % c. une augmentation de 25 %
b. une réduction de 25 % d. une augmentation de 75 %

Dans un lycée, le quart des éléves sont internes, parmi eux, la moitié sont des filles.
La proportion des filles internes par rapport a ’ensemble des éleves du lycée est égale a :

a. 4% b. 12,5% c. 25% d. 50%
L .. 107
On consideére le nombre N = R On a:
a. N =25 b. N = 20 000 o N= - d. N =4x10°
10°

E Un appareil a besoin d'une énergie de 7,5 x 10° Joules (J) pour se mettre en route.
A combien de kiloWatts-heure (kWh) cela correspond-il ?

Données : 1kWh = 3,6 x 106 J.

a. 0,5 kWh b. 2,08 kWh c. 5,3 kWh d. 20,35 kWh

Le plan est muni d’un repére orthogonal. On note d la droite passant par les points A (0;—1) et B (2;5).
Le coefficient directeur de la droite d est égal a :

a. b. 2 c. 3 d.

Wl

1
2
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Y
E On a représenté ci-contre une droite D.
Parmi les quatre équations ci-dessous, la seule susceptible de représenter la
droite D est :
0 Tz
a. 2xr—y=0 c.y=2>—(z+1)2+1
b. 2x+y+1=0 d. y=2z-1

n On note S I'ensemble des solutions de I'équation 22 = 10 sur R. On a :

a. S={-5;5} c. § V10;/10}
b. S ={-V5;V5} d. S

{_
%]

La fonction f définie sur R par f(z) = (3x — 15)(z + 2) admet pour tableau de signes :

a. a8 —00 —2 5 400 i
f(z) + 0 — 0 + |
b. T —00 -2 5 400 i
f(z) — 0 + 0 — |
NIERES =5 2 +oo |
f(z) + 0 - 0 + |
NEE =5 2 +oo |
f(z) — 0 + 0 - |

L’expression développée de (2x + 0,5)? est :
a. 422+ +0,25 b. 42?2 + 4z +2 c. 422 +2x 40,25 d. 422 4+ 2z +1

Lorsqu’un point mobile suit une trajectoire circulaire de rayon R, en métre (m), son accélération centripéte
a (en m/s?) s’exprime en fonction de la vitesse v (en m/s) de la maniére suivante :

a:E.

L’expression permettant, a partir de cette formule, d’exprimer la vitesse v est :

a. v =aR? b. v =vaR a?
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Exercice 10.3

La formule qui donne le volume d’un tonneau dont le profil est celui d’un arc d’ellipse est la suivante :

_"Liope g2
V_12(2D +d?)

ou L est la hauteur du tonneau, d le diametre du cercle des deux bases et D, celui du cercle & mi-hauteur.
Le volume d’un tonneau ot L = 120 cm, D = 100 cm et d = 50 cm est égal a :

a. 2 2507 dm? b. 2257 dm? c. 22,57 dm? d. 22 5007 cm?

2

v X
Sit, E, v et d sont quatre réels strictement positifs, de I’égalité t = , on peut déduire ’égalité :

_ ./ dxt
0 E— dxt b. E=+vVdxt—wv c. E= v d. E = X
v dxt 2v

La forme développée de (—2z + 3)? est :

a. 4% + 12249 b. —42? + 12z 49 c. 42% —6x+9 d. 42? — 122 +9
Un article dont le prix est 120 € est soldé & —25 %. Son nouveau prix est alors :

a. 100 € b. 95 € c. 90 € d. 85 €
On note S I’ensemble des solutions de I’équation 22 +5 =0 sur R. On a :

a. § = {-25;25} b. §={-V5V5} c. S={-5;5} d. S=9

(3
E Dans un repére orthonormé, la droite passant par le point A(—3;2) et de vecteur directeur u ( 4) passe

par le point :

a. B(3;-6) b. B(3;-8) c. B(3;-4) d. B(3;-2)
2 107
Le nombre N = 2500 x 108 est égal a :
- 5 x 103
o b. 50 c. 5x 10! d. 2,5 x 10~

" 50

3
E L’équation —10z% 4+ 192 — 6 = 0 admet 5 comme solution. Quelle est la valeur de la seconde solution ?

a. 7? b. é C. 72 d. g
2 2 5 5
45 14 11
L D=—x—+— égal & :
g e nombre 19 X o7 + 71 est égal a
20 19
a. 1 v - d. 2
b. 51 C. 51

Une parabole admet S(10; —2) pour sommet. Elle coupe 1'axe des abscisses en A(3;0) et B. L’abscisse de
B est :

a. —3 b. 13 c. 17 d. 23

Dans un groupe de 600 personnes, le tiers posséde uniquement une voiture. Parmi les autres personnes,
le quart possede uniquement un vélo. Le cinquiéme des autres personnes ne possede aucun véhicule. Cela
représente combien de personnes ?

a. 40 b. 70 c. 50 d. 60
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iPA On définit la suite (u,) par son premier terme u; = 1 et par la relation de récurrence u,11 = —u, pour
tout entier naturel n. On note S,, = u; + us + - - - + u,, la somme des n premiers termes de cette suite.

a. 5999 = -2 b. 5999 =-1 C. Sggg =0 d. 5999 =1

Solution page 399

Exercice 10.4

On considére le nombre R = v a + kv/b.

Sia=b=25et k=5, alors R est égal a :
a. b b. 25 c. 5V/2 d. 2v/5

La relation E = mc? est une formule bien connue en sciences physiques. On peut en déduire quelle relation ?

— 2
a e=. ™ b. o E c.c=vExm | E*
m

E - d. c=
Le nombre d’or, noté ¢, est tel que p? = ¢ + 1. Le nombre d’or est alors solution de I’équation :
a. r’+r+1=0 b. 22—z -1=0 c.2?—z+1=0 d. 22 +2-1=0

Un mobile parcourt une distance AB avec une vitesse v1, puis une distance BC avec une vitesse vs. On
peut calculer la vitesse moyenne v sur le trajet total AB + BC a 'aide de la formule :

Si un cycliste monte une pente avec une vitesse de 1 m/s, puis la redescend avec une vitesse de 3 m/s, sa
vitesse moyenne sur ’aller-retour est égale a :

a. 1,5 m/s b. 0,67 m/s c. 2m/s d. 25 m/s

Les fonctions affines f et g définies respectivement par f(z) = —3z + 1 et g(z) = 2z + 6 sont représentées
par deux droites qui se coupent en un point de coordonnées :

a. (1;4) b. (—1;4) c. (4;-1) d. (—1;-4)

g Dans un paquet de bonbons rouges et bleus, il y en a 25% qui sont rouges, dont 20 % sont acidulés. La
proportions de bonbons acidulés est égale & 42,5 %. La proportion de bonbons acidulés bleus est égale & :

a. 15% b. 5% c. 50% d. 10%

Une parabole passe par les points de coordonnées (—4;2) et (6;2). L’équation de son axe de symétrie est :
a. x=0 b. x=1 c.rz=-—1 d. x=1,5

E Soit f(z) = —2(x + 3)? — 5. Le sommet de la parabole d’équation y = f(z) a pour coordonnées :

a. (3;-5) b. (-2;3) c. (=5;3) d. (-3;-5)

- — RN —> -3 — 2
E Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O; 7 ,7), on considére les vecteurs u< 5 ) et v (1> Leur

produit scalaire ¥ - U est égal A :

a. —13 b. —11 c. —1 d. 0
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La droite passant par les points de coordonnées (—7;7) et (7;—7) a pour équation cartésienne :
a. y=—x b.z+y=0 c.x—y=0 d

L’équation 22 + b?z —1=0:

L=y

a. n’admet jamais de solutions c. admet toujours 2 solutions

b. admet toujours 1 solution d. admet quelques fois des solutions
I La suite (u,) telle que ug =1 et upt1 = /2 — uy, est :

a. croissante b. décroissante c. constante d. non définie

Solution page 400
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Exercices complets

Exercice 10.5

On considére la figure suivante, représentée dans un repére orthonormé (O; 7, 7).

r i Bl il ) e |
I I I I I I
I I I I I I
| | | | | |
| C | | | \B |
[ 1 1 1 T T
I I I I I
l l l l l
I I I I I
L R |
I | I I I
| | | |
I I I I
I I D I
F———--———a-YX-0-4Sf--=-=--]-=-=-=-4
| | | | |
| | | |
l l | l l
l l //H l l
[t el B e il i it
I v I I I
I 7 g I I I
| A I I |
| - | | | |
i —> 1 1 |
| O 7 | | | A |
| | | | | |
| | | | | |
e |

On dispose des données suivantes :

o Le quadrilatere OABC est un carré de coté 4;

e Ona A(0;4), B(4;4), C(0;4), H(4;3);

o Le point H est le projeté orthogonal du point C' sur la droite (OI);
o On note & le cercle de centre D (2;2) et de rayon 0,5.

Calculer la longueur OI.
En déduire que OH = 2.4.

cp o TE TP

Déterminer les coordonnées des vecteurs O1 et OC.
En déduire le produit scalaire 01 -0C.

Exprimer le produit scalaire OI - OC en fonction des longueurs OH et OI.

Déterminer une équation cartésienne de la droite CG).
Justifier qu’une équation du cercle £ est :

2?2 +y? —dr —4y+7,75=0.

c. Le point M (1,5;2) appartient-il & U'intersection du cercle £ et de la droite (CH) ? Justifier.

Aide aux calculs :

e 0,52=0,25
o 1,52 =2,25
. 2,52=6,25
o 5x2,4=12
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Exercice 10.6

On se place dans un repére (O ; 7, 7) orthogonal.

On considere la fonction g définie pour tout réel x par g(z) = 2% — 5z + 4.
On note P la courbe représentative de la fonction g.

a. Etudier le signe de la fonction g sur R.

b. On considére un entier naturel n quelconque.
On note A,, le point de la courbe P d’abscisse n.
On note a, le coeflicient directeur de la droite (A, An41).
Justifier que pour tout entier naturel n, on a a, = 2n — 4.

c. Quelle est la nature de la suite (a,) ?

On consideére la fonction f définie pour tout réel  de Uintervalle [0,5 ;8] par :

4
f(x)zx—5+;.

On note C la courbe représentative de la fonction f.

g9(z)

a. Vérifier que pour tout réel = de l'intervalle [0,5;8] on a f(z) = —=.
x

b. A T'aide de la question 1.a, déterminer la position de la courbe C par rapport & I'axe des abscisses.
c. On admet que la fonction f est dérivable sur l'intervalle [0, 5 ; 8].
Moutrer que tout réel z de l'intervalle [0,5;8] on a :
oy (@ —2)(z+2)
fi(x) = 2
d. En déduire le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle [0,5;8].
e. Réaliser un schéma de I’allure de la courbe C sur lequel apparaitront les résultats des questions 2.b et
2.d.

Solution page 402

Exercice 10.7

En 2020, une ville comptait 10 000 habitants.
On modélise I’évolution du nombre d’habitants de cette ville par la suite (u,) définie ainsi :

Up4+1 = 1,08u, —300 , neN
ug = 10 000

ou u, représente le nombre d’habitants pour I’année 2020 + n.
Indiquer ce que représente u; et calculer sa valeur.

On consideére la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, — 3 750.

a. Déterminer vy.

b. Démontrer que pour tout entier naturel n, on a v,1 = 1,08v,.
c. En déduire la nature de la suite (v,).
d. Pour tout entier naturel n, exprimer, v,, en fonction de n.
e. Déduire que pour tout entier naturel n, on a u, = 6 250 x 1,08™ + 3 750.
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Le tableau ci-dessous, extrait d’une feuille automatisée de calcul, a été obtenue par recopie vers le bas apres
avoir saisie la formule suivante dans la cellule B2 :

= 6250%1,087A2 + 3750

15318,31381
16243,77892
17243,28123

e 3750 x 1,08 =4 050.

A B |
La municipalité envisage d’ouvrir une nouvelle école maternelle n Un
des que la population atteindra 19 000 habitants. 0 10000
La construction d’un tel établissement nécessitant deux ans, dé- 1 10500
terminer 'année a partir de laquelle la construction de 1’école
doit commencer. 2 11040
3 11623,2
Aide aux calculs : 4 12253,056
e 10 000 — 3 750 = 6 250; 5 12933,30048
e 1,08 x4 050 =4 374; 6 13667,96452
4 050
. =3750: 7 14461,40168
1,08 ’
8
9

11 18322,74373
12 19488,56323
13 20747,64829
14 22107,46015

23576,05696
25162,14152
26875,11284

—_
ot

—
(=2}

3|a|3|a|a|z|3|8]2[3|c|e|~|o|oa|~]e|n| =
=
(en)

—
EN|

20 18 28725,12187
21 19 30723,13162
Solution page 403
Exercice 10.8
Le plan est muni d’un repere orthogonal.

Partie A
On consideére la fonction P définie sur Uintervalle [—5; 3] par :
P(x) = 22 + x — 10.

a. Déterminer les racines de P.
b. En déduire 'axe de symétrie de la parabole d’équation y = P(x).

E Etablir le tableau de signe de la fonction P sur I'intervalle [—5; 3].
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Partie B

On considere la fonction f définie et dérivable sur l'intervalle [—5;3] dont on donne ci-dessous la courbe repré-

sentative Cy.

La tangente (T) & la courbe Cy au point A d’abscisse 2 est horizontale.

Donner la valeur du nombre dérivé f’(2).

Résoudre, avec la précision permise par le graphique, 'inéquation f’(x) < 0.

On sait que la fonction f a pour expression sur lintervalle [—5; 3] :

f(zx) = (42 — 14z + 8)e**.

Démontrer que, pour tout z appartenant & 'intervalle [—5; 3], on a :

1'(z) = Pla)es,

En utilisant les résultats de la partie A, dresser le tableau de variation de la fonction f sur lintervalle

[—5;3]. (Il n’est pas demandé de calculer les images).

Solution page 404
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Corrigé de I’exercice 10.1 page 387

Le double de 5 est 10, donc l'inverse du double de 5 est %.
Bl [Repome o] F=a+ &=} 4 iy =4+ =4-4=-4
Le coefficient multiplicateur est :

2,5

=1-0,025=1—
0,975 0,025 0

Le prix a donc connu une baisse de 2,5 %.

Augmentation de 10 % puis baisse de 10 % ; le prix est multiplié par :

1,1x0,9=0,99 < 1. Donc P; < P.

La somme des probabilités est toujours égales a 1 donc :

; 1,1_1 -1 _ 1 _ =y
[ [Réponse o] 3+ 5= = v=rz == =2

zy

z Ty
Si 22 > 10 alors < —v/10 ou x > /10, et réciproquement.

ﬂ Le plus simple est, & mon avis, d’exploiter les coordonnées (0;2) et (3;0) dans chaque proposition,
et retenir celle qui fonctionne. Les propositions a et b ne fonctionnent pas : en prenant y = 0, on ne trouve
pas x = 3. Les ¢ et d fonctionnent mais en remplagant = par 0, seule la d donne y = 2.

m Réponse a |On a :

e filx)=a®>-(1-2)2=2?-14+2r—22=22—1=mz+p;
- fa@) =5 (14 %) =ma+p;
o fal@)= 322 = —FEr+ % =mz+p.

Les branches de la paraboles sont vers le bas, donc le coefficient de s? est négatif. De plus, si

x =0, y > 0. Les autres propositions ne satisfont pas ces deux conditions.

x X f(x) > 0 signifie que x et f(x) ont le méme signe, et seuls A et R satisfont cette condition.
'Réponse d|m =15 <= 10HEHOE — 15 s 96+ 160 =45 + 157 <= 2 =45—26 = 19.

Corrigé de I’exercice 10.2 page 389

[Réponse a|p(B) = 0,4 x 0,3+0,6 x 0,1 =0,18.

[Réponse a] 200 x (1-0,3) = 140

Le coefficient multiplicateur global est : CMG =0,5x1,5=0,75=1 — %'
La moitié¢ d’un quart est égales a é =0,125 = 12, 5%.
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m Inutile de faire des calculs compliqués : 1 kWh = 3,6 x 10 J donc 2 kWh = 7,2 x 10 J. La

réponse est donc un peu plus que 2 kWh.

Pour aller de A a B, on monte de 6 unités pour avancer de 2 unités. Le coefficient directeur est

doncm:gz?).

Réponse ¢ | C’est une fonction linéaire qui est représentée, donc aucune constante additive ne doit apparaitre

Yy = ax, avec a < 0.

C’est du cours.
f est une fonction du second degré dont le coefficient dominant est positif, donc f(x) est positive

aux infinis. De plus, ses racines sont les valeurs qui annulent 3z — 15 (donc z = 5 et 2 + 2 (donc z = —2).

Identité remarquable : (2x)? + 2 x 0,5 x 2z + (0,5)2.
Dois-je vraiment I’expliquer 7 Allez... :

2
2

<— aR=v" < VaR =v.

| S

Corrigé de I'exercice 10.3 page 391

En effet, avec L = 120 cm, D = 100 cm et d = 50 c¢m, on a :

120
v =122 (2 x 1002 + 502)
T x 10 x ¥
= 107 (20 000 + 2 500)
= 107 x 22 500
=225 0007 cm?®
= 2257 dm®.
Onaeneffet;
E2
t:vxd <« txd=vxE?
th:EQ
v
txd
X% _ g
v

En effet, (—2z + 3)% = (3 — 2x)? est de la forme :
(a—b)*=a*—2ab+b?

Donc :

(3 —22)23% — 2 x 3 x 2z + (2z)?
=9 — 12z + 42>

= 42 — 122 + 9(si on ordonne les termes)

En effet, une réduction de 25 % revient & enlever le quart du prix, soit ici le quart de 120, et donc

enlever - = 30 €.

120 — 30 = 90. Le nouveau prix est donc 90 €.
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En effet, 22 +5 =0 <= 22 = —10, ce qui est impossible car un carré est toujours positif ou

nul. Donc il n’y a aucune solutions a 1’équation. L’ensemble des solutions est donc I’ensemble vide.

p . . . (3 .
En partant du point A(—3;2), si on applique le vecteur u (_4), on tombe sur le point de

coordonnées (—3 + 3;2 —4) soit (0;—2). A partir de ce nouveau point, si on applique une nouvelle fois le
vecteur @, on tombe sur le point de coordonnées (0 + 3; —2 — 4) soit (3;—6).

7
Onaeneﬁet,N:%

25 x 10 x 107
- 5x108

25

290 103+7-8
5 X
=5x10

= 50.

7 . ’ . 2 - .
En effet, si une équation de la forme az® + bx + ¢ = 0 admet deux solutions x; et x5 alors,

T X Ty = —.
a

3
On sait ici que 1 = 3 donc :

En effet, on a :

45 14 11 5x¥g 2x7 11 10 11 21

DZ* Py W —_— — = —:—:1
05w T <7 3xg T ta T m

En effet, si z; et x5 sont les abscisses des points d’intersection de la parabole avec I'axe des

abscisses, et si zg est celle de son sommet, alors xg est le milieu de Uintervalle [z1;22]. Si 1 =3 et 5 = 10
alors xg —x1 =7doncay =25+ 7=10+7 = 17.

Dans un groupe de 600 personnes, le tiers posséde uniquement une voiture (donc 200). Parmi

les autres personnes (soit 600 — 200 = 400), le quart posséde uniquement un vélo (donc 100). Le cinquiéme
des autres personnes (le cinquiéme de 600 — 200 — 100 = 300 personnes) ne posseéde aucun véhicule, donc 60
personnes.

En effet, u1 =1 et up1 = —u, signifie que : ug = —1, uz =1, ug = —1, us = 1, etc. D’our :
=0 -0 =0

—— ———
Sogo = 1+ (=D]+[1+ (=] +---+[1+ (-1)]+1 =1

999 termes

Corrigé de I'exercice 10.4 page 392

. En effet,

R=1/25+5V25=125+5 x5 =2 x 25 = 5v/2.

. En effet,

E=mc® < = < c=1\/—.

._E B
m m

e ) it

WC=p+l = p?—p—-1=0.
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. En effet,

2 1 1 2 2

2 3
ERRETT e S R B 172
. Il suffit de résoudre 1’équation :
—3dr+1=22+6 <= dr=—-95 < x=—1.
On calcule ensuite f(—1) = —-3(-1)+1=3+1=4.
m . On peut représenter la situation ainsi :
/ A
0, 25
0,75 A
/
\ z
B
A
0,425 — 0,05
Probabilités totales : 0,25 x 0,2 + 0, 752 = 0,425, d’ou x = W =0,5.
. Les points appartenant a la parabole ont la méme ordonnée donc I'axe de symétrie doit passer

+ 6

par le milieu du segment qui les relie, d’abscisse — = I

2
. D’aprés le cours, le sommet de la parabole déquation y = a(r — ) + S

a pour coordonnées (a; f3).

-3 2
B [Révomec] (') () =-3x245x1=—645--1
. Les coordonnées sont opposées (1 = —x2 et y3 = —y2) donc Iéquation réduite de la droite est

= —x, ce qui donne en équation cartésienne : x + y = 0.

. 22 +b?z — 1 a pour discriminant A = (b?)2 —4 x 1 x (—1) = b* +4 > 0 car b* > 0. Donc aucune

solutlon a I’équation, quelle que soit la valeur de b.

. En effet, u1 = /2 — 1 = v/1 =1 = ug. Il en est de méme pour les termes suivants : u,, = 1 pour

tout entier naturel n.

Corrigé de I'exercice 10.5 page 394
a. OI a les méme coordonnées que I car O est l'origine du repére.

— (4
Ainsi, Of .
insi, (3)

De méme, 56(2)
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b. On en déduit : I
Ol -0OC=4x0+3x4=12.

‘ 2 ‘ a. D’apres le cours,
0I-0C =0I x OH

car H est le projeté orthogonal de C sur (OI).
b. OAI est un triangle rectangle en A donc, d’apres le théoréeme de Pythagore,

OI =+\/AO? + AI? =16 +9 = 5.

c. Des questions 1.b, 2.a et2.b, on déduit :
. 12
12 = 50H soit OH = g = 2,4

a. M (xz;y) € (CH) <~ Of-CM =0
4 T
= (o) (,20)=
<— 4r+3(y—4)=0
< 4dr+3y—12=0

Une équation cartésienne de (C'H) est donc 4z + 3y — 12 = 0.
b. L’équation cartésienne canonique de & est :

(@—2zp)*+(y—yp)?=r" soit (z-2)°+(y—2)*=(0,5)>
En développant, on trouve :
22 —dr+449% —4y+4=0,25 soit 2?2+9y®—4x—4y+7,75=0.

c. Si M (1,5;2) appartient & 'intersection de £ et (CH), ses coordonnées doivent vérifier leurs équations
cartésiennes respectives :

o Appartenance & (CH) : 4x1,54+3x2—-12=64+6—12=0.
o Appartenance 8 £ : 1,52 4+22 -4 x 1,5 -4 x2+7,75=2,25+4—-6—-8+7,75=0.
Ainsi, M est bien une intersection de & et (CH).

Corrigé de I'exercice 10.6 page 395

a. g a pour racine évidente 1 = 1 donc sa seconde racine est o = £ = 4. D’aprés le cours, on a alors le
tableau suivant :

T —00 1 4 +00
g(x) + 0 - 0 +

b. A4, (n;g(n)) car 4,, € P.
Apy1(n+1;9(n+1)) car A4q € P.

Le coefficient directeur de (A, A,+1) est donc :

g(n+1) —g(n) 2 2

= - = 1) =5 1)+4| — -5 4| =2n — 4.
Ty [(n+1) (n+1)+4] — [n n+ 4] n

c. a, est une fonction affine de n, donc (a,,) est une suite arithmétique de raison r = 2 et de premier terme
ap = —4 (on a en effet u, = ug + nr).
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g(z) 2*-5x+4

4
B = vzeco5;8], = =z -5+ — = f(a).
T

T

x
b. Sur [0,5;8], f(z) et g(z) sont de méme signe car z > 0 donc :

o C est au-dessus de l’axe des abscisses sur |—oo; 1[ et sur |4 ;4o0[;

o C est en-dessous de l'axe des abscisses sur |1;4[;

e C coupe l'axe des abscisses en x = 1 et x = 4.

c. fl(z)=(x—5)+ (;‘)

4
z?—4
22
B (x —2)(x+2)
2

d. f'(x) est du signe de (z — 2)(z + 2) car 22 > 0 d’ou :

a8 0,5 2 8
' (x) - 0 T
flx)| 35

Y N e e

Comment tracer la courbe sans avoir I'allure donnée par la calculatrice ? Il faut partir du « premier point »
de coordonnées (0,5;3,5) et aller vers le deuxi¢me point du tableau de variations (de coordonnées (2;—1))
en gardant en téte que c’est un minimum et que la tangente est horizontale; donc il ne doit pas y avoir de
« pointe » & ce niveau. Ensuite, on doit aller jusqu’au dernier point, de coordonnées (8 ; 3, 5). D’ou 'importance
de calculer les images des abscisses que I'on a dans le tableau de variations.

Le tracé doit étre le plus harmonieux possible : pas d’a-coup. Cependant, on ne vous sanctionnera pas si vous

dessinez facon Picasso...

Corrigé de I'exercice 10.7 page 395

uy représente le nombre d’habitants de cette ville en 2021. Il est égal a :

u; = 1,08 x ©_300 = 1,08 x 10 000 — 300 = 10 500.

Bl a v =uo—3750=10000—3 750 =6 250.
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b. Un4+1Un+1 — 3 750
=1, 08u, — 300 — 3 750

= 1,08u,, —4 050

4 050
=1,08( u, —

(“ 1,08)
= 1,08(u, — 3 750)
= 1,08v,.
C. Unt1 = qu, avec ¢ = 1,08 donc (v,) est une suite géométrique de raison 1,08 et de premier terme
vo = 6 250.

d. On déduit de la question précédente que pour tout entier naturel n,
vy = Vg X ¢ =6 250 x 1,08™.
e. On sait que v,, = u,, — 3 750 donc :
Up = Uy +3 750 = 6 250 x 1,08™ 4+ 3 750.

On voit dans le tableur que u, > 19 000 a partir de n = 12, ce qui correspond a I’année 2020 4 12 = 2032.
Comme la construction dure 2 ans, il faut la commencer en 2030.

Corrigé de I'exercice 10.8 page 396
Partie A

a. r; = 2 est une racine évidente car P(2) =2 x 22 +2 — 10 = 8 + 2 — 10 = 0, donc la seconde racine est

2o telle que :
@ —10 5
T1To = — < 2.%2:7 < X9 = ——.
a 2 2

b. L’axe de symétrie de la parabole d’équation y = P(x) a pour équation :

JIl-‘rl‘g_Q*% 1

2 2

On aurait aussi pu dire que l'axe de symétrie passe par le sommet de la parabole, qui a pour

. b 1 1
abscisse xg = T B

Le tableau de signe de P est le suivant :

T —5 =
P(z) + 0 - 0 +

N
)
w

En effet, P(x) est du signe de a = 2, donc positif, aux infinis.
Partie B

La tangente a Cy en A est horizontale, donc elle admet pour coefficient directeur 0. Ainsi, f'(2) = 0.
f'(z) < 0 sur les intervalles de z ou la fonction f est strictement décroissante, donc sur |—2,5;2].
Bl /= uxvavec: u=4x’> — 14z +8 v =2¢%"

u =8z —14 v’ =0, 5e00"
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Ainsi,
f(z) =v'v+u
= (8x — 14)e"°" 4 0, 5(42® — 14x + 8)e®>”
= (87 — 14 + 222 — Tz + 4)e*>*
= (202 + x — 10)e®>”
= P(z)e"".

f'(z) est du signe de P(z) car €%®% > 0 sur [-5;3], d’ou le tableau suivant (en utilisant le tableau de signe
de P(z) trouvé dans la partie A) :

f(z) + 0 — 0 +

; [
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