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| - Raisonnement par récurrence

Propriété 1 (principe de ré

Soit 22, une propriété dépendant d'un entier naturel n. Si :

° pour un entier ny, &y, est vraie (initialisation),
© pour tout entier naturel k > ny, le fait que & soit vraie implique que %, est vraie
(hérédité),

alors 22, est vraie pour tout entier naturel n supérieur a ny.

Remarque 1

si P = P41 alors on dira que la propriété est héréditaire.

~

Une démonstration par récurrence est une démonstration dans laquelle on utilise le principe
de récurrence.

Attention 1

Une démonstration par récurrence comporte impérativement deux étapes
initialisation et hérédité. v

Exemple 1

Démontrons par récurrence que pour tout entier n > 1 :

2 nn+1)(2n+1)
= 5 )

124224324+ 4+ (n-1%+n

e Initialisation : comme :

(2. 1x2x3
6

)

la propriété est vraie au rang 1.

e Hérédité : soit k un entier non nul arbitrairement fixé; supposons la propriété vraie au

rang k :
k(k+1)2k+1)

6
On veut montrer que la propriété est vraie au rang k + 1, soit :

124224324 .o +l(k=1)2 + k2 =

12622 4. P (ki 1)2 = (k+1)(k+2)6[2(k+1)+1]

_ (k+1)(k+2)(2k+3)
= = |




En utilisant I'hypothese de récurrence, on a :

k(k+1)(2k+1)

124224324+ 2+ (k+1)2 = s + (k+ 1)
k+1
:%[k(2k+1)+6(k+ 1)]
_ (k+1D)(k+2)(2k+3)
= : ,

La propriété est donc vraie au rang k + 1.
Ainsi, on a montré que si la propriété est vraie au rang k, alors elle est vraie au rang

k+1.
La propriété considérée est donc vraie pour tout rang n > 1 en vertu du principe de
récurrence. v

Il - Limite d’'une suite

Il . 1 - Définitions

On dit que la suite (u,) converge vers un réel ¢ si u, se rapproche de plus en plus de ¢ quand
n tend vers +oo.
On écritalors: lim wu, =~¢.

n—+oo

Remarque 2

si (u,,) converge vers ¢ alors on dit que u, tend vers ¢ quand n tend vers +oo.

1
La suite (u,) définie pour tout entier naturel non nul n par u, = — converge vers 0 car plus n
n

1
prend de grandes valeurs positives, plus - se rapproche de 0.

* On dit que la limite de (u,) est +oo si u,, prend des valeurs de plus en plus grandes. On
écrira alors : nlirP U, = +oo.

4

* On dit que la limite de (u,) est —oo si la suite (—u;) tend vers +oo. On écrira alors :

lim wu,; =—oco.
n—+oo

La suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u, = n? tend vers +oo car plus n
prend de grandes valeurs, plus n? aussi.

La suite (v,,) définie pour tout entier naturel n par v, = —n? tend vers —oo car v, = — i,

et lim u; = +oo.
n—+oo




\

On dit que la suite (u,,) diverge quand sa limite est infinie.

J

Certaines suites ne sont ni convergentes ni divergentes : elles n'ont pas de limite.
La suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u, = cos(n) n'a pas de limite car ses valeurs
varient entre —1 et 1 sans jamais se rapprocher d'une valeur fixe. v

Il . 2 - Des limites de référence

Propriété 2

Soit p un entier strictement positif.

. 1 . 1 . .
lim —= lim —=0 ; lim vn= lim n”=+co.
n—+oopP n—+oco/n n—+00 n—+oo

Il . 3 - Limite et comparaison
Il . 3. a- Théoréemes fondamentaux

Théoreme 1 (théoréme de comparaison)

Soient (u;) et (v,) deux suites, et soit g un entier naturel.

e Si, pour tout n > ngy, v, > uy avec lim u, = +oo, alors lim v, = +oo.
n—+oo n—+oo

e Si, pour n > ny, v, < U, avec nl_l)IPOO U, = —oo, alors nlier v, = —00.

Exemple 4

Soit (u#;) une suite telle que pour tout entier naturel n, u, > n. Alors, d’aprés le théo-

reme de comparaison, lim u, = +oco.
n—+oo

Soit (u,,) une suite telle que pour tout entier naturel n, u, < —n?. Alors, lim = —oco.

n—+oo
\ 4

Théoreme 2 (théoréme d’encadrement)

V

Soient (uy), (v,) et (wy,) trois suites, soit £ un nombre réel et soit 7o un entier naturel. Si,

pour tout n > ng, vy < Uy < Wy, etsi lim v, = lim wy,=~¢alors lim wu,="~¢.
n—-+oo n—+oo n—+oo

J

Ce théoréme est aussi appelé « théoreme des gendarmes », mais ce n’est pas son appellation
conventionnelle mathématique. v




Soit (u;) une suite telle que pour tout entier naturel n > 1,

1 1
— <y, < —
2 i@ :
n n
1 1
lim —= lim —; =0donc d’apres le théoreme des gendarmes,
n—+oo n n—+oo n
lim u,=0.
n—+oo

Il . 3. b - Comportement a I'infini de (q")

Propriété 3 (inégalité de Bernoulli)

Propriété 4

Propriété 5

Il . 4 - Suite majorée ou minorée

Définition 5




Exemple 6

1
On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel » non nul par u,, =1+ —.
n

1 .
e Pour tout entier naturel n non nul, — <1 donc u, <1+1, soit u, < 2.
n

La suite (u;) est donc majorée par 2.

1
* De plus, — > 0 pour tout entier naturel n non nul donc u, > 1.
n

La suite (u;) est donc minorée par 1.

* La suite (u,) est minorée et majorée; elle est donc bornée.

Théoréeme 3 (théoréme de convergence)

Toute suite croissante et majorée converge.
Toute suite décroissante et minorée converge.
Toute suite monotone et bornée converge.

Il . 5 - Opérations et limites

(un) et (vy) sont deux suites, £ et ¢’ représentent des réels.

Dans les tableaux suivants, « EL » signifie : « Forme Indéterminée ». Ce sont des cas ou I’on ne peut
pas conclure immédiatement quant a la valeur de la limite. Dans de tels cas, il est nécessaire de
transformer I'écriture.

Il . 5. a-Somme et produit

lim u, lim v, lim (u,+v,) @ lm (u,xv,)
n——+oo n—+oo n—+oo n—+oo
¢ 0 0+ ¢ ex ¢
+00 +00 +00
>0
—00 —00 —00
+00 +00 —00
<0
—00 —00 +00
+0o0 +00
0 EI.
—00 —00
+00 +00 +00 +00
+00 —00 EI. —00
—00 —00 —00 +00




I1.5.b- Quotient

Attention 2

¢
!/
¢ 020 =
0% (0 en restant positif) +00
£>0 _ L
07 (0 en restant négatif) —00
0% (0 en restant positif) —00
£<0 _ L
07 (0 en restant négatif) +o00
0 0 EL
+00 0
¢ —00 0
+00 +00 EIL
+00 —00 EL
—00 —00 EL

(e,0]
«—» «OO— 00 »
(e,0]
0
«0 xoco» «6»




B EXERCICES

Raisonnement par récurrence sans suite

* Exercice 1.1 (une somme avec factorielles) '

Pour tout entier naturel » non nul, on pose :

kK 1 2 3

n
Sp= =—+—=+—
" k;(kﬂ)! 21 3 a4l

i

ouk!l=2x3x4x5x---x(k—1)xk.
Calculer Sq, S, et Ss.

Vérifierque S, =1- pourn=1,n=2etn=3.

(n+1)!

E] Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel zn non nul,

S - 1
T+
Solution page 22
Exercice 1.2 (somme des premiers carrés) '
# On consideére la somme :
n
Sp=) K*=1"+2°+3*+---+ (n—-1)*+n°
k=1
Montrer par récurrence que :
nn+1)2n+1)
Sp= .
6
Solution page 22
Exercice 1.3 (inégalité de Bernoulli) '
Montrer par récurrence I'inégalité suivante, appelée inégalité de Bernoulli :
Vx>-1,x#0,Vn>1, (1+x)">1+nx
Solution page 23

Exercice 1.4 (factorielle et inégalité) '

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7 supérieur ou égal a 4, n! > n?.

1l faudra faire preuve d’initiative dans cet exercice.
Onrappelleque n!=2x3 x4 x---x(n—1) x n.
Solution page 24
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Exercice 1.5 (inégalité) !

Résoudre dans NT'inéquation : 4n > 2(n +1).

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 3, 2" > 2n.

Solution page 25

Exercice 1.6 (de I'importance de I'initialisation) '

Soit 22(n) la propriété :

«4" + 1 est divisible par 3. »

On suppose que 22 (k) est vraie pour un entier k arbitrairement fixé.
Montrer que & (k + 1) est alors vraie.

Pl 2(n) est-elle vraie pour tout entier naturel n?
Que cela vous inspire-t-il 2

Solution page 25

Exercice 1.7 (en arithmétique) '

Montrer par récurrence les propriétés suivantes.
Pour tout entier naturel n, 4" —3n — 1 est divisible par 9.
Pour tout entier naturel n, 7 x 3°" + 4 est divisible par 11.
Solution page 26

Exercice 1.8 (formule du bindme de Newton) '

Montrer par récurrence I’égalité suivante :

n
Vnen,V(a;b) eRxR, (a+h)"=) (Z)akb”_k
k=0

appelée formule du binéme de Newton.

Aide : on pourra s'aider de la formule suivante :

1
(kf 1) + (Z) = (nz ) ol (Z) est le coefficient binomial « k parmi 7 ».

Solution page 27
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Raisonnement par récurrence avec une suite

e Exercice 1.9 (conjecturer une formule et la démontrer) '

On considere la suite (u,,) définie par:

uO:O
1

2_un

] VneN

Up+1 =

Calculer u;, u, et uz sous forme de fraction irréductible.
E] Conjecturer la formule qui donne u,, puis la montrer par récurrence.

Solution page 29

e Exercice 1.10 (avec une fonction croissante) '

On donne ci-dessous le tableau de variations d'une fonction f :

X 0 5

f(x) / 5

1

On définit alors la suite (u,) par son premier terme 1y = 0 et par I'égalité u,, = f(u,) pour
tout entier naturel n.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, <5.

Solution page 29

Exercice 1.11 (suite définie par récurrence) '

On considere la suite (u,) définie par :

u0:2
Upr1=V1+u, , Vvn=0.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 1 < u, < 2.

Solution page 30

Exercice 1.12 (suite définie par récurrence) '

On considere la suite (u,) définie par :

1
uo—z
1

1+u,

Vn=0.

Un+1 =

) 1
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 2 Sup <l
Solution page 30
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Limites

* Exercice 1.13 (fractions rationnelles) !

Déterminer la limite des suites suivantes.
3n+2 n2_3n+1 Sn—7
L a,= — XA N Cp=———
" an-1 2 H n+7 H . n?+1
Solution page 30

* Exercice 1.14 (avec racines carrées) '

Déterminer les limites des suites suivantes.

Z — / 2 -3
un:n +3n-2 Un= 4::—21 Elwn: vVn+n

vn+1 vn+1
Solution page 31
Exercice 1.15 (théoréme des gendarmes) '
. . At . . n+cos(n)
Déterminer la limite de la suite (1) ,>; ol uy, = 7
Solution page 32
e Exercice 1.16 (limite d’une somme avec factorielles) '
Pour tout entier naturel » non nul, on pose :
nok 1 2 3
Sn:Z =4+ —4+—4-.--.
S+l 207 31 4l
ouk!l=2x3x4x5x---x(k—1)xk.
Montrer que pour tout entier naturel k k1 !
auep T+ K (k+ DY
1
En déduire que pour tout entier naturel n,S,, =1 - .
(n+1)!
Calculer alors lim S,,.
n—+oo
Solution page 32
Exercice 1.17 (théoréme des gendarmes) '
b
Soit a # 5 +2kmn, k€ Z. Calculer nlirP u, dans les cas suivants.
—+00
n+sin(n) 1 &
1§ uy=—— == in”
" n+cos(n) 2 [ n pZ::Osm @
Solution page 33
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2 g _1\n _ ,3
lim n° +sin(n) lim (=D n

n—+oo  p+1 n—+oco 1+ n2

Solution page 34

Dans un repere orthonormé, construire sur I’axe des abscisses les quatre premiers termes
de la suite (u,) définie par son premier terme 1y = 10 et par la relation de récurrence
un+1 - \Y4 2 + un.

Solution page 35

Etude compléte d’une suite

e Exercice 1.20 (étude d’une suite) '

On considere la suite (u,) définie par :

u0:1
Upr1=Up+2n+3 VneN

Etudier la monotonie de (up,).
2

a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > n°.
b. Déterminer alors la limite de (u,,).

Conjecturer une expression de u, en fonction de n puis démontrer la propriété conjec-
turée.

Solution page 35

Exercice 1.21 (récurrence et théoréme de convergence) '

2x+1

Soit la fonction f définie sur [0;2] par: f(x) = -
X

Déterminer les variations de f sur [0;2].
Montrer alors I'implication suivante :

xe(1;2]= f(x)e[1;2].

E] On considere la suite (u,) définie par :

{u():l
Upi1 = f(un) VneN

Montrer que pour tout entier naturel n, u, € [1;2] et que u, < Up+1.
En déduire que la suite (u,,) converge.
Solution page 37
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Exercice 1.22 (étude d’une suite homographique) '

Soit la suite (u,) définie par : = Hnt 6

Pour tout entier naturel n, on pose v, = .
U,—+3

Montrer que la suite (v,) est géométrique. On précisera alors son premier terme et sa
raison.

En déduire la limite de la suite (u,). Solution page 37

Exercice 1.23 (suite homographique & suite arithmétique)

o

On considere la suite (u,) définie par : _Adup-1 VneN et la suite (v,)

définie pour tout entier naturel n par: v, =

T\
un z
Montrer que (v,) est une suite arithmétique dont on précisera le premier terme et la
raison.
PJ Endéduire lim u,.
n—+oo

Solution page 38

Exercice 1.24 (étude se ramenant a une suite géométrique)

o

LL():l

On définit la suite (1 our tout entier naturel » par : 1

Calculer les 10 premiers termes de cette suite al'aide de la calculatrice ou d'un tableur.
Que peut-on conjecturer quant au sens de variation de (u,) ?

On pose v, = u, —4n+10.

a. Monter que (v,) est une suite géométrique que I'on caractérisera.

b. En déduire |'expression de v, puis celle de u, en fonction de n.
n
c. Onpose: Sy, =Y Up=Up+uy+-+ Up.
k=0
Donner I'expression de S, en fonction de n.

Solution page 39

Exercice 1.25 (une suite arithmético-géométrique) '

On définit la suite (u,) par:

Uup=4
un+1:iun+12 VneN.
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Montrer par récurrence que pour tout entier naturel 7,

4< Up < Upyr < 20.

Montrer que (u,) est convergente.
Pour tout entier naturel n, on pose : v,, = u,, — 16.

a. Calculer vg.

b. Montrer que (v,) est géométrique.

c. En déduire une expression de v, puis de u, en fonction de n.
d. Déterminer la limite de (u,,).

Solution page

Exercice 1.26 (les coccinelles) '

On sait tous qu’il y a des années a coccinelles et d’autres sans!
On se propose d’étudier I’évolution d'une population de coccinelles a I'aide d'un modéle
utilisant la fonction numérique f définie par :

fx) =kx(1-x),

k étant un parametre réel qui dépend de I’environnement.

Dans le modele choisi, on admet que le nombre des coccinelles reste inférieur a un million.
Leffectif des coccinelles, exprimé en millions d’individus, est approché pour 'année n par
un nombre réel u, avec u, compris entre 0 et 1. Par exemple, si pour 'année zéro il y a
300000 coccinelles, on prendra 1y =0, 3.

On admet que I'évolution d’'une année sur I'autre obéit a la relation u,+; = f(u,), f étantla
fonction définie ci-dessus.

Le but de 'exercice est d’étudier le comportement de la suite (u,) pour différentes valeurs
de la population initiale 1 et du parametre k.

Supposons uy =0,4 et k= 1.
a. Etudier le sens de variations de la suite (u,,).
b. Montrer par récurrence que, pour tout entier n, 0 < u, < 1.
c. Lasuite (u,) est-elle convergente?
d. Que peut-on dire de I’évolution a long terme de la population de coccinelles avec
ces hypothéses?
Supposons maintenant up=0,3 et k=1,8.

a. Etudier les variations de la fonction f sur [0;1] et montrer que f (%) € [0; %]

b. En utilisant éventuellement un raisonnement par récurrence,
. 1 .
° montrer que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 5

 établir que, pour tout entier naturel n, u,+1 = uy,.
c. Lasuite (u,) est-elle convergente?

Solution page
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Exercice 1.27 (suites d’abscisses et convergence) '

On se donne deux points distincts Ay et By.
Soit A; le milieu du segment [AgBy] et B; celui de [ApA;].
De facon générale, pour tout entier naturel n, on désigne par :

Aj+1 le milieu du segment [A;,B,] et B, le milieu du segment [A,A;11].

On munit la droite (AgBp) du repere (A ; 7) avec 7 = AgBo.
On note a, et b, les abscisses respectives des points A, et B, dans le repére(Ao ; 7).
Onadoncayg=0etby=1.

Construire une droite (AgBy) en prenant AgBy = 10 cm.
Sur cette droite, placer les points A; et B;, puis les points A, et B;.
Calculer les valeurs de a;, by, a et b,.

Exprimer a4, et b, en fonction de a,, et b,,.
Démontrer que la suite (u,,) définie par :

est géométrique.

n] Démontrer que la suite (v,;) définie par :
v, =3a,+2b,

est constante.

Les suites (a;,) et (b,;) sont-elles convergentes?
Que peut-on en déduire pour les points A, et B, lorsque n tend vers +0o0?

Solution page 42

Exercice 1.28 (suites imbriquées) '

W Soient deux suites (u,,) et (v,,) telles que:

1

= ) + )
Up=vo=7 ; Vnel\l,{uwr1 0,6up +0,3v,

vn+1 = 0,4un F 0, 7vn
On pose alors pour tout entier naturel 7 :

an=Up+ Uy
Montrer que (a,) est constante.

Montrer que (b;) est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la
raison.

E] En déduire I'expression de u, en fonction de 7, puis celle de v, en fonction de 7.

Démontrer que (u,) converge et donner sa limite.

Solution page 44
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Exercice 1.29 (les états du manchot : avec des probabilités) '

Dans un zoo, I'unique activité d'un manchot est I'utilisation d’'un bassin aquatique équipé
d’un toboggan et d'un plongeoir.

On a observé que si un manchot choisit le toboggan, la probabilité qu’il le reprenne est 0, 3.
Si un manchot choisit le plongeoir, la probabilité qu’il le reprenne est 0, 8.

Lors du premier passage les deux équipements ont la méme probabilité d’étre choisis.

Pour tout entier naturel 7 non nul, on considere I'événement :
* T, : «le manchot utilise le toboggan lors de son n-ieme passage. »
* P, :«le manchot utilise le plongeoir lors de son n-iéme passage. »

On considere alors la suite (1) ,>; définie par :
up =p Ty

ou p (T,) estla probabilité de I'événement T,,.

n] a. Donner les valeurs des probabilités p (T;), p (P;) et des probabilités condition-
nelles pr, (T2), pp, (T2).

1
b. Montrer que p (Ty) = ik
c. Recopier et compléter 'arbre suivant :

d. Démontrer que pour tout entier n > 1,u,+1 =0,1u, +0,2.
e. Al’aide de la calculatrice, émettre une conjecture concernant la limite de la suite
(up).

E] On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n > 1 par :

B 2
Up=Up— §
. . . 1 . .
a. Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison —. Préciser son premier
terme. 10
b. Exprimer v, en fonction de n. En déduire I'expression de u; en fonction de n.

c. Calculer la limite de la suite (u,). Ce résultat permet-il de valider la conjecture
émiseen l.e.?

Solution page
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Exercice 1.30 (probabilités et mouvement d’une puce) '

¥ On étudie le mouvement aléatoire d'une puce. Cette puce se déplace sur trois cases notées
A, B et C. Soit 7 un entier naturel. A I'instant initial 7 = 0, la puce se trouve en A.

* Si a l'instant n la puce est en A, alors a I'instant (n + 1), elle est soit en B avec une
e s S e 2 , 2
probabilité égale a 2 soit en C avec une probabilité égale a 3

* Si al'instant n la puce est en B, alors a I'instant (n + 1), elle est soit en A, soit en C de
facon équiprobable.

* Sial’instant n la puce est en C, alors elle y reste.

On désigne par A, (resp. B,, et C,;) 'événement :

«AVlinstant n, la puce est en A (resp. B et C). »

On pose a, =P (An), b, =P (Byp), et ¢, =P (Cp).
Onadoncag=1, bg=cy=0.

Pour traiter cet exercice, on pourra s’aider d’arbres pondérés.

Etude du mouvement pour 1 < n < 3.

a. Donner a; , b; et c;. Calculer a; + by + ;.

b. Alinstant n = 2, dans quelles cases la puce peut-elle se trouver? Déterminer a,
b, et c,.

c. Alinstant n = 3, dans quelles ca;ses la puce peut-elle se trouver? En déduire as.

Calculer bj et vérifier que c3 = e

PJ Etude du cas général.

a. Conjecturer les cases sur lesquelles la puce peut se trouver a I'instant n lorsque
'entier n est pair (n = 2k avec k € N), et les cases sur lesquelles elle peut se trouver
sil’entier n est impair (n =2k + 1 avec k€ N).

En déduire (sans autre justification) la valeur de a4 1.

b. Démontrer que:
1

bojs1=7azk
=73

1

A2fc+2= Eb2k+1

c. Démontrer que pour tout entier naturel k, ayy = %
a. Déterminer le plus petit entier naturel N tel que :
VvneN, n>N=a,<107".
b. Montrer que la suite (a,) est convergente et préciser sa limite.
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Exercice 1.31 (exercice de recherche) '

Ug = 1
On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par : 1 2
Up+1 = - Upn— 7.
2 3
Pour tout entier naturel n, on définit la suite (v,) par: v, = u, + A, A € R. Déterminer
le réel A tel que la suite soit géométrique.

Calculer alors lim u,.
n—+oo

Solution page

Exercice 1.32 (les suites de Héron) '

Pour un réel a strictement positif quelconque, on considere la suite (u,) définie pour tout
entier naturel n par :

Ug >0

1 a
Up+l = |Unt+—
2 Up

n] Compléter la fonction Python (page suivante) afin que l'instruction :

>>> heron(4,7,20)

retourne les n + 1 premiers termes de la suite (#(4) ;).

Code Python 1-1

heron(a,u,n):
u <=0:
"Le premier terme doit é&tre strictement positif."
a <= 0:
"La valeur de ’a’ doit é&tre strictement positive."

[y —
— O O 0 NN O O W= Wi+~

Linstruction renvoie alors la liste suivante :

[7, 3.7857142857142856, 2.4211590296495955, 2.0366301688743387,
2.0003294091613366, 2.0000000271231317, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0,

2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0]

Faites deux conjectures a partir de ces valeurs.

On se propose d’étudier mathématiquement la suite (u,) pour une valeur de a > 0.
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Pour cela, on introduit la fonction f définie pour tout réel x strictement positif par :
1 a
(x) == (x - —)
! 2 X

Calculer f’(x), puis donner les variations de f sur ]0; +oo[ en fonction de a.

n] En déduire que u; > v/a, quelle que soit la valeur de ug > 0.

B] Montrer que pour tout réel x > v/a, f(x) < x.

Montrer alors par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, /a < up1 < Up.
Déduire que (u,) converge. On note ¢ sa limite.

E] On admet que € = f(¢). Déterminer alors la limite de (u;,).

Solution page

Exercice 1.33 (suites imbriquées) '

W On considere les suites (u,,) et (v,) définies pour tout entier naturel n par :

Up=1p=1
Up+1=Upt+ Uy
Un+1 =2Un + Uy

Dans toute la suite de I’exercice, on admet que les suites (u,) et (v,) sont strictement posi-
tives.

a. Calculez u; et v;.
b. Démontrer que la suite (v,) est strictement croissante, puis en déduire que, pour
tout entier naturel n, v,, > 1.

c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: u, > n+1.
d. En déduire la limite de la suite (u,,).

On pose, pour tout entier naturel 7 :

Un
rn = —.
Up
On admet que :
(_1)n+1
re=2+-——
un

a. Démontrer que pour tout entier naturel 7 :

1 (_1)n+1 1

b. En déduire:
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c. Déterminer la limite de la suite (r2) et en déduire que (r,) converge vers V2.
d. Démontrer que pour tout entier naturel n,

2471y,
1+r,

'n+1

e. On considere le programme suivant écrit en langage Python :

Code Python 1-3

seuil():
n=20
=1
(r - sqrt(2) ) > 10**(-4):
2+r)/ (1 +r1)
n+ 1
n

N O O ks W N~

(«abs » désigne la valeur absolue, sqrt la racine carrée et 10** (-4) représente
1074).

La valeur de n renvoyée par ce programme est 5.

A quoi correspond-elle?

Solution page

Exercice 1.34 (exercice de recherche) '

On considere la suite (u,) définie par :

upeR
Upi1 =AUy, +P(n) VneN

ou P est un polyndme et ot A € R* \ {1}.
On pose alors la suite (v,,) définie par :

Un = U +Q(n),
ol Q est un polynome.
Montrer I’équivalence suivante :
(vn) estune suite géométrique < VneN, P(n) =AQ(n) —Q(n+1).
On suppose maintenant que P(n) = an + b, a et b étant deux réels non nuls.

Trouver, en fonction de A, a et b, I'expression du polynome Q.
En déduire, en fonction de A, ug, a, b et n, une expression de v,, puis de u;,.

Application : déterminer I'expression du terme général de la suite («,,) définie par son
premier terme 1 =5 et par la relation u,,+; =2u,, —3n+7.
Vérifier la formule trouvée pour les premiers termes de (u,,).

Solution page
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Exercice 1.35 (I’escargot de Gardner) '

Léo l'escargot avance a la vitesse de 1 m/h sur un élastique de 100 metres qui peut s’allonger
al'infini.

Au début de chaque heure, on allonge I'élastique de 100 metres de facon homogene, ce qui
signifie qu’au début dela 1 heure écoulée, 'escargot se trouvait a 1 metre du point de départ
avant’allongement de |'élastique et se retrouve a 2 meétres du point de départ apres car pour
passer de 100 m a 200 m, on a multiplié par 2.

Aubout dela 2¢ heure, Léo avance de 1 meétre et apres allongement, il se trouve a 4,50 metres.
On note u, la distance (en metre) parcourue par Léo au bout de n heures avant I’allonge-
ment de I'élastique. Ainsi, uy =0, u; =1 et up = 3.

a. Expliquer la valeur de u;.
b. Calculer us.

1
Montrer que pour tout entier naturel n non nul, ©,.; = (1 + —) Un+1.
n
E] On note p, le pourcentage représentant I’avancement de Léo par rapport a lalongueur
de I'élastique (avant allongement) a l’étape n. Ainsi, py =1 et p» =1,5.

N1
Montrer que p3 =1+ > - 3

1 1 1
n] Montrer par récurrence que p, =1+ > + 5 +---4+ — pour tout entier naturel 7 non nul.
n

—_ . . n
¥ Montrer par récurrence que pour tout entier naturel 7, pon > 1+ >

En déduire la limite de la suite (p,,).
Que peut-on alors conclure quant a Léo? N’y a-t-il pas alors un paradoxe?

Solution page
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B CORRECTIONS

N\
Corrigé de I'exercice 1.1 page 8
1 1 1 1
B o-si---1-,-1.,.1
21 2 2 2!
1 2 5 1 1
e Sy=—+—=—-=1--=1-—.
20 3! 6 6 3!
3 23 1 1
* S3=S)+—=—=1-—=1-——
4! 24 24 4!
On constate alors que S, =1 — pourn=1,n=2etn=3.
(n+1)!
PJ Démontrons par récurrence cette derniére conjecture. Nous avons réalisé Iinitialisa-
tion dans la question précédente.
Supposons que pour un entier k fixé, Sy =1 — ! (HR). Alors,
k+1
Sk+1 =Sk +
k+1 k (k +2)!
1 k+1
=1- +
(k+1)!  (k+2)!
1 k+2 k+1
=1- X +
(k+1)! k+2 (k+2)!
B k+2 N k+1
(k+2)!  (k+2)!
T (k+2)
L'hérédité est alors vérifiée.
La formule est donc vraie pour tout entier naturel z non nul.
N\ V4
/ N\

Corrigé de I'exercice 1.2 page 8
Posons P(n) la propriété :

B nn+1)2n+1)

(P,) : 124224324+ + (n-12+n? 5

I} Initialisation.
IxA+1D2x1+1) 6
S;=1%>=1et (1+1)( )

—=1.
6
Donc P(1) est vraie.

Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel k, la propriété P(k) est vraie (hypothese de ré-
currence). Montrons alors que P(k + 1) 'est aussi, c’est-a-dire que :

(k+1)(k+2)(2k+3)

124224+ K2+ (k+1)% = =




Par hypothese de récurrence, on a :

12422+ 4 k2 + (k+1)? =S + (k+ 1)2

_ k(k+1)2k+1) e+ 1)’

k1) [k(2k+ 1)

+(k+1)]

k2k+1)+6(k+1)
6

:(k+1)[

_ (k+1)(2k*+7k+6)
A 6

«ky = —2» est une racine évidente du polynéme 2k% +7k+6 donc la seconde racine k»
3

c
t tell kik,=—,d ko= —Thx —==—.
est telle que k; k» onc ky 2><2 >

a
Donc 2k? +7k+6 =2 (k+2) (k+3) = (k+2)(2k +3).
Finalement,on a:

(k+1)(k+2)(2k+3)

12422+ + K2+ (k+1)% = =

Lhérédité est donc vérifiée.

B Conclusion.
Quel que soit I'entier naturel k > 1, P(k) = P(k +1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier

n>l. p

N

Corrigé de I'exercice 1.3 page 8

¢ Initialisation.
Pourn=2, (1+x)"=1+x?=1+2x+x°
l+nx=1+2x
Or, x> >0donc 1 +2x+ x> >1+2x;ainsi, (1+x)?>>1+2x.

L'inégalité est donc vraie au rang n = 2.

* Hérédité.
On suppose que 'inégalité est vraie au rang n, c’est-a-dire que I'on suppose que pour
un entier n quelconque supérieur strictemental :

Vx>-1,x#0, 1+x)">1+nx (HR)
et on souhaite démontrer que :

Vx>-1,x#0 1+x)"'>1+n+1x.




Vx>-1,x#0,ona:

I+x0)"™ =1+x0"x1+x)
>(1+nx)x1+x) par HR
>1+nx+x+x° en développant

>1+(n+1)x+x2.

Or,x2>0doncl+(n+Dx+x2>1+(n+1)x,dou:

)n+1

(1+x >1+(n+1)x.

Ainsi, si 'inégalité est vraie a un rang n quelconque, elle I'est aussi au rang n+1 :
I'hérédité est démontrée.

Par conséquent, I'inégalité de Bernoulli est vraie pour tout entier naturel n supérieur stric-
tementa 1.

Corrigé de I'exercice 1.4 page 8
Posons :
P, : VYn=4,neN,n'>n.
Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie.
* Initialisation.
41=2x3x4=24et4?= 16 donc pour n =4, n! > n2.
* Hérédité.
Supposons que pour un certain entier k fixé supérieur ou égal a 4, &7 est vraie, c’est-
a-dire que k! > k? (HR).
Démontrons alors que (k+1)! > (k+ 1)2, soit (k+1)!> k?+2k+1.
(k+D!'=k'x(k+1)
>k*x(k+1)  dapres (HR)
Il faudrait démontrer maintenant que k?(k+1) > (k+ 1),
On calcule alors :
Ke+1) - (k+ 1= (k+ D) [k* = (k+1)]
= (k+ 1) (k*—k-1)
=(k+D[k(k-1-1].
Vik=>4,

k(k—1)-1>4x3-1, soitk(k—1)-1>11

k+1>5 }3(k+1)[k(k—1)—1]>55>0.

Donc k*(k+1) - (k+1)? >0, soit k*(k+1) > (k +1)2.
Ainsi, (k+1)! > (k+1)?. La propriété 22, est donc héréditaire.

D’apres le principe de récurrence, on en déduit que &2, est vraie pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a 4.




Corrigé de I'exercice 1.5 page 9

IF Résolvons dans N I'inéquation :

dn>2n+1) < 4n>2n+2
— 2n>2

<~ n>1.

E Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n > 3,
Pn): 2" > 2n.

« Initialisation: pour n=3,2"=23=8et2n=2x3=6.
8>6donc23>2x3.
22(3) est donc vraie.

* Hérédité : supposons que pour un entier k arbitrairement fixé, 2?(k) est vraie.
Montrons alors que 2 (k + 1) est aussi vraie, c’est-a-dire que 2k+1 5 2k +1).

P (k) vraie = 25 > 2k
=2x2F>2x2k
=215 4k > 2(k+1) (d’apres la question précédente car k > 1)
= P (k +1) vraie.

L'hérédité est alors prouvée.

* Conclusion : d’apres le principe de récurrence, 2?(n) est vraie pour tout entier

n=>3.
V4

N
Corrigé de I'exercice 1.6 page 9

g Supposons que pour un entier k fixé, 4° + 1 est divisible par 3. Alors, il existe un entier
naturel p tel que :
4k 41=3p.

On a alors les implications suivantes :
4k 41=3p
=>4x(@4*+1)=4x3p
=451 1 4=12p
=414 _3=12p-3
=414 1=314p-1).
Ainsi, 4¥*1 + 1 est un multiple de 3, et donc 2 (k + 1) est vraie.

On dit que la propriété & est héréditaire.




/

E 2(0) stipule que 4° + 1 = 2 est un multiple de 3, ce qui est loin d’étre vrai.
De méme, 2(1) stipule que 4! + 1 = 5 est un multiple de 3, ce qui n’est pas le cas.

Donc £2(n) n’est pas vraie pour tout entier naturel 7.

ﬁ Ce qui précede nous permet de constater que ce n’est pas parce qu'une propriété est
héréditaire qu’elle est tout le temps vraie.

Le principe de récurrence s’appuie d’ailleurs sur le fait qu’il est nécessaire de vérifier
que la propriété est vraie pour un entier (généralement, le plus petit possible : c’est
I'hérédité).

Donc il faut veiller a faire I'initialisation lors d'un raisonnement par récurrence sans
quoi, le raisonnement est faux.

Corrigé de I'exercice page
g Posons #2(n) : 4" —3n—1=9p, ol p est un entier relatif.

e Initialisation.
Pourn=0,0ona:

4"-3n-1=4"-3x0-1=1-1=0=9x0.
Ainsi, 22(0) est vraie.

* Hérédité.
Supposons que pour un entier k arbitrairement fixé, 22 (k) est vraie.
Montrons alors que 22 (k + 1) est aussi vraie, c’est-a-dire que :
4*+1 _3(k+1)—1=9p, soit 451 —3k —4 = 9p, ol1 p est un entier relatif.

P (k) vraie:>4k—3k—1:9p
=4x(4*F-3k-1)=4x9p
= 4¥1_12k—4=4x9p
=4kl _3k—9k—-4=4x9p
=4k _3k—4=4x9p+9k
=41 _3k—4=94p+k)
= ZP(k +1) vraie.

En effet, 4p + k est un entier relatif (car c’est une combinaison linéaire de deux
entiers relatifs).

* Conclusion.

22(0) est vraie et 2 (k) vraie = Z2(k + 1) vraie donc, d’apres le principe de récur-
rence, &?(n) est vraie pour tout entier naturel n, a savoir que :

VneN, 4"-3n-1estun multiple de 9.




\

Posons 2 (n):7x 3" +4 = 11p, ou p est un entier naturel (non nul).
 Initialisation.
Pourn=0,ona:

7x3"+4=7x3+4=7+4=11=11x1.
Ainsi, 2(0) est vraie.

* Hérédité.
Supposons que pour un entier k arbitrairement fixé, 22(k) est vraie.
Montrons alors que £2(k + 1) est aussi vraie, c’est-a-dire que :

7x 3%+ L4 =11p.

(k) vraie = 7x 3 +4=11p
=3%x (7x3%+4)=3°x11p
=7x3%x354+4x3°=11x3%
= 7x3%+5 4972 =11 x 3%k
=7x3%k+D 1 411 968=11x3%
=7x3%k+D 1 4 =11 x3%-968
=7x3%kD 1 4-11x3%—11x88
=7x 3% 14 =11 x (3%k - 88)
= P(k+1) vraie.

¢ Conclusion.

22(0) est vraie et 2 (k) vraie = Z2(k + 1) vraie donc, d’apres le principe de récur-
rence, &2 (n) est vraie pour tout entier naturel n, a savoir que :

VneN, 7x3°"+4estunmultiple de 11.

Corrigé de I'exercice 1.8 page 9
¢ Initialisation.
Pour n =0, (a+b)"=@a+bh°=1
" [n 0
S| |a* e = |’ =1
i=o\k 0
Ainsi, la formule est vraie pour n = 0 et I'initialisation est alors vérifiée.

* Hérédité.
On suppose que pour un rn arbitraire, 1'égalité est vraie donc :

n
V (a;b) eRxR, (a+b)”:Z(Z)akb”_k (HR)
k=0




et montrons qu’elle I'est aussi au rang n + 1, donc montrons que :
lin+1
V(a;h) eRxR, (a+b)" = Z( akprtitk
i=o\ k
Dans un premier temps, remarquons que :
(a+b)""' =(a+Db)"(a+b)=ala+b)"+bla+b)".

De plus,

n
— bla+b)"=b ) (Z)akb”_k par (HR)
k=0

by

=0

_ i (n)akbnﬂ—k
k

n
— ala+b)"=a)_ (n)akb”_k
=0\ k

— i n ak+1bn_k
i=o\k
n+l1 n
= ) aPb™1"P enposant p=k+1
p=1 p-
n+1 n
= o akp 1=k en prenant k = p (car c’est une variable muette)
k=1\"*"
Ainsi,
n (n n+1 n
(a+b)”+1 h 4 Z akbn+1_k+ Z akbn+1—k
k=0 k k=1 k-1
(a+b)" = (Z)aobn+1—o+ zn: ) kpnti-k

k=1 k

+i n akpri-k n g+l pntl-(ntD)
=1 (n+1)-1

A

n
n+1 _
:an+1+bn+1+ Z( )akbnﬂ k

n
(a+ b)n+1 — an+1 + bn+1 + Z akbn+l—k

k=1

=k

—

Or,

= | P gy o e [P 0 ne1-0
n+1 0

donc donc peut incorporer a*! et b"*! dans la somme::
n+1
n+l
(a+ b)l’H’l = Z akbn‘i'l—k.
i=o\ k

L'hérédité est alors vérifiée. La formule est donc vraie pour tout entier naturel 7. )




/ N
Corrigé de I'exercice 1.9 page 10
IF calculons:
1 1 1
Uy =
uy = =
1 2—Up 2—u us 2—uy
1
u =— _1 3= ——
172 2=3 ), %2
2
Uy = 3 T = 3
°T 1
¥ Posons P(n) la propriété : u,, = "
Propriete - tn =371
¢ Initialisation.
Faite dans la question 1.
* Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel k, P(k) est vraie (H.R.). Montrons alors
n+1
que P(k + 1) I'est aussi, c’'est-a-dire que Uy, = o
n
1 1 (H.R)
uk+1 = = n Mt
2— Un 2= T
B 1 _n+l
T 2m+l)-n T p40°
n+l1
L'hérédité est alors vérifiée.
* Conclusion.
Quel que soit 'entier naturel k, P(k) = P(k +1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout en-
tier naturel n.
N\ /
. , . N
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On souhaite démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, <5.
* Initialisation.
up =1 donc 0 < yy < 5. La propriété est donc vraie pour n = 0.
* Hérédité.
Supposons que pour un entier k fixé, 0 < uy < 5.
Alors, puisque f est croissante sur [0;5], on peut prendre I'image de chaque membre
de cet encadrement sans changer le sens des inégalités : les images de 0, u et 4 sont
rangées dans le méme ordre :
fO) < flup) < f5)
soit:
1< U <5 etdonc: 0 < upy1 <5
L'hérédité est alors vérifiée.
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, 0 < u, < 5 pour tout entier naturel n. )




Corrigé de I'exercice 1.11 page 10
On souhaite démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 1 < u, < 2.

* Initialisation.

up =2 donc 1 < up < 2. La propriété est donc vraie pour n = 0.
* Hérédité.

Supposons que pour un entier k fixé, 1 < ug < 2.

Alors,on a:

1<up<2=21+1<1+up<1+2
=>2<1+ur <3

Lhérédité est alors vérifiée.

Ainsi, d’apres le principe de récurrence, 1 < u, < 2 pour tout entier naturel 7.
\\

/
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1
On souhaite démontrer par récurrence que pour tout entier naturel r, 2 <u,<l.

e Initialisation.

1 1
Uy = > donc > < up < 1. La propriété est donc vraie pour n = 0.

* Heérédité.
1

Supposons que pour un entier k fixé, — < uy < 1.

\S)

Alors,ona:

<l+up<l+1

/AN
<
=
/AN
[a—
U
+
DN | =

N |~

U

<14+up<2

U
=N =DNw =
/AN
[a—
+ |~
<
E
IA wl N

U

SUpsr <

win A

L'hérédité est alors vérifiée.

1
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, > < u, < 1 pour tout entier naturel 7.
\
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3n+2 n(3+2) 3+%

g an—4n_1—n(4_%)— _l,pourn>0.




Or, d’apreés le cours,

k
llm — =0donc:

3,1 3,1
n?-3n+1 " (l_ﬁ"'?) n(l_ﬁ+?)
by, - = = , pour n > 0.
n+7 n(l1+<) 1+
a
Or, 11m —k—Odonc
nxl
hm b, = lim = +00
n—+oo
3n-7 _ n(3-% 355
H =-S5 5-) = ", pour n > 0.
ne+1 n2(1+i) n(1+#)
Or, lim k—Odonc
n—»oon
3
lim ¢,= lim —=0
n—+oo n—+oo n
V4
N

Corrigé de I'exercice 1.

Bl Pour cette question, on aura besoin de voir que n% = nx n=nx /i x /1.

n2
Ainsi, NG =nyn.

14 page 11

n
32 3 2
L _m+3n-2 I (1+r?)_” ”(1+r?) ol >0
n — - 1 ) .
\/n+1 /n(1+ﬁ) 1+ﬁ
. a 1
Or, lim —=0et lim — =0donc
n—-+oo pk n—+oo \/p

L Ung L) S

v B 4n+1_
=l Un= =

(15

1
4+ﬁ

n+2

Or, lim i—Odo

n—+oo nk

n(l+2) T\ 1+2

2yn+n-3

5 pour n>0.
n

. 4
lim v, = \/j: 2
n—+oo 1

B3]yl

nc:

3 R vn+1

= 7 , pour n > 0.
\/ﬁ(1+ﬁ) 1+~




a a
Or, lim —=0et lim — =0donc:

n—+oo pk n—+co /0
n
llm w, = lim £:+oo
n—+oo 1
\
/ . :
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Pour tout entier naturel n #0,on a:
—-1<cos(n) <1
Ainsi,ona:
n—-1<n+cos(n)<n+1
n—1 _n+cos(n) 2 n+1
A n2 = n? S on?
De plus,
lim ——= = lim 12: im —=0
n—+oo n n—+oo n n—+oo n
De méme,
n+1
lim > =0
n—+oo n
Ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes,
im0, =0
\
Corrigé de I'exercice 1.16 page 11
Pour tout entier naturel k,
kK k+1 1 UetDy I 1
(k+1)! (k+1)! (k+1)! klxU+1) (k+1)! k! (k+1)!
n k L 1
2 =
" kzl(k+1)' = (k' (k+ 1)!)
_(1 1) (1 1) (1 1) (1 1 )
1! ! 2! ! 3! 4! n (n+1)!
%HH b
(n+ n
1
B lim (n+1)!=+o0codonc lim
n—+oo n—+oo (n+ ]_)l
Ainsi,| lim S, =1\
n—+oo
\
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n+sin(n ”(1"'5111%)
£ o, = 2tsine _

n— - .
n+cos(n cos(n)
& ”(”T)

Or, pour tout entier naturel 7,

—-1<sin(n) <1 donc — % < Q@) o %

—1<cos(n) <1 donc - % <

donc, d’apres le théoreme des gendarmes,

lim sm(n): im cos(n) —o

n—+oo n n—+oo n

et donc:

1
Iim u,=-=1
n—+oo 1

2 1 1 1-sin™(a
sin? (a) = ;(1 +sin(a) + sin®(a) +---+sin”(a)) = " x 1-sin" (@)
=0

1
2] Un="

p 1 —sin(a)
En effet, nous pouvons voir la somme :
1+ sin(a) + sin®(a) + - - - + sin”(a)
comme étant la somme :
1— qn+1
l+g+q°+ - +q"=—""—
q+4q q 1-¢
. 1 .
avec g = sin(a) (a # 2 mod 271 donc sin(a) # 1).
De plus,

—1<sin(a) <1=> -1<sin" (@) <1
=>-1<-sin""(@) <1
=>0<1-sin""(a) <2

1-sin*"!(a) 2
=>0< - <
1 —sin(a) 1—-sin(a)
2
>0 Uy —x ——/——.
n 1-sin(a)
N———
constante
Or,
. 1 2
lim — x

constante

donc d’apres le théoréme des gendarmes,

lim u,=0
n—+oo
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2 .
. n° +sin(n)
g Calculons lim ————
n—+oo

n+1
Pour tout entier naturel n,

—1<sin(m) <1 < n?-1<n’+sin(n) <n?+1

n -1 n?+sin(n) n®+1
— <

< carn+1>0.
n+1 n+1 n+1
n?-1_n(n-3)
Or, = T
n+l a1+ ﬁ)
1
De plus, lim —=0donc:
n—-+oo n
. 1
lim (n = —) = +00 2
n—+oo n n-— .
= lim = 400 (par quotient).
. 1 n—+oco p+1
lim (1 + —) =l
n—-+oo n
Ona:
n>-1 _ n?+sin(n)
<
n+1 n+1
——
—+00
donc, d’apres le théoreme de comparaison,
n? +sin(n)
im ———— =+o0
n—+oo  p+1

-1 n__ n3
Calculons lim L
n—+oo 1+ p?
Pour tout entier naturel n,

“1<(-)"<1 = -)-*<D"-n*<1-nd

-1-nd (—1)"—n3<1—n3
1+n2 = 1+n2 1+n?
Or,
1—n3_7{1(#_”) #—”
1+ n2 ﬁZ(#H) S+l
De plus,
1
lim ([—=-n|=-00 1
n—+oo | p2 Pl .
! :nErPoo | = —oo (par quotient).
lim (—2+1):1 w2t
n—+oo\ n
Ona:
-D"-n% 1-n®




donc, d’apres le théoreme de comparaison,

(_l)n _ n?)

im =—00
n—+oo 1+ n?

Remarque 6

Quand on a un encadrement de la forme v, < u,, < w, et quel’on souhaite déterminer
lalimite de u,, il suffit de prendre une partie de cet encadrement quand liIP vy, et/ou
n—+oo

lirP w,, est infinie, car le théoréme des gendarmes ne fonctionne pas avec une limite
n—+oo

infinie.
\ V4

4 - . N\
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Le fait que u,+1 = v2 + u, nous dit que u,+1 = f(uy), avec f(x) = v2 + x. Il faut donc tracer
la courbe représentative de la fonction f (en rouge ci-dessous) ainsi que la droite d’équation
¥y = x (en orange ci-dessous) pour transformer les images (en ordonnées) en abscisses.

3V Y

I ! !
T T T T T T T T T T

1 12 3 #0856 pigi9 101 12 18 14

1 1

On peut alors conjecturer que la limite de cette suite est 'abscisse du point d’intersection
de la courbe avec la droite, soit la solution de I'équation :

Yy

—

X=V2+x & X*=2+x
— x*-x-2=0 , A=9
— x=2.

Attention 4

Ce n'est qu'une conjecture... On pourra le démontrer a l’aide du théoréme du point
fixe (voir chapitre sur la continuité).

Corrigé de I'exercice 1.20 page 12

n Ona:up—uUp=up+2n+3—1uy,
=2n+3>0
Ainsi, la suite (u,,) est croissante.




E a. Posons P(n) la propriété : u, > n2.

¢ Initialisation.
Uy =1 > 0 donc P(0) est vraie.

o Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel k positif, P(k) est vraie (H.R.). Mon-
trons alors que P(k + 1) I'est aussi, c’est-a-dire que ug,; > (k+1)%.

Ups1 = Up+2k+3
>k*+2k+3 (HR)
>k2+2k+1+2
> (k+1)2%+2
> (k+1)

L'hérédité est alors vérifiée.

* Conclusion.
Quel que soit I'entier naturel k, P(k) = P(k +1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout
entier naturel n.

b. D’apres le théoreme de comparaison des suites et d’apres la question précé-

dente,on a:

lim wu,> lim n?
n—+oo n—+oo

Or, lim n? = +oo; donc
n—-+oo

lim u, =+oco
n—+oo

ﬁ Calculons les premiers termes de la suite (uy,) :

up=1
Uy=uyp+2x0+3=4
Up=u;+2x1+3=9
Us=uUx+2x2+3=16
Usg=uz+2x3+3=25

On peut alors conjecturer que u,, = (n+ 1)2. Montrons cela par récurrence.

¢ Initialisation.
Faite précédemment.

* Hérédité.
On suppose que pour un entier naturel k, u; = (k+1)? (qui constitue la propriété
P(k)). Montrons que uj.1 = (k+2).
Ups1 = Up+2k+3
= (k+1)*+2k+3
=k®+4k+4
= (k+2)?




\

L’hérédité est alors vérifiée.

* Conclusion.
Quel que soit I'entier naturel k, P(k) = P(k+1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout en-
tier naturel 7.

£
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nOna:

Donc f est strictement croissante sur [0;2].

On en déduit alors :
1<x<L2=> <)L fR)

Or,f(l):g>letf(2):§<2.

Ainsi,

(xell;21= fell;2]]

E Soit P(n) la propriété : u, € [1;2].
Démontrons qu’elle est vraie pour tout entier naturel n par récurrence.
* [nitialisation.
up=1€[1;2].
* Heérédite.
Supposons que P(k) soit vraie, ou k est un entier naturel. Montrons alors que
P(k +1) I'est aussi.
D’apreés la question précédente, on a: ui € [1;2] = f (uy) € [1;2].
Or, f (ur) = ug4+1 donc P(k + 1) est vraie.
L'hérédité est alors vérifiée.
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel 7.

De plus, f est croissante sur [1;2] donc f (1) > uy,, c’'est-a-dire : u,+1 > uy,.

B De la question précédente, on peut conclure que la suite (u,) est croissante et bornée,
donc majorée. Or, toute suite croissante et majorée converge.
Donc (u;) est convergente.

N
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un_z
B Onav, = .Alors :

U,+3
Uu,+6 2
Upn+1 = = = X
Upse1+3 Zﬂ_:g+3 Uy +2 U,+6+3u,+6
n
—Uy+2 1 wu,-2 1

__vn .

== X =
du, +12 4 u,+3 4




Ainsi, la suite (v,;) est une suite géométrique de premier terme vy =

1
raison g = —

up+3 4

La suite (v,) converge vers « 0 » comme suite géométrique de raison strictement com-
prise entre —1 et 1. Ainsi :

un_

lim =0= lim (#,-2)=0
n—+0o Y, + n—+oo

=>| lim u,=2
n—+oo

\
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1 1
g Un+1—Un= 1 - 1
Up+1—35 Un—3
1 1
T 4u,-1 1, _ 1
4u, 2 Un—3
1 1
CAup=l 2wy
4u, 4uy, n- 2
1 1
T 2up-1 1
4u, Un—3
4u, 1
- 1 1
2Uy, 1
- 1 1
2(un-3)
= ==
Un - E
. . Yo . 1 2 .
La suite (v,) est donc arithmétique de premier terme vy = T = = et de raison
Ug— —
2
r=2.
ﬂ D’apres ce qui précede, liIP vp=+oocarr>0dou:
n—+oo
lim T = +00,
n—+oo U, —=
n—3
ce qui signifie que :
1
lim |u,——=|=0
n—+oo
D’ol
lim wu,=
n—+oo n
\
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n On trouve :
° u; =-0,5 ° ug=14,171875
* u2=0,75 o u; = 18,0859375
° u3=3,375
° us=10,34375 ° ug=26,021484375

On peut alors conjecturer que (u;) est strictement croissante a partir de n = 1.

E a. Upe1=Ups1—4(n+1)+10 On déduit alors que (v,) est une suite
_ 1 Up+2n—1—4n—4+10 géométrique de raison — et de premier
% terme vg=up—4x0+10=11.
=—Up—2n+5
2 n
1
=—(up—4n+10)
2
1
==vy,.
2 n

1 11
b. Onaalors: vnzllxz—netdonc: un:vn+4n—10:2—n+4n—10.

n

11
c. Sp=) (2—n+4n—10)

k=0

n 1 n n
=11) —+4) k-10) 1
=02" k=0 k=0

1_2nl+1 nn+1)
1| —ZT |+ ax B jon
-1 2
1
:22(1—2n+1)+2(n—5)(n+1).

\
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g Posons Z2(n) :4 < u, < Uy < 20.
Démontrons par récurrence que &?(n) est vraie pour tout entier naturel 7.
¢ Initialisation.
u :%u0+12:1+12:13.
Onaalors: 4 < up < up < 20.
Ainsi, 22(0) est vraie.

* Hérédité.
Supposons que pour un entier k fixé, 22 (k) est vraie.




Montrons alors que 2 (k + 1) est aussi vraie.

P (k) vraie > 4 < up < Upy1 <20
1

1
uk<ZXUk+1<ZX20

1 4<1
=> - X —
4° " T4

1
Zuk+1+12<5+12
= 13 < Up1 < Ug2 S 17

=>4 <13 < Uy S Up2 S 1720
= P (k +1) vraie.

1
:1+12<Zuk+12<
<

¢ Conclusion.

22(0) est vraie et 22 (k) vraie = 2?(k+1) vraie donc, d’apres le principe de récur-
rence, &?(n) est vraie pour tout entier naturel n, a savoir que :

VneN, 4< Uy < Upy <20

E D’apres la question précédente, (u,) est croissante et majorée (par 20) donc, d’apres
le théoréme de convergence des suites monotones, (u,) converge.

Bl a v=u-16=4-16=-12.
b. Pour tout entier naturel »n,

Un+l = Up+1 — 16

=—u,+12-16

Ainsi, (v,) est une suite géométrique de raison g = i.
c. On déduit de la question précédente que :

1 n
Un:UOan:—IZX(Z)

et que:

1n
un:vn+16:16—12x(z) .

n—+oo

1 n
d. O<i<1donc lim (—) =0.

Ainsi, lim u, =16.
n—+oo




Corrigé de I'exercice page

n Up+1 = Up(1—uy), ug=0,4.

A Upil—Up = un—ufl—un
=_ ui
< 0 car un carré est toujours positif ou nul.

Ainsi, pour tout entier naturel n, u,.; < u,; la suite (#,) est donc décroissante.
b. e Initialisation.
uy=0,4donc0<uy<1.
* Heérédite.

On suppose que pour un entier n donné, 0 < u, < 1.

Un+1 = Uy (1—uy); de plus, par hypothese de récurrence, 0 < u,, < 1 etdonc:
0<l-u,<1.

Par produit, 0 < u,(1—-u,) <1.Donc0 < uyy < 1.
L’hérédité est alors vérifiée : u;, = u;41.
Par conséquent, pour tout entier naturel n, 0 < u;, < 1.

c. Lasuite (u,)étant décroissante et minorée, elle converge d(apres le théoréme de
convergence des suites monotones.

d. Avec de telles hypotheses, la population de coccinelles tend a disparaitre.
A wni1=1,8u,(1-up), ug=0,3.
a. f(x)=1,8x(1-x)=1,8(x—x?) donc f'(x) =1,8(1 —2x).
Donc f'(x) >0 < 1-2x>0

— 1>2x
1
— x< -
2
1 1
De plus, f > =1,8x0,5x1,5=0,45¢€¢ 0;5].D’ouletableau:
x 0 3 1
f'(x) + 0 -
f 05—

b. e Initialisation.

up=0,3etu; =f(0,3)=1,8%x0,3x0,7=0,378.

1
Doncoguogulgi.




\

* Hérédité.

N =

Supposons que pour un entier n donné, 0 < U, < Up41 <

DN =~

O0<up<Sups <

> f(0) < fuy) < flups1) < f(%) car f est croissante sur

1
— 0< Uy SUpi2 < o L’hérédité est alors vérifiée.

3
0;—
2

1

Ainsi, la propriété est vraie pour tout entier naturel 7: 0 < u,; < Up41 < >

c. De la question précédente, on déduit que (u,)est croissante (u,+; > uy) et ma-

. 1
jorée (par 5) donc elle converge.
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ApB) B; Ay Ay By

— ——— |
ag+by 1 a+b 3
[ ] al: [ — [ ] az = —
2 2 2 8
apta 1 a +a 7
. b1: 0 l:_ o bzI 1 2:_
2 4 2 16

On peut s’'inspirer de ce qui a été fait a la question précédente pour écrire :

a,+b,
2

ant an+1
2

Anp+1 = ’ bp1 =

E Un+1 = Ap+1 — bps1

2 2
_ bn— an+1




1
La suite (u,) est donc géométrique de raison q = 0

E Unt1 =30apt1 +2bp11
_3an+3by N 2a,+2a,41

2 2

2
5ay +3by, + 2%t
B 2
_10a, +6by, +2a, +2by,

4
_12a,+8by

4
=3a, +2b,

Ainsi, la suite (v;) est constante.

Bl Dapresles questions 3 et 4, ona:

U, =a,—by, L; . 3u,—v,=-5b, 3Li-L,
{ U =3an+2b, 1p O { 2Up+Up=5an 2L +L,
D’ou:
an:Zun+vn A b, = Vp—3uUy,
5 5
Or, (u,) est géométrique donc :

De plus, (v;)est constante donc :

Up = v0:3a0+2b0:2.

On aalors:
-2(-3)"+2 2+3(-3)"
a, = et =
" 5 " 5
. 1\" 1 ..
Or, lim |—-| =0car-1<—--<1.Ainsi,
n—+oo 4 4
2 2
lim a,=- et lim b,=-|
n—+oo 5 n—+oo 5

On peut déduire alors que les points A, et B, se rapprochent de plus en plus du point

d’abscisse —.
5
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g Ap+l = Up+1 + Un+l
=0,6u,+0,3v,+0,4u,+0,7v,
= Uy + Uy
= ay.

Ainsi, (a;) est constante.

1 1
Or, ag=ug+vg= 2 + > =1 donc a, = 1 pour tout entier naturel 7.

bp+1=4uUp+1 —3Vn41
=2,4u,+1,2v,—-1,2u, - 2,1v,

= l,zun _0,9vn
=0,3(4u,—3vy)
~0,3b,.

Ainsi, (by) est une suite géométrique de raison g = 0,3 et de premier terme :

bo :4u0—31}0
=4x0,5-3x%x0,5
by =0,5.

D’apres la question précédente, on peut écrire :

1
VneN, b, = 5(0,3)".
Deplus,ona:

ap = U+ Uy

3 1
76ln+ 7bn
_4 1
3 1
4 1 n
Un= 7 _ﬁ(0)3)
3 1
— n
Up = 7+ﬁ(0)3)

"1 lim (0,3)"=0car0<0,3<1.
n—-+oo

Ainsi | 1 3
insi, n—1>I-Poo(un) =7t

\
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n a. T; et P; étant équiprobables, p (T;) = p(P;) =0,5.
D’apres I'énoncé la probabilité de prendre le toboggan apres avoir pris le plon-
geoir est égale a pp, (T2)=1-0,8=0,2.

Toujours d’apres I'énoncé pr, (T2) =0, 3.
b. D’apres la formule des probabilités totales :
1
pT)=p(T1NnT2)+pP1NnT2)=0,5%x0,3+0,5%x0,2=0,15+0,1=0,25= ik

c. L'arbre est le suivant :

d. Toujours d’apres la formule des probabilités totales :

Up+1 =P (Tpt1)
=p(TpnTpi1) + pPrnTyi)
=u,x0,3+(1-uy) x0,2
=0,3u, +0,2-0,2u,
=0,1u, +0,2.

e. La calculatrice donne u; =0,5; u» =0,25; u3 =0,225; us =0,225; us = 0,2225.
Il semble que u,, ait pour limite 0,222....

2
E a. Up+1 = Up+1— 5

2
=0,1u, +0,2—=
9

1 1 2

=—uUp+—-———
100" 5 9
1 1

= —U, — —
10" 45

_1(u 2)_1v
100" 9 10 ™

1
La suite (v,) est donc géométrique de raison i ; son premier terme est :

2 1 2 5
VI=U-——=———=—.
9 2 9 18




1 n-1 5 1 n—1
b. Onsaitque v, =v; | — =—|= .
e P 1(10) 18(10)
2 2 5 ( 1 )”—1

Comme u, =v,+—-,0nau,=-+—|—

9 9 18110
1 , 1)\"! , 2
c. Comme0< —<1, lim |— =0,donc lim u,=-.
10 n—+oo\ 10 n—+o00 9

2
Or o= 0,222... ce qui valide la conjecture faite a la question 1. e.
\
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g Faisons un bel arbre de probabilités pour nous aider :

1B
Y
1/A2<Z C
1 =
1/B1<i ’
g 2>~C,—1—C
A0< 2 1 3

2
3\C1717C2717C3

1 2 ) b ) 2 P
a. ay=PA;)=0; b = 2 etc) = 5 d’apres I’énoncé.
ay + by + c; = 1, ce qui est normal car la somme des probabilités d’événements
formant une partition de l'univers est toujours égale a 1.

b. Alinstant n = 2, la puce peut se trouver en A ou C car a l'instant n = 1, elle se
trouve en B ou C uniquement.

On a alors les valeurs de ay, b; et ¢, page suivante.

1 1
° a, =Pg, (A PB) = —=—,

» = Pg, (A2) x P (By) ><2 5
'szO.

21 1 2 1 5
* Op=1lX—F+=—X—=—+—=—,
3 2 3 3 6 6

c. Pour n =3, la puce se trouve en B ou C.

W =~

° asz=0.
1 1 1
() bg:—x—:—
3 6 18
2 1 1 17
* 3=—+—-+-—=—.
3 6 9 18

E a. On s’inspire de ce qui a été fait pour conjecturer que a,; = 0. En effet, pour les
rangs impairs, la puce ne peut pas étre en A car pour les rangs pairs, elle se trouve
enAouC.

1
b. bais1 =Pay Boks1) x P(Ag) = 3%k

1
azk+2 = Py, (Aoks2) X P(Bogy1) = 5b2k+1-




1

Ao = - A2k-
6

W~

1
c. De la question précédente, on déduit : azr;o = > X

1 1 1
Donc: arr = —as(j—1) = —=Ao(f—2) = —= A2 (}e—3) = ***
2k 6 2(k—1) 62 2(k—2) 63 2(k—3)

6k
1
= klng <-6In10

-6In10

—In6
=>k>8=>n>4

Le plus petit entier n tel que a, < 107° est donc n = 4.

=>k>

: .1
g lim ayr= lim — =0.
k—+o00 k—+o00 6K
Donc (a;) converge vers 0.
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n Pour que (v,) soit géométrique de raison g, il faut que, pour tout entier naturel 7 :
Un+1=(qUn

1 2
— Eun—§+)\:q(un+)\)

1 4
— E(un—§+2)\):q(un+)\).

1 4 4
Ainsi, il faut que g = > et que =3 +2A = A, soit| A = N

. . . 1 .
E (v,) estune suite géométrique de raison g = —, donc elle converge vers 0 (car sa raison
est strictement comprise entre 0 et 1).

4 4
Ainsi, lim (un &b —) =0, ce qui signifie que| lim u,=--
n—+oo 3 3

n—+oo
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Bl La fonction Python complétée est la suivante :

Code Python 1-4

heron(a,u,n):
u <=0:
"Le premier terme doit &tre strictement positif."
a <= 0:
"La valeur de ’a’ doit étre strictement positive."

1
2
3
4
5
6
7

u ]

k < n:
=0.5% (u+a/ u
.append (u)
=k +1
L

E On peut constater :
* d’une part que la suite (u(4) ;) semble étre décroissante;

* d’autre part, que la suite (u(4) ,) semble converger vers 2.
1 a ¥ -a
Ona: f'(x :—(1——):—.
ﬁ f@) 2 x2 2x2

x% — a est un polynéme du second degré dont les racines sont v/a et —/a, d’oi le

tableau page suivante.

X 0 va +00
f'(x) - 0 +
f i

V8 D’apres les variations de f, si x € [0;/a[ alors f(x) > va.
Or, u; = f(up) donc si u0 € ]0; y/a alors u; > V/a.
De plus, si ug > v/a, d’apres les variations de f, f(ug) > /a.
Ainsi, quelle que soit la valeur de ug > 0, u; > va.

E Montrer que pour tout réel x > v/a, f(x) < x.
Considérons alors la fonction g(x) = f(x) — x:

B l/a
g(x)—-E(:;—-x).
Sa dérivée est alors :
g0 =7 (-2 -1)
2\ x2
donc g’ (x) < 0 sur [\/ﬁ ; +oo[, ce qui signifie que g est strictement décroissante sur

[Va;+ool.
De plus, g(v/a) = 0 donc g(x) < sur [y/a; +oo|. On a alors f(x) —x <0, soit f(x) < x.




E Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, va < u,41 < Uy,.

e Initialisation.
uy > aetuy = f(u;) < uy dapres la question précédente.
On a donc bien va < up < uy.
Linitialisation est alors réalisée.
* Heérédité.
Supposons que pour un entier k> 1, va < tpy1 < Uy.
D’apres la question !, f est strictement croissante sur ] va; +oo[ donc:

fVa) < fugs) < flug)
soit :
va< Ukt2 S Ukt 1.
Lhérédité est alors vérifiée.
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, pour tout entier naturel n>1,
Va < Ups1 < Un.

La suite (u,) est, d’apres la question précédente, décroissante et minorée. Donc
d’apres le théoreme de convergence des suites monotones, elle converge.

E On admet que € = f(¢), soit f(¢) —€ =0. Donc:

g(ﬁ):0<:>%—€:0
— a-0*=0

— (=—Vaoul=a.

Or, £ > 0 car u, >0.Donc ¢ = \/a.
Ainsi, la limite de (u,) est égale v/a.
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g a Uy =ug+vy=1+1=2.
V1 =2Uup+1v9g=2x1+1=3.
b. Pour tout entier natureln,

Unt+1 = Un=2Up+Vp—Up
= ul’l
> 0 par hypotheses de départ.

Ainsi, v,41 > v, pour tout entier n; la suite (v,) est donc strictement croissante.

Or, vy = 1 donc pour tout entier naturel n, v, > 1.
c. e Initialisation.
up=12>0+ 1. Linégalité est donc vraie pour n = 0.




* Hérédité.
Supposons que pour un entier k fixé, u; > k+1 (HR).
Uk+1 = Uk + Uk
> (k+1)+1par (HR) etcar v, > 1.

L’hérédité est alors démontrée.
Ainsi, quel que soit I'entier naturel n, u,, > n+1.

d. u,>n+1let lim n+1=+oodonc, par comparaison, lirP U, = +oo.
n—+o0o

n—+oo

a. On sait que pour tout entier naturel n,

b.

C.

d.

-1< (=D <1

donc, en divisant par u? >0 :

1 (_1)n+1 1
T2ST 2 S

lim u, =+ocodonc lim u’21 = +00. Ainsi,
n—+oo n—+

1 1
n—+oo un n—+oo un

D’apres le théoreme des gendarmes (théoréme d’encadrement), on en déduit :

-1 n+1
lim —( )2 =0
n—+oo un

D’apres la question précédente, par somme,

lim r2=2+0

n—+oo

donc:

lim r,= V2
n—+oo

Pour tout entier naturel n, on a d'une part:

Un+1 2Up + Uy

'n+1 = =
Un+1 Up+ Uy

et d’autre part,

Donc:




e. La valeur de n renvoyée par le programme correspond a la premiere valeur de n
pour laquelle | r—v/2| <1074
Cela signifie que r5 est une valeur approchée de v/2 2 107 pres.
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n Unt1 = Ups1 +Q(n+1)
=Au,+P(n)+Q(n+1)

1 1
=Aup,+-P(n)+—- +1)].
Up X (n) AQ(” )
1 1
Ainsi, (v,,) est une suite géométrique < u, + XP(n) + XQ(H +1)=v,

1 1
— XP(H) + XQ(n +1)=Q(n)

> P(n)=AQ(n)-Q(n+1).

Posons Q(n) = an +f.
D’apres la question précédente, pour tout entier naturel n,

P(n) =AQ(n)-Q(n+1)
> an+b=Aan+Ap-an—-a—-p
— (a+a—-Aan+b+a+p—-Ap=0
{ a+a(l-A)=0
b+a+p(1-A)=0

De la 1 équation, on déduit :

et de la 2¢ équation, on tire :

B:)\—l(b+)\fl)'

Ainsi,

a
Qm) = 1 Ao A=1)2"

ﬁ Nous savons que (v,) est une suite géométrique de raison A. Ainsi, v, = voA” pour
tout entier naturel n.

Or, v0:u0+Q(O):u0+A_1 + ()\_l)z,donc:

b a
VneN, vn:(u0+ ))\”.

+
A-1 (A-1)2
De plus, v, = u, + Q(n), donc u, = v, —Q(n). Ainsi,

b+ a ))\”—an—b— a
A-1 (A-1)? A-1" A-1 (A-D?%

VnelN, un:(u0+




\

ﬂ Application : u,+; = 2u, —3n+7 donc A =2, a = -3 et b = 7. D’apres la question

précédente, on a:

7 -3

VneN, u,=|5+—

+— X
2-1 (2-1)?

soit :

VneN, u,=9x2"+3n-4.

Vérifions sur les premiers termes :

Avec la formule de récurrence

Avec la formule trouvée

up = 5 par définition

Up=9x2°4+3x0-4=9-4=5

Uy =2up—3x0+7=10+7=17

U =9%x2'4+3x1-4=18+3-4=17

N = O S

Up=2U1 —3x1+7=34-3+7=38

Uy =9%x224+43x2-4=36+6-4=38

/
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a. Pour calculer uy, on prend en compte que I'allongement est homogeéne; ainsi,
quand Léo est a 1 metre du point de départ, quand on tire I’élastique pour faire
passer sa longueur de 100 metres a 200 metres, on la multiplie par 2 donc on doit
faire de méme pour la longueur qui sépare Léo du point de départ.

Par conséquent, apres ’allongement, Léo se trouve a 1 x 2 = 2 metres du point de
départ. Il suffit ensuite d’ajouter 1 metre et on obtient u, = 3.

b. Sur ce méme principe, on calcule u3 : quand on allonge I'élastique de sorte a ce

300
que sa longueur passe de 200 metres a 300 metres, on la multiplie par D 1,5.

Pour obtenir la valeur de u3, on multiplie donc u; par 1,5 puis on ajoute 1:

u3:1,5u2+1=1,5><3+1:£.

E Selon le méme principe que précédemment, pour calculer u,; connaissant u,, il faut

trouver le « coefficient d’allongement ». Notons ¢,, lalongueur de I'élastique, en meétre,

al’étape n (avant 'allongement).
Ainsi, £; =100, ¢, = 200 et par extension, £, = 1007.

100(n+1 1
Le « coefficient d’allongement » est donc k,, = Rl 1) =1+

100n n
Ainsi,
1
un+1:(1+—)un+1.
n
FJ u3=55et03=300d U 100= o141yt
us=>55etl3 = onc p3 = — x =—= -+ —.
3 3 p3 05 6 573

ﬂ Montrons par récurrence la formule proposée.

e [Initialisation.
Nous I'avons montré pour n=1,n=2et n=3.

N




* Heérédire.

1 1
Supposons que pour un entier n>0, p, =1+ SRR
n

Quand on allonge I'élastique de 100 meétres, le pourcentage ne change pas car
I'allongement est homogene (conserve les proportions). En ajoutant 1 metre,

proportionnellement a la longueur ¢, on a ajouté ; %.
Ainsi + 1+ L + L 4.+ ! + !
insi, = —=1+—-4+—-+-+— .
Prat=Pn 23 no on+l
L'hérédité est alors vérifiée. La formule est donc vraie pour tout entier naturel n

non nul.
E Faisons un raisonnement par récurrence encore une fois.

e [Initialisation.

Pour mieux comprendre, nous n’allons pas vérifier uniquement pour le premier
rang, mais pour plusieurs.

0
— p20:p1:1>1+§;

1 1
e pu=pr=l4=>1+;
P21 = P2 2/ 2
1+ +1+1 >1+2
—_— = = = = = X—;
P22 = P4 2 347 2
——
>5+i=3
+1+1+1+1>1+2 +1 1+3 L
— = = — — = = X — e X =,
P2 =Ps=Pargrgro Ty s 2
——
>4xg=3

Linégalité est alors vraie pour n =0, jusqu’a n = 3.
* Hérédité.
1
On suppose que pyn-1 = 1+ (n—1) x >

1 1 1

e di————hea—
2n-141 " 217142 2n
=5n

pan = pan-1

1 = 1
2k +p = 2k+l
Ainsi, dans la mesure ouily a 2= termes dans s,

Or,

pour tout entier k et pour tout entier ptelque 1 < p < k+1.

1 1
(n—-1) _ -
Sp=2 X m =3
Par conséquent,

1 1
n>1+(n-1)x=+=,
p2 ( ) 573

soit ]
pan >1+nx§.

L'hérédité est vérifiée donc la formule est vraie pour tout entier naturel n.




. 1 R PN . .
6| luP (1 + En) = +oo donc d’aprés le théoreme de comparaison des suites,

n—+oo

lim = +o00.
n—+oo PZ"
En posant N = 2", comme lim N = +oo, on peut écrire lim py = +oo.
n—+oo N—+o00
Cela sous-entend donc que le pourcentage de chemin fait par Léo sur I'élastique dé-

passera 100, ce qui signifie qu'’il arrivera au bout de I'élastique.

Cela peut alors surprendre car le procédé ne permet a priori pas de 'envisager. C’est
ce que 'on appelle un paradoxe qui peut s’expliquer de la facon suivante : pour n
assez grand, on démontre (pas nous! mais les grands mathématiciens...) que p, =Inn
(2 une constante pres, que 'on appelle la constante d’Euler, et que I'on note y) donc
si on cherche n tel que p, > 100, on cherche n pour que Inn > 100, soit n > !,
Or, e'% =~ 2,7 x 10%3. Alors, méme si Léo faisait 1 meétre par seconde, il faudra a peu
prés 2,7 x 10%3 secondes pour qu'il atteigne le bout de I'élastique, ce qui correspond a
8,56 x 10%° années... Autant dire jamais!
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| - Limites

| . 1 - Limite aux infinis

La limite d'une fonction f en —oo (resp. +oo) est la valeur (si elle existe) vers laquelle se
rapproche f(x) quand x tend vers —oo (resp. +00). On la note xlirpm f(x) (resp. xliIPoo f(x).
Cette limite, quand elle existe, peut étre un nombre réel ou un infini.

J

Exemple 7

[a—
o
L

lim — =0 car plus x se rapproche de —oo, plus p se rapproche de 0.

X——00 X

lim x* = +oo car plus x devient grand, plus son carré aussi.

X—+00 '

Soit a un réel. Si xlimoo f(x) = a (resp. thP f(x) = a) alors la courbe représentative € de f se
== —+00

rapproche de la droite d’équation y = a en —oo (resp. +00).
Dans ce cas, on dit que la droite d’équation y = a est une asymptote horizontale de €.

A

A

C

Ici, 2 est une asymptote horizontale de € en —oo et en +oo.

|

Propriété 6 (fractions ra

La limite aux infinis d'une fraction rationnelle est égale a la limite du rapport des termes de
plus haut degré.




Exemple 8

lim e*= et lim e* = +oco.
X——00 X—+00

Croissances comparées :

lim xe*=0
X——00
ex
lim — =400
X—+00 X

Y

| . 2 - Limite en un point fini

Soit a un réel fini. La limite d'une fonction f en a est la valeur vers laquelle f(x) se rapproche
quand x se rapproche de a. On la note )lcllrcll f(x).

Il se peut que, lorsque x se rapproche de a tout en lui étant inférieur, la limite soit différente
du cas ol x se rapproche de a en lui étant supérieur. On écrit alors :

lim f(x) # lim £ (x).

x<a x>a




Exemple 9

.1 1

lim — = —occ et lim — = +o0.
x—0 X x—0 X

x<0 x>0

Remarque 9

Soit a unréel. Si )lcl_Ig f(x) = +oo (resp. —oo) alors la courbe représentative € de f se rapproche

de la droite d’équation x = a.
Dans ce cas, on dit que la droite d’équation x = a est une asymptote verticale de 6.

A

—

> Ici, 2 est une asymptote verticale de € en a.

(0]

\ 4
. 1 . 1
o llII(l) — | = +o0. o llII(l) — = +00, n€N.
oW NG
. 1 . 1
o lim|—|=+o00, neN. ° lim =—00, n€N.
x—0 | x7 x—0 x2n+1
x>0 x<0

| . 3 - Opérations et comparaison sur les limites

Dans un cas général, les opérations sur les limites de fonctions sont identiques a celles concernant
les suites. Le théoreme des gendarmes et le théoreme de comparaison sont aussi valables pour les
fonctions.

Propriété 9 (composi

Soient u et v deux fonctions. On définit la fonction f par f(x) = u[v(x)]. Alors,
lim f(x) =limuX) , ouy=limuv(x),
X—Q X—y X—«

a pouvant représenter un nombre fini ou un infini.

Remarque 10

On peut aussi noter :

f@) =ulvx)] = (wov)(x)

(lire « u rond v »). On dit que f est une fonction composée.




Exemple 10
Soit f(x) = Vx2+1.

lim (x2 +1) = +o0

*red = lim f(x)=+
= +00.
lim VX =+oo =63
X—+o00

Il - Continuité

Il . 1 - Continuité en un point a

~

Soit une fonction f définie sur un intervalle I et a € I.
On dit que f est continue en a si :

lim f(x) = f(a).

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

J

Cela se traduit graphiquement par le fait que la courbe représentative d'une
fonction continue sur I peut se tracer sans lever le crayon sur cet intervalle.

Exemple 11 (et contre-exemple)

La courbe représentative de la fonction inverse n’est pas continue sur R (car ses limites en 0
sont infinies). En revanche, elle I'est sur | — oo ;0[ et sur ]0 ; +oo|.

A A

|
S

Y

> <
> >

I, =10; +o0[

A
Y

=R I =1-00;0]

Iy a un « trou» au niveau de x = 0 donc
la fonction n’est pas continue en 0, donc
pas continue sur R.

IIn’y a pas de trou sur chaque intervalle
I; etI, donc la fonction est continue sur

I; etsurl,. v




Remarque 11

* Dans le second cas, on ne dit pas que la fonction est continue sur I, UI,, mais continue
sur chacun des intervalles.

* Quand une fonction n’est pas continue, on ne dit pas qu’elle est discontinue. v

\

On appelle point de discontinuité tout point en lequel une fonction n’est pas continue.

x =0 est un point de discontinuité de la fonction inverse.

Il . 2 - Fonctions continues de référence

Propriété 10

|| Les fonctions polynémes sont continues sur R.

" Lesfonctions rationnelles sont continues sur tout intervalle inclus dans leur ensemble
de définition.

| Lafonction racine carrée est continue sur [0 ; +ocol.
! Les fonctions x — cos x et x — sin x sont continues sur R.

B Les fonctions obtenues par somme, produit ou quotient de fonctions continues sont
continues sur chacun des intervalles ot elles sont définies.

Exemple 13

La fonction x — x> + 2x — 5 est continue sur R comme fonction polynome.

La fonction x — sin(x) + cos(x) est continue sur R comme somme de deux fonctions
continues sur R.

La fonction x — (x? + 1) cos(x) est continue sur R comme produit de deux fonctions
continues sur R.

2
x“+1
La fonction x — est continue sur | —oo ; 1[ et sur |1 ; +oo[ comme fonction ra-

tionnelle définie sur ces deux intervalles. v

Il . 3 - Continuité d’une fonction composée

Propriété 11

Soit f = vo u une fonction définie sur un intervalle I de R.
Si u est continue sur I et si v est continue sur u(I) alors f est continue sur 1.




Exemple 14

Soientu : x—x—1letv:x.
Notons f(x) = (vou)(x) =vx—1.
u est continue sur R mais f n'est pas définie sur R car x — 1 < 0 pour x < 1. Ainsi, f est dé-
finie sur I = [1 ; +o0|, et elle est continue sur I car u est continue sur I et v est continue sur
u@=1[0; +o0l.

@M= ool v

Il . 4 - Continuité et tableau de variations

Dans un tableau de variations, un point de discontinuité est représenté par une double barre ver-
ticale. Par exemple, pour la fonction inverse, on a :

X —00 0 +00

fx) ) —

Il . 5 - Fonction définie et fonction continue

Une fonction peut étre définie sur un intervalle I sans nécessairement étre continue sur I.

Exemple 15

on considére la fonction f définie sur R par :
f) =Ex) = [x].
Cette fonction est appelée fonction partie entiére : pour tout entier relatif n,
Vxeln;n+l, f(x) =n.

Sa représentation graphique est la suivante :




Il . 6 - Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoreme 4

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I, et soient a et b deux réels de I.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), ’équation f(x) = k admet au moins une solution
comprise entre a et b.

Attention 5

Ce théoreme assure, sous certaines hypotheéses, I'existence d’au moins un antécédent a
k, mais il n’assure pas son unicité et ne permet pas de calculer sa valeur.

Propriété 12 (corollaire du

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et soient a et b deux réels de I tels que a < b.
Si f est continue et strictement monotone sur [a ; b], alors pour tout réel k compris entre
f(a) et f(b),I'équation f(x) = k admet une solution unique dans l'intervalle [a ; b].

Exemple 16

Soit f(x) = cosx — x. Alors, f'(x) = —sinx—1 < 0 sur R donc f est strictement décroissante. f
est aussi continue sur R comme la somme de deux fonctions continues sur R.
De plus,
* f(0)=cos0-0=1>0
e f(mM=cosm—nm=-n<0
donc 0 €] f(m) ; f(0)[. Ainsi, d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,

I’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur [0 ; 7]. v

11l - Dérivation

11l . 1 - Dérivabilité en un point a

Définition 10 )

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et @ un réel appartenant a I.
On dit que f est dérivable en a si:

lim fla+h) - f(a) _ lim f)-fla

h—0 h x—a XxX—a

est une limite réelle finie ¢.
¢ est alors appelé le nombre dérivé de f en a, et on le note f'(a).

Par extension, on dit que [ est dérivable sur 1 si f est dérivable en tout point a de 1. La
fonction f’ : x — f'(x) est alors appelée fonction dérivée de f.




11l . 2 - Dérivabilité et continuité

Théoreme 5

Si f est une fonction définie et dérivable en a alors elle est continue en a.

Attention 6

La réciproque de ce théoreme est fausse : une fonction peut étre continue sans étre dé-
rivable. Par exemple, la fonction f : x— | x| est continue en 0, mais pas dérivable en 0

A car:
fim LOFP=TO _ gy ORI -TO

+1.
h=0- h h—0* h

Il . 3 - Regles de dérivation

Théoréeme 6 (théoréme de dérivation des fonctions compo-

sées)

Soit f(x) = (vou)(x). Sa dérivée, quand elle existe, est :

) =u'x) x v [ux)].

On en déduit alors les propriétés suivantes :

Propriété 13

Soit © une fonction dérivable sur un intervalle I.
Fonction Dérivée Condition
e u'et
ul
Vu —— u(x) >0surl
2\/u
u" nu'u"t T
ul
In(w) — u(x)>0surl
u
sin(u) u' x cos(u)
cos(u) | —u' xsin(u)

Soit f(x) = e*
On peut écrire f(x) = e“™ avec u(x) = x% et u/(x) = 2x.
Ainsi, f'(x) = u/(x)e"™ = 2xe .




IV - Convexité d’une fonction

IV . 1 - Dérivée seconde

Définition 11

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I telle que sa dérivée f’ soit elle aussi dérivable
sur L.
On appelle dérivée seconde de f la dérivée de la dérivée de f, et on la note f”.

Exemple 18

Soit f(x) = x°. Alors, f'(x) = 3x% et f"(x) = (3x%)' = 6x.

IV . 2 - Fonction concave, fonction convexe

Définition 12

On dit que f est concave sur un intervalle I si f”(x) <0 sur L.
On dit que f est convexe sur un intervalle I si f”(x) >0 sur L.

Interprétation graphique :
¢ la courbe représentative d'une fonction convexe sur un intervalle I sera toujours au-dessus
de ses tangentes;
¢ la courbe représentative d'une fonction concave sur un intervalle I sera toujours en dessous
de ses tangentes.

A

3 h -1 0 1\2
1

2]

34

34

Fonction concave sur [-3 ; 2] Fonction convexe sur [—3 ; 2]

IV . 3 - Point d’inflexion

Définition 13

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I, et soit a € I.
On dit que le point de coordonnées (a; f(a)) estun point d’inflexion de la courbe représen-
tative de f si f”'(x) s’annule en a en changeant de signe.

Graphiquement, cela se traduit par un changement de convexité en a.



S <0

1 concave |

Exemple 19

Soit f(x) = x>. Alors, f"(x) =6xet:
o f"(x)<0sur]—o0; 0[;
e f"(x)>0sur]0; +ool;
e f"(x)=0.

Donc le point de coordonnées (0 ; f(0)), c’est-a-dire 1'origine du repere, est un point d’in-
flexion de la courbe représentative de la fonction f.

A
convexe
2
)=
1 4
O >
-1 0 1 2 3
-1 4
@4@
& o |




B EXERCICES

Calculs de limites

Limites a l'infini

Exercice 2.1 (divers cas) '

|

Calculer la limite des fonctions suivantes en +oo.

f)=x*+4x*-5x+1 h(x)=Vx2+2x+3
2
1 X +1
e~ sin(—) A k==
X Sln}
Solution page 87
* Exercice 2.2 (fractions rationnelles) '
Déterminer les limites suivantes.
S ¥ +5x-7
8 lim — im ———— °
x—+004 + X xl—l>rpoox2+3x—1
2 2
x“—=3x+2 4x°+7x-9
Ty O im 2709
x—+o0 2x2+41 x—-o0  x-—1
Solution page 87

Exercice 2.3 (parlons asymptote) '

On considere la fonction f définie sur R\ {5} par:

—-3x+1
x-5

flx) =

Montrer que la courbe représentative de la fonction f admet une asymptote horizontale
dont on donnera son équation.

Solution page 89

Exercice 2.4 (théoremes de comparaison et des gendarmes) '

‘

A l'aide du théoreme de comparaison ou du théoréme de gendarmes, calculer les limites

suivantes.
lim 1-sinx lim (x* - sinx)
x—+00 2 § *toeo
4x+3
2y lim cos(x)e® lim —
X——00 n x—+o0o x —7SInX

Solution page 89
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Exercice 2.5 (expressions conjuguées) '

A

I'aide d’'une expression conjuguée, déterminer les limites suivantes.

XEIPM[Vx+2—Vx—1) xE@m(v3—x—Vx2—3]
g 2 _ 2 : —x— _

xl—1>IPoo(\/x +3x+1-v2x2+x+1) | Jim (V5-x-v10-x)

Solution page 91

Exercice 2.6 (péle-méle) '

¥ Calculer les limites suivantes.

I 2x* —5x+3 lim (\/x2+3—\/x2+1J

1im X—+00
x—+003x2 +4x—1

lim x2+1
x—+oo| 2x+43 nxgglm(Vx2+3—Vx+1)

Solution page 93
Exercice 2.7 (limites d’une fonction) '
Soit f(x) =x+ Vx?+1.
Déterminer la limite de f(x) en —oco et en +oo.
Solution page 94

Exercice 2.8 (avec une exponentielle) '

W Déterminer les limites suivantes.

. X . 2
dm o Bl i O™
. e* ) _
i B i, Ve
5x
xl—i>I-II-lOO3x—2 E xl—i>r-1+loo(3_\/ﬂe_ﬁ

Solution page 95
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Limites en un nombre fini

e Exercice 2.9 (fractions rationnelles) '

Déterminer les limites suivantes.

3x-5 23 4
i ﬂ lim 3x“—5x+2
X2 x—2 x—1 x2+8x-9

-9 -
x>2

+x+1 2x2+3x+1
lim —————— B lim ——

Solution page 97

Solution page 99

W Soient f et g deux fonctions définies et dérivables en un nombre réel a telles que
fla)=g(a)=0et g'(a) #0.
/
Montrer que lim w = f,(a).
—ag(x) g'la)
On pourra considérer le taux d’accroissement des fonctions f et g en x = a.

5x) — 3
E] Application : calculer lim C(_)S( s C_OS( Y
x—0 sin(4x) —sin(3x)

Solution page 100
Exercice 2.12 (avec une exponentielle) '
W Calculer les limites suivantes.
e’-1 2er1
8 lim ——— i
xl_IT(l)ezx_l }Cl—>m].ex_l—1
x<l1
Solution page 100
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Exercice 2.13 (pour les cracks) '

On pose :

VI+2+xV1+x2-V1+x2—xV1+x2

X

flx) =

Déterminer liII(l) f(x).
x—>

Solution page 101

Exercice 2.14 (pour les cracks) '

On pose :

Déterminer lin% f(x).
x—>

Solution page 101

Continuité et dérivabilité

Lectures graphiques

* Exercice 2.15 (tangente et équation) '

On donne le tableau de variations d'une fonction f définie et dérivable sur l'intervalle
12; +oo[ page suivante. On note f’ la fonction dérivée de f sur l'intervalle ]2; +ool.

On appelle € la courbe représentative de f dans un repere orthonormé.

On suppose de plus que f(5) =0 et que f'(5) = -2.

al’aide du tableau de variations, répondre aux questions suivantes.
Aucune justification n’est demandée.

X 2 3 10 +00
() + 0 - 0 +
6 4
f N / \ . /

Donner une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abs-
cisse 3.

E] Quel est le nombre de solutions de I'équation f(x) =4 sur l'intervalle ]2; +oo[?

Solution page 102
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Exercice 2.16 (nombres dérivés et inéquation) '

- lT

N

Cr

* J estlatangente a € au point d’abscisse 0.
* 97 estla tangente a € au point d’abscisse 2.
° 65 et € se coupent en deux points d’abscisses respectives 0 et 4.

Al'aide du graphique ci-dessus, répondez aux questions suivantes.

Que vaut f'(0)2 g'(2)?
Résoudre I'inéquation f(x) > g(x) sur [-2;5].

Solution page 102

Exercice 2.17 (nombres dérivés et équation) '

Une fonction f est représentée par la courbe € ci-dessous.

9 est la tangente a € au point d’abscisse 0.
Le point de € d’abscisse 1 est un minimum local.
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Répondre aux questions suivantes par lectures graphiques :

Donner la valeur de f(0) et f'(0).
¥J Donner la valeur de f'(1).
Donner, sur [—3;3], les solutions de I'équation :

fx)=x-1.

Dresser un tableau de signes de la fonction f’.

Solution page 102

Exercice 2.18 (image, nombre dérivé et tableau de signes) '

La courbe suivante représente une fonction f sur [-3;5].

La droite 9, est tangente a la courbe au point d’abscisse 0.

La droite 9, est tangente a la courbe au point d’abscisse 3,5.

Déterminer f(0) et f(0).
E] Avec la précision que permet le graphique, déterminer f(3,5) et f'(3,5).

E] Dresser un tableau de signes de f” avec la précision que permet le graphique.

Solution page 103
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Exercice 2.19 (coefficients indéterminés) '

W La courbe % ci-dessous est celle d'une fonction f telle que :

fx)=ax*+bx+c+

x2+1

On sait :
* Condition (1) : que les points A(—1;0), B(0;1), C(1;2) appartiennenta é’;
* Condition (2) : I'axe des abscisses est tangente a € au point A.
Exprimez en fonction de a, b, c et d la dérivée f'(x) de f(x).
Quelle équation peut-on alors écrire a partir de la condition (2) ?

E] écrivez, en fonction de a, b, c et d, les trois équations que permet d’établir la condi-
tion (1).

Trouvez alors, a I’aide des quatre équations établies, la valeur de a, b, c et d.

Solution page 103
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Exercice 2.20 (coefficients indéterminés) '

¥ On areprésenté ci-dessous la courbe représentative € d’'une fonction f ainsi que deux de
ses tangentes I et I_;.

T

S

G

On sait que f(x) = ax? + bx + c.
Par lecture graphique, donner la valeur de f(0).
En déduire la valeur de c.
Exprimer f’(x) en fonction de a et b.

Par lecture graphique, donner la valeur des nombres f'(1) et f'(—1).
En déduire les valeurs de a et b.

Par lecture graphique, résoudre I’équation f(x) = 0. Retrouver ce résultat par le calcul.

Solution page 104
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Fonctions définies par morceaux

Exercice 2.21 (continuité en un point) '

Soit f la fonction définie par:

(x-1)2%+3 six<1
fx)= O
xX+2 six>1

f est-elle continue sur R? Justifier.

Solution page 105

Exercice 2.22 (continuité en un point) '

On définit la fonction g par:

xX2+3x—k six<0
glx) = )
e'+2 six>0

Pour quelle valeur de k la fonction g est-elle continue sur R?
Solution page 105

Exercice 2.23 (continuité en un point et dérivabilité) '

¥ On considere la fonction f définie sur & = ]—o00;0[U]0;4] par :

x=2

fx)= m

f@=0
La fonction f est-elle continue en 0?
La fonction f est-elle continue en 2?
E] Etudier la dérivabilité de la fonction f sur 2.
Interpréter graphiquement les résultats des questions 1 et 3.

Solution page 105

Exercice 2.24 (continuité et dérivabilité en un point) '

# On considere la fonction f définie par :

2 _
f(x)=—‘x;’f+122 sixl
3
f(l)_Z

[ est-elle continue en 12
PJ f est-elle dérivable en 12
Justifier que f est dérivable pour tout x # 1.

Solution page 107
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Exercice 2.25 (racine carrée et cosinus) !

W On considere la fonction f définie par :

f est-elle continue en 0?2

[ est-elle dérivable en 0?
Solution page 108

Théoreme des valeurs intermédiaires

Exercice 2.26 (exercice de base) '

Montrer que I'équation 3x® —5x + 1 = 0 admet trois solutions réelles dont on donnera une
valeur approchée a 0,001 pres.
Solution page 108

*

On considere la fonction f définie sur [-2;1] par: f(x) = xe™* +2.
Montrer que f’(x) = (1 - x)e™ .
En déduire les variations de f.

Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une unique solution a. Donner alors une valeur
approchée de o au centieme.

Solution page 109

e Exercice 2.28 (taux de médicament) '

On injecte par voie intraveineuse un médicament.
Le taux du produit dans le sang est modélisé par la fonction :

f(H=(1-0,020e %" | te[0;50].

ol f représente le temps apres injection, exprimé en heures.
Montrer que f est strictement décroissante sur [0;50].

Montrer que 'équation f(#) = 0,5 admet une unique solution sur [0;50]. En Donner
alors une valeur approchée au dixieme. Interpréter ce résultat.

Solution page 109

Exercice 2.29 (démonstration) '

Soit f une fonction continue sur [0;1] telle que f(0) =1et f(1) =0.
En considérant la fonction g définie par g(x) = f(x) — x, montrer que I'’équation f(x) = x
admet au moins une solution sur [0;1]. Solution page 110
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Exercice 2.30 (approximation d’une fonction par une autre) '

Partie A

On considere la fonction u définie sur [0;1] par:

ux)=1+x-1)v1+x.

Montrer que u'(x) = Sxtl
2V1+x
En déduire les variations de u, puis le signe de u(x) sur [0 : %]

Partie B

< 18 q P q 1 .
On considere les fonctions f et g définies sur [0; 5] par:

2

1 1
f)=v1+x ; g(x):1+§x—2x.
On considere alors la fonction d définie sur [0; 1] par :

d(x)=f(x)-gx)

u(x)
2V1+x
En déduire les variations de d sur [0; %]
Dresser un tableau de variations complet.

Montrer que d'(x) =

Pour x e [O; %], majorer |’erreur commise en approximant f(x) par g(x).
n] Proposer une méthode sans calculatrice pour approximer /4, 5.

Solution page 110

Exercice 2.31 (dilution d’un produit dans le sang) '

¥ Une entreprise pharmaceutique étudie la dilution dans le sang d’'un nouveau produit. Apres
observations, elle modélise le taux de présence dans le sang de ce produit a I’aide de la fonc-
tion f définie par:
f()=1,5(t+1e "~0,5

ol t est le temps, exprimé en heures, écoulé depuis son injection.
Ainsi, f(0) =1 signifie que 100 % du produit est initialement présent dans le sang.

Quel est, en pourcentage, le taux de présence de ce produit apres 1 heure?

Montrer que la dérivée de f(f) peut s’exprimer sous la forme : f'(¢) = —1,5te".

E] Quel est le sens de variation de f sur [0; +o0o[?
Calculer tliIP f.

Montrer que I'équation f(f) = 0 admet une unique solution a sur [0;+oo[. Donner
alors une valeur approchée de a au centieme.

Interpréter ce résultat dans le contexte de cet exercice.
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E] On admet que la dérivée seconde de f est:
' =1,5-1e "

Déterminer a quel moment la vitesse de dilution du produit commence a diminuer.

Solution page 111

# On considére les fonctions f et g définies sur R par :

fx)=vVx2+1-2x 2 glx) = .
x2+1

1
|} Montrer que g'(x) = .
(x2+1DVx2+1

En déduire le sens de variations de g sur R.
Calculer lim g(x)et lim g(x).
X——00 X—+00

E] Montrer que f'(x) = g(x) - 2.
En déduire le signe de f’(x) puis les variations de f sur R.

Monter que 'équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur [0;1], puis détermi-
ner une valeur approchée de o a2 1072 pres.

Solution page 113

# On considére la fonction f définie par :
e*+e*
fxX)=———
Montrer que pour tout réel x non nul, f(-x) = —f(x).
On se place alors sur I'intervalle ]0; +ool.
Calculer la limite de f en +oo.

e’ -1

E] Envous aidant de I'égalité : lin(l) =1, déterminer la limite de f en 0.
X—
fy 1S —x-1

x2ex

Montrer que la dérivée de f est: f'(x) =

On pose u(x) = (x—1)e?* — x — 1.
a. Montrer que 1 (x) = 4xe®*.
b. En déduire que I'équation u'(x) = 0 admet une unique solution « sur [0; +ool.
c. En déduire les variations de u sur [0; +ool, puis que I'équation u(x) = 0 admet
une unique solution sur [0; +ool.
ﬂ] Déduire de ce qui précede le sens de variations de f sur ]0; +oo].

Solution page 114
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Avec le théoreme du point fixe

Exercice 2.34 (étude de fonction et suites) '

#*| Partie A

On consideére la fonction f définie sur R* par :
1
fx)=x—ex.

Calculer :

a. xgrpm f(x) b. xlier f(x) C. }Ci_lg f(x) d. }CIL% fx)
x<0 x>0

Montrer que f est strictement croissante sur | —co;0[ et sur ]0; +ool.

E] Montrer que I'’équation f(x) = 0 admet une unique solution, notée «, sur ]0; +oco].
Donner une valeur approchée de o 2 1072 pres.

Partie B

On considere la suite (u,) ey telle que :
Ug = 3
1
Upyl = €ln

Montrer que liIP u, = a, ou « est la valeur trouvée dans la partie A.
n—+o0o

On admet que la suite converge.

Solution page 116

Exercice 2.35 (existence d’une solution a une équation) '

¥ Le but de I'exercice est de démontrer que I'équation :

(E) : e’ =

admet une unique solution dans I’ensemble R des nombres réels.
On pose pour tout réel x :

fx)=x-e".
Démontrer que x est solution de (E) si et seulement si f(x) = 0.
PJ Etude du signe de f.

a. Ftudier le sens de variations de la fonction f sur R.
b. En déduire que I'équation (E) possede une unique solution sur R, notée a.

541
1.
2

c. Démontrer que a appartient a I'intervalle

d. Ftudierle signe de f sur l'intervalle [0;q].
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On pose pour tout réel x de l'intervalle [0;1] :

1+x
1+eX’

glx)=

E] Démontrer que I'équation f(x) = 0 est équivalente a ’équation g(x) = x.
En déduire que a est 'unique réel vérifiant : g(a) = a.

Calculer g'(x) et en déduire que la fonction g est croissante sur I'intervalle [0;a].

On considere la suite (u,) définie par:

{ u():O
Up+1=8Up) VYVnREN

E] Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel 7 : 0 < u, < Up41 < Q.

En déduire que la suite (u,) est convergente. On note £ sa limite.

Justifier I'égalité : g(¢) = £. En déduire la valeur de ¢.

Al'aide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de u,4 arrondie a la sixiéme
décimale.

Solution page 117

Exercice 2.36 (une fraction infinie)

¥ Lobjectif de cet exercice est de calculer la valeur de la fraction infinie :

Pour cela, on pose pour tout entier naturel 7 :

Ug =
2
Up+1 3=u,

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 1.

1 wino

E] Montrer que (u,) est strictement croissante. En déduire que (u,) converge.
On pose ¢ cette limite. Calculer ¢. Conclure.

Solution page 119
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# Partie A : étude d'une fonction exponentielle

Soit la fonction f définie pour tout réel x par:
X 1 2
flx)=e — 5% +2x-2.

On note € sa courbe représentative dans un repere orthogonal.
Calculer lim f(x)et lim f(x).
X——00 X—+00
E] Calculer la dérivée f'(x) de f(x), puis sa dérivée seconde.

Etudier les variations de f sur R.

Etudier la convexité de f sur R. Préciser 'abscisse des éventuels points d’inflexion de
6.

Montrer qu'’il existe un unique réel a dans I'intervalle ]0; 1] tel que f(a) = 0.
1
Justifier que e* = Eaz —20+2.

Partie B : étude d'une suite

Soit la suite (u,) définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel n,

_ f (un)

f "(un) ’
On admet que pour tout entier naturel n, u,, > a, a étant I'unique solution a 1'équation
f(x)=0.

Justifier que f(u;) > 0 pour tout entier naturel 7.

Un+1 = Un

En déduire que (u,) est strictement décroissante, puis que (u,) converge.
Montrer que lim (u,) =a.
n—+oo

Solution page 120

Exercice 2.38 (méthode de Newton) '

[3] On considere la fonction f définie sur R} par :
fx)=e"—Vx

dont la courbe représentative dans un repere orthonormé (O; 7, 7) est nommeée 6.
Montrer que f est strictement décroissante sur R7.
Montrer que 'équation f(x) = 0 admet une unique solution sur ]0;1[. On la notera «.

Montrer que I'’équation réduite de la tangente (T() a € au point d’abscisse x =1 est :
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On considere la suite (x,) ,> définie par xo = 1 et en considérant que pour tout entier naturel
n, x,+1 est I'abscisse du point d’intersection de la tangente (T,) a € au point d’abscisse x;,
et de I’axe des abscisses.

Ainsi, x; est’abscisse du point d’intersection de (Tj) et de I’axe des abscisses.

4—e
Montrer que x; = —.
2+e
] a Montrer que surR*, f/(x) #0.

b. Montrer que pour tout entier naturel 7 :

_ f(xn)
" f’(xn).

Xpn+1 =X

On considere le programme Python suivant :

Code Python 2-5

(4):
x - (exp(-x) - sqrt(x)) / (-exp(-x)-1/(2*sqrt(x)))
€9)

a. Quelles sont les valeurs affichées par ce programme?
b. A quoi correspondent-elles?
c. Emettre une conjecture quant a la limite de la suite (x;,) i

On admet que, pour tout entier naturel n, € est toujours au-dessus de (T,).
Expliquer les raisons pour lesquelles, pour tout entier naturel n > 1, x, < a.

Montrer que la suite (x,),>( est croissante.
En déduire qu’elle converge vers a.

Solution page




ité

Convex

Exercice 2.39 (lectures graphiques)

*

Pour chacune des courbes suivantes, étudier la convexité de la fonction correspondante sur

I'intervalle ot1 la courbe est tracée.

Préciser, s’il y a lieu, la position des points d’inflexion.

Solution page 124
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Exercice 2.40 (point d’inflexion) '

¥ On considere une fonction f dont la courbe représentative est la suivante :

Placer approximativement son point d’'inflexion et préciser les intervalles ou f est concave
et convexe.
Solution page 125

Exercice 2.41 (étude d’une convexité) '

Déterminer la convexité de la fonction f définie par f(x) = xe™* sur R.
Solution page 125

Exercice 2.42 (propagation d’une rumeur) '

W Lors de la propagation d'une rumeur, le nombre d’individus propageant cette rumeur x
jours apres son commencement est donné, en unité, par la fonction :

f(x) =100+ x*e™®*  pour x € [0;50].

Déterminer le nombre d’individus propageant cette rumeur initialement.
a. Prouver que f'(x) = x>(4—-0,1x)e 1%,

b. Dresser le tableau de variations de la fonction f sur [0;50]
E] Dans cette question, on admet que la dérivée seconde de f est:

f(x) = x*e%%(0,01x* - 0,8x +12).

Etudier la convexité de la fonction f sur [0;50].
P En déduire:

a. le nombre de jours qu’il faut attendre avant que le nombre d’individus propa-
geant cette rumeur diminue (arrondi a I'unité) ;

b. le nombre maximum d’individus propageant cette rumeur (arrondi a l'unité) ;

c. le nombre de jours qu’il faut attendre avant que la croissance du nombre d’indi-
vidus propageant cette rumeur diminue.

Solution page 126
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Exercice 2.43 (point d’inflexion) '

La courbe représentative de la fonction f telle que f”(x) = (x — 1)?e* admet-elle un point
d’inflexion?
Solution page 127

Etude de fonctions

Exercice 2.44 1

*

On considere la fonction f définie par :

Flx) = \/§x3+2x2+ L

En étudiant la fonction u : x — gxs +2x% + 1, déterminer le domaine de définition

de f(x).

On notera a la valeur telle que u(a) = 0.

Montrer que la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est ver-
ticale.

Solution page 127

Exercice 2.45

On considere la fonction f définie sur [0; +oo[ par :

2x—/x

)= 2+x

Calculer lim f(x).
X—+00

a. Montrer que sa dérivée est définie sur ]0; +oo[ par :

£l = X+4yx-1
VZ2+V3)
b. Résoudre I'équation :
X?+4X-1=0,

puis en déduire le signe de f'(x) ainsi que les variations de f sur [0;+ool.
Dresser alors un tableau de variations complet de la fonction f sur [0; +ool.
On veillera notamment a calculer la valeur de I'extremum de f.

Solution page 128
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Exercice 2.46 1

# On considére la fonction f définie sur ]-1;1[ par:

£ = |2x2—x—1|
V1-—x2

La fonction f est-elle continue en 1?
La fonction f est-elle continue en —1?
La fonction f est-elle dérivable en 1?
P31 Lafonction f est-elle dérivable en —1?2

1
La fonction f est-elle dérivable en —5?

E] Montrer que, sur |—1 L la dérivée de f s’exprime par: f’(x) B
a. ’ —1—==, Vi X] : = .
2 1-x2)V1-x?
1
b. En déduire le signe de f'(x), puis les variations de f sur |—1; =5 [
1 2x3-3x+1
ﬂ a. Montrer que, sur |——;1|, la dérivée de f s’exprime par: f’(x) = .
E 2 (1-x2)V1-x2

b. En déduire le signe de f'(x), puis les variations de f sur

51|
——;1].
2

Dresser un tableau de variations complet de f sur ]-1;1[.

Tracer alors la courbe représentative de f en mettant en valeur les tangentes et asymp-
totes caractéristiques.

Solution page 130

Exercice 2.47 (approximation d’un angle) '

On se propose ici de trouver une méthode pour don-
ner une valeur approchée d'un angle (en degrés) sans
le rapporteur.

On considere donc un angle géométrique AOB, puis un
point M sur (OB) tel que OM = 60 mm et un point N sur
(OA) tel que ON = 60 mm.

On considere alors le point I, projeté orthogonal de O
sur [MN].

Justifier que OMN est isocele en O.

. T MN .
E] Montrer que sm(—(x) = ——, ou MN est
. 360 120
exprimeée en mm.

E] On considere la fonction f définie sur [0;%] par f(x) = x—sinx.

a. Calculer la dérivée f'(x) de f(x).

b. En déduire que sur [0;;],f(x) € [0;%—1].
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. . P18 . .
c. Expliquer alors pourquoi, pour x € [0; E] , on peut remplacer sin x par x au risque
de commettre une erreur inférieure a 1.

En déduire que I'on peut assimiler a (en degrés) a MN (en mm).
Il suffit donc de mesurer MN pour avoir une approximation de a en degrés.

E] Al'aide de la formule d’Al-Kashi, exprimer I'expression de la fonction g qui représente
la longueur MN en fonction de a.
On pose alors d(a) = g(a) —a.

K Tracer la courbe représentative de d dans un repére orthogonal. Que conclure?

Solution page




B CORRECTIONS

N\

N
Corrigé de I'exercice 2.1 page 66

f0)=x>+4x*-5x+1

1 4 5 1
Or, pour tout entier naturel z non nul, hm — =0donc lim (1+--—+—]|=1.
oo x" X—+00 X XN x3

De plus, xEIme = +oo donc par produit, xl_lglm flx) =

lim l:0

. !
=| lim sin—=0
xX—+o0 X

limsinX=0
X—0

h(x)=Vx2+2x+3

2 3
\/x2(1+ +—2)
X X

1+2+3 >0
=X —+— pourx
x x? P

1 2 3
Or, pour tout entier naturel n nonnul, lim — =0donc lim (1+—-+—|=1.
x—+oo xN X—+00 x xz

Donc, par produit, xl_lgl glx) =

lim x*+1=+00
1 )

= par quotient:| lim k(x) =

) !
lim sin—=0"
X—+00 X

Corrigé de I'exercice 2.2 page 66

Attention 9

Dans mon cours, j'ai inséré la propriété | sur les limites des fractions rationnelles,
mais beaucoup d’enseignants ne I'utilisent pas et préferent passer par la méthode

A générale consistant a factoriser le numérateur et le dénomunateur par le terme de
plus haut degré. C’est ainsi que je vais corriger toutes les questions portant sur les
limites de fractions rationnelles pour aider au mieux les éleves.

3-
. lim —— Pourx>0

T x—>+o0 4+ x

3-x_x(3-1)
414+ x x(%




1
Or, im — =0donc:
x—+oo x"

3
- dim (2-1)=-1;

x—+oo |\ x
. 4

e lim (—+1):1.
x—+oo |\ x

Ainsi, par quotient,

x2—3x+2

lim .Pour x>0:
x—+oo 2x2+1

3 2
1—;4‘?
2+1

X—+00 x
. 3 2
¢ lim (1-—-+—=]=1;
X—+00 X X
1
e lim (2+—]=2
X—+00 X
Ainsi, par quotient,
l x*-3x+2 1
x—+o0 2x241 2
X2 +5x-7
B im ———— . Pourx<0:
x—-0c0 x2+3x—1
5 7
x2+5x—7_/2((1+}_?)
X2+3x-1 31
(i3]
5 7
43—
- 3 _1°
1+53-%
. 1
Or, lim — =0donc:
x—-—oo xN
. 5 7
¢ lim (1+--—]=1;
X——00 x x
. 3 1
e lim 1+———2 =1.
X——00 x x
Ainsi, par quotient,
x2+5x-7 _

im ————=
x—-o0 x~+3x—1




. 4x%+7x-9
P lim ————— Pourx<0:

X——00 b

— 1
x-1 x(1-3)
7_9
B X (4 + o ?)
Y 1
1-3
i 7 9
° lim x|4+—-—-—]|=-o0;
X——00 X X
) 1
* lim (1——):1.
X——00 X
Ainsi, par quotient,
. 4x*+7x-9
lim =-00
X——00 x—1
\
/ . : .
Corrigé de I'exercice 2.3 page 66
L'existence d'une asymptote horizontale est directement liée a I’existance d'une limite finie
en +o0o ou —oo.
Calculons donc, par exemple, xlirp f(x) en notant que f(x) peut s’écrire :
—+00
-3x+1
X) =
fx) P
x(-3+1
_x(8r3) 5’“), X#0
x(1-3)
-3+ 1
=——=, x#0.
1-5
. 1 o . .
Or, lim — =0 pour n € N. Ainsi, par quotient, on a:
x—+oo xN
Jim f00=-3
Ainsi, la courbe représentative de la fonction f admet une asymptote horizontale
d’équation y = —3.
\

Corrigé de I'exercice 2.4 page 66

. 1-sinx )
Bl lim ———=. Pour tout réel x non nul,
x—+00  x2

—-1<sinx<x < -1<-sinx<1
— 0<1-sinx<2
l-sinx 2

(:0<7<x2




Or,

lim cos(x)e*.
X——00

Pour tout réel x,

—1<cosx<1 < —e*<cos(x)e* <e” .

Or, lim e* =0 donc d’apres le théoréme des gendarmes,
X——00

lim cos(x)e*=0
X——00

B lim (x? —sinx). Pour tout réel X,
X—+00

1< -sinx<x < xz—lgxz—sinx <x2+1

En tenant compte de ce qui est encadré, et d’apres le théoreme de comparaison,

lim (x2 —1)=+400 < | lim (x2 —sinx) = +oo
X—+00 X—+00

. 4x+3
ﬂ lim —.
x—+o00 x —7sinx

VxeR,, -1<sinx<1 << —-7<-7sinx <7
— x-7<x-7sinx<x+7
1 1 1
< <

xX+7 x-—-7sinx x-—7
4x+3 4x+3 4x+3
< <

car4x+3>0.
X+7 x-7sinx = x-7

. 4x+3 . 4x
Or, lim = lim — =4.

x—+o00 x+7 x—+o00 x
Ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes,

4x+3
m ———=
Xx—+o0 x —7sIin x




Corrigé de I'exercice 2.5 page 67
B iim (Vx+2-vx-1).

X—+00

(Vx+2-vx-1)(Vx+2+vx-1)

VX+2-vVx-1=
vVx+2+vx-1
B x+2-(x-1)
VX+2+vx-1
3

CVxt2+vVa—1

Or, lim Vx+2=+occet lim Vvx—1=+ocodonc lim (Vx+2-vx—1)=+oo.
X—+00 X—+00 X—+00
3

Ainsi, lim

=0.
It Vx+2+vVx-1
On en déduit alors que| lim (Vx+2-vx-1)=0

X—+00

B XEIPW(Vx2+3x+1—¢2x2+x+1).

(VX2 +3x+1-V2x2+x+1)(Vx2+3x+ 1+ V2x2 + x+1)

ViZ+3x+1+V2x2+x+1
X4+3x+1-02x%+x+1)

Va2 +3x+1-V2x2+x+1=

V2 +3x+1+V22 +x+1
—x%2+2x

y V2 +3x+1+V2x2+x+1

x?(-1+32)
x2(1+%+§)+\/x2(2+%+%)
~ x?(-1+2)
x\/1+%+%+x\/2+%+%
xxxkl+@
x[\/1+%+x—12+\/2+%+%]
x(-1+2)

3 1 1 1
\/1+;+?+\/2+;+;

VaZ+3x+1-V2x2+x+1=

, pour x >0

, pour x >0

, pour x>0

1
On saitque lim — =0pour neNdonc:
x—+oo x

2
e lim x (—1 + —) = —oo (par produit)
X

X—+00

3 1 1 1
o lim (\/1+—+—2+\/2+—+—):1+\/§>0
x—+00 X x X X




Donc, par quotient, on déduit que :

lim (\/x2+3x+1—\/2x2+x+1) —00

X—+00

Jim (V3-x-Vx*-3).

il (V3-x-vx?-3)(vV3-x+Vx?-3)
- V3-—x+Vx2-

_ 3-x-x"+3
V3-x+Vx2-—

—x2—x+6

3—x+Vx?-

2(-1-146)

Attention 10

Ainsi, par quotient,

Jim (V3-x-Vx?-3)=-

2 lim (V5-x-v10-x).

(V5-x-v10-x)(vV5—x+v10-x)
V5—-x+v10—x

_ 5-x-10+x

 VE—x+vV10-x

B -5

 VE—x+vV10—x

V5—x—V10—x=




lim v5-x= lim v10-x=+oo donc par somme,

X——00 X——00

lim (V5-x+V10—x)=+o0

X——00

-5
De plus, lim (?) =0, en considérant que X = v/5— x + v/10 — x. Ainsi,

X—+00

lim (V5-—x-v10-x)=

X——00

Corrigé de I'exercice 2.6 page 67
5 3 5 3
e _2.2
2x%>-5x+3 3 ( x xz) 2 +
2 —7 4 1) _ 4 1°
3x2+4x-1 x2(3+———2) 3ri-L
X X X X

g Pour x # 0,

1
Or, pour tout entier naturel non nul n, lim — =0donc:
x—+oo x7

. 5 3 . 4 1
° llm (2——+_)_2, ° hm (3+___)

3.

X—+00 x  x2 X—+00 x  x2

2x*—5x+3 2
im ——~—— - -=Z
x—+003x2+4x—-1

W_F V”‘_\/“%
R

1
Or, pour tout entier naturel non nul n, lim — =0donc:

Ainsi, par quotient,

Pour x #0,

x—+00 x
o lim /1 + —=V1=
X—+00
. 3
e lim (2+—|=2.
X—+00 X
x2+1 1

Par quotient, on adonc| lim =—
X—+00 2x+3 2

(\/x2+3 Va2+1)(VxZ+3+Vx2+1)
VixZ+3+Vx2+1

B Vx2+3-Vax2+

X+3-(x%+1)
ViZ+3+Va2+1

2
V134V +1

lim Vx2+3= lim Vv x2+1=+ocodonc parsomme :

X—+00 X—+00




\

lim (\/x2 +3+Vx2+ 1) = +oo0. Ainsi, par quotient, xlirilw(\/xz +3-Vx2+ 1) =0

X—+00
1 1
g Vx2+3—-vVx+ —\/xZ 1+— —\/ (x+_) pour x #Z0

3 1 1
1+?—x ;+; pour x>0

B \/1+3 \/1+1

B 5 x x?

3 1
Or, lim {/1+— = 1 et Ilim {/—+— = 0 donc par somme
X—+00 x2 x—+oo \ x  x2

. 3 1 1
lim 1+—=-1/—+—=]|=1.
x—-+oo x2 5l

Ainsi, par produit,| lim (Vx2+3—-Vx+1)=+o0

Corrigé de I'exercice 2.7 page 67

¢ Limite en +oo.
lim (x +1)=+o00

X—too = lim Vx2+1=+o0.
Xllm VX = +o0 X—+00
—+00

Ainsi, par somme,

lim (x+Vx%2+1)=+o00

X—+00

e Limite en —oo.

(x+vVx2+1)(x-Vx2+1)

fx)=
x—vVx2+1
X - (41
x—Vx2+1
_ -1
x—Vx2+1
De plus,
lim (x2+1):+oo
X——00
donc

lim Vx2+1= lim vX=+oo.

X——-00 X—+00
Ainsi, par somme,
lim (x— x2 + 1) = —00.
X——00

Par passage a I'inverse, on a alors :

. =il
i (———] =0
mroolx—vx2+1




Corrigé de I'exercice page

.X
g lim —.
x—+oo ¥
ex
On sait d’apres le cours (croissance comparée) que lirP — = 400 donc, en inversant
X—+00 X

I'expression, on a :

X

(2 i ©

x—+007 4+2x

ex X
7+2x x(% +2)
er 1
= — X
x 2+%
. er . 1
Or, im —=+ooet lim ===
Xx—+o00 Xx X—+00 D 4 b 2
Ainsi, par produit,ona:
ex

lim =
X—+007 4+ 2x

Remarque 16

Quand on doit calculer une limite a I'infini d’'une expression ot est présente 'ex-
ponentielle, il faut s’arranger pour transformer 'expression de sorte a faire ap-
paraitre une croissance comparée.

. e
ﬂ lim .
x—+o03x—-2
Comme dit dans laremarque précédente, on doit faire apparaitre une croissance com-
X

5x

A . . A . €
arée dans I'expression. La plus appropriée semble étre lim — = +oo.
+
X—+o0o X

eSx e5x

3x—-2

w
X
&)
=

|
\S]

[$2][8)
&)
P!

|

5x(1 - 3igx)

e 1

Wl Wl WO gw
¢]
&
=




5x eX
° lim — = lim — =+ooenposantX =5x;
X—+00 5x X—+00

2
g i 2) =2
x—+00 3x

5
e —>0.
3

Ainsi, par produit, on en déduit que :

g lim (x+5)e**.
X——00

On va tenter de faire apparaitre la croissance comparée xlilpoo xe* =0.
1
(x+5)e** = (E x2x + 5) e
1
=5 2xe? +5e%*,

o lim 2xe** = lim XeX =0, avecX =2x;

X——00 X——00
o lim 5e**=0car lim e*=0.
X——00 X——00

Ainsi, par somme,

lim (x+5)e**=0
X——00

B lim vx2+1e™.
X—+00

ex
x2(1+1)
= , x>0
ex
xy/1+1
=Y T x>0
ex

Ainsi, par produit,

lim Vx2+1le *=0

X—+00

B lim (3—\/§)e_ﬁ.

X—+00

3- \/E)e_ﬁ =3¢ V¥ _/xe V¥,




 lim 3¢ V*= lim 3¢*=0en posantX = —/x;

X—+00 X——00
e lim (—\/}e_ﬁ) = lim XeX=0avecX=—y/x.
X—+00 X——00

Ainsi, par somme,

lim (3-vx)e V¥=0

X—+00
\ V4
. , ) N
Corrigé de I'exercice 2.9 page 68
. 3x-5
g lim .
x—2 xX—2
x<2
o lirr%(3x—5) =3x2-5=1>0
123
o lin%(x —2)=0" («0» par valeurs négatives)
g
o1
Or, lim — = —oco donc:
X—0X
X<0
. 3x-5
lim = —00
x—2 x—2
x<2

Remarque 17

Comment peut-on écrire que lin%(x—Z) =0 21l suffit juste de prendre une valeur
X—

x<2
de x inférieure a 2 (par exemple, x = 0) et de regarder le signe de I'expression :

0-2=-2<0. Le «signe du 0 » sera donc négatif.

. x-9

E lim —.
x—3x—3
x>3

° lim(x-9)=3-9=-6<0
x—3
x>3
° lim(x-3)=0"
x—3
x>3

-6
Or, lim — = —oco donc:
X—0 X

X>0
. x-9
lim——=-oc0
x—3x—3
x>3
X% +x+1
B lim S
x—52x2-9x—5
x<5
. lin%(x2+x+l):52+5+1:31>0
£

1
 Remarquons que les racines de 2x* —9x — 5 sont =7 et5.

Par conséquent, lirr% (Zx2 —9x—-5) =0~ car en prenant x = 0 (entre les racines), on
x—>

x<5
trouve -5 < 0.




Ainsi,

X+x+1
li 5 = —00
x—52x-—-9x-5
x<5

- 3x%2-5x+2
g lim

x—1 x2+8x-9
x>1

. lirq(gxz —5x+2)=0
1

o lim(x*+8x-9)=0
x—1
x>1

Par conséquent, « 1 » est une racine du numérateur et du dénominateur. On peut alors
écrire :

3x*-5x+2 (x—1)(3x-2)
x2+8x-9  (x—1)(x+9)

_3x—2
C x+9°
Ainsi,
3x>-5x+2 . 3x-2 3x1-2 1
im = lim = =——
x—1 x24+8x-9 x—1 x-9 1-9 8
x>1 x>1
3x—-5
im———-.
x—2x2+2x—-8
x>2
o lir%(3x—5):3xz—5:1>0;
5

* Remarquons que x%+2—8 admet pour racines —4 et 2, donc lin:12 (x> +2x-8)=0"
x—>

x>2
(en prenant x = 3, donc entre les racines, on trouve 7 > 0).

Ainsi,

3x-5

im ————=+00
x—2x“+2x—8
x>2

o lim1(2x2 +3x+1)=0
e

. liml(—5x2 —x+4)=0
o

Cela signifie que 'on peut factoriser par x — (—1) = x + 1 au numérateur et au dénomi-
nateur :

2x°+3x+1 (x+1)2x+1) 2x+1
= = pour x # —1.
—5x2—x+4 (x+1)4-5x) 4-5x

Ainsi,
o 2x%+3x+1 o 2x+1 -1
lim ——— = lim =
x—-1-5x2—x+4 x—-14-5x 9
x<-1 x<-1




Corrigé de I'exercice 2.10 page 68

-1 VE-Dx+D) VE-DxvVx+1)

x-1 x-1 (V- 1)2
Vx+1 x+1
T V/x-1 V-1
Notons que le domaine de définition de la fonction x — ;Cz__l ! est

2

en 1, il est sous-

]—00;—1] U ]1;+oo[ donc quand on parle de la limite de

entendu que x > 1.

lim(x+1)=2

x—1 ont - li x+1)
lin}(x—l):OJr = par quotient: lim | ——] = +o0
1
. . x2-1
Or, lim VX = +oodonc|lim =400
X—+00 x—1 x-—1
Vit+x-2-2 (Vx2+x-2-2)(Vx*+x-2+2)
x=2 (x-2)(Vx2+x-2+2)
_ x+x-2-4
(x-2)(Vx2+x-2+2)
P+x—6

:(x—Z)(\/x2+x—2+2)

On factorise x* + x — 6 en calculant son discriminant et on arrive a :

B (x—2)(x+3)
(x-2)(Vx2+x-2+2)
= g3 pour x # 2
VX2 +x-242
i x+3 _ 2+3 5
=2\ x2¥x—2+2 V2Z+2-2+2 4
ool Vx2+x-2-2| 5
Ainsi, | lim —— |=—
x—2 x—2 4

B On pose u(x) = cosx. Alors, u/(x) = —sinx et :

cosx+1 . u(x)—ulm 0 .
——=lim————=u'(m) =-sinn=0.
X—T X—T X—T X—T

L. cosx+1
Ainsi, | lim —— =0
X—T x—j’[
On pose u(x) = vVx+1. Alors, u/(x) = et:
n 5 2vx+1

VX +1=-vV2 . ux)-u) , 1 o Vx+1=v2 1
Iim——— =lim———=u (1) = —— . Ainsj, | lim =

x—1 x—1 -1  x-1 2V/2 x—1 x—1 2V/2




Corrigé de I'exercice 2.11 page 68

B8 On peut écrire :
f) _fH-fla  x-a

gx) xX—a gx)-gla)

car f(a)=g(a) =

Or, lim f( ;_ f(a) = f'(a) d’apres la définition du nombre dérivé (vue en classe de
premiere).
A .8 —gl@ _ x—a
De méme, lim =——=— = g'(a) donc hm (g'(a) # 0 par hypo-
e x-a ag(x)—gla) g( a) 8 paryp

theses).
Ainsi,

lmf(x)_f(a) X A G = f'(a) x ——

ma x-a gx)-gla) g'(a)
etdonc:

f& _ fl@

m
i—ag(x) g'(a)

Posons f(x) = cos(5x) — cos(3x) et g(x) = sin(4x) —sin(3x).
Alors, f'(x) = —5sin(5x) +3sin(3x) et g'(x) = 4cos(4x) —3cos(3x).
Ainsi, f'(0)=0et g'(0) = 1.
f et g vérifient toutes les conditions nécessaires pour utiliser la regle de I'Hospital
donc:

; cos(5x) —cos(3x)
x—0 sin(4x) — sin(3x) B

\

Corrigé de I'exercice 2.12 page 68
e’ —1
B i S
-1
* lim(e*-1)=e’~1=1-1=0
e lim(e*-1)=e’-1=1-1=0
o o 0 N <
On a donc une forme indéterminée du type « o donc on pense a faire apparaitre un

ou plusieurs taux d’accroissement.

e* -1 e—l x-0
2% —1 x-0 e*_1

.oe“ =1 . ux- u(O)
e lim =lim ———— = /(0) = e® = 1 avec u(x) = e* et donc u/(x) = e*
x—0 x—0 x—0 x—0
x—0 x—0 1 1 1
e lim = lim = = — = = avec v(x) = e2* et donc V' (x) =
x—>20 e2x—1 x=0v(x)—v0) V(0 2 2
2e<*

On en déduit alors que :

N | =~

lim
=0 e2x -1
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x-1
lim ce :

x—1 ex—l _ 1

x<1

. - Ainsi, par quotient

o lim2e* 1=2>0 SL,parq ’
x—1
x<1 zex—l

* lim (e '-1)=0" lim —=— = —o0
X— x—le —
x<1 x<1

\ /
L . N
Corrigé de I'exercice 2.13 page 69
Multiplions le numérateur et le dénominateur de f(x) par1’expression conjuguée du numé-
rateur :
£ V1+x2+xV1+ 2 -V1+x2-xV1+ 82 V142 +xV1+2+V1+x2—xV1+ 22
X) = X
o V1+x2+xV1+ 22+ V1+x2—xvV1+x2
B 2xV1+ x?
x(V1+x2+xV1+ 22+ V1+x2—xV1+22)
B 2V1+ x?
V1+22+xV1+ 2+ V1+x2—xV1+ 22
Ainsi,
lim f(x) 2V1+0? .
mi(x)=———=
=0 Vi+v1
N\ /
N\

Corrigé de I'exercice 2.14 page 69
Multiplions le numérateur et le dénominateur de f(x) par I'expression conjuguée du numé-
rateur :

\/x2+\/xz+5—\/7>< Vx2+Vx2+5+V7

fx) =
L2 X2+ Va2 +5+V7
_ ¥+ Vx2+5-7
(x-2)(Vx2+Vx2+5+V7)
x*-7+Vx2+5

(x-2)(Vx2+VxZ+5+7)
_ xX2-7+Vx2+5 X =T-Va%+5
(x=2)(Vx2+ V2 +5+V7) *¥-7-Va?+5
_ (x* - 7)% - (x* +5)
(x=2)(Vx2+ Va2 +5+V7)(x2 =7~ vx2 +5)
_ x*—15x% +44

- (x—2)(\/x2+\/x2+5+\/7)(362—7—\/x2+5).
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En posant X = x%, x* —15x% + 44 = X% — 15X + 44, polynéme dont une racine évidente est
X1 =4; donc 'autre racine est X» telle que X; X, = g, soit 4X, = 44, soit X, = 11.

Donc X? - 15X +44 = X —4)(X - 11).

Ainsi, x* —15x2+44 = (x> - D) (x> —11) = (x - 2)(x +2)(x* = 11). D’ol1 :

(x—=2T(x+2)(x%2=11)

fx) = .
(e—2(Vx2+ Va2 +5+V7)(x2 - 7-Vx2 +5)
Alors,
2R BN 7
x—2 2V/7 x (=6) 3
N\ V4
. , ) N\
Corrigé de I'exercice 2.15 page 69
g La tangente a 6 en x = 3 est horizontale; comme f(3) = 6, son équation est: y = 6.
E Il y a deux solutions a 'équation f(x) = 4 : I'une sur l'intervalle ]2;3[ et 'autre sur
I'intervalle ]13;10].
\ V4
. , ) N\
Corrigé de I'exercice 2.16 page 70
g f'(0) =1 car f'(0) représente le coefficient directeur de la tangente 9. Et pour calculer
le coefficient directeur de cette droite, on considere deux points qui sont sur cette
droite : par exemple, A(—1;—1) et O(0;0).
E 0—(-1
foy=oya 07D )
X0 — XA 0-— (— 1)
g'(2) =0 car la tangente a % est horizontale, et comme toute droite horizontale, elle
a un coefficient directeur nul.
f(x) = g(x) < x€[0;4] car c'est sur cet intervalle que € est au-dessus de 6.
V4
N\

Corrigé de I'exercice 2.17 page 70

g f(0) est 'ordonnée du point de ¢ d’abscisse 0 : c’est le point d’intersection de la
courbe avec I'axe des ordonnées. Donc f(0) = —-1.
f'(0) correspond au coefficient directeur de la tangente a ¢ au point d’abs-
cisse 0. C’est donc le coefficient directeur de 2. Donc f'(0)=1 (les points de

coordonnées (0;—1) et (1;0) sont sur la droite donc le coefficient directeur est
Yo—ya _0-(=D _,

XB — XA 1-0

L'énoncé dit que le point de la courbe d’abscisse 1 est un minimum local. Donc

' =o.

E 9 apour équation y = x—1 (coefficient directeur égal a 1 et coupe I'axe des ordonnées

en —1). Donc I'équation revient a trouver les abscisses des points d’intersection de &
eté.

Les solutions sont donc x =0 et x = 2.
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1
ﬂ La fonction f est croissante jusqu’a 3 puis décroissante jusqu’a 1, puis croissante,
d’otu le tableau de signes page suivante.

X —00 % 1 +00
f + 0 - 0 +

\\

/

Corrigé de I'exercice 2.18 page 71
g f(0) =1 (cela correspond a I'ordonnée du point d’abscisse 0 qui est sur la courbe).

3
') = = Pour déterminer cette valeur, on prend deux points de la tangente a la

courbe passant par le point d’abscisse x = 0. Les points A(0;1) et B(5;—-2) sont sur
cette tangente. On calcule alors la pente de cette droite :
—ya_ —2-1

3
(0 :,VB A — Ay
f() XB — XA 5-0 5

f(3,5)=3,5et '(3,5) = 3,2.

ﬁ Le tableau de signes de la fonction f’ est le suivant :

X —00 1,5 +00 I

f’ - 0 + I

\

Corrigé de I'exercice 2.19 page 72
2dx
(x2+ 1)2.
La condition (2) permet d’écrire : f'(—1) = 0, soit :

B ) =2ax+b-

1
—2a+b+5d:0.

La condition (1) permet d’écrire :

> A(-1500€€ = f(-1)=0=>a-b+c+3d=0
> BODeC= fO)=1=>c+d=1
> Ci2)e€=f()=2=>a+b+c+3d=2

EJ Nous avons alors le systéme suivant :

-2a+b +%d:0 E;
c+d =1 E,
a—-b+c +%d:0 Es
at+b+c +3d=2 E,

103




\

En faisant (E4) — (E3), on arrive a I’équation :
(E4)—(E3) : 2b=2
Ainsi, b =1, d’ou le systeme suivant :

d=-1 FE
c+d =1 18,
a+c +%d:1 E!

-2a +

En faisant (E3) — (E}),ona:
/ ! 1
(E3) —(Ep) G_Ed =0
Soit: d = 2a. L'équation (E}) est donc équivalente a :
1
—d+—-d=-1
2

Soit: d =2 et donc a = 1. Léquation (E’z) donne alors:c+2=1, soitc=-1.

Finalement,ona:| f(x) = +x—1+ |
x2+1

\

Corrigé de I'exercice 2.20 page 73
g f(0) =6 car € coupe I'axe des ordonnées en un point d’'ordonnée égale a 6.
De plus, f(0) =ax0?+bx0+c=c.Donc c=6.
P fl(x)=2ax+b.
B f'(1) = =3 car le coefficient directeur de I est égal a —3.

f'(=1) =1 car le coefficient directeur de I_; est égal a 1.
f/ly=2a+b=-3et f'(-1)=-2a+b=1.Dou:

2a+b=-3
{ — 2a+b)+(-2a+b)=-3+1—=2b=-2—b=-1.

-2a+b=1

alors,
2a+b=-3=2a+(-1)=-3=2a=-3+1=-2=—=a=-1.

ﬂ Léquation f(x) = 0 admet pour solutions —3 et 2. En effet, ‘€¢ coupe I'axe des abs-
cisses en deux points d’abscisses respectives —3 et 2.

fx) = —x2 - x+6 donc son discriminant est :
A=b*>—4ac=(-1)*-4x(-1) x6=25,
d’ot1 deux racines :

_—b-VA 1-5 -4 _-b+VA _1+5 6
- 2a @ -2 =2 2a -2 =2

X1
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Corrigé de I'exercice 2.21 page 74
(x-1)?+3 six<1
fx)= .
x+2 six>1
e Sur ]—o00;1], f est une fonction polynéme de degré 2 donc continue;
e sur]l;+oo[, f est une fonction affine donc continue;

* de plus, lin{ f)=Q0- 1)>+3=3et lin% f(x) =1+2=3,donc f est continue en 1.
X— X—
x<1 x>1

Ainsi, f est continue sur R.

\
Corrigé de I'exercice 2.22 page 74
X +3x—k six<0
g =1" .
e’ +2 six>0
Sur [—o00;0[ et sur ]0; +oo[, g est continue comme fonction polynéme d’une part, et expo-
nentielle d’autre part.
Pour que g soit continue sur R, il faut que g soit continue en 0, c’est-a-dire que :
lim (x* +3x — k) = lim (e* +2),
x—0 x—0
x<0 x>0
soit quand :
—k=e"+2 donc k=-3
\

Corrigé de I'exercice 2.23 page 74

n Calculons lirr(l) f(x). Pour cela, on écrit :
x—»

A= x—2 ><\/4—x+2
_\/4—x—2 V4d—-x+2
_(x-2)(Va-x+2)

4-x—-4
_(x-2)(Va-x+2)
—X

lim (x—z)(\/ﬂu)] ~_38

HolRe x) =& » = (par quotient) }Ci_r% f(x) =+oc0
&

}Cii%[(x—Z)(\/m+2)] - _38
- =0°

x<0

> = (par quotient) lin}) f(x) = —o0
xX—

x<0

1irr(1) flx) # 1ir% f(x) donc f n’est pas continue en 0.
X— X—

x<0 x>0
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E Calculons lin% f(x).
x—>

ggu—zqui}+z):o—

1m¥_m:_2 3(pmqwﬁmmj@gfug:0
X—

Ainsi, f(2) = lin; f(x).

La fonction f est donc continue en 0.

E La fonction x — x — 2 est dérivable sur R.

La fonction x — v/4 — x — 2 est dérivable partout ou 4 — x > 0, donc pour x < 4, et s’an-
nule pour x = 0.

. 1 -
La fonction X — % est dérivable pour tout X non nul.
Ainsi, f est dérivable sur ]—oo0;0[ et sur ]0;4].

* Dérivabilité en 4.
Le taux d’accroissement de f en 0 est :

Th) = fé4-h-f4)

Iy

h Vh+2
\ vh-2 : Vh+2
1 e-w(Vi+2)
n T h-4

Ainsi, }lin}) 1(h) = —o0. La fonction f n’est donc pas dérivable en 4.
1>0
* Dérivabilité en 0.

La fonction f n’est pas continue en 0, donc elle n’est pas dérivable en 0.

ﬂ 1in% f(x) = oo donc la droite d’équation x = 0 est une asymptote a la courbe repré-
X—
sentative de la fonction f (notée €).

De plus, Illim 1(h) = —oo donc ¥ admet une tangente verticale dirigée par le bas en 4.
—0
h>0
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Corrigé de I'exercice page

1 FIOE

Va2 +x+2-2 Vx2+x+2+2
-1 J@rxrz+2
B X+x-2
(- (VaZ+x+2+2]
~ (x—-1)(x+2)
) (x-1) (m+2)
x+2

=— six#1
VXi+x+2+2

3
Ainsi, lin% fx) = 7 = f(1). Dong, f est continue en 1.
x—>

PJ Le taux d’accroissement de f en 1 est :

Viixiz—2 _ 3

_fo-f1) x=1 4
B x—1 - x—1

B AVX2+x+2-0Bx+5) 4Vx2+x+2+Bx+5)

X
4(x-1) 4vVx2+ x+2+ (3x+5)
_ 16x*+16x+32-9x* -30x - 25

4x-1)2 (4m+(3x+5))

_ 7x* - 14x+7

 4(x—1)2 (4m+(3x+5))

B 7(x—1)

4 12 (427 +x+2+@3x +5)]
7

T 4(aVPrxe2+Bx+9)

T(x)

7

Ainsi, lim t(x) = —.
x—1 16

Lalimite du taux d’accroissement de f en 1 étant une valeur finie, f est dérivable en 1.

fa+h)-fQ)

Je n'ai pas pris 'expression t(h) = car les modifications d’écriture

étaient plus longues que celles faites ci-dessus. Vous pouvez toujours essayer...

La fonction x — v x2 + x + 2 est dérivable pour tout x ol le radicant est strictement
positif, ce qui est toujours le cas car le discriminant de x+ x+2 est strictement négatif.

Ainsi, la fonction x — vV x2 + x + 2 — 2 est dérivable sur R.

1 1
La fonction X — — est dérivable sur |—oo;0][ et sur ]0; +oo[ donc la fonction x — 7
x —
est dérivable pour x # 1.

Par conséquent, la fonction f est dérivable pour x # 1 comme produit de deux fonc-
tions dérivables pour x # 1.
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Corrigé de I'exercice 2.25 page 75

1] }Cig(l)(\/l—xzjz\/l—ozzl;

lim cos(x) = cos(0) = 1.
x—0

Les deux limites (a droite et a gauche de zéro) sont égales, donc f est continue en 0.
—2x

WI-2 Vi-22

La dérivéede u : x — V1—x2 est u'(x) = , et sa limite en 0 est :

lim#/(x) = 0.
x—0

La dérivée de la fonction v : cos(x) est v'(x) = —sin(x) et sa limite en 0 vaut :
lim v/ (x) = 0.
x—0

Les deux limites étant égales, la fonction f est dérivable en 0 (le nombre dérivé a
gauche est égal au nombre dérivé a droite).

V4

Corrigé de I'exercice 2.26 page 75
Posons f(x) = 3x3-5x+1.

. xEIEIw f(x) = —o0.

xl_lgloo f(x) = +o0.

* f'(x) = 9x? -5 d’oi1 le tableau de variation suivant :

5| =es V5 v5 oo
3 3
() + 0 - 0 +

3,48 +00

V5 V5

——1=3,48 ; — | =—1,48.
f( 3 f 3
V5 V5 V5 V&
e NotonsI; = —oo;—? , I = —?;? etly = ?;+oo .

f est continue et strictement monotone sur I, k=1, 2, 3.
De plus, d’apres les variations de f,0¢€ f(Ix), k=1, 2, 3.

Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires appliqué sur cha-
cun des intervalles Iy, k =1, 2, 3, 'équation f(x) = 0 admet une unique solution que
chacun d’eux.

Donc I'équation f(x) = 0 admet trois solutions réelles :
— a=-—1,381;
— B =0,205;
— y~1,176.

N
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Corrigé de I'exercice 2.27 page 75
Bl festdelaforme ux vavec:

ux)=x, ux=1 . vix)=e ¥, V(x)=-e

x
Dou: f(x)=Wv+vux)
=lxe *+(e ) xx

ff=0-xe*

E e™* > 0 pour tout réel x donc f’(x) est du signe de 1 — x, c’est-a-dire positif sur [-2;1]
(intervalle ou est définie notre fonction f).
Par conséquent, f est strictement croissante sur [—2;1].

B sur[-2;1],
* f est continue (comme produit de deux fonctions continues) et strictement
croissante;
o f(=2)=-2e’+2~-12,8<0et f(1) = e"' +2 > 0; ainsi, 0 est une valeur intermé-
diaire entre f(—2) et f(1).
Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une
unique valeur a € [-2;1] telle que f(a) =0.
Al'aide de la calculatrice, on trouve a = —0, 85 (il suffit de dresser un tableau de valeurs
de f(x) sur [-2;1] avec un pas de 0,01 pour x).

Corrigé de I'exercice 2.28 page 75
Bl festdelaforme ux v avec:
u(t) =1-0,02t, u' (1) = —0,02, v(t) = e %2, V' (1) = —0,2e7 %7,
() =wW'v+vu@
=-0,02e %%~ 0,2(1-0,02¢)e” %!
=[-0,02-0,2(1-0,02)t]e %%
=(0,004¢—0,22)e !,

e *2! > 0 pour tout réel ¢ donc f’(¢) est du signe de 0,004¢ —0,22.

)

0,004t-0,22>0 < t> <~ t>55.

’

Ainsi, f'(t) <0 sur [0;50]. La fonction f est donc strictement décroissante sur cet in-
tervalle.

P3 sur [0;50],
* f est continue et strictement décroissante;
* f(0)=0et f(50) = 0donc 0,5 est une valeur intermédiaire entre f(0) et f(50).

Par conséquent, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe
une unique valeur a € [0;50] telle que f(a) =0,5.
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Al’aide de la calculatrice, on trouve o = 3, 1.

Cela signifie qu’au bout de 3,1 h, soit 3 heures 06 min, le taux du médicament dans le
sang sera de 0,5.

_2+2x+x—1_ 3x+1
2vV1+x 2vV1+x
Sur [0; %], 3x+ 1) >0 donc u est strictement croissante.

Deplus, #(0)=1+(0-1)v1+0=1-1=0.
On en déduit alors que u(x) > 0 sur [0;3].

Partie B
M dw=fw-gw
o> T /L
C2V/1¥x 2 2
1 Vi+x xV1+x

Tovitx 2viix 2viix
_1—\/1+x+x\/1+x

B 2VT+x

1+ @x-DV1+x | d(x)
 2VT+x | 2V1+x

Wl d'(x) est du signe de d(x) sur [0;4] car2vT+x>0.

N\ V4
. , ) N\
Corrigé de I'exercice 2.29 page 75
Posons g(x) = f(x) — x.
° g(0)=f(0)-0=1-0=1>0;
e g)=f1)-1=0-1=-1<0;
* g est continue (car c’est la somme de deux fonctions continues) sur [0;1].
Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, 'équation g(x) = 0 admet au moins
une solution sur [0;1], ce qui signifie qu’il en est de méme pour I'équation f(x) = x car
g =0 <= f(x)=x.
\ V4
. , ) N\
Corrigé de I'exercice 2.30 page 76
Partie A
B V) =1xvVI+x+(x-1)x
2vV1+x
-1
=v1i+x+ a
2V1+x
_ (Vi+xx2vV1+x)+x-1
B 2vVT+x
B 20+x)+x-1
2vV1+x

110



D’apres la partie A, d(x) > 0 sur [0; %] donc d'(x) > 0.
Ainsi, d est croissante sur [0; 3].

1 1 1 3 19
Ona.d(O)—f(O)—g(O)—l—l—Oetd(E)—f(i)—g(g)—\/;—E.

On a le tableau suivant :

X 0 1

fx) N \/g 16

E Les variations de d nous suggerent qu’en approximant f(x) par g(x) pour x €

1]
0;_v
2

. el 3 19 ..
I'erreur commise est inférieure ou égale a \/; BT soit inférieure a 0,04.

0,5
=1/4[1+
4
1
Z\/Zx 1+ -
8
1
=21/1+~=
8
1
=2f[=
1[s)
2(5)
=28 5
1 1 1 1
2X [ 1+=x———x—
2 8 4 82
1 1 1 0,5 0,25
24+ —-——— - ———=—=—="-.-=(,0078125
8 128 128 64 2
=~2+0,125-0,0078125
=2,117.

A la calculatrice, on trouve /4,5 = 2,121. La marge d’erreur est alors d’environ 0,004
avec la valeur trouvée avec g.

N\ Vg
N

Corrigé de I'exercice 2.31 page 76

n Le taux de présence de ce produit apres 1 heure correspond a :
f)=1,5x2xe 1 -0,5%0,6036.

Le produit injecté est donc présent dans le sang a environ 60,36 % apres une heure.
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¥J festdelaforme ux vdonc f' = u'v+uv', avec:

u(t) =1,5(t+1) v(t)=e !
u'(t)=1,5 v(t)=—e!

Ainsi,

f(M=15e"+1,5+1)(-e")
=[1,5+1,5¢+1,5)(-D]e”"

fl(=-1,5te”"

E Pour ¢ € [0;+o00[, —1,5t < 0ete”’ >0, donc f'(¢) <O0.

f estdonc décroissante sur [0; +oo].

n Nous avons :

112

e lim 1,5(t+1) =+o0;
t—+o00

o lim e '=0.
—+00

Ainsi, tlir+n 1,5(t + 1)e” ! est une forme indéterminée du type « oo x 0 »; il nous faut
—+00
donc exprimer f(¢) différemment pour lever cette indétermination.

J -1
f=15-+15¢"-0,5.

S . ) : -
Or, tlll’l’l - =0 (cours : croissances comparees) et lim e F = 0 dOIlC, par somime :
—+oo e I—+

tl—1>£noof(t) - _0’ 2

Sur [0; +o0, f est continue et décroissante.
De plus f(0) =1, tligrn f()=-0,5et0e]-0,5;1].
—T00

Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(#) =0
admet une unique solution a sur [0; +ocol.

Al’aide de la calculatrice, on trouve o = 2, 29.
Cela signifie qu'apres 2,29 h, soit apres 2 heures 17 min 24 s, le produit aura théorique-
ment totalement disparu du sang.
t—1>0 < t>1etl,5e !>0.Ainsi,

* f"(t) <0, donc f est concave, sur [0;1];

» f"(t) >0, donc f est convexe, sur [1;+oo[;
Par conséquent, la courbe représentative de f admet un point d’inflexion de coordon-
nées (1; f(1)).
La vitesse de dilution du produit correspond a la dérivée f'(1), et cette vitesse diminue
quand la fonction passe de concave a convexe.

Ainsi, la vitesse de dilution du produit commence a diminuer a partir d'une heure
apres son injection.
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2x
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,avecu' (x)=1let v (x) =

u'v—ur
9P

Hs-

Corrigé de I'exercice 2.32 page 77

/

x2+1

x2+1

( xz+1)2—x2

x2+1
x2+1

x?>+1>0donc g'(x) >0 surR.

(x®>+1)>0et
Ainsi, g est strictement croissante sur R.

g(x) et que son domaine de défini-

Notons que la fonction g est impaire car g(—x)

- Jlim 0

g(x)

X——

tion est centré en 0. Donc lim

On peut écrire :
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Par conséquent,| lim g(x)=1|etdonc| lim g(x)=-1|
X—+00 X——00

2x
B fo=——+-2
2vVx2+1
X
=2
x2+1

ff=g'x-2
Nous avons dit que g était strictement croissante sur R et que lirP gx)=1.
X—+00

Donc g(x) <1 surR.
Par conséquent, g(x) —2 < 0 sur R, donc f’(x) <0 sur R.
f est donc strictement décroissante sur R.

W fo)y=1et fQ)=v2-2<0.
Or, f est strictement décroissante et continue sur [0;1]. Donc, d’apres le corollaire du
théoreme des valeurs intermédiaires, 'équation f(x) = 0 admet une unique solution
asur [0;1]. On trouve a = 0,58.

\
Corrigé de I'exercice page
e “+ef
—-X) = —
B n="—
_e+e™”
B X
= f(x).

Cela signifie que la courbe représentative de f est symétrique par rapport a l’axe
des ordonnées, ce qui justifie que 'on étudie f uniquement sur ]0;+oo[ par la
suite.

Or,
ex
lim — =+o0
x—+00 x
et
e 1
lim —= lim —=0
xX—+oo x x—+oo xeX

Par conséquent,

(x) =
/ X
.oer— . 1+e™* 2
Or, lim =1etlim =lim — = +o00
x—0 X x—»(()) X x—0 X
x>
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Ainsi, par somme, liII(l) f(x) = +o0.
x—>

x>0
u(x)
P f(x) = —= avec:
v(x)
ux)=e*+e* v(x)=x
u(x)=e*—e* vV(x)=1
Donc:
, uv-v'u
fx)= — )
v
x(e*—e™¥)—(e*+e7¥)
= p
_xe'—xef-e'-e* e
x2 ex
xe**—x—e**—1
x2eX
(x—-1e**—x-1
x2ex

B a vw=e+2x-De¥-1=02x-1)e?*-1.
Par suite, on trouve u” (x) = 2e** + 2(2x — 1)e?* = 4xe?*.
b. Sur [0;+o0[, 1" (x) > 0 donc ' est strictement croissante.
De plus, ©'(0) = —2 et Jim u'(x) = +oo.
u' étant continue, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation u/(x) = 0 admet une unique solution a sur [0; +ool.

X 0 (04 +00

+

! _—— *
u (x) -0
-2

A la calculatrice, on trouve : o = 0,639.
c. On déduit de la question précédente le tableau suivant :

X 0 (04 +00
u'(x) - 0 +
u(x) -2 — ww —— +00

° ula) =-2,9.

x—1 1
cu(x)=x|=—e**-1--|.
X
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De plus,

. x—1
lim —=1 Lox=1 5
X—+00 X => lim —e“* =+00
lim e“* =+o0 X—+oo X ; ) -
= lim u(x) = +oo.
X—=+00 X—+00 (x)
lim (—1——):—1
xX—+00 X

u étant continue sur Ja; +ool, d’apres le corolaire du théoreme des valeurs inter-
meédiaires, il existe une unique solution 3 a I’équation u(x) = 0 sur cet intervalle.

A la calculatrice, on trouve B=1,2.
E f'(x) est du signe de u(x) donc:

X 0 B +00
f'(x) - 0 +

f(x) T —

\

Corrigé de I'exercice 2.34 page 78
Partie A

.1 . 1
g a. lim —=0donc lim ex=¢e’=1.
X——00 X X——00

Ainsi, par somme, lim f(x)= —oo0.
X——00

b. Deméme, lim f(x)= +oo.
X—+00

Bl

1 . .
c. lim—=-ocoet lim e*=0donclime= =0.
x—0 X X——-00 x—0
x<0 x<0
Ainsi, lim f(x) =0.
x—0
x<0
.1 . X . 1
d. lim— =+occet lim e*=+oodonc lim (—ex) = —00.
x—0 X X—+00 x—0
x>0 x>0
Ainsi, par somme, lirr(1) f(x) = —o0.
x—>
x>0

1
1+ —ex >0 pour tout x non nul.

1 1
A fl(x0)=1- (——)e?
f v .
Par conséquent, f est strictement croissante sur ]—oo;0[ et sur ]0; +ool.

E f est continue et strictement croissante sur ]0; +ool.
De plus, liII(l) fx)=-ccet liIP f(x) = +o00. Ainsi, 0 est une valeur intermédiaire entre
X— X—+00

x>0
lim f(x) et lim f(x).
x—0 X—+00
x>0
D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe donc une unique

valeur a sur ]0; +oo| telle que f(a) = 0.
A la calculatrice, on trouve : o = 1, 76.
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Partie B

Notons ¢ la limite de (u,). Alors, £ > 0 car u, est une exponentielle.
De plus, I'égalité u,4 = eﬁ prise a la limite donne :
(= e% — (- e% =0
— f)=0.

Or, 'unique solution de I'’équation f(x) =0 est a.
Donc ¢ = a.

Corrigé de I'exercice 2.35 page 78
1
Mle=—-=e*=x
X

— x-e =0
Ainsi, x est solution de (E) si et seulement si f(x) = 0.

E a. f'(x) =1+e *> 0 car une exponentielle est toujours strictement positive.
Ainsi, f est strictement croissante sur R.

b. ¢ lim e *= lim eX=+oodonc lim (—e™) = —oo0;
X——00 X—+o00 X——00

par somme, xlim f(x)=-00<0;
——00
* lim e*= lim e¥=0donc lim f(x)=+00>0;
X—+00 X——o0 X—+00
* f est continue et strictement croissante sur R.
Par conséquent, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires
(théoreme de la bijection), il existe une unique valeur a sur R telle que f(a) = 0.

1 1
c. f(i):——e‘% ~-0,12et f(1)=1-e 1 =0,63>0doncae

1
2 2

1
d. Lafonction f est strictement croissante sur [0;a] et x € 5;1 donc f(x) <0 sur
[0;a].
E (xX)=x = I =X
S 1+e¥
> l+x=x(1+e"
— l+x=x+xe"
— 1=xe"
1
< — =X
ex
1
— x——=0
ex
— x-e*=0
— f(x)=0

n a est 'unique solution de 1'équation f(x) = 0, donc 'unique solution de I’équation
g(x) = x car les deux équations sont équivalentes.
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I1x(1+e*)—(1+x)xe*

!/
H:n-= 1+ o7
_1+e—e*—xe*
B (1+e%)?
_ 1—xe*
Ainsi, g'(x) >0 < 1-xe* >0 car (1 +e*)? > 0 pour tout réel x.
Or,1—-xe*>0 < 1>zxe’ < eix>x

— x-e <0< f(x)<0
— x€[0;qaf
Ainsi, g est croissante sur [0;a].

E -uO:OetuI:g(uo):g(O):%doncogu0<ulga.
Linitialisation est faite.
* Supposons que pour un entier 7 donné, 0 < U, < Up+) S Q.
Comme g est croissante sur [0;a], alors,

g0) < gluy) < glup+1) < gla,

soit :
1
2

car g(a) = a d’apres la question 4.

SUps1 SUp2 S QA

1
Comme 0 < 2 on a bien :

0< Upt1 < Upt2 S Q.

L'hérédité est alors vérifiée; par conséquent, pour tout entier naturel 7,

0 <ty < Upsr S|

De la question précédente, on déduit que (u,,) est croissante et majorée.
Or, toute suite croissante et majorée converge.

Dongc, (u,,) converge.

E Del'égalité u, 1 = g(uy), on déduit :

lim u,+1 = lim g(uy,)
n—+oo n—+oo

=g (nl—1>r-ll:loo un) car g est continue

Ainsi, ¢ est solution de I’équation g(x) = x. Or, a est 'unique solution de cette équa-
tion.

Donc lim u,=a.
X—+00
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ﬂOna:

o
0 0
1 0,5
2 10,5663110032
3 | 0,567143165
4 | 0,5671432904

Ainsi, us = 0,567143.

Corrigé de I'exercice 2.36 page 79
g ¢ Initialisation : 0 < 1y < 1 donc la propriété est vraie pour n = 0.

* Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, 0 < uy < 1.

O<up<l=>-1<-ur<0
=>2<3-urp<3

1 1 1
= =< < -=
3 3-ur 2
2
=>-< <1
3 3—-uy

Ainsi, la propriété est héréditaire.
D’apreés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 1.
2 2—upB-up)  up—3un+2  (up—1)(un—2)

E Up+1 — Un = Un

Or, pour tout entier naturel n, 0 < u, <1 donc:

Par conséquent, uy,+1 — u, > 0. Ainsi, (u,) est strictement croissante.

E (u,) est bornée, donc majorée, et strictement croissante donc, d’apres le théoréme de
convergence des suites monotones, elle converge.

On pose ¢ sa limite. Alors,

2
- - =2
¢ 3 2@2(3 0)

— (>-30+2=0
<~ f=1oul=2.

Or,0<u,<ldoncO0<f<1.
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Par conséquent, lim u, =1.
n—+oo

On en déduit alors que :
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Corrigé de I'exercice 2.37 page 80

Partie A : étude d'une fonction

e Calcul de xl_i)r_r&) f(x).

1
lim e*=0et lim (——xz +2x— 2) = —oo dongc, pas somme :
X——00 X——00 2

Am, fx)=—co

* Calculde lim f(x).
X——00

Commencons par transformer 'expression de f(x) :

1
f(X):ex—§x2+2x—2

B x> 2x 2
=e'l]l-— 4 — - —

2e* e* e*

n
. z : X 3
Or, par croissance comparee, llIP —§ 0 donc, par somme et pI‘OdLllt g
x—+oo e

Jim f0 = ve0

* Ladérivée de f est:
flx)=e"—x+2.

* La dérivée seconde de f est:

f"(x)=e"-1.
E On a le tableau suivant :
= —0 0 +00
f"(x) - 0 +
f'&) T,
f'(x +
f@ | 0 7




ﬂ * f"(x) <0sur]—oo0;0[ donc f est concave sur cet intervalle.
* f"”(x)>0sur]0;+oo[ donc f est convexe sur cet intervalle.

* f"”(x) = 0 en changeant de signe en x = 0 donc ¢ admet un unique point d’in-
flexion en x = 0.

B sur]o;1,
* f est continue et strictement croissante;
1
e f(0O)=-1<0et f(1) =8=3 >0, donc f(0) <0< f(1).

Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires (théoreme de la
bijection), il existe un unique réel a dans ]0; 1[ tel que f () = 0.

E Par définition,
fM):0¢=>e“—%a2+2a—2:0
— e%= %O(Z—ZOH-Z.
Partie B : étude d'une suite

g On admet que pour tout entier naturel n, u, > a; par conséquent, comme f est stric-
tement croissante sur R, f(u,) > f(a).
Or, f(a) =0donc f(uy,) > 0.
f’(un) '
Or, f'(x) >0 donc f'(uy) > 0. De plus, f(u,) >0 d’apres la question précédente.

E VneN, up1—uy =

Ainsi, u,+1 — u, <0, ce qui signifie que (u,,) est décroissante.

De plus, u; > a donc (u,) est minorée.
Or, toute suite décroissante et minorée converge.
Par conséquent, (u,) converge.

£} Posons nEer(un) =L

Alors, de I'égalité :

u
Up+1 = Uy — ]]:’((u,;))’
on déduit :
0=0- AL (car f et f' sont continues)
1@

soit:

_f®

O
etdonc:

f'=o.

Ainsi, £ est une solution de I'équation f(x) =0.
Or, nous avons vu que cette équation admettait une unique solution : a.

Ainsi, (u,) converge vers «.
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Corrigé de I'exercice 2.38 page 80

Bl f estdérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur cet ensemble.

Ona:

1
! —X
xX)=—-e " ———.
! 2vx
Or, e * > 0 car une exponentielle est toujours strictement positive, donc —e ™ < 0 et

1
——— <0, donc f'(x) <0 sur R*.
Zﬁ f +
Ainsi, f est strictement décroissante sur R7.

E f est continue sur R*. De plus, f(0) =1 et f(1) =e~! -1 < 0 donc d’apres le corollaire
du théoréme des valeurs intermédiaires (théoreme de la bijection), 'équation f(x) =0
admet une unique solution sur ]0; 1[.

E La formule qui donne I'équation réduite de la tangente en un point d’abscisse a est :

y=fla)(x—a)+ f(a)

ce qui donne ici :

(—e_1 —%) (x—D+e'-1

y:
1 1 1 e
=|l-———=|(x-1+---
e 2 e e
2+e l1-—e
=—|—|(x-1)+—
2e e
2+e 2+e 2-—2e
=— X+ +
2e 2e 2e
2+e 4—e
y:— _— x+_
2e 2e

P4 Labscisse du point d’intersection de (Tp) et de 'axe des abscisse se trouve en résolvant
I'équation :

—( )x1+ =0
2e 2e
2+e 4—e
o —|—|x;=——
2e 2e
4—e 26
N 2€ “2te
4—e
o|x = ——
2+e

1
E a. SurR3, —e™*<0et _F <0 donc f’(x) <0 soit, en particulier, f’(x) # 0.
x

b. Par définition,on a:

(Tp) 1 y= f,(xn) (x—xp) +f(xn)
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et en remplacant x par x,+1, par définition toujours, on doit obtenir 0 :
f,(xn)(xn+1 - Xp) + f(xn) =0
d'ou:

f,(xn) (Xp41—Xp) = _f(xn)

< Xp+l —Xn =~ j]:;(())CCr:l)) (car f,(xn) # 0)
e ]j:’((fc’;))

g a. Les valeurs affichées par le programme sont :

0.27164934570251265
0.41160233281162323

0.4261836392185189
0.4263027432505926

b. Ces valeurs correspondent a celles de x;, xp, x3 et x4.

c. Dans la mesure ou les différentes valeurs de x calculées dans la boucle du pro-
gramme correspondent aux termes successifs de la suite (x,) ,>¢, on peut conjec-
turer que lim x, = 0,426303.

n—+oo

€ est au-dessus de (Ty) donc x; < a.
Dans un cas général, le point d’intersection de la tangente a une courbe € (toujours
située au-dessus de ses tangentes) et de I’axe des abscisses sera toujours avant la so-
lution de I’équation f(x) =0.
Donc, x;, < a pour tout entier naturel 7.

o e (xn)
ﬂ Par définition, x;,11 — X, = — f, oy
f (xn)
Or, f(x) > 0 sur ]0;a] (d’apres les variations de f) et f’(x) < 0 sur ce méme intervalle.
Par conséquent, x;,1 — x, = 0, soit (x) ;>0 croissante sur ]0;a].

Or, la suite est majorée par a, donc elle converge. Notons € sa limite. Alors, la relation :

(xn)
el = n = ]]:'(xn)
devient (car f et f’ sont continues sur ]0;a]) :
f)
0=0-
[
soit :
f@=o.

Or, 'unique solution de I'’équation f(x) =0 sur]0;a] est a.
Donc la limite de (x;),>0 est a.

Remarque 19

La méthode de Newton est aussi abordée dans le chapitre concernant Python, en fin
de ce livre.
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Corrigé de I'exercice 2.39 page 82

/

n Quel que soit le point de la courbe, la tangente en ce point est toujours sous la courbe;

on dit ici que la courbe est toujours au-dessus de ses tangentes.

Ainsi, la fonction est toujours convexe sur l'intervalle ou est tracée la courbe.

On peut alors dire que I est un point d’inflexion et que I'on a :
co

I'intervalle ou est tracée la courbe.
duquel la courbe est sous ses tangentes.

E Ici, la courbe est toujours au-dessus de ses tangentes, donc la fonction est convexe sur
E Au début de l'intervalle, la courbe est sous ses tangentes jusqu’a un point I au-dela
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Corrigé de I'exercice 2.40 page 83

- — =1

| I U

Sur ]-o0;a], f est concave car la courbe est en dessous de ses tangentes.
Sur [a; +o0l, f est convexe car la courbe est au-dessus de ses tangentes.

Corrigé de I'exercice 2.41 page 83

« Déterminer la convexité d'une fonction » signifie regarder sur quels intervalles cette fonc-
tion est concave, et sur quels autres intervalles elle est convexe.

Quand il s’agit de regarder la convexité d'une fonction en ayant son expression, nous devons
calculer sa dérivée et étudier le signe de cette derniére.

f estdelaforme uv donc f' = u'v+ v'u avec:

ulx)=x u'(x)=1
vV'(ix)=e* vV(x)=—-e*
d’ou
ff=1xe*+xx(-e™)
=le *—xe™™*
=(1-xe .
f' est aussi de la forme uv avec :
ux)=1-x u(x)=-1
v(x)=e* V(x)=—-e*

flo=-1xe*+(1-x) x(—e™)
=—le*=(1-x)e "
=[-1-(1-x)]e™*

=(-1-1+x)e*
=(x-2)e "
Or, pour tout réel x,
e >0

donc f"(x) est du signe de x —2, d’ot1 le tableau de la page suivante.
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X — 2 +00
f"(x) - 0 +
f concave PJ. convexe

Il y a ici un point d’inflexion car f”(x) /

s’annule en changeant de signe.

\

Corrigé de I'exercice 2.42 page 83
n Le nombre d’individus propageant cette rumeur initialement correspond a f(0).
£(0) =100+ 0* x e=%1*0 = 100.

Il y a donc initialement 100 personnes qui propagent initialement cette rumeur.

a. La dérivée de f(x) estla dérivée de x*e~"1* car la dérivée de 100 vaut 0.

x*e 01X est de la forme uv avec :

u(x) = x* u'(x) =4x3

v(x)=e 0¥ V' (x)=-0,1e %x
donc:

() =Wv+uv)(x)
=4xe 0 + x*(-0,1e7%1%)
0,1x _ 0 1x x XSe—O,lx

=4-0,1x) x x°e 0¥

=4x3e”

fl(x)=x34-0,1x)e 0"

b. f'(x) est du signe de 4 — 0, 1x car une exponentielle est toujours strictement po-
sitive et x3 > 0 pour x > 0.
De plus,

4-0,1x>20 <= 4>0,1x

4
=017
<~ 40> x
d’oti le tableau suivant :
X 0 40 50
f'(x) 0 + 0 -

f T

100 42212

K] f estconvexesi f”(x) > 0.
On voit que f”(x) est du signe de 0, 01x2-0,8x+ 12, donc le discriminant est :

A=(-0,8%-4x%0,01x12=0,16
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donc les deux racines sont :

0,8—-+0,16 0,8++0,16
x1=———=20 et X, = —— =60 > 50.
0,02 0,02
Ainsi,
* f"(x) <0, donc f est concave, sur [20;50];
* f"(x) >0, donc f est convexe, sur [0;20].
ﬂ a. f estcroissante jusqu’a x = 40, donc il faut attendre 40 jours avant que la rumeur
diminue.

b. Le nombre maximum d’'individus propageant cette rumeur est f(40) =~ 46988.

c. La notion de « diminution de croissance » est assez difficile a comprendre pour
des éleves de Terminale ES; il faut juste retenir que la croissante diminue (ou
augmente) quand il y a un changement de convexité.

Ainsi, cela correspond a la présence d'un point d’inflexion. Ici, c’est au bout de

20 jours que cela se produit (d’apres la question !).
N\ /

N

Corrigé de I'exercice 2.43 page 84
Une courbe admet un point d’inflexion uniquement lorsque la dérivée seconde s’annule en
changeant de signe. Or, pour tout réel x,

e (x—1)?> >0, en sannulant pour x = 1,
° e*>0.

La condition f”(x) = 0 est bien satisfaite en x = 1, mais f”(x) ne change pas de signe en cette
valeur.

Ainsi, la courbe représentative de f n'admet pas de point d’inflexion.
\ /

Corrigé de I'exercice 2.44 page 84

n La fonction f est définie pour u(x) > 0.
u'(x) = x* +4x = x(x +4) d’ou1 le tableau suivant :

X —00 (04 —4 0 +00
u'(x) + 0 - 0 +
163 +00
2 3
/
—00 1

La fonction u est continue et strictement croissante sur ]—oo;—4[. De plus,
JClim f(x)=-oco<0et f(—4) >0donc 0 est dans f]—oo;—4[.
——00

Ainsi, d’apres le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe une
unique valeur a sur |—oo; —4] telle que u(x) = 0.
De plus, d’apres les variations de u, ¥V x > «, u(x) > 0.

Par conséquent, f est définie sur [a; +00].
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ul

soit :
2V

f est de la forme /u donc f' =

X% +4x

- .
2\/§x3+2x2+1

a =~ —6,08 (il ne faut pas hésiter a prendre des initiatives!) donc le numérateur de f’(«)
est a peu pres égal a 12,66 > 0. De plus, u(a) = 0 donc )lgr& f' (x) = +o0, ce qui signifie
que la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a a un coefficient
directeur infini, donc qu’elle est verticale.

flo =

Cela se traduit graphiquement par un « début » de courbe abrupt vers le haut (la crois-
sante initiale est extrémement grande), voir schéma page suivante.

A

4

\

Corrigé de I'exercice 2.45 page 84

n On peut écrire f(x) sous la forme :

2 -1
f(x)zm—\/_) pour x #0
VE(&+1)
L 2yx-1
-2
21

128




Or,
e lim (2yx-1)=+o0
X—+00
2 2
e lim — =0donc lim (—+1) =1
X—+00 \/} Xx—+o0o X

Ainsi, par quotient,

Jim 0=+

u
a. f estdelaforme — avec:
v

ulx) =2x—+vx v(x)=2+x
! ]' ! 1
=2___ -
u'(x) N V' (x) e
D'ou:

uv—uv

flo=—F—W
(2-22=) 2+ V) - (22— &) x 51

2+ vz
(4vx-1) 2+ Vx) - 2x~ V)
2/X(2 + v/X)?
_8VX+4x—-2-/Xx-2x+\x
/ 2/%(2 + /)2
_ 2x+8yx-2
T 2VX2+V%)?
, X+4yx-1
0™ Ve var

en simplifiant par 2

b. Le discriminant du polynome X? + 4X — 1 est :

A=b%®—4ac
=42 4x1x(-1)
A = 20.

Les deux racines du polynéme sont donc :

x, = 2= V20 ~4+/20

1 X,= — Y&
2 2 >

_T4-2v5 ~4+2V5

2 2

=-2-V5. =-2+5.
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D’ou le tableau de signe suivant :

X —00 X1 Xy +00 i
X2+ 4X - 1 + 0 - 0 + |

f'(x) est du signe de x +4y/x — 1, c’est-a-dire de X> + 4X — 1 en posant X = /x.
Ainsi, X > 0 et x = X?; de plus, d’apres le tableau de signes précédent,

X+4Vx-1>00 Vx>-2+V5
2
©x>(—2+\/§)

& x>9-4V5
X 0 9-4y/5 +00
f(x) - 0 +
0 +00
f T 9445

2(9-4v5)-VvV9-4v5
f(9—4\/§): ( 2+\/)9—4\/§
18-8v5—(-2+V5)
~ 2-(-2+V5)
_20-9v5 V5
_Txﬁ
_ —45+20v5

5
=-9+4v/5.

Je précise que V9 —4v/5 = —2 + /5 d’apreés les calculs faits précédemment.

\

Corrigé de I'exercice 2.46 page 85

Il Considérons le polynome P(x) = 2x* — x — 1.
Son discriminant est :
A=1-4x2x(-1)=9.
Il a donc deux racines :

1-3 1 1+3
X]=——=—— et xp=——=1.
4 2 4

D’ot le tableau de signes page suivante.

X -1 - 1
P(x) + 0 - 0 |
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Ainsi, sur]0;1],

1+x—2x2

() = ==
T0 ===

—2(x-1) (x+ %)

1-xxV1+x
—2(x+3) -(1-x
itz  Vi-x

2(x+3)Vi-x

(-
+
=

Ainsi, lin% f(x) =0. Lafonction f est donc continue en 1.
X—

E lim1 |12x>—x—1| =4et liml\/l—x2:0+.

X—= X—-—
Ainsi, par quotient, lim1 f(x) = +oo.
Praen

La fonction f n’est donc pas continue en —1.

E Le taux d’accroissement de la fonction f en 1 est:

fx)-fQ)

T(x) = —-"—
(x) -
—2(x—1)(x+§)

lirq(—Zx —-1)=-3et lin% V' 1-x2=0" donc, par quotient, lin%‘r(x) = —00.
x— x— X—

Ainsi, f n’est pas dérivable en 1.

E f n’étant pas continue en —1, elle n’est pas dérivable en —1.

1
E * Six< ! f(x)—zxz_x_l—Z(x_l)(HE)
28 V1 - x? \/1—){2

Ainsi, le taux d’accroissement de f en ~5 par valeurs inférieures est :

_ (-1
T(.X') = f(x) f(l 2)
>~ (-3)
_ 2(x—-1)
1—x2
D'ou:
— 6
Iim 1(x) =—=—-——
x—»—§ § 3
x<-1 :;
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132

1 l+x-2x2 —2(x-1(x+1
o Six>—£,alorsf(x): NTEY ( 2).

V1-x? V1-x?

1
Dong, le taux d’accroissement de f en —— par valeurs supérieures est :
2

= —2E=D
V1-—x2
et donc
lim t(x) = i
x——1 V3
x>-1

Ainsi, lim t(x) # lim t(x).
il P
7 7
x>—§ x<—§

. 1
Par conséquent, f n’est pas dérivable en 5

Sur |=1;—= |, P(x) > 0 donc f(x) 2% —%-1
a. Sur [-1;——|,P(x onc f(x) = ———.
2 ) V1=2x2
Ainsi, f estde laforme —, avec:
v
u(x)=2x2-x-1 v(x)=V1-x?
u'(x)=4x-1 ox) = —2x =X
2V1—-x2 V1-x2
D'ou:
u'v—-uv

flx) = T(x)

_ 5 —x(x’-x-1)
:(4x Dvl-x N
1-x?
_(@x-1DA-xH)+x@x*-x-1)
(1-x%)V1-x?
’ —2x3+3x-1
(%) =
d (1-x%)V1-x?

b. «1» estune racine évidente du polynome —2x3 +3x — 1. Ainsi, ce dernier peut se

factoriser sous la forme (x — 1)(ax? + bx + ¢).
Il faut donc que :

—2x3+3x-1=(x-1(ax*+bx+c)

—2x3+3x-1=ax*+bx*+cx—ax*—bx-c

2x3+3x-1=ax*+b-a)x*+(c-bx—-c
Doua=-2,c=1etdonc b=-2.

(x—-1D(-2x2-2x+1)
Ainsi, f'(x) = )
f (1-x2)V1—x2




Le dénominateur de f'(x) étant toujours strictement positif sur

1
-1;—=|, f'(x)
1
est du signe de son numérateur.
Le discriminant de —2x%—2x+1 est A = 12, donc ce dernier a deux racines réelles

2-2v3 —-1+V3 -1-v3
= etxp = ——.
—4 2 2

1
Xo<-—-letx; >—5.

distinctes : x; =

D’ou le tableau suivant :

2 1
x 1 ! f( 1)_ [2x (-5)°- (-1)-1]
i=T - : 1- (-3
—2x*—2x+1 + L d
f'(x) - -1z 2 =
3
f oo e 0 1
=0
1 —2x%+x+1
. Sur |[—-=;1|,P(x) <0donc f(x) = ——.
2 ) V1-=x2
Ainsi, f est de la forme —, avec:
v
ux)=-2x>+x+1 v(x)=v1-x2
u(x)=—-4x+1 V' (x) = —2x —

ToV/1-22 VI-R2
D’ou:

u'v—uv

f,(x) = T(x)

_ V= 52 — =x(=2x24x+1)
:( 4x+1)V1—-x N

1 - x?
(x4 1A -xH +x(-2x* +x+1)

(1-x2)vV1-x2
2x3-3x+1
'(x) =
! (1-x2)vV1-x2

. «1» est une racine évidente du polynome 2x> — 3x + 1. Ainsi, ce dernier peut se

factoriser sous la forme (x — 1)(ax? + bx + ¢).
Il faut donc que :

2x3-3x+1=(x-1)(ax’*+bx+c)
=ax>+bx*+cx—ax*—bx—c
—ax’+b-a)x*+(c-b)x—c
Doua=2,¢c=-1etdonch=2.

(x-1D2x%+2x-1)
Ainsi, f'(x) = )
! (1-x2)V1-x?
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Le dénominateur de f'(x) étant toujours strictement positif sur

1
-1;—=|, f'x)
1!
est du signe de son numérateur.
Le discriminant de 2x% + 2x — 1 est A = 12, donc ce dernier a deux racines réelles

distinctes :
-2-2v3 -1-v3 -1+v3
X1 = = etxo = ——.
4 2 2
X1 < L et xy € L i1 [
1 5 2 5L
D’ou le tableau suivant :
x 1 -1++3 ]
2 2
x—-1 - -
2x°+2x-1 - 0 +
@ + 0 - H
/ \
f 0 0
Flap =231
Xp) = ——
2vV/2v3
K] Le tableau de variations complet de f est
1 -1+v3

On a alors la courbe suivante :

(=
|
—
B
=
—

1 —

N —
S
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Corrigé de I'exercice 2.47 page 85

n Par construction, OM = ON = 60 mm, donc OMN est isocele en O.

PJ MON est isocele en O donc le pied de la hauteur issue de O est le milieu de [MN].
Dans le triangle OIM rectangle en I, on a:

L — IM
sinMOIl = —,
oM

Soilt :

MN
q (0‘) 2
sin|—|=—,
2 60

ou encore :
[ MN
sm(—):—.
2 120

L
E a. f'(x)=1-cosx.0r, x€ [O;E] =>0<cosx<1,donc0< f'(x) < 1. f'(x) estdonc
|
positive, ce qui implique que f est croissante sur [0 ; E]
. My, T
£(0) —0—smO—Oetf(§) =71
.. n n
Ainsi, sur [O;—], fx) e [0;——1].
2 2
n
b. De la question précédente, on peut déduire que pour x € [0; E]’ la différence

. A oo. L . . . .
entre x et sinx est inférieure a E — 1, soit approximativement 0,57, ce qui est
relativement peu. On peut donc remplacer sin x par x en ne commettant qu'une

T
erreur faible si x € [0; E] )

ﬂ De la question précédente, on peut écrire :

) ( n ) n
sin| —a| = —a«a
360 360
et donc, d’apres la question 2 :
¢ MN
— O~ —
360 120
Or,
=3
d’ou
o=~ MN

¥ Laformule d’Al-Kashi nous donne :
MN? = 60* +60° — 2 x 60 x 60 x COsq,

soit :

gla) =60v2—-2cosa.
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Idl La courbe représentative de la fonction d est :

[\ w ~ ol
1

20 30 40 5 60 70 80 90 ¢«

On constate que pour « € [0;70], |d(a)| < 1, ce qui signifie que la différence entre «
et g(a) ne differe pas plus de 1°. De plus, pour «a € [70;90], cette différence n'excede
pas 5°, ce qui n'est pas énorme. Lapproximation peut donc étre considérée comme
satisfaisante.
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| - Introduction

| . 1 - Définition et résolution d’équations

Définition 14

Propriété 14

On en déduit notamment que :
In1=0 et Ine=1.

Exemple 20

1
—

e*=7 < x=In7

| . 2 - Variation de la fonction In

Propriété 15

De la dérivée du logarithme népérien, on peut en déduire la propriété suivante.

Propriété 16
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| . 3 - Conservation de I'ordre

Propriété 17

Pour tous réels x et y strictement positifs,
Inx=lny<=x=y et Inx<lhy<x<y.

Exemple 21

In(x*+7) =In(2x* +3) < x*+7=2x"+3

— x’=4

<~ x=20ux=-2.
B n(x*+10) >mEx*+1) < ¥*+10>2x*+1

— x*°<9

<~ x€[-3; 3].

Remarque 20

Dans la résolution d’équations ou d’'inéquations avec des logarithmes, il faut toujours s’as-
surer que les opérandes soient strictement positives. Dans notre premier exemple, x> +7 > 0
et 2x?+3 > 0 pour tout réel x; on peut ainsi résoudre I’équation sur R. Il en est de méme pour
I'inéquation.

| . 4 - Relations fonctionnelles

Propriété 18

Pour tous réels x et y strictement positifs, pour tout entier relatif 7 :

° In(xy)=Inx+Iny

X
. ln(—) =Inx-Iny
y

1
o ln(—) =—Inx
X

°* In(x™) =nlnx.

Attention 11

Faire preuve de rigueur lors de l'utilisation de la relation fonctionnelle : ne pas scinder
A In(xy) en somme de deux logarithmes sans avoir vérifié et mentionné la stricte positivité
de xety.
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Il - Limites

Il . 1 - Limites du logarithme népérien

Propriété 19

lim Inx = -0 et lim Inx=+oo.
x—07 X—+00

L'axe des ordonnées est donc asymptote a la courbe représentative de la fonction logarithme.

Il . 2 - Croissances comparées

Propriété 20

Pour tout entier naturel 7,

Remarque 21

On dit qu’en cas d'indétermination, les puissances de x «’emportent » sur In x.

Il - Représentation graphique

De la stricte croissante de la fonction In, de sa concavité, de ses limites et des valeurs remarquables
du logarithme népérien, on déduit sa représentation graphique dans un repére orthonormé :

A

5 y=e* Jy=x

y=Inx

Du fait que les fonctions exp et In sont réciproques, on déduit que, dans un repere orthonormé,
leur courbe représentative sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice (droite d’équa-
tion y = x).
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IV - Dérivée de In(u)

Propriété 21

Soit f(x) =In(e*+1).
Alors, f(x) =In[u(x)] avec u(x) =e*+1etu'(x) =e".
D’ou:

ex

e*+1

flx)=
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B EXERCICES

Opérations algébriques

Exercice 3.1 (simplifications d’écritures) '

Simplifiez au maximum les expressions suivantes :

In8—In2 In50 +In2—-1In10 Ine?*

2x—4 2x+4
Bl In6+1n3 3In4 - In256 [ ne*~*—Ine
9 3lne*t!
E] In25-1n30+In10 I 2In2-In16+In128 P
Solution page 154

* Exercice 3.2 (équations) '

Résoudre les équations suivantes :

In(Bx—-4) =InQ2x+1) B tnx)?-3Inx+2=0
In4-2x)=In(x-1)

In(x*+x+1) =In(x*> -2x+1)
P In(2x*-10x+8) = In(3x> —3x - 18) Inyx=vInx

0 2(nx?-5lnx-3=0

Solution page 154

Exercice 3.3 (équations & inéquations avec exponentielle) '

W Résoudre les équations et inéquations suivantes :

In(5x—1)=2 In3x—1)<0

He =5 W v g2

Solution page 156
Exercice 3.4 (inéquations) '
# Résoudre les inéquations suivantes :
In(5x +20) > In(3x - 9) P In@x?-3x+1) >In(-5x*+8x-3)
In(8 - 2x) < In(5x —25) B In(x?-5x-14) <In(2x* - 10x +8)
In(x? +1) <In@x? + x+2) ) In(x? + x - 6) > In(—2x> + 14x + 16)
Solution page 157
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https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Maths_specialite_terminale&exercice=3.1
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Maths_specialite_terminale&exercice=3.2
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Maths_specialite_terminale&exercice=3.3
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Maths_specialite_terminale&exercice=3.4

Calcul de limites

e Exercice 3.5 (démonstration de cours) '

On considere la fonction f définie par :
fx)=Inx-x.

Etudier les variations de f sur [1;+ool.
E] En déduire que pour x > 1,0 <Inx < x.

. Inx 1
B] Déduire alorsque pour x > 1,0 < — < —.

2x  Jx

1
PA calculer alors lim (ﬂ)
X—+00

X Solution page 159

Exercice 3.6 (une limite hors programme) '

x)—f(0
En considérant la fonction f(x) = In(1 + x) et son taux d’accroissement f()—(];(),
x —
déterminer li In(1 + x)
ctemmer T x Solution page 159
!
: . In(1+x) . ¥ :
On admettra dans cet exercice que llIIEl) —— = 1. Calculer les limites suivantes :
x— x
Invx?-1 1
—_—— x —_ .
xl—1>r-Poo 1
In (1 + —)
X
. [In(x*-2x+2) In(1+yx
E}Clﬂ( (x=1)2 n}c@)(l—(\/x\i?)'
Solution page 160

W On considere la fonction f définie sur R* par :
_x-1 2
f(X) = ?ln(x alx 1) o
In(X+1) _
-

Calculer liII(l) f(x). On admettra pour cela que )l(lII%) 1.
X— —

Calculer xlirP fx).
—+00
Indice : on pourra démontrer que, pour tout réel x positif, In(1 + x) < x en étudiant la

fonction g(x) =In(1 + x) — x. Cela pourra nous servir dans notre raisonnement.

K] calculer xgrpwf(x)- Solution page 161
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https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Maths_specialite_terminale&exercice=3.5
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Dérivation et étude de fonctions

]
* °
* Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

- - - 2 In(x?+1
fix)=xInx—x E f3(x) =1n(x%) El )= )(52.,_1)
Inx
H fz(x):T A i) =Invx+1 f5(x) =In(Inx)
Solution page 163

In(x*+1)
x2+1

flx) =

Solution page 165

e 4
# On considére la fonction f définie par :

1
f(x)—ln(1+;).

Déterminer son domaine de définition.

Calculer f’(x) puis déterminer le sens de variations de f sur son domaine de défini-
tion.

E] Déterminer les limites de f(x) aux bornes de son domaine de définition.
Dresser un tableau de variations complet de la fonction f.

Solution page 166

< !
# On considére la fonction f définie par :

f)=(x-DIn(x*-2x+1).

Donner le domaine de définition de f. On le notera 2.
Calculer les limites de f aux bornes de 2.
Calculer f'(x).

n] Trouver le signe de f’(x) sur 2, puis en déduire les variations de f sur 2.
Dresser un tableau de variations complet de f.

Solution page 166
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Exercice 3.13 (comparer deux nombres) '

W Dans cet exercice, on acceptera la propriété suivante :

Pourtousréelsaeth,  alnb=In(b").
(Dans le cours, nous avons vu qu'elle était vraie pour a entier)
On considere la fonction f définie pour tout réel x strictement positif par :

f(x)=elnx—x.

Calculer lirr(l) f(x).
X—

Calculer lim f(x).
X—+00

E] Calculer f’(x) et étudier les variations de f. Dresser un tableau de variations de f.
Comparer alors les nombres n° et e”.
Solution page 167

Exercice 3.14 (prise d’antibiotiques) '

W Lorsque I'on prend des antibiotiques, la concentration de bactéries présentes dans le corps
d’une personne malade diminue avec le temps en suivant le modéle d'une fonction f défi-
nie, pour 0 < £ < 6, par:

f= ae* +b , a, b, k étant trois réels, avec a #Z 0,

ol t désigne le temps (exprimé en jour) et ou f(f) représente le taux de bactéries restantes.
Ainsi, f(0) = 1. On suppose que la totalité des bactéries sont éliminées apres 6 jours. Donc
f(6)=0.
1 1
Montrer que f(£) = aes"01-a)t 41— q.

On sait que 50 % des bactéries disparaissent au bout de deux jours.

1
En déduire que ae3n(1-a) + 5~ a=0.

Pour tout nombre réel x > 1, on pose :

glx) = xesn(=%) _ x4 %

1 1 1
21 Montrer que g'(x) = |1+ —— |esn(1=3) 1.
que g'(x) ( 3x_3)

a. Calculer lim g'(x).
X—+00
_—zelln(l_%)
9x(x—-1)
En déduire les variations de la fonction g’ puis celles de la fonction g sur]1; +ool.

E] Montrer alors que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution, notée «, sur

11,3;1,4[.

On admet que a = 1,309.

b. On admet que g"(x) =

Solution page 168
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+# Soit f lafonction définie pour tout réel x > —1 par :
f)=x+DIn(x+1)-6x-1.
Calculer lim f(x)et lim f(x).
x——1 X—+00

Montrer que f’(x) =In(x+ 1) —5.
En déduire les variations de f.

Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution sur et une autre sur
[395;400].

En donner une valeur approchée au millieme.

1
2

Solution page 169

Exercice 3.16 (étude avec fonction auxiliaire) '

#* Partie A : étude d'une fonction auxiliaire

On considere la fonction h définie sur ]0; +oo[ par :

2

x“—x+1
h(x)=Inx+ .
(x) 2
L , 2x%+x-2
Montrer que sa dérivée est: h'(x) = a3
x

E] étudier le signe de h'(x) sur ]0; +ool.

E] Dresser un tableau de variations de h sur ]0;+oo[. En déduire le signe de h(x) sur
10; +o0].

Partie B : étude d'une fonction

On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par :
fx)=(x*+1)Inx-x.
Calculer sa dérivée puis montrer I'équivalence suivante :
f/(x) >0 h(x)>0.

E] En déduire les variations de f sur ]0;+ool.
a. Déterminer lin%) f(x).
x—>
b. Déterminer lim f(x).
X—+00
c. Dresser un tableau de variations complet de la fonction f sur ]0; +ool.
a

. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution, que 'on notera q,
sur |0; +ool.
b. Montrer que o appartient a 'intervalle ]1;2].
c. Donner une valeur approchée de o a2 10! pres.

Solution page 171
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% On considere la fonction f définie sur ]0; +oo| par :
f(x)=e*-Inx

et sa courbe représentative € dans un plan rapporté a un repére orthonormé (O; 7, T)

a. Ftudier les variations de la fonction g définie sur [0; +oo[ par :
g(x)=xe*—1.

b. En déduire qu’il existe un réel positif unique a tel que : ae® = 1.
Donner un encadrement de a d’amplitude 1073,
c. Préciser le signe de g(x) selon les valeurs de x.
a. Déterminer les limites de f aux bornes de ]0; +ool.

b. Calculer la fonction dérivée f’ de f et étudier son signe sur ]0; +oo[ en utilisant
la question 1. Dresser le tableau de variations de f.

1
c. Montrer que f admet un minimum m égal a a+ —. Justifier que : 2,32 < m < 2,34.
a

Donner une équation de la tangente 9 a €6 en son point d’abscisse 1. Déterminer le
point d’'intersection de I et de I'axe des abscisses.

Tracer € et 9.

Solution page

Exercice 3.18 '

# Soit f la fonction définie par :
f(x) =kln(ax + b)

ou a, b et k sont trois nombres réels non nuls.

n] On sait que f(1) = 1. Montrer alors que a+ b = e%.

b
E] On sait de plus que f’(1) = 1. Montrer alors que a = 1

k-1 1
En déduire que b = (T) et puis que a = Ee '

==

1
n] a. Montrer que f(0) =1+ kln(l — %)

b. On souhaite que f(0) =

de k au dixieme pres.

1
5 Est-ce possible? Si oui, donner une valeur approchée

Aide : on pensera a appliquer le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires
sur une fonction appropriée et sur l'intervalle [-1;-0,2] par exemple.

Solution page
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Exercice 3.19 (étude avec fonction auxiliaire) '

W Lobjectif de cet exercice est d’étudier la fonction f définie sur ]0;+oo[ par :

xInx
f(X) = m
Pour cela, on considere les fonctions g et h définies sur ]0; +ool par :
g =1-x)Inx+x*+1 et h(x)=x*(1-2Inx).

a. Calculer h'(x) puis en déduire les variations de la fonction £ sur ]0; +ool.
b. Montrer qu'il existe une unique valeur a > 1 telle que h(a) = 0. Donner une valeur
approchée de a a 0,001 pres.
c. En déduire le signe de h(x) sur ]0;+ool.
a. Envous aidant de la question précédente, trouver les variations de g sur ]0; +ool.
b. En déduire que l’éiluation g(x) = 0admet deuxsolutionsf et y tellesque 0 <p < 1

ety>aq,avecy=—

B
E] Déduire de la question précédente les variations de f sur ]0;+ool.
Montrer que f(f) = —f(y). Solution page 176

Exercice 3.20 (avec une fonction auxiliaire) '

* Partie A

On considere la fonction g définie sur ]0; +oo[ par :
gx)=1-xe—-2Inx.
Déterminer lim g(x) et lim g(x).
x—0 X—+00
Déterminer les variations de g sur ]0; +ool.

Montrer que 'équation g(x) = 0 admet une unique solution sur

|
—;1].
2
On notera a cette solution et on en donnera une valeur approchée a 0,01 pres.
Donner alors le signe de g(x) sur ]0; +ool.

Partie B
On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par :
Inx+ xe
fo=—"7—
Déterminer lim f(x) et lim f(x).
x—0 X—+00
/ gx) 1 -
Montrer que f'(x) = 3 et en déduire les variations de f sur]0;+ool.
_l+ae
Montrer que f(a) = 202 Solution page 179
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Logarithme népérien et suites numériques

Exercice 3.21 (I’éponge de Menger) '

Léponge de Menger est un objet fractal, c’est-a-dire un objet dit auto-similaire (quand on
fait un zoom sur une partie de cet objet, on retrouve la structure de I'objet lui-méme).

Cet objet est construit a partir d'un cube rempli, en lui 6tant deux prismes perpendiculaires
a base carrée, puis en réitérant ceci une infinité de fois (voir illustration ci-dessous).

* N, le nombre de cubes pleins a I'étape p;

On note :

* L, lalongueur du coté de la base du p-iéme cylindre enlevé (al’étape p).

On appelle dimension de l'objet fractal le nombre d défini par :

d=- lim (

p—-+oo

lan)
InL, )’

Justifier que N, = 207 et L, =377 pour p > 0.
In20

¥ En déduire que d = ——.
In3

Solution page 180
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Exercice 3.22 (suites avec logarithme népérien) '

W On considere la suite (1) ,en définie par :

Ug = 1
VneN, u,r =In(u,+1).
Soit f la fonction définie sur |—1; +oo[ par :
fx) =In(x+1)-x.

Montrer que pour tout réel x strictement supérieur a —1, f(x) <O0.
E] Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u; > 0.
Montrer que (u,) ,en €st décroissante. En déduire qu’elle converge.

Déterminer la limite de (u,,) ,en-

Solution page 181

Exercice 3.23 (suite se ramenant a une suite géométrique) '

W On considere la suite (u,) n>o définie par :

Up = 5e

Up+1 = VOUp
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 5.
Etudier les variations de (up) ,>0-
En déduire que (uy) > converge.

Pour tout entier naturel n, on pose v, = In(u,) —In(5).

a. Montrer que (v;),>o est une suite géométrique. Préciser alors sa raison et son
premier terme.
b. En déduire une expression de v, puis de u;, en fonction de n.

c. Calculer alors lim u;.
n—+oo

- Up X Uy X Up X=X Up
Pour tout entier naturel 7, on pose P, = on .

Calculer lim P,,.
n—+oo

Solution page 182
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Exercice 3.24 (suite de fonctions) '

) _ . ' In (x%+1)
* Déterminer la limite en +oo de la fonction ¢ : x— ——=.
X

E] Soit n un entier naturel non nul, n étant fixé pour cette question. On définit la fonction
fnsur [0;+oo| par:
In(x*+1)
fax)=2x-2+—— 2
n
Déterminer la limite de f;, en +oo.
Calculer la dérivée de f;, sur [0; +ool.

Dresser le tableau de variations de f;,.

a0 T

En déduire que I'équation, d'inconnue x, f,(x) = 0 admet une unique solution
o, dans [0; +ool.
e. Justifierque 0 < a,, < 1.
Prouver que pour tout entier naturel n non nul, In (o + 1) = 2n(1 — ;).
En déduire que f;+1(a,) <O0.

n] étude de la suite (a) ,epn>-

a. al’aide de la calculatrice, proposer sans justification, des valeurs décimales ap-
prochées a 1072 pres de ag, a4 et aqp.
b. Démontrer que la suite (a;) est croissante.

e

En déduire que la suite (a;) est convergente.
d. Déterminer la limite de la suite (a;,).

Solution page 184

Logarithme népérien et Python

Exercice 3.25 (limite d’une suite) '

¥ On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

u():l

1
un+1 = ln (1 + _)
Un

Ecrire un programme en Python permettant d’afficher les termes de u; a us.
E] Al’aide de ce programme, conjecturer la limite de (u;,).

On se propose de démontrer cette conjecture.
Pour cela, on pose pour tout entier naturel 7 :

Unp = Uz2n et Wnp = UWn+1-

E] Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, v, < 1.
On démontre de fagon analogue que w, < 1.

1
n] Montrer que la fonction x — In (1 + —) est décroissante sur ]0; +ool.
X
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¥ En déduire que (v,,) est décroissante.
On démontre de méme que (w,) est croissante.

Démontrer que w, < v, pour tout entier naturel 7.
Montrer que (v,), (w,) et (u,) convergent vers une méme limite.

Solution page

Exercice 3.26 (suite définie par une fonction)

Remarque 23

Cet exercice traite de la méme suite que celle vue dans I'exercice précédent, mais abor-
dée d'une autre maniere.

Partie A

On considére la fonction f définie sur R} par:
fx)=1 (1+ 1)
x)=1In =,
b

Bl Déterminer les limites de f(x) aux bornes de son domaine de définition.
Calculer f'(x) puis déterminer le sens de variations de f sur R.

Dresser un tableau de variations complet de la fonction f.

Partie B

On considere la fonction g définie sur R} par:
g(x) = f(x) - x.

n] Montrer que g est strictement décroissante sur R}.

Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur [% ;1]
En déduire que I'’équation a est I'unique solution de I'équation f(x) = x sur R.

Partie C

Lt():l

On considere la suite (u,) définie par : { tpe1 = fy) , YneN

On définit alors la suite (v,) par:
VnelN, UV, = Uzp.

Calculer vy, vy puis v,. On donnera des valeurs approchées au millieme.
E] Montrer que pour tout entier naturel n, v, = f ( f (ugn)).

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel 7,

SUnpt1SUnsS L

N~

162



https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Maths_specialite_terminale&exercice=3.26

En déduire que (v,) converge.

En déduire que (u,) et (v,) ont la méme limite «, ot a est la valeur introduite dans la

partie B.
Partie D

On considere 'algorithme suivant :

10

11

12

13

14

Entrées
anombre réel
n nombre entier
d nombre réel
Traitement
a prend la valeur 1

n prend la valeur 0

d prend la valeur 1

Tant que d > 107°
d prend la
a prend la
a prend la
n prend la
d prend la

Fin du Tant que

Sortie
Afficher a

valeur
valeur
valeur
valeur
valeur

a
In(1+1/a)
In(1+1/a)
n+1
d-a

Un éleve affirme qu’il y a une erreur car les lignes 9 et 10 sont identiques.
Expliquer en quoi cet éleve se trompe.

Que doit-on écrire pour ne pas répéter ces deux lignes?

Implanter cet algorithme en Python puis donner une valeur approchée de a & 1076

pres.

Solution page
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B CORRECTIONS
N

Corrigé de I'exercice 3.1 page 142
8 , )
g In8—-In2=In (5) =1n4 (que 'on peut aussi mettre sous la forme 2In2).

] In6+In3=In(6x3) =In18.

25 25
Bl In25-1n30+In10= ln(— x 10) =In=—.
30 3

50 x2

g ln50+ln2—ln10:ln( ):lnlo.

B 3In4-1n256 =31In(2%) -In(2%) =6In2-8In2 = —2In2.
IJ 2In2-In16+1n128 =2In2-1n2* +In2” =2In2-4In2+7In2 = 5In2.
Ine** = 2x.
ﬂ Ine?* 4 —Ine**** =2x—-4— (2x+4) = -8.
9 3lne™! 3(x+1) 3x+3
2lnel~* 2(1-x) 2-2x

\ V4
o . N
Corrigé de I'exercice 3.2 page 142
g In(3x—4) =In2x +1). 4
. s 3x-4>0 )73
* Domaine de définition : il faut que , soit , donc que
2x+1>0 1
x>—=
2
4
x> —.
3

e Résolution:In3x—4)=In2x+1) < 3x—-4=2x+1 < x=5.
4
5> — donc I'’ensemble solution est|. = {5
3 m

In(4-2x)=In(x-1).

. o . 4-2x>0 Lo lx<2
* Domaine de définition : il faut que , soit , donc que
x—1>0 x>1

l<x<?2.

5
e Résolution:In(4-2x)=In(x-1) < 4-2x=x-1 < 5=3x ng.

5 5
1< 5 < 2 donc I'ensemble solution de I’équation est | . = {5}

In(x2+x+1)=In(x?-2x+1).
2
x*+x+1>0
* Domaine de définition : il faut que {
x=2x+1>0

Or, le discriminant de x? + x + 1 est égal a —3 donc ce polynome est toujours
strictement positif.

De plus, x? —2x + 1 = (x — 1)2 donc seul x = 1 ne convient pas.
Le domaine de définition est donc 2 =R\ {1}.
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* Résolution : In(x*+x+1)=Inx?*-2x+1)
= x+x+1=x*-2x+1
~—3x=0
~— x=0.
0 € 2 donc I'ensemble solution de I’équation est m
P In(2x* - 10x+8) =In(3x> —3x - 18).
2x*—10x+8>0
3x>-3x-18>0

Le discriminant de 2x2 — 10x + 8 est A; = 100 — 64 = 36 et donc ses racines sont
10-6 10+6 .

* Domaine de définition : il faut que {

1et

Le polyndme est donc strictement positif sur |—oo;1[U]4; +o0l.

Le discriminant de 3x? —3x — 18 est A, = 9+ 216 = 225 et donc ses racines sont
3-15 3+15

—_ e =

Le polyndme est donc strictement positif sur |—oo; —=2[U]3; 4+0o0l.
Le domaine de définition est donc 2 = ]—o0;—-2[U]4; +o0].
» Résolution : In(2x*> - 10x+8) =In(3x*> —3x — 18)
—2x*-10x+8=3x*-3x-18
— x> +7x-26=0.

Le discriminant de x2+7x—26 est A = 49+ 104 = 153 donc il admet deux racines :
-7-—+v153 €D et —-7++v153 ¢D

L'ensemble solution de I’équation est donc|.% = {

-7-v153
2

¥ (nx)?-3Inx+2=0.PosonsX =Inx.
Léquation devient : X —3X + 2 = 0 et admet pour solutions X = 1 et X = 2.
Ainsi, Inx=1oulnx =2, soit x = e ou x = €.

Lensemble solution est donc|.% = {e; e*}

g 2(Inx)2-5Ilnx—-3=0. Posons X =In x.

1
L équation devient 2X? — 5X — 3 = 0 et admet pour solutions X =3 et X = — o

. 1. 3 o5 _ L
Ainsi,Inx=3oulnx=—-—,soitx=e°oux=e" "2 = —.
2 ve
Lensemble solution est donc|.% = {e* ; e *°}
Iny/x=vInx.
. PP x>0 .
* Domaine de définition : il faut que soitx>0etx > 1.
Inx>0

Le domaine de définition est donc: % = [1; +oo|.
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» Résolution:Inyx = VInx < (Inyx)°=Inx (on a élevé au carré)
2
— (—lnx) =Inx
2
1 2
— Z(lnx) —-lnx=0
1
= lnx(zlnx—l):o

1
(=>1nx:00uzlnx—1:0

~— x=1loulnx=4

— x=1€eQoux=¢e*e.

Lensemble solution est donc| & = {1; e*}

\

Corrigé de I'exercice 3.3 page 142

g * Pour résoudre I’équation In(5x — 1) = 2, il faut avant tout trouver son domaine de
définition.

1
In(5x — 1) est défini pour tout réel x tel que 5x —1 > 0, soit x > =

Ainsi, le domaine de définition de I'équation est

g;-i—OO

e In(Gx—1) =2 < elt®x-D _ g2

— 5x—1=¢?
— 5x=¢e’+1

e?+1

— X =

* On vérifie que la valeur trouvée est bien dans le domaine de définition en en
trouvant une valeur approchée.

) e’ +1
Par conséquent, | S :{ = } |

Pl e =5 < In(e”™) =In(5)

<— —x=1n(5)

1
<~ x=-1In(5) :lng

Par conséquent, |S = {—In5} |

E * Pour résoudre I'inéquation In(3x — 1) < 0, il faut avant tout trouver son domaine
de définition.

1
In(3x — 1) est défini pour tout réel x tel que 3x —1 > 0, soit x > &

1
—;+00
3

Ainsi, le domaine de définition de I'équation est
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e In(Bx—1) <0 < e"Bx~D 0

— 3x-1<1

— 3x<2

— X< -
3

¢ On trouve l'intersection de l'intervalle

2
—00; §[ et du domaine de définition

1 ) 1 2
—;+o00|. Par conséquent, |S = | =; =
3'3
ﬂ e ¥ <2In(e* ) <In(2)
— 5—-x<In(2)
— —x<In(@)-5
— x>5-1In(2)
Par conséquent, |S = [5-1In(2); +oo[‘
\
/ L .
Corrigé de I'exercice 3.4 page 142
BF In(5x+20) >In(3x-9).
. e . 5x+20>0 )
* Domaine de définition : il faut que , soit x > 3.
3x—-9>0
Le domaine de définition est donc 2 =13; +ool.
* Résolution: In(5x +20) >In(3x—-9)

<—5x+20>3x-9

—2x>-29

—X>——.

; alors, I'ensemble solution de I'inéquation est % N9,

Notons % = —?;+oo

soit|.# =13;+o0[ |

In(8 - 2x) < In(5x - 25).

5x-25>0 x>5
maine de définition est ]—o0;4[U]5; +ool.
e Résolution : In(8-2x) <In(5x—25)
—8-2x<5x-25
—8+25<h5Hx+2x
—7x >33

33
=S x> —.
7

8-2x>0 x<4
* Domaine de définition : il faut que { , soit { , donc le do-

33
Notons % = [7;+oo

; 'ensemble solution de I'inéquation est alors % N9, soit
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E In(x%+1) <In@2x%+ x+2).

xX%+1>0

* Domaine de définition : il faut que { , Ce qui est toujours le cas

2x%+x+2>0
car le discriminant des polynomes x? + 1 et 2x? + x + 2 sont strictement négatifs.
Le domaine de définition est donc R.
* Résolution : In(x*+1) <In@2x* + x +2)
= x*+1<2x?+x+2
= x*+x+1>0.

Le discriminant de x2 + x + 1 étant strictement négatif, tout réel x convient.
Lensemble solution de cette inéquation est donc .
ﬂ In2x2-3x+1) >In(-5x%+8x—3).

1
» Domaine de définition : les racines de 2x%2 —3x + 1 sont 1 et > ;

ainsi, 2x2—3x+1>0surl= Ull;+ool.

2

3 3
Les racines de —5x2 + 8x — 3 sont 1 et = donc -5x%2+8x—-3>0sur] = ]g;ll.

Le domaine de définition est doncInjJ = &.

* Résolution : le domaine de définition étant 'ensemble vide, il ne peut y avoir de
solutions a cette inéquation. Donc

B In(x?-5x-14) <In(2x% - 10x +8).

» Domaine de définition : le polynéme x> — 5x — 14 admet pour racines —2 et 7
donc il est strictement positif sur I = ]—o0; —2[U]7; +00l.
Le polynome 2x?—10x+8 admet pour racines 4 et 1 donc il est strictement positif
surJ =]-o0;1[U]4; +ool.

Le domaine de définition est donc In]J, soit ¥ = ]—o0; -2[U]7; +0o0l.
e Résolution: In(x® —5x—14) <In(2x* - 10x +8)
— x*-5x-14<2x*-10x+8
= x*-5x+22>0.

Le discriminant de x> —5x+22 est A = 25—108 < 0 donc le polynéme est toujours
strictement positif.

Lensemble solution de I'inéquation est donc \ & =]-00;—-2[U]7;+00[ \
0 In(x? + x—6) > In(-2x% + 14x + 16).

 Domaine de définition : le polynome x? + x — 6 admet pour racines 2 et —3 donc
il est strictement positif sur [ = ]—o0; -3[U]2; +o0].

Le polynéme —2x? + 14x + 16 admet pour racines —1 et 8 donc il est strictement
positif surJ =1-1;8][.

Le domaine de définition est doncIn7J, soit Y =]2;8|.
¢ Résolution: In(x*> + x—6) > In(-2x> + 14x + 16)
=’ +x-6>-2x>+14+16

—3x*-13x-22>0.
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Le discriminant du polyndéme 3x? — 13x — 22 est A = 169 + 12 x 22 = 433 donc il

13-+1433 13++/433
admet deuxracines: x; = —— ¢ D et xp = —a €ED
Ainsi, 3x% —13x—22 > 0 sur % = |—o00; X1 [U]x2; +00l.
13+ 1433
L'ensemble solution de I'inéquation est donc % N9, soit| ¥ = | ———;8

6

Corrigé de I'exercice 3.5 page 143
1
"(x) = ——1.
1 ey T

1
Or, pour x >1,0< — < 1, et donc f'(x) <0.
x
La fonction f est donc décroissante sur [1;+ool.

f(

=—1,donc f(x) <0sur [1;+o0o[. Donc Inx < x sur cet intervalle.

De plus, on sait que pour x > 1, Inx > 0.
On en déduit alors que sur [1;+oo[, 0 < Inx < x.

Posons x = /u, u>1.
Alors, de ce qui précéde, on déduit que

0<Invu<Vu.
Ainsi, en divisant par #, on a:
Invu u
o VE VY
u u
on encore :
o< slnu 1
< —.
S ou Vu
Que 'on mette u ou x importe peu. Ainsi,
v x e [0;-+00f, 0 < 0¥ < L
x €[0;+o0l, —<—.
S 2x  Vx
: 1 S P . Inx
ﬂ lim — =0donc d’apres le théoreme des gendarmes, lim — =0.
x—+00 \/x X—+00 2x
s e 1 . 1 L . Inx
Multiplier I’expression par 2 ne change pas la limite, donc thP —=0.

Corrigé de I'exercice 3.6 page 143

Le taux d’accroissement de f entre 0 et x est

f(x) - f(0) _ In(1+ x)

. x-0 x
+
Ainsi, par définition, lim In(l +x) = 1/(0).
x—0 X
1 In(1+ 1
Or, f'(x) = —— donc lim n{l+x) = =1.
\ 1+x x—0 X 1+0
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Corrigé de I'exercice 3.7 page 143
InX

I Noussavons que lim —— =0.
X—+oo X

Posons X = vV x2 — 1. Alors, xlim X = +00.
——00

Invx2—-1 InX InX 1
De plus, = = X —,

x2-1 X2 X X
Invx?-1 InX 1 1 InX
Ainsi, lim (* = lim (n—x—).Or, lim —= lim n—:O.Ainsi,
X——00 xc—1 X—+oo| X X X—+00 X X—400 X
) Invx2-1
lim N S =0.
x—-co| x°—1

In(x*-2x+2) In[(x-1)*+1] InX+1)

- ) X =(x-1)>2
E 12 12 X avec (x-1)
In(x?-2x+2 In(1+X
limX =0 donc lim (Q) = lim n{l +X) =1.
x—1 x—1 (x—1)2 X—0 X

Ainsi,

. (ln(x2—2x+2)
m —_—
(x—1)?

x—1

1
K] Posons f(X) =In(1-X?) et g(x) =In(1+X), avecX = —.
X

Alors, xl_lHl X=0,et f(0)=g(0)=In1=0.

fX)  fX) - f0)
gX)  gX)—g(0)
_ fX)—f(0) y X-0
X-0 gX)—g(0)

Par conséquent,
lim —f(X) = lim f& - 7O x X0
X—0g(X) X—0 X-0 g(X)—g(0)
X—0 X-=0 X-0gX)—g0) g'(0)
- 1
/ — !/ —_
&= 1-X2 etg )= 1+X
Ainsi,
; X _f'(O) _0_
x-0g(X) g0 1
etdonc:
1
In (1 - —2)
X
lim | —————=1|=0.
X—+00 1
In (1 + —)
X
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ﬂ On peut écrire :

ln(1+\/})_ln(1+\/})>< VX ><1+\/m
1-vVx+1 VX 1-vVx+1 1+vVx+1

In(1+vx) vx(1+Vx+1)
ST/ 1—x+1
CIn(1+vx) Vx(1+vx+1)
= ﬁ X N,

In(1+vx) VE(1+Vx+1)
-— 5 Y
_In(1+/x) (1+Vvx+1)

_ In(1+vx) . InQ+X)
lIim————=lim———=1
=0 /x Xx-0 X

X—0*

> lin%(1+\/x+1)=2
x—>

x—0

VX

> }Cig%\/}:OJ“ L (ln(1+ﬁ))
1 Vv it Y
> lim (—i) = —00 = lim (——(1+ x+1)) = —00 il ad

Corrigé de I'exercice 3.8 page 143

. InX+1) L 2
n Nous savons que lll’% ———— = 1. Ainsi, en posant X =x“,on a:
X—
. In(x*+1)
lim —— & 1.
x—0 X
. . In(x*+1)
De plus, lim(x - 1) = -1, donc lim | (x — )———|=-
x—0 x—0 X

Ainsi, | lim f(x) = -1.
x—0

%) Nous pouvons écrire, sur R* :
In(x*+1) In(x*+1) x2+1
— X
x2+1 x?

flx) =

InX
* lim — =0, doncen posantX = x%2 41, nous avons :
X—+00

In(x*+1)
x—+oo x2+1

2 1
X241 & (1+?) ) 1
De plus, th 5— = lim ————== lim |(1+—=|=1.

—+00 X X—+00 x2 X—+00 x2

Ainsi,

(3.3)

. [In(x*+1) x*+1
lim X =0.
x—+oo| x2+1 x2
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e In(x*+1)=In x2(1+%)

In(x*+1) _Inx 1 ( 1)
2 +—In{1+—|.

:Zlnx+ln(1 +i2)
X

Ainsi, =
X X X

Posons g(x) =In(1 + x) — x, pur x > 0.
1
Alors, g'(x) = T 1 <0 pour x > 0 donc g est décroissante sur [0; +ool.
X
De plus, g(0) = 0 donc cela signifie que g(x) < 0 sur [0; +oo].

1
Ainsi, pour x > 0, In(1 + x) < x et donc In (1 + ?)

<1 . 11 1 <1
\;,301t—n1+; S @

X

1 1 1 1 1
—>0doncl+— >1, d’otlln(1+—) >0etﬁnalement—1n(1+—) > 0.

X 5 52 x 55
o 1 1 1
Ainsi, 0<—In|1+ = | < —.
X sehy) s
1 1
On en déduit alors que lim |[—In (1 +— || =0 (théoréme des gendarmes).
x—+oo | x X
Inx
De plus, lim — =0donc
X—+00 X
. In(x*+1)
lim —= (3.4)
X—+00 X
* Finalement, des égalités (3.3) et (3.4), on en déduit :

ﬂ D’apres la question précédente,

Jim f09=0]

. In(x*+1)
lim 5 =
X——00 X
De plus, en écrivant pour x <0:
In(x*+1) _In|x| 1 1
=2 +-Infl+—],
X X X X
In | x
Ona lim ] =0.
x——-00 X

1
De plus, on a toujours 0 < In (1 +—
X

1 1 1
)g—etdonc—g—ln

1
(1+—)<0pourx<0.
x? X X x2

1 1
Donc, lim —In (1 + —) =0 (théoreme des gendarmes).

X—=00 X x2

Finalement,

lim
X——00

Alors,

In(x*+1) ~

X

xlirp@f(x) =0.
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Corrigé de I'exercice 3.9 page 144
n filx) =xlnx-—x.

La fonction x — xIn x est de la forme uv avec:

ux)=x

v(x)=Ilnx

;o u=1

;o V()=

&=

donc sa dérivée est :

! !/ _ 1_
Wwv+uv)x)=1xlnx+xx—=lnx+1

X
Ainsi,

fix)=Inx+1-1

soit | fi(x)=Inx
fi(x) =Inx.

1
folx) = % donc f; est de la forme 2 avec:

ulx)=Ilnx

v(x)=x

;U=

el

;o V=1
donc

, u'v—uv
i =2

(x)
1

;xx—lnxxl

x2

1-lnx
f)=—

E f3(x) =In(x?) donc f; est de la forme In u, avec

u(x) = x° et u'(x) =2x.
Donc

! u,
fg(x) = Z(x)

2x

= ?

; 2
f(x) = :

ﬂ fa(x) =Invx+1donc f; estde la forme Inu avec u(x) = vVx+1

u est de la forme /g, avec g(x) = x + 1 donc u'(x) = g = !
b 2V8 2vx+1
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Ainsi,

! ul
ﬁm:;m

1
_ 2Vx+1

X+

i

fi0 =577

n(x?+1)

1
E fs(x) =

u
5 donc f;5 est de la forme — avec:
xc+1 v

ux)=In(x*+1) et v@=x*+1.
u est de la forme In g, avec g(x) = x>+ 1 donc :

2x
x2+1

! u,
ux)=—(x)=
u
Ainsi,
uv-1v'u

f5’(x) = T(x)

2 x (x> +1)—2x xIn(x?+1)

_ x2+1
(x2+ 1)2

_ 2x-— 2xIn(x%2+1)
O (x2+1)2

, o 2x[1-In(x*+1)]
B0 == e

I f5(x) =In(Inx) donc f; est de la forme In u avec :
; 1
ux)=Inx et w(x-= s
Donc

! u,
&m:;m

1
x

“Inx

1
xlnx

fsx) =
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Corrigé de I'exercice 3.10 page 144

* f(=x) = f(x) etle domaine de définition de f est centré en 0.
La fonction f est donc paire. On peut donc I'étudier sur [0; +ool.

o lim (x*+1)=+o0

X—+00 T f() 5
InX = 1im X) =

im —2==9 X+oo

X—+00

In1
De plus, f(0) = nT - 0.

2x[1-In(x*+1)]
(x2+1)°

Sur [0; +oo[, 2x > 0 donc f’(x) est du signe de 1 —1In (x* +1).
1-In(x*+1)>0 < In(x*+1)<1

» D’apres 'exercice précédent, f'(x) =

— *+1l<el

— x’<e-1

— 0<x<ve-1

On obtient alors le tableau de variations page suivante.

X —00 -ve—1 0 e—1 +00o
f'(x) + 0 - 0 + 0 -

/e 0/'9_1\0/6_1\0

— _ln(e—1+1)
f( e—l)— e—1+1
AL
e
:e_1

,_.__
I
oA
~
H
oy
~H
y
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Corrigé de I'exercice 3.11 page 144

1 x+1
n Il faut que 1+— > 0, ou encore > 0. En étudiant le signe de ce quotient, on trouve :
X

@f:]—oo;—l[u]0;+oo[.

% -1

Hrw=—2-= -
1+1  x2(1+1)

1
On sait que sur Z¢, 1+ — >0 donc f'(x) <0.
X

Ainsi, f est strictement décroissante sur ]—oco; —1[ et sur ]0; +ocol.

1 1
lim —=0donc lim In 1+—):ln1:0.

X——00 X X——00 X
De méme, lim f(x)=0.
X—+00

1 1
lim —=-1let lim (1 + —) =0". Ainsi, lim f(x) = —oo.
x—-1Xx x—-1 X x—-1

x<-1 x<-1

.1 .
lim — = 400 donc lim f(x) = +o0.
x—»(()) X x—0

x>

X —00 -1 0 +00 |

F) 0 — - +00

\

Corrigé de I'exercice 3.12 page 144

g f est définie pour tout x tel que x*> —2x + 1 > 0, c’est-a-dire lorsque (x —1)> > 0.
Ainsi, 2 =R\ {1}.

e lim (x—-1) = —-oo et lim ln(x2 —-2x+1) = Ilim ln(xz) = +oo donc
— X——00 X——00 X——00

xgglmf(x) =—00|

* Par un raisonnement analogue, lirP f(x)=+o0|
X—+00

e f()=x-DIn[(x-1)?].
— Six>1, f(x)=2(x—1)In(x—1). Enposant X =x—1,ona f(X) = 2XInX avec

X —0quand x — 1. Or, }l(iLnOXlnX = 0. Ainsi, }}3 fx)=0|

x>1
— Six <1, f(x) = -2(1 —x)In(1 — x). Par un raisonnement analogue a ce qui
précede, en posant X =1—x, }Clil‘} f(x)=0]|

x<l1

2x—2

! _ 2 4 _ _
ff=In(x"-2x+1)+(x 1)Xx2—2x+1

2(x—1)?
(x—1)?
fl@=In[(x-1?%]+2

=In[(x- 1)2] +
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W Ff0>0 = In[x-1?]+2>0
= In[(x-1?]>-2
= (x-1)?%>e?

= x-1>-(e)*>0

= (x-1-e ) (x-1+e!)>0

X —© 1-e! 1 l1+e’! +00
x—1-¢e! - - - 0 +
x—1+e! - 0+ + +
f'(x) + 0 - - 0 +
fll-e)=0-e'-Din[(1-e"-1)’]
=-e'In(e?)
=—e 1x (-2
=2e" L
De méme, f(1+e7!)=-2¢e7L.
On en déduit alors :
X —o0 1-e! 1 1+e! +oo
+00

—00 —2e7!

2 -1

Corrigé de I'exercice 3.13 page 145

Bl On sait que lin})lnx = —oo donc lin})(elnx —X)=-00|
X— X—

On peut écrire :
f(x)—x(elnx 1)
= p )

. . 3 . Inx . Inx
On sait que (croissance comparée) : lim — =0donc lim [e— —1|=-1.
X—+00 X X—+00 X
Ainsi, par produit, lim f (x)=—
E ffy=—-1=—— A1n31, sur ]0;e[, f'(x) > 0 et sur Je; +ool, f'(x) <0 d’ot le tableau
X
de Varlatlons suivant :
X 0 e +00
f'(x) + 0 -
0
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ﬂ On remarque sur le tableau de variations que pour tout réel x strictement positif et
différent de e, f(x) <0. Ainsi:

fm <o,
c’est-a-dire :

elnt<m
soit :

Inn® <.

En composant par la fonction exponentielle, qui est strictement croissante, on a alors :

Soit :

\

Corrigé de I'exercice 3.14 page 145
g * On sait que f(0) =1 donc ae**°+ b =1, soita+b=1, ouencore b=1—-a.

1
* De plus, f(6) = 0 donc ae®* + b = 0, soit ae®* = —b = a— 1. Ainsi, e%% = 1 - - et

donc 6k = ln(l — l)
a

1 1
Finalement, k = —In (1 - —).
6 a

On obtient alors :

f)= aesn(1-2) 11 _ ¢

1
E 50% des bactéries disparaissent au bout de deux jours, donc f(2) = 2 soit :

Ainsi,

E Si on pose h(x) = xeéln(l_i], alors & est de la forme uv avec:
ulx)=x et v(x) = e3in(1-3)

avecu'(x)=1let:
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h(x)=wWv-uvh(x)

Ln

=1xe3 1 1 lln(l—%)

1
(1=%) 4 x x — x x e3
3x x-1

:e%ln[l_%) (1+ 1 )
3x—-3

Ainsi,

g =HKE-1 soft g’(x)=e%1n(1_%](1+3x1_3)_1

. 1
ﬂ a. ¢ lim (1+ ):1;
3

xX—+00 x—3

1 1
e lim (1——):1et)l(imllnX:0donc lim ln(l——):O.

X—+00 X X—+00 X

De plus, lime¥ =1 donc lim e3ln(i-3) = 1.
Y—0 X—+00

1
) =1, etdonc
3

8o q : lln(l—l)
Ainsi, par produit, lim e3 <1+
X—+00 3x—

Q / _
Jim g0 =0

-2
— <
9x(x—1)
De plus, une exponentielle est toujours strictement positive, donc g”(x) < 0 sur
11;+o00l.

Par conséquent, g’ est strictement décroissante sur ]1;+oo[ et donc, d’apres la
question précédente, g’'(x) > 0 sur cet intervalle.

b. Six>1,alors9x(x—1) >0 et donc 0.

On en déduit que g est strictement croissante sur ]1; +ool.

E g(1,3) = -0,00261269 > 0 et g(1,4) = 0,022087258 < 0 donc 0 est une valeur intermé-
diaire de g(1,3) et g(1,4).
De plus, g est continue et strictement monotone sur [1,3;1,4] donc d’aprés le corol-
laire du théoreme des valeurs intermédiaires, ’équation g(x) = 0 admet une unique
solution sur [1,3;1,4].

\

Corrigé de I'exercice page

Bl - Calculde lim1 f(x).
P

On sait (d’apres le cours) que )l(l_r% XIn(X) = 0; par conséquent, en posant X = x+1,
xlin_ll(x+ Din(x+1) =0.

De plus, xlin_ll(—Gx -1)=5.

Ainsi, par somme, xlin31 f(x)=5.
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* Calculde lim f(x).
X—+00

On commence par factoriser f(x) par x:

fx) :x(x—ﬂln(x+ 1)—6—1)
X X
1 1
:x((1+—)ln(x+ 1)—6——).
X X

1
lim (1 + —) =1let lim In(x+ 1) = +oodonc, par produit,
Xx—+o00o X X—+00

lim
X—+00

1
1+—)ln(x+ 1) = +o0.
x

1
De plus, lim (—6— —) =—6.
X—+00

= +00.

1 1
(1+—)ln(x+1)—6——
X X

Ainsi, par somme, lim
X—+00

On en déduit par produit, que thP f(x) = +o0.
—+00

¥J Calculons f'(x).

* On commence par dériver g : x — (x+1)In(x+1), qui est de la forme u x v, o1 :
ux)=x+1 v(x)=In(x+1)

u(x)=1 v (x) = b
x+1

Ainsi,

g =wWv+vu(x

1
=1lxIn(x+1)+(x+1)x
x+1
=In(x+1) +1.
* On en déduit la dérivée de f(x) par somme :

flo) =g x)+(-6x-1)
=ln(x+1)+1-6

f'(x)=In(x+1)-5

ﬁ » Déterminons le signe de f’(x). Pour cela, résolvons par exemple I'inéquation sui-
vante :

fl(x)>0 < In(x+1)-5

— In(x+1)>5

eln(x+ 1) > eS

— x+1>¢°

— x>e’-1.
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* On en déduit le tableau de signes de f’(x), puis le tableau de variations de f.

X -1 ed—1 +00o

f(x) - 0 +

! 5\ /+Oo

!
n * Montrons que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution sur —5;0

. Sur

cet intervalle,

— [ est continue et strictement décroissante;

1
— de plus, f (—5) =~ 1,65 et f(0) = —1 donc «0» est une valeur intermédiaire

1
entre f(_E) et f(0).
Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, 1'équation

1
f(x) = 0 admet une unique solution sur —3 ;0. Notons-la a.

Ala calculatrice, on trouve a = —0, 196.
* Montrons que ’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur [395;400]. Sur
cet intervalle,
— [ est continue et strictement croissante;
— de plus, f(395) = —2,36 et f(400) = 2,58 donc « 0 » est une valeur intermé-
diaire entre f (395) et f(400).
Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1'équation
f(x) =0 admet une unique solution sur [395;400]. Notons-la f.
Ala calculatrice, on trouve p =~ 397,397.

\

Corrigé de I'exercice page

Partie A

Bl hest dérivable sur ]0; +oo[ comme somme de deux fonctions dérivables sur ]0; +ool.

1 2x—1D2x>)—-4x(x*>-x+1)
h'(x)=—+ I

4x3 —2x% —4x3 +4x%—4x
+
4x4

x—=2 |2x%+x-2
2x3 2x3

1n




Le discriminant du polynéme P (x) = 2x%+x—2est:

A=1-4x2x(=-2)=17.

Il a donc deux racines :

~1-V17 ~1+V17
T4 BT T

X1

P(x) est du signe de « 2 » a I'extérieur des racines; or, x; < 0.
Ainsi, h/(x) <0sur]0;x[ et A’ (x) > 0 sur | xo; +ool.

E On a le tableau suivant :

X 0 X2 +00

h(x) - 0 +

h(x) T —

RN e
4

2 ~ 0,43 > 0.
z(m—l
4

h(xg) = ln(

Ainsi, h(x) > 0 sur ]0; +ool.

Partie B

g f est dérivable sur ]0;+o0o[ comme somme d'une fonction dérivable sur ]0;+oo[
(x — —x) et d'un produit de deux fonctions dérivables sur ]0;+oo[ (x — x*+ 1 et

x—Inx).
/ 2 1
fl(0) =2xInx+(x +1)x;—1
x2+1
=2xInx+ —
X
*—x+1
=2xInx+ ——
X
2
, x —x+1)
x)=2x|lnx+ ——
f ( 2x2
Ainsi :
G x-x+1
Vx>0, f(x)>0<2x lnx+2—2 >
X

—2xh(x)>0

<~ h(x)>0.
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E Dans la partie précédente, nous avons vu que sur ]0; +oo[, h(x) > 0.

Ainsi, f est strictement croissante sur ]0; +oo|.

a. f(x)=xxxlnx+Inx-x.Or, hmxlnx Oetlimlnx = —oo.

x—0
Ainsi, | lim f(x) = —
x—0
1
b. f(x)=x (x+ ;)mx—l .
1
Or, 11m (x+ —|=4+oc0et lim Inx=+oo.
+00 X X—+00
1
Ainsi, lim (x+ —) Inx—1| = +o0.
X—+00 X
Onadonc:| lim f(x)=
X—+00
c. On ale tableau suivant :
X 0 +00
f'(x) +
+00
f(x) oo —

a. f estdérivable et strictement croissante sur ]0; +oo].
De plus, lim f(x) <0et lim f(x)>0.
x—0 X—+00
Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une
unique valeur a sur ]0; +oo[ telle que f(a) =
b. f()=2Inl1-1=-1<0et f(2)=5In2-2>0doncl<a<2.
c. al’aide dela calculatrice, onaa = 1,6.

Corrigé de I'exercice page

a. g'(x) =e*(1+x) donc g’'(x) > 0 sur [0; +oo].
Ainsi, f est strictement croissante sur [0; 4+co].

b. g est continue et strictement monotone (croissante ici) sur [0; +ool.
De plus, g(0) = -1 et g(1) = e—1 > 0. Donc, d’apres le corollaire du théoreme
des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur o sur [0;+oo[ telle que
g(a) =0, soit ae* = 1. On trouve o = 0, 567.

c. gestcroissante et g(a) =0 donc g(x) <0 sur [0;af et g(x) > 0 sur Ja; +ool.

hm f (x) = +o0 ‘

a. hn}) Inx =—-ocoet hn})e =1 donc, par somme,
X— X—

On peut écrire :

Inx e X
De plus, hm —=0et lim — =+o00,s0it lim — =0.
X x—+00 x x—+oo e¥

Par produ1t, ona XEIPW fx) =
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1 xe*-1 _ g(x)

b. f'(x)=e*——=———=2—_Ainsi, d’aprés la question 1, on a:
X X X
X 0 o +00
f'(x) - 0 +
+ +
f (0, @) _ f((X) . oo

c. f(a)=e"-Ina

1 1

=——-In— d’apres la question 1.b.
o e
1

=——Inl+Ine"
x
1

m=—+a

[0

De plus, avec a = 0,567, on a m = 2,33. D’ol1 le résultat demandé.

B Une équation de la tangente est :

y=f'a)(x—a)+ f(a) , a

I
=

Ainsi,

y=FOx-D+f()
=(e-1x-1+e-Inl
=(e-1)x—e+1+e

ly=(e-1x+1]|

Notons A(x;0) le point d'intersection de 9 avec I’axe des abscisses. Alors,

1
(e-Dx+1=0e|x=—
1-e

Cr

9

4
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Corrigé de I'exercice 3.18 page 147
Bl f)=1 < kin(a+b) =1

1
= ln(a+b):E

1
— |a+b=exk

ka , ka
ax+bdoncf(1)_1 — P

~— ka=a+b

Brx-=

~— ka-a=b»b
— (k—1a=>»b
b
k-1

— |a=

b
B En remplacant a par PR dans I'égalité obtenue a la question ., on obtient :

b o b b L blke=D) _ (k—Det
k-1 k-1 k-1 k-1
— b+bk-1)=(k-1)eF

<~ bk=(k- l)e%

(¢°]
b Ll

<~ |b=

1 1 k-1
= x b, on en déduit que a =

b
Commea—m 1
k—1:

L Y
ek, soit apres simpli-
fication par

k-1 1
P a fO)=klnb avech= ek = (1——)e%

[ 1
= kIn (1——)e%

— kIn[1-=|+kIne*

1
=kln|1-=|+kx=
n % + Xk

fO =kIn|1-=|+1

1
b. On souhaite voir sil’équation kIn (1 - E) +1 =0,5 admet une solution.

kln(l—%)+1:0,5 = kln(l—%)+0,5:0.
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Posons alors : .
glk) = kln(l = E) +0,5.

Alors,
1 1
_ k
g’(k)—ln(l—E)+kx 1_%
=In (1 1) + !
B k -1
et donc: .
1 _ ﬁ _ 1 — 1
g0 1-1 (k-12  k(k-D1?
Ainsi, g’ (k) est du signe opposé a k. Notons au passage que g n’est pas définie
sur ]0; 1[.

Par conséquent, si k < 0, g’ (k) > 0 donc g’ croissante. Or, si k est trés proche de

1 1
—00, T est proche de 0 et donc In (1 — E) est proche deln1=0.

Ainsi, g'(k) > 0 donc g est strictement croissante.

De plus, g(-1) = -In2+0,5 <0 et g(-0,2) = -0,2In(6) + 0,5 = 0,14 > 0. g étant
continue et strictement croissante sur [—1;—0,2], d’apres le corollaire du théo-
reme de la valeur intermédiaire, il existe un unique k sur [-1;-0,2] tel que
g(k)=0.

Remarque 24

Inutile de regarder sur |1;+oo[ car une valeur de k nous suffit. Mais si
I'on regarde sur cet intervalle, on voit qu’il n’y a pas de valeur possible car

1 1
1—%<1doncln(l—E) <0etdonc g(k) <0,5.

La calculatrice nous donne : k = -0, 4.
\,

Corrigé de I'exercice page

X

<lnx<0carx>0

=2x—-4xInx-2x
o0<x<e

‘h’(x) = —4xlnx‘

De plus,
¢ lim h(x) = lim (x* =2x*Inx +1) = 1 car lim x" In x = 0.
x—0 x—0 x—0
e h(1) = 12(1—21n1)+1) =1+1=2.

* lim (1-2Inx)=-coet lim x*=+ocodonc par produit, lim &(x) = —oo.
X—+00 X—+00 X—+00
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D’ou le tableau suivant :

X 0 1 +00
K (x) + 0 -
/ 2

b. h est continue et strictement décroissante sur [1;+ool.
De plus, (1) =2 et xlirP h(x) = —oo, donc d’apres le corollaire du théoreme des
—+00
valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur o > 1 telle que h(a) = 0. A la

calculatrice, on trouve :
a=1,895

c. De ce qui précede, on déduit le tableau suivant :

X 0 (04 +00
h(x) + 0 -

/ 2 1
P a gd=-2xInx+0-x )><;+2x

_ —2x°Inx+1-x%+2x>

X
—2x%Inx+x%+1

g (x) =

e —2lnx)x%+1
B X

g’(x) — @

Ainsi, g’(x) est du signe de h(x) (car x > 0).

De plus,
e lim(1—x%) =1etlimlnx = —oco donc lim(1 - x*)In x = —oo.
x—0 x—0 x—0
De plus, lirr(l) (x? +1) = 1 donc par somme, lirr(l) g(x) = —o0.
X— X—
° g(@)=2,9>0

o g(x)=x?

1 1
?—1 lnx+1+; .

1
lim |— - 1) =-let lim Inx=+oo donc par produit,
x—+oo | x x—+

1
lim —Z—I)Inx:—oo.
xX—+oo\ X'

1
De plus, lim (1 + —2) =1 donc par somme,
X—+00 X

= —0OQ.

[( 1 1
lim ||—=-1|lnx+1+—
x—+oo | | x2 X2

Ainsi, par produit, xl—l»IPoo g(x) = —o0.

D’ou le tableau page suivante.
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X 0 x +00
g'(x) + 0 -

0
g | _ o _——— 8@W>0__

b. Sur ]0;af, g est continue et strictement décroissante. De plus, liII(l) g(x) =—ooet
x—>

g(a) > 0 donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe une unique solution f sur ]0;«[ a '’équation g(x) = 0.
Il en est de méme sur Jo; +oo[. La solution est alors notée .

p~0,301 et y=3,319
Nous savons donc que :
gP)=0 donc: (l—ﬁz)lnﬁ+ﬁ2+1:0,
Ainsi,

o[2)=(1- L)t s L os

p pz) B P?
pz -1 “+1
= B x(—lnﬁ)+ﬁ?
1) (0-p)Inp+p*+1
g(ﬁ)‘ p2
_ 8P
=
=0.

1
Ainsi, = est solution de I'équation g(x) = 0. Or, cette équation n'admet que deux

1 1
solutions : f et y. De plus, p # E doncy= E

E f'(x) h, Inx+1)(x%+1)-2x%Inx
(x2+1)2

_Inx—x*Inx+x*+1
B (x2 +1)2
B 1-x3)Inx+x2+1

- (x2+1)2

g(x)
(x2 +1)?

flx) =

Ainsi, f'(x) est du signe de g(x) d’out:

X 0 p 3 +oo
f'(x) - 0 + 0 =
f@ | O ——— ¢ f@—

178




ﬁ @4‘1 [52
Inp B2
_?Xlﬂﬁz
_ Plnp
T OB+l
=-f(P).
\
/

Corrigé de I'exercice 3.20 page 148
Partie A

Bl lim(1-xe)=1
x—0

lim(-2lnx) = +oc0
x—0

} par somme, lin}) g(x) = +o0
X—

lim (1-xe)=-o0
X—+00

lim (-2lnx) =-oc0
X—+00

E g(x) = u(x) + v(x), ou u(x) =1-xe et v(x) = —2Inx. u et v étant deux fonctions stric-
tement décroissantes sur ]0; +oo[, g est strictement décroissante sur ]0; +oo[ (comme
somme de deux fonctions strictement décroissantes sur le méme intervalle).

Sur

° g est continue et strictement monotone (décroissante ici) ;

} par somme, xl_l,rfl g(x) =—o0

)

1
2

1 e
o g(g) :1—§+21n2: 1,03>0etg(l)=1-e<0
Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une

1
2

unique valeur a dans telle que g(a) = 0.

Al’aide de la calculatrice, on trouve : o = 0, 67.
ﬂ On déduit de ce qui a été dit précédemment le tableau suivant :

al 0 a +00
g(x) + 0 _
Partie B
g lin(1)(1nx+ xe) = —oco
xX— . - —
lim %% = 0* donc, par quotient, | lim f(x) = —c0
x—0
Inx Inx
X|\=——+e€ == +e
f(X) = ( X > ) = 2
X X

. Inx _ Inx

lim — =0donc lim [— +e|=e . .
x—+00 X x—+oo| x donc, par quotient,| lim f(x)=0
Jim x = +oo0 X—+00

—+00
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x? (1 +e)—2x(nx + xe)

fl(x) = =
X+ x’e—2xInx-2x%e
= ”
_ x-x?e-2xInx
= i
_ x(1-xe—-2Inx)
= i
_1-xe-2Inx
=—
g(x)
fo="F
On déduit alors de la partie A le tableau suivant :
X 0 (04 +00
f'(x) + 0 -
f(x) —oo I f(a) — 0

E «a est la valeur pour laquelle g(a) = 0.

—lna=
Ainsi,

Ina+ae
o~

flo) =

1-ae
— + e

o2
1 1-ae+2ae
_X—
o 2
1+ae
202

fl) =

\

1-ae

g)=0<—=1-ae—-2lna=0
— 2lna=-1+ae

= ————, d’apres I'égalité (1)

(E)

Corrigé de I'exercice 3.21 page 149

I} Démontrons par récurrence les résultats.

1
coté du cube donc L; = 5 371,

180

 Al'étape p = 1, il y a 20 cubes remplis (il suffit de compter). Donc N; = 20.
De plus, la longueur du c6té du carré de base des cylindres représente le tiers du




* Supposons qu'al'étape p—1,N,_; =207 "' etL,_; =377V,
La fractale étant auto-similaire, a chaque cube de I'étape p—1, on fait ce que 'on
a fait au premier cube donc:

N, =20 xN,,_; =20 x 20"~ = 207.

De plus,
1

Lp=3Llp-1= 37! x3~(P~DEgep,
L'hérédité est vérifiée.
La propriété est donc vraie pour tout entier p > 0.
Par définition, on a:

. InN,
d=- lim
p—+oo\InL,
. (In(207)
=— lim
p—+oo\In (377)

In(20
d=- lim L()) car In(a”) = pln(a)

p—-+oco ( -pIn(3)
(ln(20) )
In(3)

= lim

p—+00
In20
;_In20
In3

\

Corrigé de I'exercice 3.22 page 150

1 1-(1+x -X
g flx)= T 1= 1(+ ) = o d’ou1 le tableau suivant :
X X X
X -1 0 +00
f'(x) + 0 -

f0)=In(1+0)—0=In1=0.

Ainsi, pour x > -1, f(x) <0.
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E Notons &2, : u, > 0.

¢ Initialisation : au uy = 1 > 0 donc la propriété est vraie au rang initial.
* Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, &2 soit vraie. Alors :

Uup>0 <= ur+1>1
— In(ur+1)>Inl

<~ U4+ >0.

L’hérédité est alors vérifiée.

Ainsi, pour tout entier naturel n, u, > 0.

ﬂ Pour tout entier naturel 7,
Upe1 — Up =In(Uup + 1) — up = f(uy).

Or, d’apres la question précédente, u,, > 0 donc f(u,) < d’aprés les variations de f sur
[0; +o0l.
Par conséquent, u,+1 — U, < 0; la suite (1) ,en €St donc décroissante.

La suite est donc décroissante et minorée par 0. Toute suite décroissante et minorée
converge donc (u,) ,en, €lle converge.

ﬂ On pose £ = lim u,. Par définition,
n—+oo

lim ;= lim u,=2¢
n—+oo n—+oo

donc:
lim In(u,+1)=~¢.
n—+oo

La fonction x — In x étant continue sur ]0; +oo],
lim In(u,+1)=In( im (u,)+1)=In¢+1)
n—-+oo n—+00
donc:
Inl+1)=2¢ soit In+1)-¢€=0

ou encore: f(¢) =0.

D’apres les variations de f, il n'existe qu'une valeur de x pour laquelle f(x) =0: c’est
x=0.

Par conséquent, £ = 0. La suite (u,) ,en converge donc vers 0.

Corrigé de I'exercice page

n Pour n =0, ug =5e =~ 13,59 > 5 donc l'initialisation est faite.
Supposons que pour un entier k fixé, u; > 5.
Alors, 5uy > 25 et /5uy > 5, soit Uy = 5.
L'hérédité est alors vérifiée; ainsi, pour tout entier naturel n, on a bien u, > 5.
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Pour tout entier naturel n,on a:

Up+1 — Up = \/OUp—Up

(\/m_ un)(\/%"‘ un)
VU, + Uy
Sup—u?

B Vouy,+ uy

Un(d-—uy)

B Vou,+ uy

< 0 car u, > 5 d’apres la question précédente.

Ainsi, (u,) ,en €St strictement décroissante.

E La suite (1) ,en €St minorée (par 5) et décroissante, donc elle converge.
ﬂ a. Vyy1 =In(u;11) —Inb
=In+/5u, —In5

1
= Eln(Sun) —In5
= —(In5+In(u,)) —In5
1
= —1In(u,) —ElnS
= —(In(u,) —In5)

= — o
21’1

- W . . . 1 .
Ainsi, (V) ,en €St une suite géométrique de raison g = 5 et de premier terme :

vy =In(ug) —In5=In(5e) —In5=In5+Ine—In5=Ine=1.

1
b. v, = vy x q" = — car (vy) ;e €St géométrique.
q"=; g q

De plus,

v, =In(u,;) -In5 < In(u,) = v, +1n5

U, = e1/,,+1n5

U, = e”" . eln5

L
<~ | u, =5e2"

1
c. lim — =0donc lim u,=5€e=5.
n—+oo 2N n—+oo
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E D’apres la question précédente,

(n+1) facteurs

Up X Uy X Up X =+ X Up
P, = on
5e"0 x 5eV!l x 5e?2 x --- x 5elr
= o

5)’L+1el/0+l}1+112+-"+l/n

57’1

Vo+V1+U2+ -+
=5e 0TV1TL2 n.

(Vn) nen €tant géométrique,

Vo+ V1 +UVUp+---+Uy="1pX = 1
1-¢g =&

1-g™! 11— 1
q 2 1:2(1— )

Ainsi,
P,= 562(1_2’1%1) .

Or, lim =0donc:

n—-+oo 2n+1

lim P, = 5e?
n—+o0o

Corrigé de I'exercice 3.24 page 151
B8 On peut écrire :

In[x*(1+ %)] In(x*) +In(1+ %)
(p(x) = e =

Inx 1
—2—+—ln( )
X X X

X

Or,

. Inx
e lim — =0 (cours)
X—+00 X

X—+00 X Xx—+00

1 1
e lim —=0donc lim ln(1+ ) In1=0.
X

1
Par produit, 11m = ln (1 + ) 0.
oo X x

Finalement,

Jim 90 =0

a. Nous avons, pour 7 fixé :

e lim 2x-2)=+o0;

X—+00
_ , In(x*+1)
¢ lim In(x"+1)=+ocodonc lim ———= =+co (car n>0).
X—+00 X—+00 n
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Ainsi, par somme,

xgrpw fn(x) = +00.

2x
b. La dérivée de x — In(x? + 1) (fonction de la forme In ) est la fonction x — 711

¥ x°+
(—).

u
Ainsi,

250
!
X)=2+—75—.
I n(x?+1)

c. Dela question précédente, on peut déduire que pour tout entier naturel 7,
f(x)>0.

D’ou le tableau de variations suivant :

X 0 +00

In(0*+1)
—>=

fn(x) -2 _—— too ° fn(O):2X0—2+

d. Lafonction f;, est continue et strictement croissante sur [0; +oo].
De plus, « 0 » est une valeur intermédiaire entre f;,(0) = -2 et xlir+n fn(x).
—1+00

Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires (théoreme de
la bijection), I'’équation f;,(x) = 0 admet une unique solution, que I'on notera a,,
(pour renforcer le fait que cette valeur dépend du nombre n), sur [0; +oo].

In(1*+1) In2

e. fr)y=2x1-2+ = — > 0. Donc «0» est une valeur intermédiaire

n
entre f,(0) et f,(1).
Ainsi, o, €]0;11.
E D’apres la question précédente,
fulap) =0
In(o? +1
— 20, -2+ M =
n
In(o? +1
In{a; +1) =2-2ap
n
= |In(od+1)=2n(1-ay,).
Nous avons :
In(o? +1)
fn+1(0p) =20, -2+ il
2n(l-«
=20, -2+ (fln) (d’apres la question précédente)
n
2n(l-a
=-2(1-ay,)+ 2n(1-on)
n+1
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Fat ) = (1= a) |24 22
n+1 n) — n n+1
-2n—-2+2n
=(l-ap)|—————
n+1l
_ -2(1-ay)
a n+l
—-2(1-«
Or,0<ay, <1donc 1—ay,>0.De plus, n>0d0nc% <0.
n
Ainsi, fj+1 () <0.
P4  a. alaide dela calculatrice, on trouve :
a; =0,77 ; oy = 0,92 ; a0 = 0,97.

b. La fonction f; 4+ est strictement croissante sur ]0;1[.
De plus, f,+1(a,) < 0 donc I'image de a, par f,+1 est négative, ce qui signifie
que la solution a I'’équation f;,+;(x) = 0 est supérieure a «,.

Ainsi, a1 > ay. La suite (a;)est donc croissante.

c. Onsaitque 0 < a, < 1 donc la suite (a,;) est majorée. De plus, elle est croissante.
Or, toute suite croissante et majorée converge.
Donc (a;) converge.

. . In(x*+1)
d. lim f,(x)=2x-2car lim ——==0
n—+oo n—+oo n
Or, a, représente la solution unique a I’équation f,(x) = 0. Donc, si on pose
¢= lim «,, alors
n—+oo

nEerfn(x) =0=>x={.

Or, lim f,(x)=2x-2donc2¢—-2=0,soitl=1.
n—+oo

Ainsi, lim «, =1.
n—+oo

\

Corrigé de I'exercice page
g Un programme possible est le suivant :

Code Python 3-8

= log(l + 1/u)
(w)
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Les derniers termes affichés sont :

.8064660055835747
.8064659864474527
.8064659995826947
.8064659905665218

.8064659967553208
.8064659925072619
.8064659954231757

On peut ainsi conjecturer que la suite converge vers une limite dont une valeur
approchée est 0,806.

Montrons que v, < 1 pour tout entier naturel n.
Initialisation: vg = ug=1< 1.
Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, vy < 1. Alors,

V<1 <= up <1

— —2>1
Uk

1
— 1+— =2
Uzk
1
ln(l + —) >1n2
Uz

U1 = 1In2

1 1

< —
Upks1  In2

110

1+

1
<l+—
Upks1 | In2

1 1
vkglﬁln(l+ )gln(1+—)
Upk+1 In2

1
< Uoj42 gln(1+—) <1
In2

— Vi <L

L'hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour tout entier naturel n, v, < 1.

1
Posons f : x-—»ln(1+—).
X

1 1
Alors, f(x) =Inu(x), avec u(x) =1+ p etu'(x)= =z Ainsi,

1

/ X2
f(X)_1+1'

=1

1 1
Inutile ici d’aller plus loin car x > 0 donc 2 <0etl+ p > 0. Donc f’(x) <0.

Ainsi, [ est strictement décroissante sur ]0; +ool.




E Montrons que (v,) est décroissante par récurrence.
°* yy=up=1etv; =ux=0,89 donc v; < vy.
* Supposons que pour un entier k fixé, vy, < vg.
Alors, Uyx+1) < Uz et donc f(uyx+1)) > f(u2i) (car f est décroissante), soit :

Upf+3 > Udf+1-

Donc f(uzk13) < f(Uzk41), SOIt Upgrg < Uy, OU ENCOTE : Vo < Vsl
Lhérédité est donc vérifiée.

Ainsi, (v;) est décroissante.

E Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, w, < v;,.
e Initialisation: vg=1et wy = 0,69 < vg.
* Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, wy < vg.

Wk S Vg < Upk+1 < Unk
<> f(upr+1) = f(upr) car f est décroissante
= Upk+2 2 Uzk+1
— f(uzks2) < f(Up41)
> Upk+3 S Uzk+2

= Up(kr)+1 S U1
= Wit < Vk+1-

Lhérédité est alors démontrée.

Ainsi, pour tout entier naturel n, w, < v;,.

On démontre facilement (par récurrence encore) que u, > 0; en effet, uy > 0 et si
1 1
up>0alors1+— >1etdonc ln(l + —) > 0, soit U1 > 0.
Uk Uk
Ainsi, pour tout entier naturel 7,

O<w,<v,<l. (1

(wy,) est croissante et majorée par 1, donc elle converge.
(v,,) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge.

De plus, lim v, = lim wuy, et lim w, = lim uy,+; donc (u,), (v,) et (w,) ont la
X—+00 X—+00 X—+00 X—+00
méme limite. Notons-la £.

La fonction In étant continue sur ]0; +oo|,
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Corrigé de I'exercice 3.26 page 152

Partie A
. 1 . 1
Bl lim (—) =0donc lim ln(1+—) =In1=0.
Xx—+oo\ x X—+00 X
. (1 .
lim (—) = +oo donc lim f(x) = +oo.
x—0\ Xx x—0
x>0
1
=B -1
B fw=—5= 1)
1+ e x2 (1 ate ;)

1
On sait que sur R}, 1+ — >0 donc f'(x) <0.
X
Ainsi, f est strictement décroissante sur ]—oco; —1[ et sur ]0; +ocol.

E On a le tableau suivant :

X 0 +00
f e —
Partie B
M gw=fmw-1
X2+ x
_-l-x*-x . x*+x+1
x(x+1)  x(x+1)
Or, le discriminant de x>+ x+1 étant A = =3 < 0, ce polynoéme est toujours strictement

positif.
De plus, x(x + 1) > 0 sur R} ; donc g'(x) < 0 sur RY.
g est donc strictement décroissante sur R .

PJ g est strictement décroissante et continue sur [3;1].
De plus, g(3) =In3-1 ~0,6 et g(1) =In2 -1~ —0,3. Donc 0 est une valeur intermé-
diaire entre g (3) et g(1). D’aprés le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
il existe alors une unique valeur o sur [% ;1] telle que g(a) = 0.

g)=0= f(x)—x=0<= f(x) ==x.
Ainsi, o est aussi I'unique solution de I'équation f(x) = x sur [% ; 1].

Partie C
ﬁ Vo= Uy = 1.

1
vi=up=f(u)=f(f(u)) = f(f(1) = f(n2) =1n(l+ﬁ) ~ 0,893.

v2 = ug = fus) = f(f(u2)) = f(£(0,893)) = £(0,751) = 0,846.
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E Un+1 = U2(n+1)
= Uzn+2
=un+2 , N=2n
= f(un+1)
= f(f(un))
Un+1 = f(f (u2n)
E On pose (£2;,) la propriété : « % KVpe1 SV <o,
o Initialisation.
D’apres la question 1, % <<yl
Par conséquent, (£2,) est vraie pour n = 0.
o Hérédité.
On suppose que (2?;,) est vraie pour un 7 fixé. Montrons que (£,,+1) |'est aussi.

SUpr1SVp<1

— —<Up2<S Upp <1

N =N =

= f(%) > fugn+2) > flupn) < f(1)  car f est décroissante

= 1(f(3)) < Frwena) < £ (Fun) < s

Or, vy41 = f(f(uzp)) et donc vys141 = f(f (U2(n4+1))), S0it Vpi2 = f(f (U2n+2)).
= 1(7(3)) € vz < v < 170D

Or, f(3) =In3 donc f(f(3)) =In(1+5) = 0,65> 1.

De plus, f(1) =In2 donc f(f(1)) =In(1 + ;) ~ 0,89 < 1.
1

(:)Egvn+2<1/n+1<1

Lhérédité est alors vérifiée.
Ainsi, (22;,) est vraie pour tout entier naturel 7.

ﬂ De la question précédente,n on déduit que (v,) est décroissante (v, +; < V) et mino-
rée.
Or, toute suite décroissante et minorée converge.
Donc, (v,) converge.

E Uy = Uy ainsi, lim v, = lim wuy, = lim u,.
I’l—>+00 n—+oo n\—>+oo X X
Notons ¢ cette limite. Alors, ¢ > 0 d’apres la question 3 de cette partie.

Or, up+1 = f(u,) donc:
i e = Jim o

— lim u,+ :f( lim un) car f est continue
n—+oo n—+oo

= 0= [0
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Or, nous avons montré que I’équation f(x) = x admettait une unique solution sur R} :
Q.
Ainsi, ¢ = «a.

La suite (v,) converge donc vers «.

Partie D

n La boucle « Tant que » a pour but de calculer les termes de la suite (v,) ; en prenant 1
terme sur 2 de la suite (u;), on obtient ceux de (v;).

En ayant un terme v, = uy,, pour obtenir v,4;, on doit calculer f(v,) (ligne 9) puis
f(f(vy) (ligne 10), d’ou les lignes 9 et 10 identiques.

E On peut remplacer ces deux lignes par :
a — 1n(1+1/1n(1+1/a))
ﬂ En Python, cet algorithme donne :

Code Python 3-9

math log
a, n,d=1, 0, 1 # a
d > 10**(-6):
d = a
log(1l + 1/a)
log(l + 1/a)
=n + 1
d - a

1
2
3
4
5

~N O

© o

Ce programme renvoie la valeur : 0.8064664829440021, ce qui nous permet de
conclure que la valeur approchée de ac 2 1076 pres est :

a = 0,806466
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| - Fonctions sinus et cosinus

| . 1- Parité

J

Définition 15
* On dit qu'une fonction est paire si son domaine de définition & est centré en 0 et si,
pour tout x dans 9, f(—x) = f(x).

* On dit qu'une fonction est impaire si son domaine de définition 2 est centré en 0 et
si, pour tout x dans &, f(—x) = —f(x).

|

Propriété 22

* Lafonction x — cos x est paire.

* La fonction x — sin x est impaire.

Démonstration 1
e Fonction x — cos x.
Son domaine de définition est R, donc centré en 0.
De plus, nous avons :

Ainsi, cos(—x) = cos(x). La fonction x — cos x est donc paire.
e Fonction x — sin x.

Son domaine de définition est R, donc centré en 0.

De plus, nous avons :

M'(-x)

Ainsi, sin(—x) = —sin(x) (car M et M’ sont symétriques par rapport a 1'axe des abs-
cisses). v
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| . 2 - Périodicité

Définition 16

On dit qu'une fonction f est T-périodique si son domaine de définition & est centré en 0 et
si, pour tout réel de 9,

fx+T)=f(x).

Les fonctions x — cos x et x — sin x sont 2n-périodiques.

Démonstration 2

La longueur du cercle trigonométrique est égale a 2. Ainsi, les nombres x et x + 2w auront la
méme image sur le cercle trigonométrique, ce qui signifie que :

cos(x) = cos(x + 2m) et sin(x) = sin(x + 27).

De plus, les deux fonctions sont définies sur R (qui est centré en 0).
Donc x — cos x et x — sin x sont 2n-périodiques.

Remarque 25

On peut aussi dire que les fonctions sont périodiques de période 2m.

| . 3 - Courbes représentatives

* Le fait de dire que les fonctions x — cos x et x — sin x sont 2n-périodiques signifie que si on
prend n'importe quel intervalle d’amplitude 27, le motif de la courbe représentative trouvé
sur cet intervalle pourra se répéter.

On peut alors tracer les courbes représentatives sur I'intervalle [—7t; ], et déduire la totalité

2km
des courbes par translations de vecteurs 1_[( 0 ), kez*.

* Le fait de dire que x — cosx est paire signifie que sa courbe représentative est symétrique
par rapport a I'axe des ordonnées (car f(—x) = f(x)).
De plus, le fait de dire que x — sinx est impaire signifie que sa courbe représentative est
symétrique par rapport a I’origine du repére (car f(—x) = — f(x)).
On peut alors tracer les courbes représentatives sur I'intervalle [0; 7], et déduire les courbes
par symétries (axiale ou centrale).

Au final, les courbes représentatives sont les suivantes :

sin x ‘ A — Motifs répétés par translations

- 3 : _x n : 3 .
}7( _TH | 7T 72T 0 g\\n 7n 27
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| . 4 - Dérivées

Propriété 24

* La dérivée de la fonction x — cos x est la fonction x — —sin x.

» La dérivée de la fonction x — sin x est la fonction x — cos x.

Remarque 26

Un moyen mnémotechnique pour se souvenir de cette formule est de dire que dériver revient
a tourner de 90° dans le sens des aiguilles d'une montre :

ASin \

—cos 0 cos

—sin /

Il - Equations et inéquations

Il . 1 - Equations du type cos(x) = a

A Sin

—cos 0 —x cos

Q_______ [ — ---- - - (R —

—sin

L'équation cosx = a, o1 —1 < a < 1, admet au maximum deux solutions sur |—m;m] : x; et —x;
(représentés ci-dessus sur le schéma).

&

1 . A P
Dans le cas ou a est une valeur remarquable (0, ii’ 17 ou *1), 'équation peut étre résolue

facilement.
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COS X =

Si a n’'est pas une valeur remarquable, on ne peut résoudre I'’équation qu’en donnant des valeurs
approchées, sauf dans certains cas ot I'énoncé nous guide pour trouver des valeurs exactes.

Exemple 24

On souhaite résoudre 'équation cos x = 0,3 sur |—7; 7].
On peut utiliser :

* la calculatrice : on entre la fonction f(x) = cosx —0,3, on trace la courbe puis on
demande les racines (« ROOT ») [ on adapte en fonction du type de la calculatrice].

GRAPH 85SD GRAPH 85 SD GRAPH 85 SD GRAPH 85 SD

rarh Func _3t= Vi=cos H-8.3 Vi=cos H-8.3 Vi=cos H-8.3

Gi
¥iBcos w“-A.3
e

S

#=-5.01T08163Y V=0

N

H=-1.266103673 V=0 #=1. 266103673 ¥=0

GRAPHIQUE USB. GRAPHIQUE USB. GRAPHIQUE USB.

9000

b o e
OV000
e e

V00 _
ceooca
Yowod
0ODOD

V00 _
ceooca
e
0ODOD

* lelogiciel Xcas:

B Xcas 1.4.9-57 (winBd) — O
File Edit Cfg Help Toolbox Expression Cmds Prg Graphic Geo Spreadsheet Phys Highschool Turtle
Unnamed

7| save | Config - exact real RAD 12 xcas 4.125M | Kbd |
|l|fsolve (cos(x)=0.3,x,-pi..pi, newton solver)

| [-126610367278, 126610367278 ] M

* Python:
Code Python 4-10

math cos,pi
scipy.optimize
bisect

x : cos(x) - 0.3
bisect (f,-pi,0)

(a)

On sait (par lecture graphique) qu'il
y a 2 solutions opposées, donc trou-
ver la solution négative (par exemple)
suffit. On utilise alors la fonction
bisect (fonction, x0 , x1 du mo-
dule scipy.optimize, ou x0 et x1
sont les bornes de I'intervalle dans le-
quel se trouve la solution de I'’équation

f(x)=0.

\ 4
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Il . 2 - Inéquations du type cos(x) < a

A Sin

M;

&

—cos 0 cos

V\_
|
&

&_______ - ----- (-

—sin

Si x; et —x; sont les solutions de I'équation cos x = a sur ] —m; ] alors 'inéquation cos x < a a pour
ensemble solution :
=1 —x1] U [x9;7].

V3 n i
COSXS — — xe]—n;——]u[—;n].
2 6 6
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B EXERCICES

Equations et inéquations trigonométriques

Exercice 4.1 (équations trigonométriques) '

Résoudre sur [0;27[ les équations suivantes.

1 1
I8 cosx == 2 sinx ==
. .
Solution page 203
Exercice 4.2 (équations trigonométriques) '
Résoudre les équations suivantes sur | — ;7] :
3 2
cos(x) = —% A sin(x) = %
Solution page 203
Exercice 4.3 (équation se ramenant au second degré) '
Montrer que V16 +8v/3 = 2 +2V/3.
Résoudre sur [0;27] I'équation :
4cos®(x) + 2(\/5— 1) cos(x) — V3 =0.
Solution page 203
Exercice 4.4 (équation se ramenant au second degré) '
On considere I’équation d'inconnue x suivante :
81510 4 g1°05°(® = 30, (E)
Résoudre I'équation :
v*—30v+81=0.
En déduire les solutions de (E).
Solution page 204
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Limites

e Exercice 4.5 (avec le cosinus) '

Calculer les limites suivantes :

cos(3x) -1 cos(3x) -1
lim S50 =1 B tim $G9 1
x—0 3x x—0 X
Solution page 205
!
sin(5x) ) 3x . X
i 2 lim —
}cl—r»r(l) 5x P sin(3x) El x—08in(7x)
Solution page 205
Etude de fonctions
Exercice 4.7 (calcul trigonométrique) '
Soit f la fonction définie pour tout réel x par :
f(x) = (cosx +sinx)” + (cos x —sinx)°.
Montrer que f est une fonction constante.
Solution page 206
e Exercice 4.8 (étude d’une fonction) '
On définit la fonction f par:
Fl) = COS X
1+sinx’
Déterminer le domaine de définition 2 de f.
E] Montrer que f est périodique.
T 371
Déterminer f’(x), puis en déduire le sens de variations de f sur |——; Pl
Solution page 206
Exercice 4.9 (parité et périodicité) '
On considere la fonction définie sur R par : f(x) = sin® x cos(3x).
Montrer que f est m-périodique et impaire.
Solution page 207
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Exercice 4.10 (parité et périodicité) '

On considere la fonction définie sur R par :

3

f(x) =cos” xcos(3x).

Montrer que f est m-périodique et paire.
Solution page 207

L

* Exercice 4.11 (en sciences physiques) '

En sciences physiques, notamment en électricité ou en acoustique, on rencontre souvent
des fonctions f de la forme :
f(t) =asin(wt+ )

ol ¢ est appelé la phase et w, la pulsation.
Montrer que pour tout réel ¢ :

() +w?*f(t) =0.

Solution page 208
Exercice 4.12 (étude d’une fonction) '
. : e T
On considere la fonction f définie sur ] —'7 [ par:
sinx +cosx
f@) =—F77—
sinx —cosx
Calculer f(x).
En déduire alors le sens de variations de f.
Solution page 208

Exercice 4.13 (étude d’une fonction) '

1
On considere la fonction f(x) =cosx—1+ Exz définie sur R.

Calculer f'(x) puis f"(x).

Montrer que f”(x) > 0 pour tout réel x et en déduire les variations de la fonction f’.
Calculer f’(0) et en déduire les variations de f sur R.

1
n] Montrer alors que pour tout réel x, cosx > 1 — Exz.

En considérant une autre fonction g(x), montrer de la méme facon que pour tout réel
1
x,cosx <1——x%+—x*
2 24
-
150000000

n
inspire-t-il pour la valeur approchée de cos e 21075 pres?

n
Donner un encadrement de cos = Sachant que < 1075, que cela vous

Solution page 209
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Exercice 4.14 (avec une suite numérique et un soupcon de Python)

¥  On souhaite étudier la suite (u,,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel 7,
un+1 = COS Un.

Ecrire un programme Python permettant de calculer tous les termes jusqu’a us.
On peut ainsi conjecturer que la suite converge.

E] Ecrire un programme Python permettant de calculer tous les termes jusqu’a ce que
la différence entre deux termes consécutifs devienne inférieure ou égale a 107°, en
affichant 'indice de chaque terme.

La suite semble-t-elle monotone?
On pose pour tout entier naturel 7 :
Un = U2p.
Exprimer v, en fonction de v;,.
E] Montrer que la fonction f : x — cos(cos x) est croissante sur ]0;1].
E] Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < v,,41 < v, < 1.
Décéuire alors que la suite converge. Donner alors une valeur approchée de sa limite a
107" pres.

Solution page

Exercice 4.15 (pour aller plus loin) '

W On considere le programme Python suivant :

Code Python 4-13

factorielle(n):

1
n * factorielle(n-1)

sin(x,n):

~N O O s W N~

((n+1)//2):
(-1)*xk * x**x(2xk+1) / factorielle(2xk+1)

On admet que la fonction factorielle(n) renvoie la valeur n!, c’est-a-dire le résultat de
I'opération:1x2x3x---x(n—1) x n.

Implémentez ce programme et testez-le en appelant :

* sin(0.5236,5) * sin(0.7854,5) * 5in(0.7854,100)

L U T . S .
Calculez avec votre calculatrice & et T puis sin = et sin 1 Comparez les résultats ob-

tenus avec ceux de la question précédente. Qu’est-ce que cela vous inspire ?
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21
Testez le programme avec sin(2.0944,100) (? =2, 0944).

Quelle conclusion peut-on faire?

Testez le programme avec sin (40, 100). Que cela vous inspire-t-il ?

Solution page 211




B CORRECTIONS

N\
Corrigé de I'exercice 4.1 page 198
1 T
COSX = — <= COSX = COS —
— 2 3
m B8
< x=—oux=-—— sur[0;2m][.
3 3
. 1 . LT
sinx = - < sinx =sin—
2 6
m T 57
c»ngoux:n—gzg sur [0;2m].
\, V4
/ L } . \\
Corrigé de I'exercice 4.2 page 198
3 b1
cos(x) = —% < cos(x) = —Gese
<= cos(x) =cos(n—z)
6
5n
<= cos(x) = cos E
5m 5m
< xX=—oux=—— sur]-—mmnl.
6 6
. V2 . T
sin(x) = B < sin(x) _sm(z)
T 3n
— x:Zoux:Z sur | — ;7.
\ V4
N\

Corrigé de I'exercice 4.3 page 198
(2+2v3)°=4+8V3+4x3

=16+8V3.
Comme 2 +2v/3 >0,

(2+2v3)°=16+8V3 <> 2+2v3=1/16+8V/3.

Pour résoudre sur [0;27] I'équation :
4co0s*(x) +2(V3-1)cos(x) - V3 =0,

on pose :
X =cos(x).

Ainsi, I’équation est équivalente a :

4X*+2(V3-1)X-v3=0.
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C’est une équation du second degré, dont le discriminant vaut :

A= [2(\/§—1)]2—4x (—V3) x4
=4(3-2V3+1)+16V3
=12-8V3+4+16V3
=16+8v3
= (2+2Vv3)°.

Ainsi, il y a deux solutions distinctes a notre équation :

—2(v3-1)-(2+2v3) -4v3 _v3

X1 = 8 T8 2
. _—2(v3-1)+(2+2v3) 4 1
2= 8 8 2

Si on se ramene a présent a x, I'inconnue de départ, on a:

3 n 11m
cos(x1)=7 x1=50ux1=T
! X —noux _on
COS(xz)—E 2= 3 2= 3

L'ensemble solution de I'’équation est alors :

5 11
y:{ﬂ;z;_ﬂ;_ﬂ}
6 3 3 6

Corrigé de I'exercice 4.4 page 198
BV Le discriminant de v? —30v + 81 est :
A=(-30)>-4x1x81=576 = 24°,

Donc I'équation v? —30v + 81 = 0 admet deux solutions :
30-24
=— =

U1 3 et vy =27.

En posant v = 81" et en tenant compte du fait que pour tout réel x,
cos?(x) = 1 —sin?(x),
81
(B) = v+—=30
v
= 1*+81=30v

— 1¥»-300+81=0

<~ v=3ouv=27
— (34)Sin2(x) =3o0u (34)Sin2(x) =33

gésin®(x) _ g1, g4sin®(x) _ g3




\

< 4sin®(x) =1 ou4sin®(x) =3

1,3
< sin (x):Zou sin (x):Z

. V2 oo 21 X V3 . 3
<~ sin(x) = —7 ou sin(x) = 7 ou sin(x) = —7 ou sin(x) = 7

Lensemble solution de I'équation 8150 + 815" = 30 est donc :

N\

2 2 2 2
V4
. , . N\
Corrigé de I'exercice 4.5 page 199
2 N . cosx—1
Nous allons nous appuyer sur le résultat du cours suivant : llII(l) —=0.
X—
cos(3x)—1 cos(y)—1
g lim = = lim TR =1 =0 (en ayant posé y = 3x).
x—0 3x y—0
— cos(3x)—1 cos(3x)—1 cos(y)—1
limL =lim 3 x CORSO M =3x limL =0 (en ayant posé y = 3x).
x—0 X x—0 3x y—0 y
/
. , . N\
Corrigé de I'exercice 4.6 page 199
sinx
Pour cet exercice, nous allons nous appuyer sur le résultat du cours suivant : lin}) —=1
x—=0 X
n En posant y = 5x, on voit que lin(l)(y) =0,dou:
X—
sin(5x sin
lim & =lim W =1.
x—0 5x y—=0 y
D’apres le méme raisonnement que celui adopté a la question précédente, on peut
écrire : )
sin(3x) ]
x—0 3x
Par conséquent,
. 1
lim — =lim = =—=1.
x—0sin(3x) x—0snBx) 1
3x
B Ona:
. . 7x 1., 7x
lim — =lim — x — = —lim — .
x—0sin(7x) x—07 sin(7x) 7 x—0sin(7x)
D’aprés un raisonnement analogue a celui de la réponse a la question précédente, on
peut écrire :
. 7x
lim — =
x—0sin(7x)
donc:
. 1
lim — =—.
x—0sin(7x) 7
V4




Corrigé de I'exercice 4.7 page 199
Développons f(x) :

f(x) = (cosx +sinx)® + (cos x —sinx)°
= cos® x + 2cosxsinx + sin” x + cos® x — 2cosxsinx + sin® x
= 2(cos® x + sin” x)
=2x1

=2
\

Corrigé de I'exercice 4.8 page 199
g f(x) est défini quand 1 + sin x # 0.

. ) U
Or,1+sinx=0 < sinx=-1 < x:—5+2kn,k€Z.

Ainsi, le domaine de définition de f est| 2 =R\ {—g +2km, ke Z} |

On sait que cos(x + 2m) = cos x et sin(x + 2m) = sin x. Par conséquent, f(x+2m) = f(x).
Ainsi, f est 2m-périodique.

u .
E] festdelaforme —, avec u(x) = cosx et v(x) = 1 +sinx.
v

uv—ur

Ainsi, f’ est de la forme 5, avec u'(x) = —sinx et v'(x) = cos x.
v
—sinx(1 +sinx) — cos® x

(1 +sinx)?

'

—sinx —sin? x — cos? x

(1 +sinx)?

—sinx — (sin® x + cos® x)
(1 +sinx)?

sinx+1
(1 +sinx)?

car cos® x + sin®

flx)=-

x =1 pour tout réel x.

Or, pour tout réel x €

T 371 . .
—5;7 ,—1<sinx<1ldoncO0<sinx+1<2.

3n

De plus, (1 +sinx)? >0 donc f'(x) <0sur |——; -
. . . 2z * T[ 37[
Ainsi, f est strictement décroissante sur |——; >




Corrigé de I'exercice 4.9 page 199

* Montrons d’abord que f est n-périodique.

fx+m) = [sin(x+m]*cos[3(x+m)]

= [-sinx]’ cos(3x +3m)

3

= —sin” xcos(3x + m)

= —sin® x| — cos(3x)]

3

=sin” xcos(3x)

flx+m)=f(x)

La fonction f est donc n-périodique; on peut donc restreindre l'intervalle d’étude de
T
f aun intervalle d’amplitude &, par exemple [— 5 ; 5] .

* Montrons que f est impaire. Le domaine de définition de f est centré en 0. De plus,

f(=x)= [sin(—x)]scos(—Bx)
La fonction f est donc impaire; on peut
donc réduire I'intervalle d’étude précédent

T
xcos(3x) a sa moitié, donc a [0 ; E] .

f0=-fw]

= [-sinx]’ cos(3x)

= —sin®

Corrigé de I'exercice 4.10 page 200

* Montrons d’abord que f est n-périodique.

fx+m = [cos(x+m]’cos (3(x+m)

=[- cosx]3 cos(3x +3m)

= —cos® xcos(3x+ )

= —cos® x( - cos(3x))

cos® xcos(3x)

f+m =)

Donc f est m-périodique.

On peut donc réduire I'intervalle d’étude a un intervalle d’amplitude i, par exemple
[ T T

2'2)
* Montrons que f est paire. D’abord, le domaine de définition de f est centré en 0.
De plus, f(—x)=[cos(—x)]’cos(-3x)

= [ cos x]3 cos(3x)

= cos® xcos(3x)

fl=x)=f(x)

Donc f est paire.
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Corrigé de I'exercice 4.11 page 200
f(t) = asin(wt+ ¢) donc:
f'(H) = axwcos(wt+@).

En effet, on sait que la dérivée de x — sin x est x — cos x.
De plus, on sait que la dérivée de f(at+ b) est af’(at+ b).

Sur le méme principe, on a alors :
() = aw x (~wsin(wt + @) = —awsin(ot + @) = —w> f(1).

Ainsi,

(1) + 0 f(1) = —0? f(£) + 0 f() =0.

Remarque 28

On dit alors que f est solution de I'’équation y” +w?y = 0, équation dont I'inconnue est
une fonction y.

Quand une équation de ce type admet comme inconnue une fonction, mais aussi sa
dérivée et/ou sa dérivée seconde, on parle d’équation différentielle. On parlera de ce
type d’équations dans le chapitre 5.

\ 4
N\
/ o ; .
Corrigé de I'exercice 4.12 page 200
u
Il f estdelaforme — avec:
v
u(x) =sinx+cosx v(x) =sinx —cosx
u'(x) =cosx—sinx V' (x) =cosx+sinx
Ainsi,
£ (cos x —sin x)(sin x — cos x) — (sin x + cos x) (cos x + sin x)
X) = -
(sinx — cos x)2
—(sin x — cos x)%—(sin x + cos x)?
(sin x — cos x)?
—sin? x + 2 sin x cos x — cos? x—sin? x — 2sin x cos x — cos? x
(sinx —cos x)?
—2sin® x —2cos® x
(sinx — cos x)2
—2(cos? x + sin® x)
(sin x — cos x)2
-2 2 )
=——————— car cos" x+sin“x = 1.
(sinx —cos x)
o , T T . 5
PJ On en déduit que f(x) < 0 sur ] —f Z[ (car -2 <0 et (sinx — cos x)~ > 0).
.. . . . T T
Ainsi, f est strictement décroissante sur ] ~2al
N\




Corrigé de I'exercice 4.13 page 200

Bl f/(x)=—sinx+xet f'(x) = —cosx+]1.

On sait que pour tout réel x,
-1<-cosx<1

donc, en ajoutant 1 a chaque membre de cet encadrement,

0< f0 <2,

ona:

Donc f”(x) > 0 sur R, ce qui signifie que f’ est croissante sur R.

E] £(0)=—sin0+0=0.Or, f est croissante sur R donc :

X —00

+00

f'(x) - 0 +

fx) T —

1 o2
f(O)zcosO—1+E><0 =1-1+0=0.

n Des variations de f, on déduit que f(x) > 0 sur R, dont :
1,
cosx—1+ Ex >0

soit :

2

1
CcosXx > I—Ex

1
%3 Considérons la fonction g(x) = cosx — 1+ Exz - ﬂx“.

1 1
Alors, g'(x) = —sinx+x—6x3 etg”(x)=—-cosx+1— Exz =

—f(x).

Ainsi, pour tout réel x, g”(x) < 0, ce qui signifie que g’ est décroissante sur R.

g'(0)=-sin0+0=0d"ou:

X —00 0

+00

g'(x) + 0 -

gx) 0

Par conséquent, g(x) < 0 sur R, ce qui signifie que :
L 4

1
cosx<1+5x2+ﬂx.

] De ce qui vient d’étre fait, on peut écrire :

x? x?
VxeR, 1—?<cosx<1—?+

x4

24"




i
En prenant x = EL cela donne :

72 T n? nt
— L<cos—<K1- + .
5000 50 5000 150000000
4
. n 5 L : )
Puisque ——————— < 107°, on peut alors considérer qu'une valeur approchée de
150000000
7, P 1
cos—al0®presest]l — ——
50 5000
N\
Corrigé de I'exercice page

g Un programme Python possible est le suivant :

Code Python 4-15

cos (u)

Cn={retu={}F.

0.5403023058681398
0.8575532158463933
0.6542897904977792

0.7390870426953322
0.7390838469650002

E Un programme Python possible est le suivant :

Code Python 4-16

math cos
u,n = 1,0
(u-cos(u)) > 10**(-8):
u = cos(u)
Cn={}et u={}. (n,uw))

n +=1

D Gl B W N~

0.5403023058681398
0.8575532158463933
0.6542897904977792

0.7390851219886894
0.7390851407774467
0.7390851281211138




A la vue des termes calculés, la suite ne semble pas monotone.
En effet, ug < u;, ug > uy, up < ug, etc.

Pour tout entier naturel n,

Un+1 = U2(n+1)
= U2n+2
= U2n+1+1
= cos (uzn+1)
= cos(cos(uzy))

VUn+1 = cos (cos(vp))

f(x) = cos(cosx) donc f’(x) = —sin(x) x [ —sin(cos x) ] = sin(x) x sin(cos x).
Sur ]0;1], sinx > 0; de plus, cos x > 0 donc sin(cos x) > 0. Ainsi, f'(x) > 0.
La fonction f est donc croissante sur ]0;1].

Initialisation: pour n=0, vp=1etv; 0,86 donc0< v; < vy < 1.
Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, 0 < vi; < vp < 1.
Alors, f(0) < f(vi+1) < f(vg) < f(1) car f est croissante sur ]0; 1].
Or, f(0) =cos(cos0) = 0,54 >0 et f(1) =cos(cos1) = 0,86 < 1.
Donc 0 < f(vg+1) < f(vg) < 1,800t 0 < Vg2 < Vpyq < 1.

L'hérédité est alors vérifiée.

Ainsi, pour tout entier naturel n, 0 < v, < v, < 1.

D’aprés ce qui vient d’étre démontré, (v,) est décroissante et minorée (par 0).
Donc elle converge. Sa limite est donc le nombre ¢ tel que € = f(€). Or, v, = Uz,
donc la limite de (v,) est celle de (u,). D’apres les valeurs données par les algo-
rithmes précédents, on en déduit que ¢ = 0,739 085.

En testant le programme, nous avons successivement :

>>> sin(0.5236,5)
0.500003192986266

>>> 8in(0.7854,5)
0.707144345044458

>>> 8in(0.7854,100)
0.7071080798594735

TU U i
Avec la calculatrice, on trouve que 5 ~ 0,5236, At 0,7854. De plus, sin% =0,5et

LM V2
sin - = == =0,7071067811865476.



On constate alors que I'on retrouve a peu pres les mémes valeurs que celles obtenues
ala question 1.

On peut alors supposer que la fonction sin(x,n) renvoie la valeur de sin(x), I'argu-
ment « n» pouvant éventuellement servir pour affiner la précision de la valeur ren-
voyée.

EOna:

>>> 8in(2.0944,100)

0.8660229549706501

27 b1 3
Or, sin? = sing = £ ~ 0,8660254037844386. Cela nous conforte dans I'idée que

nous avons émise précédemment : la fonction renvoie le sinus de la valeur x.

nOna:

>>> s8in(40,100)
-62.42184391235605

Un sinus étant toujours compris entre —1 et 1, ce dernier résultat ne doit pas nous
inspirer quelque chose de positif... La fonction semble avoir ses limites.

Par curiosité, j'ai souhaité savoir a partir de quelle valeur entiere de x la différence
entre sin(x) et le résultat renvoyé par la fonction était supérieur a 1. J’ai di pour cela
renommer ma fonction en « f (x,n) » car j'ai importé la fonction sin du module math :

Code Python 4-17

math sin

factorielle(n):
q ==
1
n * factorielle(n-1)

N O Ok W

f(x,n):
s =0
s ((n+1)//2):
s += (-1)*xk * x*xx(2xk+1) / factorielle(2xk+1)
s

( £(x,100) - sin(x) ) < 1:
x += 1

("Pour x = {}, la fonction renvoie {}; or, sin({})={}.\nLa
différence est : {}". (x, £(x,100), x, sin(x),
(sin(x)-f(x,100))))

212




Il affiche x = 39, avec une différence de 5,26 entre sin(39) et f(39,100). En modifiant
légérement ce dernier programme, on constate que pour x < 30, la différence est in-
férieure 4 2 x 107°; ceci nous pousse a constater que la fonction f (x,100) donne une
tres bonne approximation de sin(x) pour des valeurs inférieures a 30.
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| - Equations différentielles

1.1-y = ay

Définition 17

Soit @ un nombre réel. Résoudre 'équation y' = ay d’'inconnue y signifie trouver toutes les
fonctions y dont la dérivée est égale a ay.

Remarque 29

Une différentielle est, dans le vocabulaire scientifique, une dérivée. C’est la raison pour la-
quelle une équation ou I'inconnue est une fonction qui est dérivée au moins une fois est
qualifiée d’ équation différentielle.

Exemple 26

¥' + y = 0 est une équation différentielle du type y' = ay avec a= —1 car :

YV+y=0<= y =-y.

1 1
E] y = 5 y est aussi une équation différentielle du type y' = ay avec a = P

Propriété 25

L'équation :

y' =ay

admet pour solutions les fonctions de la forme :

y(x) =Ce**, CEeR.

Remarque 30

Il existe donc une infinité de solutions, définie a une constante C pres.

Exemple 27

L'équation différentielle y' = —y admet pour solutions :

y(x)=Ce™™, CEeR.

On peut facilement vérifier en calculant sa dérivée :

¥ (x) =—-Ce ¥ = —y(x).
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| . 2 - y'=ay+b

Propriété 26

Soient a et b deux réels. Léquation différentielle y' = ay + b admet pour solutions les
fonctions y telles que :

b
y(x) =Ce** - — CeR.

Exemple 28

L’équation différentielle y’ = 3y + 7 admet pour solutions :

7
y(x) = Ce®* — 3 CeR.
On peut vérifier en calculant sa dérivée :
y'(x) = 3Ce>*

puis en calculant :
7
y'(x) —3y(x) =3Ce>* -3 (Cesx - 5)

7
y'(x) —3y(x) = 3Ce>* —3Ce3* +3 x o

¥ (x) =3y(x) =7.

Onabien:y -3y=7,so0ity' =3y+7.

| .3-y =ay+f

Soit f une fonction. On appelle équation homogene associée al’équation y' = ay + f 1'équa-
tion différentielle y' = ay.

Remarque 31

Si on note (E) I'équation y' = ay + f, on note (Eg) son équation homogene associée.

Pour résoudre I'équation y' = ay + f, on utilise la méthode suivante :

* Onrésout d’abord (Eg).
On trouve les solutions de I’équation homogene associée a (E) :

Yo (x) = Ce.
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* On trouve une solution particuliére de (E).
On la note par exemple u; dans ce cas,on a:

u'(x) — au(x) = f(x).

* On ajoute les solutions.
Les solutions de (E) sont alors :
y(x) = yo(x) + u(x).

Remarque 32
En Terminale, une solution particuliere vous sera proposée la plupart du temps.

Exemple 29

On considere I’équation différentielle :
y' = —2y+x2. (E)
* Onrésout 'équation homogene associée a (E).
y'=-2y (Eo)

admet pour solutions :
yo(x) =Ce ", CeR.

* Solution particuliere de (E).

1 1 1
On pose y;(x) = =x?>— = x+—. On souhaite montrer que y; est une solution particuliere
de (E). On calcule pour cela sa dérivée :

() = x—»
)= 2
Ensuite, on calcule :
1 1 1
291 () + 5% =2 —xz——x+—)+x2
y1(x) (2 271
1
= =3+ x——x?
2
1
ED
2
=X

y1 est donc bien solution de (E).

* On conclut en ajoutant les deux résultats.
Les solutions de (E) sont donc:

1 1 1
yx)=-x*——x+-+Ce 2", CeR.
2 2 4

|

217



Il - Primitives

Il . 1 - Introduction

Définition 19 )

Soit f wune fonction définie sur un intervalle I. Les solutions de 1'équation
différentielle y’ = f sur I sont appelées les primitives de f.

J

Exemple 30

Les primitives de f(x) = e* sur R sont les fonctions F : x — e* + k, k € R. En effet, si on
dérive F(x), on obtient : F'(x) = e* = f(x).

Les primitives de g(x) = cosx sur R sont les fonctions G : sinx+ k, k € R car
G'(x) = gx). v

Remarque 33

Il y a une infinité de primitives; on dit qu’elles sont définies a une constante prés (que nous
avons noté k dans les exemples précédents). Mais des que I'on impose une condition sur
une de leurs valeurs, il n’en existe plus qu’'une. Cette condition est parfois appelée condition
initiale. Par exemple, la primitive G de la fonction g définie par g(x) = cos x telle que G(m) =0
est G(x) =sinx.

Théoreme 7

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I. r

Il . 2 - Primitives usuelles

Un tableau de dérivées usuelles donne, par lecture inverse, un tableau de primitives a connaitre.

La fonction usuelle Ses primitives
x—1 Xx—x+k avec keR

. avecxeRsineN* il

X— X . X — +k avec keR

etx#0si —neN n+1
1

x— —avecx>0 x—Inx+k avec keR
X
1 1

x— —avecx#0 X———+k avec keR
X X
1

x— —avecx>0 x—2Vx+k avec ke R
X
x— e x—e +k avec keR
X +— sinx xX— —cosx+k aveckeR
X — COSX x—sinx+k avec keR
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Il . 3 - Primitives et fonctions composées

Il est souvent possible de mettre en évidence la dérivée d'une fonction composée. Le tableau sui-
vant regroupe les cas les plus courants (u désigne une fonction dérivable sur un intervalle I).

Fonction f Une primitive F Conditions
un+1
u'u" nez\{-1}
n+1
ul
— 2vu u>0surl
Vi Ve
ul
— Inu u>0surl.
u
u'et e
1 o
x— flax+b) a#0 | x— —F(ax+b) | F primitive de u surI.
a

Dans les exemples suivants, nous prenons u(x) = x* + x + 1.

Exemple 31

— 1
Une primitive de f(x) = 2x+1)(x>+ x+1)° est : F(x) = g(x2 Tr )
- 2x+1
ﬂ Une primitive de f(x) = ————— se trouve en mettant f(x) sous la forme
(x2+x+1)
fx)=@x+1)(x*+x+ 1)_2.
1 1
On trouve alors : F(x) = (2 +x+1)"**, s0it F(x) = ————.
-2+1 X+x+1
Une primitive de f(x) = gx! est:F(x) =2vVx2+x+1
| Ve+x+l .
1 Une primitive de f(x) = 12x+l | est: F(x) =In(x*+x+1)
5 Cx24+x+1 B i
ﬂ Une primitive de f(x) = 2x + l)ex2+er1 est:F(x) = eX*Hx+1
1

ﬂ Une primitive de f(x) =sin(4x —5) est: F(x) = — cos(4x —5).

Il - Intégration

Il . 1 - Intégrale et aire

Définition 20

Dans un repere orthogonal (0;7,J), on appelle unité d'aire I'aire du rectangle défini par les
vecteurs 7 et J.
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Définition 21 (intégrale)

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b], et soit € sa courbe repré-
sentative dans un repére orthogonal (0;7,7).

Lintégrale de a a b de la fonction f est I'aire du domaine situé entre ’axe des abscisses et
la courbe € sur l'intervalle [a ; b]; elle est exprimée en unité d’aire (en abrégé : ua). On la

note :

b
d:f f(x) dx.
a

2 a
unité d’aire ~
1 4

Définition 22

Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a ; b], et soit € sa courbe repré-
sentative dans un repeére orthogonal.

Le nombre [ f f(x) dx est égal a'opposé de I'aire du domaine situé entre ’axe des abscisses
etla courbe € sur [a; b].

On étend la définition du symbole f f f(x) dx au cas a > b en posant alors :

b a
f fx)dx= —f f(x) dx.
a b

C’estl'intégrale de a a b de f (attention a ne pas évoquer l'intervalle [a ; b] si a > b).

Il . 2 - Propriétés de l'intégrale

Propriété 27 (relation de C

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a, b, c trois réels appartenant a I. Alors :

b C b
ff(X)dx:f f(x)dx+f f(x) dx.

Attention 12

Il n’existe aucune condition d’ordre entre les réels a, b et c. La relation de Chasles n'im-
A pose pas d’avoir a< b < c.
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Exemple 32

Quand la fonction f n’est pas de signe constant sur [a ; b], on utilise la relation de Chasles
pour déterminer son intégrale de a a b.

A

3,5 3,5

0,5 2
fx)dx= f(x) dx+f f(x)dx+ f(x)dx.
0 0,5 J2 )

- -

>0 :6 >0

Lintégrale désigne alors une aire algébrique, c’est-a-dire une aire avec un signe (positif ou
négatif).

Sur cet exemple, il semble que [ f f(x) dx > 0 car la somme de I'aire des domaines situés
au-dessus de ’axe des abscisses semble supérieure a celle du domaine situé en dessous. v

Propriété 28 (parité et péric

* Si f estimpaire, alors:

f(x)dx=0.

« Si f est paire, alors :

fx) dxzzf f(x) dx.
—-a 0

« Si f est périodique de période T, alors pour tout réel a :

a+T T
f fx)dx= f f(x) dx.
a 0

La fonction x — sin x est impaire et 2n-périodique donc :

a a-+2mn 2m
Y aeR, f sinxdx=0 et f sin x dxzf sin x dx.
- a 0

a
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Propriété 29 (linéarité de I'intégrale)

Quelles que soient les fonctions f et g continues sur [a; b], pour tous réels A et 1 :

b b b
f()\f(x)+pg(x))dx:)\f f(x)dx+pf g(x) dx.

Exemple 34

1 1 1 1
f (3x2—5x+1)dx:3f xzdx—Sf xdx+f 1 dx.
0 0 0 0

Propriété 30 (positivité de I'intégrale)

b
© Sipourtout x de [a; b], f(x) >0, alors:f f(x)dx>0.
a

b
* Sipourtout x de [a; b], f(x) <0, alors:f f(x)dx<o0.
a

1

Sur [0; 1],x2>0doncf x*dx>0.
0

Propriété 31 (intégration des inégalités

Si pour tout nombre réel x de [a ; b], g(x) < f(x), alors :

b b
fg(x)dng f(x) dx.

Exemple 36

2 2
On sait que pour x >0, Inx < x donc f Inxdx < / x dx.
1 1

1l . 3 - Calcul d’une intégrale
Ill . 3. a - Lien entre intégrale et primitive

Théoreme 8

Si f est une fonction continue positive sur [a ; b] alors la fonction F, définie sur [a ; b] par:

Ba(x) = f F(0) dr
a

est la primitive de f(x) qui s’annule en a.
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Propriété 32

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b], et soit F une primitive de f sur [a; b].
Alors,

b
f f(x) dx =F(b) —F(a).
a

Remarque 34

b
a

b
F(b) — F(a) est aussi noté [F(x)]z. On a alors : f f(x) dx = [F(x)]

1
On sait qu'une primitive de f(x) = x? est F(x) = §x3 donc:

1
f x*> dx=FQ1)-F(0) = 1.
0 3

Il . 3. b - Intégration par parties

Théoreme 9

Soient u et v deux fonctions dérivables et de dérivées continues sur [a ; b]. Alors,

b b
f u'(x) x v(x) dx = [(uv)(x)]Z—f u(x) x v'(x) dx.

Exemple 38

En posant u'(x) = 1 et v(x) = Inx sur [1 ; e], on obtient u(x) = x

1
(a une constante pres) et v’'(x) = —. Le théoréme donne alors :
X

e e e 1
f lxlnxdx:[xxlnx]l—f xx—dx
1 1 X

(]
=[elne—1In1] —f 1dx
1

=e—[x]]
=e—(e—1)
e
f Inxdx=1.
1

v

Remarque 35

Lintégration par parties est un outil tres puissant. Si on s’inspire de I’exemple précédent, on
peut écrire poura>0etx>0:

X
f In(t)dt=xInx—x-(alna- a).
a

On peut alors conclure qu'une primitive de x — In x est la fonction x — xInx — x.

4




1l . 4 - Valeur moyenne d’une fonction

Définition 23

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a ; b]. On appelle valeur moyenne de f le
nombre p tel que :

1 b
H—m[a f(x) dx.

J

Graphiquement, cette valeur correspond a la hauteur du rectangle de base b—a qui ala méme aire
que le domaine situé entre 1'axe des abscisses et la courbe représentative de f sur [a; b] :

4 1

>

b
Laire du rectangle bleu est égale a f f(x) dx.
a

Si f est une fonction T-périodique alors :

1 T
H_Tfo f(x) dx.

Remarque 36

En sciences physiques, la valeur efficace est définie comme étant la racine carrée de la valeur

N RS
b_afaf(x)dx.

moyenne du carré de la fonction: e = \/
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B EXERCICES

Equations différentielles

*

Résoudre les équations différentielles suivantes.
y+ny=1

y -5y=x

Solution page 242

* !
w Résoudre I'équation différentielle : y' =3y —9.

On pose (E) : y' =2y — x5
1, 3, 3 3 : -
a. Montrer que y;(x) = Ex + Zx + Zx + B est une solution particuliére de (E).
b. En déduire toutes les solutions de (E).

Solution page 242

]
* o
# Onsouhaite résoudre I'équation différentielle suivante :

y' +5y=12cosx (E)

Résoudre I'équation homogene associée a (E) : y' +5y = 0.
E] a. On pose f(x) = acosx+ bsinx.
Trouver la valeur de a et b pour que f soit solution de (E).
b. En déduire I’ensemble des solutions de (E).

Solution page 243

!
* .
# Onsouhaite résoudre I'équation différentielle suivante :

y' —2y="7sinx (E)

Résoudre I'équation homogene associée a (E) : y' —2y = 0.
PJ1  a. Onpose f(x) = acosx+ bsinx.
Trouver la valeur de a et b pour que f soit solution de (E).
b. En déduire '’ensemble des solutions de (E).

Solution page 244
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+# On souhaite résoudre I'équation différentielle suivante :
y' =7y =x? (E)
Résoudre I'équation homogene associée a (E) suivante :
¥y -2y=0 (Eo)

Soit f(x) = ax® + bx + ¢ une solution particuliére de (E).
Trouver a, b et c.

Résoudre (E).

Solution page 244
!
# On souhaite résoudre I'équation différentielle suivante :
y -2y =xe* (E)
Résoudre I'’équation homogeéne associée a (E) suivante :
¥y -2y=0 (Eo)

Soient a et b deux réels, et soit u la fonction définie sur R par :
u(x) = (ax + b)e*.

a. Déterminer a et b pour que u soit solution de (E).
b. Montrer que v est solution de (Ey) si et seulement si u + v est solution de (E).
c. En déduire I'’ensemble des solutions de (E).
Déterminer la solution de (E) qui s’annule en 0.
Solution page 245

Exercice 5.7 (changement de variable) '

¥ On considere I'équation différentielle :

u' =3u-0,005u° (B)
2,98 . , 1
On considere les solutions u de (E) ne s’annulant pas. On pose alors y = o

Montrer |’équivalence suivante :

u solution de (E) < y'=-3y+0,005.

E] En déduire les solutions de (E).
Solution page 246
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Primitives

e Exercice 5.8 1
Donner une primitive de chacune des fonctions f suivantes :
flx=5 flx)=e
B f0=3x+2  2x+1
B rx=-8x-3 Ef(x)_x2+x+1
B f(x)=3x%>-5x+2
n 1 Bl ro=
fx)= —§x5+8x3 —~7x+1

B fo=e* i ==

Solution page 246
< !
+# Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur leur domaine de définition.

-5
f=5B8x+1)° 3 > 0
@) 43x+1)3
5 1
(X)) = —/——— = —=
H s Voxtl Ef(x) = 1pourx> =
Solution page 247
Intégrales & primitives
Exercice 5.10 (calculs d’intégrales) '
Calculer chacune des intégrales suivantes :
+1 2
.f e f (e*+x-3)dx
eX+x+ 1 3
1
f e** dx 4] f (3x° - 2x) dx
0 -1
Solution page 248
Exercice 5.11 (une intégrale avec le logarithme népérien) '
Montrer que F(x) = xIn—x est une primitive de f(x) =Inx.
e
En déduire f Inx dx
1
Solution page 249
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Exercice 5.12 (décomposition en éléments simples) '

¥ Soit f une fonction définie par :

X) = .
& x3-2x2-5x+6

Montrer que o = 1 est une racine du polynome x3-2x%>-5x+86.
En déduire ses deux autres racines, que 'on note et y, p <.
B C
+ + .
x—a x—-p x-y
Aide : on pourra s'aider de (x — &) f (x), (x —p) f(x) et (x —Y) f(x).

Déterminer les réels A, B et C tels que f(x) =

5
En déduire la valeur de f f(x) dx.
4

Solution page 249

Intégrales & aires

e Exercice 5.13 (lecture graphique et calcul) '

Soit la fonction f définie sur R par:
2x

fx) =

1+eX’
Sa courbe représentative sur [—3;2] est donnée ci-dessous :

A A T Tt T T T T S S S

1
Al'aide du quadrillage, donner une valeur approchée de f f(x) dx au dixiéeme.
-2
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ex

1+e*’

Montrer que f(x) =e* —

1
B] En déduire la valeur exacte, puis une valeur approchée a 10~ pres de f f(x) dx.
-2

Solution page 251

e Exercice 5.14 (lecture graphique et calcul)

Soit la fonction f définie sur R par:

Y

10

10
Al'aide du quadrillage, montrer que f(x)dx>0,5.
1

1

1
“2 Montrer que f(x) = —— ——.
que f(x) x x+1

10

En déduire la valeur exacte, puis une valeur approchée a 10™* pres de f(x) dx.

1
Solution page 251
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Exercice 5.15 (aire entre deux courbes) '

On a représenté ci-contre les courbes
représentatives des fonctions f et g dé-
T ' G finies par :
3 1 9
I flx)=— et gx)=0,5x"—x+1.
2t *
! ) On anoté a I'abscisse de leur point d’in-
1+ E tersection.
! o @ Lobjectif de cet exercice est de détermi-
0 5 T i ' 3 ! % /o nerlavaleur de atelle que les deux aires
1 a a colorées soient égales.

En vous aidant de la fonction x — 0,5x3 — x2 + x—1, prouver algébriquement I’exis-
tence de a, puis déterminer une valeur approchée de a au centiéme.

PJ Déterminer alors une valeur approchée de a.

Solution page 252

Exercice 5.16 (approximation d’une aire) '

Lobjectif de cet exercice est de déterminer une approximation de I'aire du domaine 2 défini
par:
2={0<x<L0<y< f(x)}

VxeR,  f(x) =(In(d+x)°

—

On note € la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O; 7, J), avec pour
unité graphique: | 7] = | 7 = 10 cm.

Partie A : étude des variations de la fonction
Déterminer la dérivée de f sur [0; +ool.
En déduire les variations de f sur [0; +oo].
Calculer f(0) et f(1), puis dresser le tableau de variations de f sur [0;1].

n] Calculer f’(0). En déduire I'équation de la tangente I a 6 au point d’abscisse 0.

B] Tracer dans (O; 7, ) 6 en faisant apparaitre la tangente 7.

Partie B : calcul de I'approximation de |'aire

On considere :

k
* Les points Ak (E ; 0) pour tout entier naturel k tel que 0 < k < 10;

k
* Lesrectangles Ry de base [AxAk1] et de hauteur f (1—0) pour tout entier naturel k tel
que 0 < k<9.
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Sur le graphique précédent, dessiner les rectangles Ry, 0 < k < 9.

Calculer la somme des aires des rectangles Ry pour k compris entre 0 et 9. On donnera
le résultat en unité d’aire et en cm? a 1073 pres.

On suppose que la fonction F définie par :
F(x) = (x+1) [(n(x + 1)* - 2In(x + 1) + 2]

est une primitive de f sur [0;1].
En déduire la valeur exacte, puis approchée a 1073 pres, de 'aire de 2.
Calculez I'erreur entre cette valeur et celle obtenue a la question précédente.

Solution page 253

Exercice 5.17 (aire d’'un demi-disque) '

¥ On considere I'intégrale :

4
I:f V4x—x? dx.
0

Montrer que I représente l'aire d'un demi-disque, dont on donnera les caractéristiques, et
calculer I.

Solution page 254

Exercice 5.18 (prise d’initiative) '

On considere la fonction f définie sur R par : f(x) = dont la courbe représentative

1
1+e™*
est donnée ci-dessous.

On considere le domaine 2 = {M (x; y) | -5<x<2, 0< y< f(x)}, représenté en bleu sur le

schéma.

Montrer que l'aire of de & est égalea «f =5+ ln( Lte” )

1+e°)

E] On note 2; = M (x;y) | t < x <2, 0< y < f(x)}, pour t < 0. Soit alors o/ (¢) I'aire de
2;. Déterminer tlim o (1).
——00

Solution page 255
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Exercice 5.19 (volume d’un bouchon de péche)

Remarque 38

Le calcul de volumes n’est pas explicitement au programme et ne constitue donc pas
une compétence exigible.

Un bouchon de péche est obtenu a partir d'une courbe que I’on a fait tourner autour de I'axe
des abscisses.

-1 o

(eI

L'équation de la courbe est :

{ fx)=v1-x% ,xe[-1;0]
fx)=cos(x) ,x€[0;%]
Calculer la valeur du volume 7 du bouchon.

Aide : on pourra considérer que le volume engendré par une courbe définie par une fonction f

sur[a; bl par rotation autour de l'axe des abscisses est égal a f o1 [ f (x)]2 dx.
a

Solution page 256
Intégrations par parties
e Exercice 5.20 (pour s’entrainer) '
Al'aide d’une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes.
2 e
I:f xvx dx K:fl xIn(x) dx
1
1 e 5
E]:f xe* dx EL:f x(Inx)” dx
0 1
Solution page 257

Exercice 5.21 (avec un sinus) '

T

~ 4
ATaide de deux intégrations par parties successives, calculer S = f sin(x)e” dx.
0
Solution page 258
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Exercice 5.22 (linéarité de I'intégrale)

I

2
En intégrant deux fois par parties, calculer K = f x%cos2x dx.
0

E] On note :
I I
2 2
I= f x’cos’xdx et J= f x?sin® x dx.
0 0

On donne: V x € R, cos? x —sin?

X =cos(2x).
a. CalculerI+].
b. CalculerI-J.

c. Endéduirelet].

Solution page 259

Exercice 5.23 (trois IPP pour une intégrale)

Remarque 39

Dans cet exercice, on considerera connue I'égalité :

VxeR, sin(2x) = 2sin(x) cos(x).

On consideres les intégrales suivantes :

I= fz cos®(x)e* dx ° ]= fz sin’(x)e” dx.
0 0

Calculer I +].

E] a. Alaide d’'une intégration par parties, montrer que :

I

2
I=-1 +f sin(2x)e” dx.
0

n

b. On poseK = fz sin(2x)e” dx.
0

Alaide d’'une double intégration par parties, montrer que :
K =2e? —41-2.

c. En déduire la valeur de 1.
E] En déduire la valeur de J.

Solution page 260
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Valeur moyenne

Exercice 5.24 (prix moyen d’une machine-outil) '

Une machine-outil achetée neuve 10000 € admet un prix de revente modélisé par la fonc-
tion f définie par :
f(x) =10e”%**

ol f(x) est exprimé en millier d’euros et x en années.

Déterminer le prix de revente moyen de cette machine sur 8 ans depuis sa date d’achat.
Solution page 262

L

e Exercice 5.25 (population moyenne) '

En prenant comme année de référence ’an 2000, le nombre d’habitants en fin d’année
2000 + x d’une ville nouvelle est approchée par la fonction :

f(x) =18e%%34 o1 f(x) est exprimé en millier d’habitants.

Déterminer la population moyenne de cette ville entre 2050 et 2080.
Solution page 262

Exercice 5.26 '

Soit la fonction f définie sur ]1;+oo[ par: f(x) =

xlnx’
Montrer que f'(x) = _1#inx
! ~ (xInxn)?’
En déduire les variations de f sur]0;1[uU]1;+ool.
1

En remarquant que f(x) = ﬁ, calculer la valeur moyenne de f(x) sur [e;10].

P31 Dessiner ci-dessous un rectangle dont I'aire est la méme que celle représentée colorée.

Solution page 262
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Suites et intégrales

# On considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel » par :
e
U, = f x"In(x) dx.
1

Donner le sens de variations de (uy,).
n+1

1
E] a. Montrer que la fonction F,, définie par F, (x) = (ln(x) - 1) est une pri-

n+1 n+

mitive de la fonction f;, définie par f,,(x) = x" In(x).
b. En déduire |'expression de u, en fonction de n.

Solution page 264

Exercice 5.28 '

# On considere la suite (I,) définie pour tout entier naturel n par :

1 enx
I, = f dx
0o e*+1
a. CalculerI; etly+1;. En déduire I,.
b. Exprimer I, +1,,+; pour tout entier naturel non nul 7.

a. Montrer que (I,;) est croissante.
b. Montrer que pour tout réel x compris entre 0 et 1, ona:

enx enx

nx
e+1 e*+1

e

~

N | =

En déduire un encadrement de I,,.

I
B} Endéduire lim I,et lim -,
n—+oo n

— 400 en

Solution page 264

Exercice 5.29 1

# On considere les intégrales suivantes, définies pour tout entier naturel 7 :
I I
2 —nx .: 2 —nx
I,= e “sinxdx ; J,= e "cosxdx
0 0

Calculer I et Jj.
Soit 7 un entier naturel non nul.
a. Onpose F,(x) = —e ™ sinx.

Calculer F/,(x) et en déduire que :

—_nk
nIn_In:_e I’lz .
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b. On pose G, (x) = —e ¥ cos x.
Calculer G, (x) et en déduire que :

I,+nJ,=1.

c. En déduire la valeur de I, et J,, en fonction de n.
Calculer lim I, et lim J,.
n—+oo n—+oo

Solution page 266

Exercice 5.30 '

Montrer que pour tout entier naturel n supérieura 1,ona:
n n+1
f Inzdt <In(n!) <f Inzdt.
1 1

Montrer que la fonction L définie par L(x) = xInx — x est une primitive de la fonction
x—Inx.

On considere la suite (uy,),>, définie par :

_ In(nY
" In(n™)’

Un

Montrer que (u,) >, converge et donner sa limite. Solution page 267

# On considere la suite (I,) définie pour tout entier naturel n par :
e
I :f (Inx)" dx.
1

Pour tout entier naturel n, quel est le signe de I, ?

Montrer que (I;) est décroissante. Que peut-on alors en déduire?

1
En écrivant (Inx)" sous la forme x x —(Inx)" et a 'aide d'une intégration par parties,
x

montrer que pour tout entier naturel 7 :
Liga+m+1DI,=e.

n] a. En considérant cette derniere relation de récurrence pour n =0 et n = 1, montrer
que Ig = I() —Il.
b. Calculer I.

c. Montrer que la fonction L définie par L(x) = xIn x — x est une primitive de la fonc-
tion In.

En déduire la valeur de I, puis celle de I.

Solution page 268
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# On considére sur [0; +oo| la fonction fj, telle que :
faux)=x"e* neN.

On pose alors, pour tout réel x positif,
X
Fpn(x) = fo fu(t) dt.

Montrer que pour tout entier naturel n > 1, F,(x) = x"e* — nF,_; (x).

On considere la suite (I,,) ;e définie par: [, = F,,(1). D’apres le résultat précédent, on a :
VneN, Ihri=e—(n+1DI,.

Montrer que (I;) ,en €St décroissante.
E] Montrer alors que (I,) ,eny COnverge.

Calculer Iy, I, Ib, I3 et 14.

Montrer par récurrence qu'il existe deux suites (ay) ,en €t (by) nen telles que, pour tout

. : apn+1=1-(n+1ay
entier naturel n, I, = a,e+ b, avec pour tout entier naturel n,
bpy1=—-(n+1)by,
On rappelle la notation : n! = 1 x 2 x 3 x --- x 1 pour tout entier naturel n. A 'aide de
cette notation, conjecturer une expression de b, en fonction de n, puis démontrer
cette conjecture.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,
n (_l)n—k
a, =n! Z .
= K

Ecrire un programme Python permettant de calculer les coefficients a, et b, du terme
I.

Solution page

# On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

e? 1 n
Up = f { nazc) dx.
1 X

In x n+1
On considere la fonction F, (x) = L

(Inx)” (Inx)"*!

!/ —
Montrer que F,(x) = (n+1) 2 2

n+1

En déduire que 1,4+, = — +(n+1Du,.

e
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Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, on a:

| e Rk
Up=nlugp—— ) —
" 07 e2 = k!
P . Un 59 9t 2
n] En déduire que lim (—) = 0. On admettra pour cela que Z —=e".
n—+oo\ p! =0 k!

Solution page 273

Exercice 5.34 (recherche) '

On considere la parabole d’équation y = x? sur laquelle se trouve le point A(~1; 1) et le point
M d’abscisse x > —1.
Déterminer une valeur approchée au millieme de x pour laquelle I'aire du domaine compris

entre la parabole et [AM] est égale a 1.
Solution page 275

On considere la fonction ¢ définie sur [1; +ool par :

X Int
t.
(1+03

b(x) =
1

Justifier I'existence de ¢.

1 a b
E] Montrer qu¢ —— = —+ ——

5 = +—, ou a, b et ¢ sont trois réels que I’on préci-
t(t+1) t t+1 (t+1)

sera.
Soit x > 1.

* oo de
a. Exprimer en fonction de x la valeur de f
1

((r+1)2%
Int
2(t+1)?
Calculer @'(t) et en déduire une expression de ¢(x) en fonction de x.
Inx

b. On pose ®(t) =

c. Montrer que lim =0.
x—+oo (1 + x)2

En déduire que :
. 1 1
xgrgo¢(x) =% (ln2 - 5) )

Solution page 276
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Exercice 5.36 (fonction logarithme) '

#* Partie A

Soit le polynome P(x) = x3 + x? + x — 1.

Déterminer P’(x), puis en déduire les variations de P sur R.

1|
—;1].
2

E] Montrer que I’équation P(x) = 0 admet une unique solution, notée «, sur

En déduire le signe de P(x) sur R.

Partie B

On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par :

3 2lnx
~ x[(nx)2+1]

f(x)

(nx)®+(Inx)?>+Inx—1

x2[(nx)?+1]*

Montrer que la dérivée de f est f'(x) = -2

E] ATaide de la partie A, montrer que f'(x) est négatif sur ]e*; +ool.
E] Calculer lim f(x) et lim f(x).
x—0 X—+00

Dresser un tableau de variations complet de la fonction f sur ]0; +oo[ (on ne calculera

pas f(a)).

Inx
X

En remarquant que f(x) = ——=—
U REAES (Inx)*+1

, déterminer une expression en fonction du réel ¢

t
supérieur ou égal a 1 de I'intégrale : I(t) = f f(x) dx.
1

Déterminer la valeur exacte puis approchée a 0,01 pres de ¢ tel que I(¢) = 1.
Solution page 277

* On considere la fonction f définie sur [0; g] par:

flx)=

1+sin(x)’

Lobjectif de cet exercice est de calculer :

I:fif(x) dx.
0

A - L
Montrer que pour tout réel x de 'intervalle [0; > [,

1 sin(x)

fx) =

cos2(x) cos2(x)
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) o 1 sin(x)
E] a. Montrer qu’'une primitive de g(x) = ——— est G(x) = .
cos?(x) cos(x)

i
b. En déduire une primitive F de f sur [0; 5 [

t
On pose I(7) :f f(x) dx.
0
sin(f) —
—
cos(t)
En déduire la valeur de I = lim I(¢).

t—Z

2

Montrer que I(f) =

Solution page 279

Exercice 5.38 (pour aller plus loin...) '

¥ On cherche a exprimer pour tout entier naturel 7 > 1 I'intégrale I,, définie par :

e
I, :f x(Inx)" dx.
1

Nous avons trouvé I; et I, dans I’exercice précédent.
2 n

e
Montrer que I, = o Eln_l'

Donner les valeurs exactes de I, pour 1 < n < 5.

D’apres ces derniers résultats, on peut aisément supposer que I, = a,e? + b,,.
Montrer que pour tout entier naturel n > 0

1
Ap+1 = 5(1 —(n+1)ay)

n+1

bpi1=- by,

m Montrer par récurrence que pour tout entier n > 1, by, = (— 1)”+1 PYTVE

On admet que pour tout entier naturel n >

n—-1 ( 1)k
:—+ '22k+1(n k)l

B] Ecrire un programme Python permettant d’afficher la valeur exacte de I,,, pour un
entier n > 1. Pour cela, on pourra faire appel au module fractions et a sa classe
Fraction (voirhttps://docs.python.org/fr/3.6/1library/fractions.html).

Solution page 280
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Exercice 5.39

Soit f une fonction dérivable et continue telle que f(x) # 0 sur [4;8].

1 1 8 [f(x)]?
Onsaitque f(4) =—, f(8) == etf [f ( )]4 dx=1.
4 2 N [f]
Le but de cet exercice est de trouver |'expression de f(x) sur [4;8].
Donner une primitive de ) =
[f(0)]
8
En déduire la valeur de LS 5
s [fo)
, o fw Y |
Pour tout réel k, exprimer f o+ k| dxenfonction de k.
4 \[f)]
1 1
En prenant k = ——, montrer que f 5 ==
2 [feal” 2
En déduire alors I'expression de f(x).
Solution page 283
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B CORRECTIONS
N

Corrigé de I'exercice 5.1 page 225

g On souhaite résoudre I'équation différentielle : y' + my = 1.
On applique le résultat du cours; les solutions sont alors :

1
¥ (x)=Ce ™ - ~ CeR.

E On souhaite résoudre I'équation différentielle (E) : y' =5y = x.

¢ L’équation homogene associée (Eo) : y/ — 5y = 0 admet pour solutions :
yo(x) =Ce®*, CeR.

* On cherche une solution particuliere de (E) de la forme u(x) = ax + b (car le se-
cond membre de (E) est une fonction affine). Ainsi,

u'(x)—5u(x)=x < (ax+b)—>5(a)=x
— ax+(b-5a)=x

a =1
—
b-5a=0
a=1
—
b=5

ux)=x+5

Par conséquent,

est une solution particuliéere de (E).
* On en déduit alors que les solutions de (E) sont :

y(x) = x+5+Ce®*, CeR.
\ /

Corrigé de I'exercice 5.2 page 225
g Léquation y' =3y —9 est une équation différentielle du type y' = ay + b donc d’apres
le cours, les solutions de cette équation sont les fonctions :
-9
y(x) :Cesx—?, CeR
soit, apres simplification :
y(x)=Ce3*+3, CeR.
On vérifie en calculant :
¥ (%) =3y(x) =3Ce* - 3(Ce** +3)
=3Ce** -3Ce* -9 =-9.

On abien y' -3y = -9, soit y) =3y 9.
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On pose (E) : y' =2y — x5.

a (x)—1x3+3x2+3x+3d0nC‘ ’(x)—3x2+3x+3
P NESEE LTS N =TT
On aalors:
y’(x)—2y1(x):§x2+— 3 (L3 3,03
! 2 27 4 2 4 47 8

Ainsi, yi (x) =2y1(x)— x3. La fonction y1 est donc une solution de (E).

b. De la solution particuliere y; (x), on déduit que I'ensemble des solutions de (E)
sont les fonctions :

y(x) =y1(x) + yo(x)

ol yp(x) sont les solutions de I'’équation homogeéne associée a (E), donc de la
forme :

yo(x) = Ce?*, CeR.

Ainsi, les solutions de (E) sont :

1 3 3 3
y(x) = =2 + =% + —=x+ = + Ce?”, CeR.
2 4 4 8

Corrigé de I'exercice 5.3 page 225

g D’apres le cours, (Eg) a pour solutions : yp(x) = Ce™*, ouCeR.

Pl  a f(x)=acosx+bsinx= f'(x) = —asinx+ bcosx.

f solution de (E) < f'(x) +5f(x) =12cosx
< —asinx+ bcosx+5(acosx+ bsinx) =12cosx
<~ (Ba+b-12)cosx+ (—a+5b)sinx=0
{5a+b:12
—

a=>5b

6b=12
—

a=>5b

b=2
—

a=10

Ainsi,

’ f(x) =10cos x + 2sin x est une solution particuliere de (E).

b. On déduit de ce qui précéde que I'ensemble des solutions de (E) est I'ensemble
des fonctions :

y(x) =10cosx +2sinx +Ce ", CeR




Corrigé de I'exercice 5.4 page 225

n D’apres le cours, (Eg) a pour solutions : yp(x) = Ce?*, o1 CeR.

a. f(x)=acosx+bsinx= f'(x) = —asinx+ bcosx.

f solution de (E) < f'(x)—2f(x)="7sinx
< —asinx+bcosx—2(acosx+ bsinx) =7sinx
< (-2a+b)cosx+(—a—-2b-7)sinx=0
-2a+b=0
=
-a-2b="7
b=2a
—a-22a) =

{
<N
=

|

II

75

5

Ainsi,

14 7. . 6 TR
fx)=- = COoS X — S sin x est une solution particuliere de (E).

b. On déduit de ce qui précede que I'’ensemble des solutions de (E) est 'ensemble
des fonctions :

14 7
y(x) = —?cosx—gsinx+Ce2x, CeR

\

Corrigé de I'exercice 5.5 page 226

ﬁ D’apres le cours, (Eg) a pour solutions les fonctions :
yo(x)=Ce** , CEeR.

f(x) = ax® + bx + ¢ est une solution particuliére de (E)
— VxeR, f/(x)-2f(x) =
< VxeR, 2ax+b)-2(ax*+bx+c) =
< VxeR, —2ax*+2a-2b)x+ (b-2c) =
—2a=1 )
— {2a-2b=0 <= a:—g, b=a=--, c=-b=-—-
b-2c=0

1 1 1
Ainsi, f(x) = —Exz 557 est une solution particuliere de (E)
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D’apres le cours, les solutions de (E) sont les fonctions :

1 1 1
y(x)=f(x)+yo(x):—Exz—gx—Z+Ce2x, CeR.

Corrigé de I'exercice 5.6 page 226

n D’apres le cours, (Eg) a pour solutions les fonctions :

Yo(x) = Ce** , CeR.

a. u'(x)=ae*+ (ax+b)e* = (ax+a+be".
u solutionde (E) < VxeR, u' —2u= xe*
< VxeR, (ax+a+b)e*—2(ax+b)e* = xe*
< VxeR, (ax—2ax+a+b-2b)e* = xe*

< Vx€eR, (—ax+a-be*=xe”

<~ a=-letb=a=-1.
Finalement, on obtient :
u(x) = (—x-1e".
b. (u+v)solutionde (E) < (u+v) —2(u+v) =xe*
= (W -2+ -2v) = xe*
——
=xe*
— vV-2v=0
< v solution de (Eg).
c. D’apres la question précédente, y est solution de (E) si et seulement si :

y(x) = u(x)+v(x)
= (—x-1)e" +Ce*".
K] On souhaite que y(0) =0 < (—0-1)e” +Ce*** =0

— -1+C=0

— C=1

Ainsi, la solution de (E)qui s’annule en 0 est la fonction f(x) = (—-x—1)e* + e2x,

245




Corrigé de I'exercice 5.7 page 226
Siy= 1 alors y' = v etalors u' = —y'u?. Donc :
” 2 . :

u solution de (B) < v’ =3u—0,005u°
/2 1
— —yu =3x—--0,005x—
y y
— y'x1—3x1 0,005 x
y y ¥
> -y =3y-0,005 (en multipliant par y%)

<~ y'=-3y+0,005.

L'équation différentielle y' = —3y+0,005 est de la forme y’ = ay+ b, dont les solutions

b b 0,005 1 .. .
sont y(x) = Ce®™ — —, avec —— = = ——; ainsi, ses solutions sont :
a a 3 600
y(x) =Ce 3 + 1 CeR
600 '

On en déduit alors que I’équation différentielle (E) admet pour solutions les fonctions :

_ 600
y(x) 600Ce3*+1"

ulx) =

N\
Corrigé de I'exercice 5.8 page 227
F(x) = 5x.
1, 3,
F(x) =3 x —x?+2x=—x* +2x.
o 2 2
1, 2
E F(x):—8><§x —3x=-4x"-3x.
3_2 2
n F(x)=x —Ex +2Xx.
1 1 1 7 1 7
B ro=-—cx-xb+8x-x*—-x?+x=-—x8+2x* - —x?+x.
3 6 4 2 18 2
I Fx) =e”.
F(x):lezx.
2
u'(x)
B F(o) =In(x?+x+1) carsi u(x) = x>+ x+1, alors f(x) = =k
u(x
5  2x 5u ) 5
X)=-=x ——— =—=—avec u(x) = x> + 1 donc F(x) = - =In(x* + 1).
Ef() 2 x*+1 2u & & 2 ( )
1 1 3
m f(x):—Sx(——z) doncF(x)=-3x —=——.
g x X X
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Corrigé de I'exercice 5.9 page 227
B rox=56x+1)53
On pose u =3x+ 1. Alors, u’' = 3. Ainsi, nous pouvons écrire :
1 5
x)=5x—-uxud==uxud
fx) 3 3

n+1

Une primitive de u' x u" est = donc une primitive de f est:
n

5 (Bx+1)4

F =3

> Bx+1D*
12 '

5
2 =—
f® 7V2x+1

Posons u=2x+1.Alors, u' =2 et:

/

u
Une primitive de est y/u. Une primitive de f est donc:
2\/u
5
F(x) = =Vu|
7
v —2
E f& 4(3x+1)3
Posons u =3x+ 1. Alors, u' =3 et :
_5 X lu’ 5 ul
3
X)=———=—— x —.
f& 4u3 12 ud

/ 2
. u - u o
Une primitive de — = u’ x u™> est — donc une primitive de f est:

u3
5 @Bx+1)72% 5 1 5
FX)=—-—4=x——F—=—x = ;
12 -2 24 (Bx+1)2 |12Bx+1)2

7
X) = .
n f 3x+1
Posons u=3x+ 1. Alors, u' =3 et :
7x%u’_7 u

= — X —,

3 u

fx) =

!/

u
Une primitive de — est In(u) (pour u > 0) donc une primitive de f est:
u

7
F(x) = 3 InBx+1)
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Corrigé de I'exercice 5.10 page 227
e*+1

g Cherchons avant tout une primitive de f(x) = ————.
e“+x+1

ul
Si on pose u(x) =e*+ x+1, alors u'(x) =e*+1 donc f = —.
u
Par conséquent, une primitive de f est F =In(u), soit :
F(x) =In(e*+x+1).
Ainsi,

1 eXy
f - dx =F() -F(0)
0o ef+x+1

=In(e+2)-1n(2)
1 eX4 2
dex:m(i)
o ef+x+1 2

Une primitive de e***7 est :

1
f(x) = eax+b — F(X) = Eea)(f‘f'b.

2x+1

1
Ainsi, une primitive de f(x) = e>**! est F(x) = 7€ et donc:

1
f e?**1 dx = F(1) — F(0)
0

1 1
=—e’—-e
2 2

1
f e?*ldx = 1e(e2 -1)
0 2

> 1
H f (e*+x-3) dx=F(5)-F@3), avecF(x):ex+§x2—3x
3

25 9
=(e5+——15)—(e3+——9)
2 2

5
f (e*+x-3)dx=e"-e’+2
3

1
4 f (3x —2x) dx = F(1) = F(-1), avec F(x) = Zx‘l - x*
-1

248




Remarque 41

Il n’est pas incohérent de trouver une intégrale égale a 0. Cela signifie que sur
I'intervalle considéré, la courbe représentative de la fonction est tantot positive,
tantot négative, et que l'aire des parties sous I'axe des abscisses est égale a celle
des parties au-dessus :

meéme aire

\

Corrigé de I'exercice 5.11 page 227
Bl F(x) = xInx - x.
F est une primitive de f siF' = f.
1
F(x)=1xlnx+xx——1=Ilnx+1-1=Inx= f(x).
x

Ainsi, F est bien une primitive de f.

2] f Inx dx = F(e) — F(1)
1
=(elne—e)—(1In1-1)
—(exl-e)—(1x0-1)
=0-(-1)

[S]
f Inxdx=1
1

Corrigé de I'exercice 5.12 page 228

B0 Soit P(x) = x® —2x% —5x+6. Alors, P(1) =13 -2 x 12~ 5x 1+ 6 =0,
Ainsi, a = 1 est une racine de P.

E De la question précédente, on peut conclure que P(x) = (x — 1)(x? + bx + c).
En développant,ona:

Px)=x>+bx’+cx—x*—bx—c
=x3+b-D)x*+(c-bx-c.
Par identification, on a alors :

-2
-5

o
I
I & =
Sl
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Soit b= —1 et ¢ = —6. Ainsi, P(x) = (x = 1)(x2 = x — 6).

Le discriminant du second facteur est A = 25, d’ot1 les racines suivantes :

1-vVA 1+ VA
=—5—=-2 et y=—3—=3

B

Les trois racines de P sontdonca =1, =-2ety=3.

B Déterminons les réels A, B et C tels que :

1 A B C
fx)= = + + .
x-Dx+2)(x-3) x-1 x+2 x-3
1 B(x-1) C(x-1
c (= Df(x) = S 2B G )
(x+2)(x—3) xX+2 x-3
1
Si x =1, cela nous donne : —6:A.
1 A 2) C 2
° (x+2)f(x)= = (x+ )+ (x+ ).
(x-D(x-3) x—-1 x-3
1
Si x = =2, cela nous donne : 1—5:B.
1 A(x-3) B(x-3
° (x-3)f(x) = = x )+ b )+C.
(x-D(x+2) x—-1 x+2
1
Si x =3, cela nous donne : I—O:C.
Ainsi:
-1 1 1
flx) = + +
6(x—1) 15(x+2) 10(x-3)

5 1 5 dx 1 > dx 1 5 dx
g fxX)dx=—-—= s —_—+ — —_—
4 6Js x—-1 15J4 x+2 10Js x-3

__1 B 5 1 B
= 6[ln(x 1)]4+15[1n(x+2)]4+10[ln(x 3],

1 1 1
=——(In4-In3)+ —(In7-In6)+ — (In2—-1In1)
6 15 10

5 1 1 1 1 1 1
f f(x)dx==-In3--In2+ —In7-—In2- —In3+ —In2
4 6 3 15 15 15 10

1 3 1
=—Iln3—-—In2+—In7

30 10 15
1 (147)

=| —In|—
30 (512




Corrigé de I'exercice 5.13 page 228

n On peut compter entre 138 et 140 petits carreaux dans le domaine colorié.
Or, 1 petit carreau correspond a 0,1 x 0,1 = 0,01 unité d’aire.

1
140 x 0,01 = 1,4 donc on peut écrire que f fx)dx=1,4
-2

X X X x
ex— e :e(1+e)_ e
* 1+e* 1+e* 1+e*
ex+e2x_ex
1+e*
2x

e
1+e*

= f(x).

1
B f f(x) dx=F(1) —=F(-2), avec F(x) =e* —In(1 +€¥)
-2

=e' ~In(1+e')~[e2~In(1+e7?)]

=e-In(l+e)—e *+In(1+e?)

1+e‘2)

1
. 2
f_zf(x)dx—e e +ln( o

1
ala calculatrice, on trouve f f(x)dx=1,3966 |
-2

\

Corrigé de I'exercice 5.14 page 229

n Un petit rectangle de la grille représente 0,25 x 0,1 = 0,025 unité d’aire.

Nous pouvons compter un peu plus de 20 de ces rectangles dans le domaine colorié,
ce qui nous laisse a penser que celui-ci a une aire supérieure a 20 x 0,025 = 0,5 unité
d’aire.

10
Ainsi, f fx)dx>0,5|
1

l_ 1 _ 1+x 3 X
T x 1+x x(x+1) x(1+x)
_l+x-x
C x(x+1)
= f(x).

10
B f f(x) dx=F(10) -F(1), avec F(x) =Inx—In(x +1)
1

=ln10-In11-(In1-1In2)
=In10-In11+1In2
=~ (0,5978.
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Corrigé de I'exercice page

g a est la solution de ’équation f(x) = g(x).

F0) = g(x) = §=0,5x2—x+1

== 1=0,5x"-x*+x (en multipliant par x # 0)

“— 0,5x3—x2+x—1:0

Posons :
h(x)=0,5x>—x*+x—1.

Alors,
H(x)=1,5x>-2x+]1.

Le discriminant de h'(x) est:
A=4-6=-2<0
donc #'(x) est toujours du signe de « 1,5 », soit toujours positif.
Ainsi, h est strictement croissante sur R.
h est continue et croissante sur [1;2]; de plus, £(1) = -0,5 <0 et h(2) =1 > 0 donc
0elh(1);h(2)].
Par conséquent, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, 1'équa-

tion h(x) = 0 admet une unique solution sur [1;2]. C’est cette valeur que 'on note
a.

On trouve a la calculatrice a = 1, 54.

(04
E Sur [0,25;a], f(x) > g(x) donc 'aire a gauche correspond a f [ fx) - g(x)] dx. Po-
0,25
sons :

u(x)=f(x)—g(x)=§—(0,5x2—x+ 1):§—0,5x2+x—1.

Une primitive de u(x) est:

1 1 1 1
U@ =Inx)-0,5x =x>+=x*—x=In(x) — —x> + ~x* — x.
3 2 6 2

Alors,

(04
fm [f(x) - g(x)] dx =U(x) - U(0,25)

»

~—-0,53-(-1,6)
=~ 1,07.

a
Sur [a; al, g(x) > f(x) donc I'aire a droite correspond a f [g(x) - f(2)] dx.
04

Une primitive de g(x)— f(x) est —U(x) (U(x) ayant été calculée précédemment) donc:

a
f [g(x) - f(0)] dx=-U(a) - (-U(w)
x

1 1
=—In(a) +-a®*-=-a*+a—-0,53
6 2




[0

[g(x) - f(2)] dx:f [g(x) - f(x)] dx,Cest-

On cherche a déterminer a telle que f
0,25
a-dire telle que :

04 a
f [g(x) - f(0)] dx:f [g(0) - f(0)] dx = @+ id -t +a-053-1,07
0,25 o 6 2

3

1, 1,
— —ln(a)+ga —Ea +a-1,6=0.

Bien str, il est hors de question de résoudre cette équation algébriquement. On prend
donc la calculatrice et on lui demande d’afficher les valeurs (par pas de 0,01) de la

1 1
fonction x — —In(x) + —=x3 — =x? + x— 1,6 a partir de x = 2 (par exemple) car on peut
imaginer que a > 2 d’apres la représentation graphique.
On trouve alors que a = 2, 85.

Corrigé de I'exercice 5.16 page 230
Partie A : étude des variations de la fonction

n f estde la forme u?, avec u(x) =In(x+1).

1
Donc f'=2u'u, avec u'(x) = —.
R x+1
D’oli:

, _21n(x+1)
f= x+1

E Six>0,alorsx+1>1etdoncln(x+1)>0.
Ainsi, f'(x) est strictement positive donc f est strictement croissante sur [0; +0o].

E f0)=(In(0+ )% =0et fO)=0n(1+ 1))2 =In2. On a le tableau de variations suivant :

X 0 1

f O/ln2

2In(0+1
ﬂ ') = % = 0 donc la tangente a € en 0 est horizontale. Or, f(0) = 0 donc I~

est ’axe des abscisses.

0,5 €




Partie B : Calcul de I'approximation de I'aire

0,5 €

O Rob Ri R R3s Ry Rs Rsg Ry Rg Ry

Y

[e—— .

E Laire du rectangle Ry est :

1 k
AL ) AN
& 1oxf(1o)

1 ) k
ol i représente la mesure de la largeur et f G sa longueur.

La somme des aires des rectangles est :
S 1 k
L0/ (1o
1
= E(f(O) + D)+ + f(9)

|A=0,165u.a.|
~ 0,165 x 100 cm?

A~ 16,487 cm?

1
H fo f(x) dx = F(1) — F(0)

=2(In2)®>-4In2+4
~0,188

Laire de 2 est donc égale a 2(In2)? — 4In2 + 4 u.a., soit environ 0,188 u.a.
\

/
Corrigé de I'exercice 5.17 page 231
Considérons la fonction f(x) = V4x — x? définie sur [0;4].
Sareprésentation graphique est un demi-cercle de centre A(2;0) situé au-dessus de I’axe des
abscisses.




En effet,on a:

y=Viax—x%y>0

y2:4x—x2,y>0
0=x2—4x+y2,y>0
0=(x-2%-4+y*y>0
4=(x-2%+y%y>0

Cette derniéere équation cartésienne est celle du demi-cercle de centre A(2;0) et de rayon
r=2.

nr?
Ainsi, I représente I'aire de ce demi-cercle. Donc I = > soit[ = 2.

\

Corrigé de I'exercice 5.18 page 231

Bl On peut écrire f(x) sous la forme :

1 l+e *—e™* e ¥ u'(x) “x
flx)= = =1- =14+ ——, avecu(x)=1+e"~.
l+e X l+e* l1+e X u(x)

Par conséquent,

2 _e—x
o :f (1 + ) dx
-5 l1+e*

= 2
=[x+In(1+e7¥)],
=2+In(1+e %)~ (-5 -In(1+¢°)

1+e?
=7+In )

=7+In

=7+In

e“+1
—7+In —)




\

Ona:

2
d(t):f f(x)dx
t

=[x+In(1 +e_x)]§

:2+ln(1+e_2)—t—

=2

2- 1) +In|E8
=2- n
l+e !
e?+1
— (7 e
=2-1t)+In o
et
h:
e

et
:(2—t)+ln—2+ln
e

|

:(Z—t)+t—2+ln(

—in( )

lim o/ (1) =In(1+ ez).
t——00

1+¢e?
1+e!

lim e’ =0donc
——00

1+ e?
1+ef

In(1+e7)

|
|

1+e?
1+ef
1+e?
1+el

|

Corrigé de I'exercice 5.19 page 232
D’apres I'aide donnée dans I’énoncé,

14

thj (fx)* dx

. [ e ax

J/

volume de la demie-sphére de rayon 1

J, o
cos“ x dx
0
2 (1 1
fz (—cost+—) dx
o \2 2
27

I
= — 4+ —
3 2

2n
=—+47
3

27
=—+4T7
3

N

1
—sin2x+ x
2

0

+T

s

[

256

(f)* dx




Corrigé de I'exercice 5.20 page 232

2
I:‘[1 xvxdx.Posons: u(x)=vx u(x)= %
I 1 2

v(x)=x v(x) = Ex

Alors,

2
1= [(uv)(x)]%—f u'(x)v(x) dx
1

1 ) 2 fZl xz
== — | =g
zxﬁl ;- x
—(1(2)2 2—1(1)2ﬁ)—1f2x\/}dx
2 2 4 )
1 1
2v2———-—-1
\/_ 2 4
5 1
S1=2v2-=
4 \/_ 2
4 1
1:—(2f——)
5 2
I_8\/§—2
5
1
]:/ xe* dx. Posons :
0
ux)=x u(x)=1
V'(x)=e* v(x) =e*

Alors,
2
j= [(uv)(x)]%—f1 Teame)

1
= [xex](l)—f0 e’ dx

=e-[e7];
=e—(e—1)
J=1
e
K:f xIn(x) dx. Posons :
1
u(x) =In(x) u(x) = L
X
1,
y'(x):x U()C)ZEX

251




Alors,

2
K= [(uv) (%)} - f u' (x)v(x) dx
1

1 S |
= |=x*In(x) ——fxdx
2 2
1 11 €
_le2 il
2° 2027,
1, 2
=Ze?—(e?-1
2e (e )
_e2+1
4
€ 2
ﬂ L:f x(Inx)” dx. Posons:
1
_ 2 1
u(x)—(lnx) u'(x) =2 xIn(x) x —
X
1,
v (x)=x UG = 22t

Alors,

2
L= [(uv)(x)]%—f u'(x)v(x) dx
1

1 e
= [=x°In(x)| - f xIn(x) dx
2 1
=K
1 2
1o e“+1
2 4
e?—1
L=
4
\\
Corrigé de I'exercice 5.21 page 232
S= f4 sin(x)e® dx. Posons : u(x) = sin(x) u'(x) = cos(x)
0 V'(x)=¢e" v(x)=e*
Alors,

S = [sin(x)ex]g —fz cos(x)e* dx.
0

J

=i
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Calculons alors I en posant : u(x) = cos(x) u' (x) = —sin(x)

v'(x)=e" v(x)=¢e*

I= [cos(x)ex]g _fz —sin(x)e* dx
0

= [cos(x)ex]g +f0% sin(x)e* dx
= [cos(x)e*] +S.
Ainsi,
S = [sin(x)ex]g - ([cos(x)ex]o% +S)
S= [sin(x)ex]g - [cos(x)ex]g -S
2S = [sin(x)e* — cos(x)e"]éIr

NP <11
S = 5 [(sm(x) —cos(x))e ]0

1 T T T
S = —((sin— —cos—)et —(sin0—cos0) eo)
2 4 4 N
=0 ==l
1
G=c
2

Corrigé de I'exercice 5.22 page 233

I Posons pour x € [0;Z] :

2

1
ulx)=x" et v(x):Esian.

Alors :
u'(x)=2x et v (x)=cos2x.

Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle [0,%] et les fonctions ' et v’ sont
continues sur ce méme intervalle. Donc, par le théoreme d’intégration par parties, on
a:

2 0
K= x“cos2xdx =
0

AWz [z
X 3 sin2x| - xsin2x dx.
0

0
=0

I
Pour calculer l'intégrale [’ xsin2x dx, il est nécessaire de procéder a une seconde
intégration par parties. Posons :

1
s(x)=x et tx)= 5 COS2X.

Alors:
sSx)=1 et ¢ (x)=-sin2x.




b
Les fonctions s et ¢ étant dérivables, a dérivée continue sur l'intervalle [0, E]’ on a,

par le théoreme d’intégration par parties :

I

2
K:—f xsin2x dx
0

1 (31
= |x—cos2x —f —cos2x dx
o Jo 2
o1y, 3
:————[s1n2x]
4 4 0
L
=7

1  a. Parlinéarité de l'intégrale, on a:

n I z 3
2 . 2 1 2 T
I+]:f x* (cos® x +sin® x) dx:f ¥dx=|=x*| ==.
0 0 3 o 24
On sait que pour tout x,
cos2x = cos’ X —sin® x.

Donc, d’apres , par linéarité de I'intégrale, on a :

2 2 b
I—I=f x* (cos® x — sin® x) dxzf x*cos2x dxz—z.
0 0

b. On en déduit que :

Pl Tt
I=—-=| et |[J=—+=|
8

Corrigé de I'exercice 5.23 page 233

g Par linéarité de I'intégrale, on a:

I+I:f§[cosz(x)+sin2(x))ex dx:f2 e*dx=|ez 1|
0 0

a. Posons : u(x) = cos®(x) u'(x) = —2sin(x) cos(x) = —sin(2x)
Vi)=e* v =e"
Alors,

I

2
- f —sin(2x)e* dx
0

S R

I= [cosz(x)ex]

I

2
I=-1 +f sin(2x)e* dx
0




Remarque 42

De cette égalité, on peut déduire :

=

2
I+1 :f sin(2x)e* dx.
0

n

b. K :fz sin(2x)e* dx. On pose :
0

u(x) =sin(2x) u'(x) =2cos(2x)

v'(x) =e" v(x) =e*

Al'aide duneIPP on a:

s

K= [sin(Zx)ex]: —Zfz cos(2x)e”* dx
0

=

3
=— f cos(2x)e”.
0

Posons maintenant :
u(x) = cos(2x) u'(x) = —2sin(2x)
v'(x)=¢e* v(x)=e*

Alors, on obtient a I’aide d'une seconde IPP :
X g g . X
K= —2([003(2x)e ]0 +2f sin(2x)e dx)
0

:_z(_e%—1+2(1+1)).

I

2
En effet, d’apres la question a., on peut remplacer f sin(2x)e* dx par I+ 1
0
(voir remarque).

On obtient finalement :

K=2e2+2—-4[-4 < |K=2e2 —4[-2

c. On en déduit que:
I=-1+4+2e2-41-2

soit :

51=2e2 -3
et donc:

Ze% -3
I=
5
Bl Delégalité I+] =1, on déduit :
2e? — _ 3e2 -2
J=1- soit J=
5 5
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Corrigé de I'exercice 5.24 page 234
Le prix de revente moyen est donné par la valeur moyenne de f sur [0;8] :

1 8
=— x) dx
h=g=5 | 10
1 8
== f 10e~%** dx
8Jo
1 1 -0,2x -0,2x
= _[F(8)—F(0)], avec F(x) = 10 x | —— | e %%* = —50¢~*
8 —0,2
1
= g[_506—0,2x8 > (_50e—0,2x0]]

50 50
S SN N
8 8
=~ 4,988.
On peut donc estimer a 4 988 € le prix moyen de revente de cette machine-outil sur 8 ans.
\ /
. , . N
Corrigé de I'exercice 5.25 page 234
La population moyenne de la ville entre 2050 et 2080 est la valeur moyenne de f sur [50;80] :
1 80
H= f 10e%%34% dx
80-50 Jso
1 1 5000
= —[F(80) - F(50)], avec F(x) = 10 x ———e%034% = ———¢0.034x
30 0,034 17
1 5000
- 20 [e0,034><80 _ e0,034><50]
30 17
=~ 95,161.
On peut donc estimer a 95 161 le nombre moyen d habitants de cette ville entre 2050 et 2080.
\ /
N\

Corrigé de I'exercice 5.26 page 234
!/

1
n f estdelaforme f = g, avec g(x) = xInx. Donc f’ est de la forme —%.

g estde la forme uv avec:

ulx)=x u(x)=1

&=

v(x)=Ilnx v'(x) =

Donc g’ est de la forme v'v + uv’
Ainsi,
g ) =wWv+ur)(x)
1
=lnx+xx—
x

=lnx+1.




Par conséquent,

Inx+1
(xIn x)?2

fl(x) =

x>1donclnx>Inl, soitlnx > 0.
De plus, (xInx)%2 > 0 donc f'(x)>0sur]l;+ool.
On a alors le tableau suivant :

f/ —
f \

/

1 1
= = f(x) donc f est de la forme % avec u(x) =Inx.

Inx x Inx xlnx
Par conséquent, une primitive de f(x) est F(x) = In[u(x)], soit:

e

F(x) =In[Inx)].

Ainsi, la valeur moyenne de f(x) sur [e;10] est:

1 10
H=Toe), [
= ;[F(lo) -F(e)]
T 10-e 3
1
— 1O_e[ln(lnIO)—ln( lr_11e)]
—
-0
3 In(In10)
H=To—e

ﬂ La valeur moyenne correspond a la hauteur du rectangle dont l'aire est égale a celle
du domaine entre 1’axe des abscisses et la courbe représentative de f sur [e;10].

Ici, p = 0,11, d’ou1 le rectangle suivant :

0,4
0,3

0,2

0,11 ¢
0,1

Y




Corrigé de I'exercice 5.27 page 235

e

e
1 [R7RET :f x™n(x) dx—f x"In(x) dx
1

1

e
= f (x""'In(x) - x"In(x)) dx  par linéarité de l'intégrale
1

= fe(x— 1x"In(x) dx.
Sur [1;e], x—ll >0, x">0etln(x) >0donc (x-1)x"In(x) > 0.
Par conséquent, f e(x — 1Dx"In(x) dx > 0 (par propriété du cours) et donc
Unir—tn 20,

Ainsi, (u;) est croissante.

E a. F, estdelaforme uv avec:

1
u(x) = ——x"t1 : u'(x) = x"
n+1 1
v(x) =ln(x) - —— : v(x)=—
n+1 X

donc:

F,(x)=Wv+vw)
1 1,

x" + X
n+1 n+1

=x"In(x) —
= x"In(x)

= fn(x)

F, est donc bien une primitive de f;,.
b. On déduit de la question précédente :

up=F,(e)—F,(1)
e ) ()
= Ine-——|-——|Inl-——

n+1 n+1

ne™l 41
u =
T (n+1)2

\

/
Corrigé de I'exercice 5.28 page 235
X

1
g a. -II:fO exe+1dx:[ln(ex+1)](1):ln(e+1)—ln2.

L e+1
Ainsi, | I; ZIH(T) |

le¥41
e Ip+I; = dx = [x]}.
o+hi foex+1 [x]g
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On en déduit alors : Iy = 1 —1;, soit

e+l
10:1—11'1 T b

X +e(n+1)x

dx.

1gn
b. I,+1 :f
n n+1 0 eX +1

fl e (e’ +1)
0 e’ +1

1
f e dx

0

1 1
= W [enx]o

dx

In+Tp =

1

Ainsi, —(e"-1) |

(o)

B Ins1—1 fl ]
a. = =] —_

n+1 n 0 eX + 1

Or, sur [0;1],ona:

dx.

enx>0
e*-1>0
e*+1>0

Ainsi, I,,,; —I,, > 0 donc (I,,) est croissante.

b. O<x<1<:>e0< <e car t — e’ est croissante
—1+1<e*+1<e+1
1 o 1 <1
e+1 e*+1 2
enx enx 1 nx nx
— —e " |care” >0
e+l e‘+1 2
1 1 1 nx 1 1
— — e"xdng dxé—f
e+1Jo 0o e*+1 2 Jo
e"-1 e”-1
—|—
n(e+1)\ "= on

n

e
B On sait (croissance comparée) que hm — = +00. Ainsi,
+oo n

e"-1
De plus, lim
n—+oo 2(e + 1)

e

e”-1
lim ——
n—+oo p(e + 1)

Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison,

lim I, =+o00|
n—-+oo

—-n

e 1—-e™ "
De plus, ——— <1
n(e

et lim
n—+oo p(e+1)

Ainsi,

= lm
n—+oo 2n

1—-e™"
=0.




Corrigé de I'exercice 5.29 page 235

pie

2 o T
Io :f sinx dx = [ cos x] :coso—(—cosE) =1
0

s

2
cosx dx = [sin x]

]0=f
0

nx

X . L
g =sin0—-sin—=1.
2

a. F),(x) = ne"" sinx—e " cos x.
Ainsi,
I s
2 / 2 —nx . —
F,(x)dx=n| e “sinxdx-e
0 0
_pl
—-e "2 =nl,~J,
b. G (x) = ne ™ cosx+e "*sinx.
Ainsi,
s I I
2 2 _nx 2
G,(x)dx=n e "cosxdx+
0 0 0
1=nJ,+1,
c. Ona:

En faisant (E;) — n(E,),ona:

1+n2),=1-ne"

bis
ny

In—

_ 1—ne”

I
n3

1+ n?

De plus, en faisant (Ey) + n(E;),ona:

Q+nd),=e "2 +n,

d’our:

Jn=

n+e

s
>

14 n?

Bl lim

n—+oo

(

De méme, lim J,, =
n—+oo

_pnl Q 5
—-nye ”2):0donc lim I,,= lim
n—+oo n—+oo

. n _
n]irPoo 1+n2 — 0'

_1
1+n2

=0.

"cosx dx

e sinxdx

(E1)
(E2)
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Corrigé de I'exercice 5.30 page 236

I Dans un premier temps, remarquons que :

Inr)=ln(1x2x3x---x(n—1)xn)=lnl+In2+In3+---+In(n-1)+Inn

Tragons la courbe représentative de la fonction ¢ — In ¢ sur [1; +oo[ et tracons les rec-

tangles de largeur 1 et de hauteur respective Ink et In(k+ 1) pour k allantde 1 an:

"y

‘ln1+ln2+---+lnn‘

On voitici que la somme des aires des rectangles est supérieure a I’aire comprise entre
la courbe, 'axe des abscisses, le point de coordonnées (1;0) et la droite d’équation

X = n, ce qui se traduit par I'inégalité suivante :

n
In(n!) zf Intdt
1

A

n n+1
Inl1+In2+---+1Inn

On voit ici que la somme des aires des rectangles est inférieure a I’aire comprise entre
la courbe, I'axe des abscisses, le point de coordonnées (1;0) et la droite d’équation

X = n, ce qui se traduit par I'inégalité suivante :

n+1
In(n!) gf Intdt
1

Ainsi :

n n+1
f lntdtgln(n!)sf Intdt
1 1
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\

g L'(x) = (xlnx)' -1

1
=lxnx+xx—-1
X

=lnx+1-1=Inx.
Ainsi, x — xInx — x est bien une primitive de x — In x.

De l'encadrement de la question . et du résultat obtenu a la question ., on déduit :

1 n 1 n+1
f Inrdt< ung—f Inzdt.
In(n™) Ji In(n") J1
Or,
n
flntdt:[tlnt—t]f:nlnn—n+1
1
n+1
f lntdt:[tlnt—t]’f“:(n+1)ln(n+1)—n
1
Donc:
nlnn-n+1 ninn+1)+In(n+1)—n
—— < Uy <
nlnn nlnn
1 1 ln(n+1)( 1) 1
Inn nlnn Inn n) Inn
Or:
In(n+1) ln[n(1+%)] lnn+ln(1+%) ln[1+%)
Inn Inn B Inn B Inn
De plus :
1 In(n+1 In(1+1
im — =0 ; lim =0 ; lim M: lim (—")
n—+oolnn n—+oo plnn n—+oo Inn n—+oo Ilnn
D’apreés le théoréme des gendarmes, on a alors :
Iim u,=1

n—+oo

Corrigé de I'exercice 5.31 page 236

g Sur [1;e], Inx > 0 donc (Inx)” > 0 pour tout entier naturel 7.

e
Ainsi, I, :f (Inx)" dx > 0.
1

e e
In+1—In:f (Inx)"™**! dx—f (Inx)" dx
1 1
e
- f [(lnx)”“—(lnx)"] dx parlinéarité de I'intégrale
1

:f (Inx)"(Inx-1) dx.
1




Or,l<x<e <= Inl<Inx<Ilne

— 0<Inx<1

— -1<Inx-1<0
Ainsi, sur [1;e], Inx)"(Inx - 1) < 0 (car (Inx)"” > 0 sur cet intervalle), et donc
Ip+1—1n <0.

La suite (I;;) est donc décroissante.

1
E Posons u'(x) = ;(lnx)” et v(x) = x. Alors, I, = [{ ¢/ (x)v(x) dx et par intégration par

parties :
(S
I,=f-fQ) —f u(x)v'(x) dx,
1
n+1
avec u(x) = (IHL, vix)=1let f(x)=u(x)v(x)= Lx(lnx)”“.
n+1 n+1
Donc:

1 1 e 1
I, = xex(1ne)”+1——x1><(1n1)”+1—f — (Inx)"'x1dx
n+1 n+1 1 n+1

€ 1 € n+1
= - (Inx) dx
n+l n+1l1J;
e 1

= ———— 1
"+l n+1 "M

Ainsi, en multipliant par (n + 1) chaque membre de cette derniere égalité, on obtient :

((n+ DI+ =e

ﬂ a. Larelation de récurrence de la question précédente donne :
e pourn=0:Ip+1; =e;
e pourn=1:2I; +Ir =e.
Ainsi, [+ 1; = 2I; + I, soit Iy —I; = I,.
b. Iy=f{(nx)°dx=[{1ldx=[x]]=e-1.
c. '(x)=1 xlnx+x><§—1 =lnx+1-1=Inx.

Donc L est bien une primitive de la fonction In. On en déduit alors :

€
I; :f Inx dx
1

=L(e)-L()
=elne—e—-1In1+1
=1.

Ainsi,
12210—1126—1—128—2.
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Corrigé de I'exercice 5.32 page 237
X !/
g On sait, par propriété, que ( f f() dt) = f(x) doncici, pourn>1:
a

! —
(x"e* = nFp_1(x)) = nx"'e* + x"e* — nF,_, (x)

n—lex

=nx +x"e* —nfu_1(x)

= nx""le* + x"e* — nx""le® = x"e* = f,(x).

On a donc bien F,(x) = x"e* — nF,_;(x) pour n > 1.

Pour tout entier natureln, on a:
1 1
In+1—In:f xtle* dx—f x"e* dx

0 0
1

:f (xn+1ex_xnex) dx
0
1

:f x"e*(x-1) dx.
0

Sur [0;1], x"e* > 0et x—1 < 0donc x"e*(x—1) <0. Ainsi,
In+1 - In < 0

et donc (I,) ,en €st décroissante.

1
E Sur [0;1], x"e* > 0 donc f x""e* dx > 0. Ainsi, (I) e €st minorée par 0; de plus,

0
d’apres la question précédente, elle décroit donc elle converge.

(4| Iozflexdx:e—l.
I :eo— llp=e—(e—1)=1.
L=e-2[;=e-2.
Is5=e—-3l, =e—3(e—2) =—-2e+6.
I4,=e—-4I3=e—-4(-2e+6) =9e—24.
E Pour n =0, on abien Iy = age+ by avec ay =1 et by = —1.
Supposons que pour un entier n fixé, I, s’écrit sous la forme I, = a, e + b,.

Alors,

Ihpi=e—(n+1I,
=e—(n+1)(a,e+by)
=e—(n+1aye—(n+1)b,
=[1-(n+ay|e-(n+1)b,

apr1=1-(n+1ay,
En posant ,ona:
b1 =—(n+1)by

In+1 = apr1€+ by,
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L'hérédité est alors vérifiée.
On peut ainsi conclure que pour tout entier naturel n, I,, s’écrit sous la forme a,e+ b,
an+1=1-(n+1ay
avec
bpy1=—-(n+1)by
W bp=-1=-0,b=1=1!, by=-2=-2!, by =6 =3, by = —24 = —4! d’apres la ques-
tion .

On peut alors conjecturer que pour n > 2, b, = (=)™ 1p! (je prends n > 2 car b; =0).

5 a()zl, b():—l.

On peut le démontrer par récurrence (I'initialisation étant déja faite).
Supposons que pour un entier 7 fixé, b, = (—=1)"*"! n!. Alors,

bui1=—(n+1)b,
=(—Dxn+D)x(=D)"xn!
==D"?xn+1) xn!
———
=(n+1)!

=(=D"?nm+1)!

L'hérédité est alors vérifiée, ce qui montre 1'égalité conjecturée.

2 -1 n—-k -1 2-2 1
PournzZ,Z!Z( ) :2><( ) =2x—=1%aq,.
o k=2 k! 2! 2
Linitialisation est alors réalisée.
n (_l)n—k
Supposons que pour un entier n > 2 fixé, a,, = n! Z - Alors :
k=2 E
an+1=1-(n+1a,
(-1 )" k
—1—(n+1)xn'z
(-n"Fk
=1-(n+1)! Z T
k=2
(n+1)! no(—1nk
= —(n+1)) ————
(n+1)! S o
1 n-k
=(n+1)! Z - )
(n +—1)' =2
(_1)n+1—k

53

- ! =
= et L T g

(ici, j’ai considéré le signe « —» comme étant (—1) et je I'ai inséré dans la somme)

= N —
R TS

(_1)n+1—(n+1) n (_1)n+l—kl

2l




(j'écris le terme avant la somme de la méme maniere que les termes de la somme
elle-méme afin de I'incorporer a l'intérieur du sigma)

n+1 (_1)(n+1)—k

=(n+1y —
(n+)k;2 =

L'hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,
n (_l)n—k
an=n!)y_ —

k .

=2
Un programme Python possible est le suivant :

Code Python 5-21

factorial fac, exp

(2,n+1):
st=fac(n)*(-1)*x(n-k)/fac(k)
s

(-1)** (n+1)*fac(n)

a(n)*exp(1)+b(n)

Laligne :
Code Python 5-22

factorial fac, exp

signifie que j'importe la fonction factorial du module math en lui attribuant un alias
(car comme je suis une grosse feignasse, je n’aime pas taper « factorial » en entier
alors je préfere taper « fac » a la place...).

On obtient par exemple :

>>> I(4)

0.4645364561314054
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Corrigé de I'exercice 5.33 page 237

1
BN F,(x) est de la forme u(x) x v(x) avec u(x) = (Inx)"*! et v(x) = = Ainsi,

1 11
F,(x) = (n+1)=(nx)"x = - = x (Inx)"*!
X X X

n n+1
— 4D (lnyzc) B (Inx) .
7%

x2

De la question précédente, on déduit :

2 2

€ e n n+l
f F' (x) dx:f ((n+ e - (oo ) dx
1 1 xz x2

e? 1 n e? 1 n+1
:(n+1)f foes dx—f Gid™” o
1 x? 1 57

2

e? 1 n+l e2 1 n e
%dx:(n+l) (Inx) dx - F' (x) dx
1 1 57 h

x2

Une1 = 0+ 1)Uy — [Fy(e?) =Ey (0)]

n+l1
Upr1 =+ 1Du, - 3
e
. n! 2k
EPosonsg”nlaproprlété:‘v’ne:l\l"‘,un:n!uo——2 ik
e !
k=1

¢ Initialisation.

2
Pournzl,laquestion.nous ditque: u; = up— —.
e
De plus, 2, : u; = 1! L 2. 2
eplus, & U = .uo—?xl—!—uo—?.

Linitialisation est donc faite.
* Hérédité.
Supposons que &, soit vraie pour un n donné non nul.
n! & 2k

Alors, Up=nlug—— -
e o k!

D’apres la question [, on a:

(n+1)! & 2k on+l

=(n+1)!uy—
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=(n+1)uy-—

m+1)! [ & 2’C+ on+l
e |\ k! (n+D)!

(n+1)1 £l ok

=(n+1D'uy— —.
e k!

On a alors &2, = 22,,.1. Lhérédité est alors montrée.

Ainsi, &2, est vraie pour tout entier naturel non nul 7.

ﬂ De la question précédente, on peut déduire que pour tout entier naturel non nul 2, on

a: L
Uy 1 &2
R
n! es (- k!
soit :
I (un) 1 ook
im (—|=u—— —.
n—+oo\ p! 0 e? (= k!
Or, on sait que :
+002k
Z—,:ez
o k!
Donc:
—=e"-1,
i—o k!
d’'olr: ]
Un
Aim (T3] = w- -,
soit : ]
u
lim (—"):uo—1+—.
n—+oo\ p! e2
Or: ,
fe dx
Uy = —
0 . X2
11¢
= _1; 1
:—e—2+1
Ainsi :
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Corrigé de I'exercice 5.34 page 238
Avant tout, représentons le domaine en question :

i

M(x; x2) et A(—1;1). La droite (AM) a pour équation y = mt+ p ou:

_yM—yA_xz—l
XM—Xa Xx+1

m

etdonc:
%=1 x*+x

=ya—mxp=1+ = >
P=Ja A x+1 x+1

Ainsi,

AM) _x2—1t+x2+x
S x+1 x+1°

Laire du domaine coloré est alors :

X 2_1 2+
d(x):f (x r+2 x—tz) dr
1lx+1 x+1

[ 1, x*-1 , x*+x
=|-=+ r+ t
3 2(x+1) x+1

-1

1
:E(x3+3x2+3x+1).

Ainsi,
Ax)=1 X +3x°+3x-5=0.
Posons :
f(x) = x> +3x* +3x 5.
Alors,

() =3x* +6x+3=3(x+1)*>0.

f est donc croissante sur R; comme xlimoo f(x) =—oc0et xliIP f(x) = +oo, d’apres le corol-
—— — 400

laire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une unique solution sur R al’équation

f(x)=0.

Alaide de la calculatrice (par exemple), on trouve : x = 0,817.

Ainsi, le domaine a une aire égale a 1 lorsque M a une abscisse d’a peu pres 0,817.
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Corrigé de I'exercice 5.35 page 238

) Int ) . .
g La fonction ¢ — i est continue sur [1;+oo[ comme quotient de deux fonctions

13
continues sur ce méme intervalle, donc continue sur [1; x], pour tout réel x > 1. Ainsi,
¢ est définie.
we a b ¢ al+1)?+bt(1+1)+ct
—+ + =
t 1+t (1+1)? t(1+1)?
_a(t®*+2t+1)+br+br* +ct
B t(1+1)2
_(a+bP+QRa+b+c)t+a
B t(1+ )2
Sil'on veut que cette derniére expression soit égale a m, alors, on doit avoir :
a+b=0
2a+b+c=0
a =
Soita=1,b=-1etc=-1d olu:
1 1 1 1

tu+n2:t 1+t (1+1)?

B a. D’apres ce qui précede, ona:

fx dr _fth fx dr fx dr
L ta+02 Lot )i 1+ L A+ 0?2

1 X
=[In t])lc— [n(1 + t)])lc— [—m]
1

1 1
=lnx-In(x+1)+In2+ ————
1+x 2
X 1 1
- 1n(—)+—+1nz——
x+1 x+1 2

_%x2u+1ﬁ4dntx4u+1)
4(t+1)*

b. ®'() =

_ =2(t+1)%+4(t+1DInt
- 4r(t+1)*

Int 1

D' () = -
(2) (t+1)3 2t(t+1)2
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On déduit alors :

Int

X X
f d' (1) dt :f _—
1 1 (t+

1)3

D(x) — D) = h(x) — = (ln(

1 1
__f 1
21 t(t+1)2

x+1)

1 1
+——+In2——
2

x+1

b(x) = —1n(i) +

1
—ln2— - +d(x)
4

x+1 2x+2 2
d(x) = —ln(—)+ +—In _l_ln—x
+1/ 2x+2 2 4 2(x+1)2
Inx
c. On sait, par croissance comparée, que ler —=0.
—+00 X
X
De plus, lim —— — = lim —=0
—+00 (14 x)2 x—>+oox2 X—+00 X
lnx X
Ainsi, lim —x —— =
x—+00 X (x+ 1)2
R . Inx
D’ou,| lim =
x—+oo (x +1)2
On en déduit alors :
Inx 1 X 1 1
lim ¢(x) = lim (——)+ lim —ln(—)+ lim ( )+—(1n2——)
x—+00 x—too| 2(x+1)2) x—+002  \x+1) x=+oo\2x+2) 2 2
\ ~~ -/ -~ e Y —
=0 =0 =0
1 1
. —(1n2——)
2 2
\ V4
. , ) N\
Corrigé de I'exercice 5.36 page 239
Partie A

g P est dérivable sur R car c’est un polynome. Sa dérivée est :
P'(x) =3x* +2x + 1.

Le discriminant de P’ (x) est :
A=22-4x3x1=4-24=-20<0.

Donc P’(x) > 0 sur R, ce qui signifie que P est strictement croissant sur R.

3 2
B p(3)-(*+ (3 +(B)-1--}<o.
De plus, P(1)

=2>0.

- . . . 1 s
Or, P est dérivable (donc continue) et strictement croissant sur 2 ;1| donc, d’apres

le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation P(x) = 0 admet une

1]
—51].
2

unique solution sur
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E D’apres les questions précédentes, on peut dire :
e P(X) <O0sur]—oo;qaf.
e P(X)>0sur]o;+ool.

Partie B

g f est dérivable sur ]0; +o0o[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur cet in-
tervalle. Sa dérivée est :

2x Lx[x(nx)?+1)] -2Inx[(nx)? + 1+ x (2123)]

"(x) =
d x2((nx)? +1)°
B 2(nx)?+2-2(nx)% -2lnx—4(n x)?
x2((nx)2+1)°
3 2 B
£l = _2(lnx) + (In x) +ln2x 1
%% ((nx)? +1)

E D’apres la question précédente, nous pouvons dire que :

P(nx)

22 ((nx)?2+1)*’

fl)=-2

ou P est le polynome défini dans la partie A. Donc f'(x) est du signe contraire de
P(Inx).

Or, nous avons dit que P(x) > 0 pour x > a. Ainsi, P(In x) > 0 pour In x > a, soit x > e“.
Ainsi, f'(x) <0 pour x > e“.

5] f(x)=x(

2Inx 3
(Inx)?+1) ~ xlnx+

pour x # 1.

X
Inx

. . X
Or, lim xlnx=+ococet lim — = +oo.
X—+00 x—+oo|n x

Ainsi,| lim f(x)=0]|
X—+00

X
De plus, imxInx=0" et lim — =0".
x—0 x—0Ilnx

Ainsi, | lim f(x) = —oo|.
x—0

P Nous avons le tableau suivant :

f'(x) + 0 -

f(x) ol 0
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\

/

E On remarque que f(x) = 4
u

(j:)) ,avec u(x) = (Inx)>+1>0 et donc v/ (x) =

Ainsi, une primitive de f sur ]0; +ool est F(x) =1n [(ln X%+ 1). Donc:
t
1(r) :f f(x) dx=FE(6)-F(1) =In((nn)*+1)
1

=1 < In(np)?+1)=1
— (Int)'+1=e

<« (Inp?=e-1.

On aalors:
Int=ve-1 ou Int=-ve-1,
soit :
r=eve! ou r=e Vel

Or, par hypothese, t > 1donc t #Ze™" e~
Ainsi, t =eVe 1 = 3,7.

2Inx

Corrigé de I'exercice 5.37 page 239

¢
g Pour tout réel x de I'intervalle [0; 5 [,

1

- 1+ sin(x)
1 1 —sin(x)
X

fx)

- 1+sin(x) 1-sin(x)
B 1 —sin(x)
 1-sin?(x)

B 1 —sin(x)

T cos2(x)

1 sin(x)

fx)

- cos2(x) cos2(x)

sin(x)

a. Soit U(x) = tan(x) = . Alors,

cos(x)

(sin(x)) cos(x) —sin(x)(cos(x) )’

G (x) =
(x) cos?(x)

cos?(x) + sin?(x) 1

=] > = > = g(x)

cos2(x) cos=(x)
Ainsi, U(x) est bien une primitive de u(x).
—sin(x 1
b. Une primitive de h: x— ) estH: x— — car:
cos2(x) cos(x)
ul
h=— avec u:x— cos(x) et u': x— —sin(x).

u2
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Ainsi, une primitive de f sur [0; 5[ est:

1 sin(x) 1
F(x)=U(x) - = -
cos(x) cos(x) cos(x)
soit :
sin(x) —1
F(x) = ———
cos(x)

E D’apres ce qui a été écrit précédemment,

sin(t)—1 sin(0)—1 sin(f) -1
I(t) =F(t) —=F(0) = — = +1
cos(t) cos(0) cos(?)

¥A FEcrivons :

sin()—1 _ sin(#) —sin(3)
cos(t)  cos(t) —cos (%)
sin(#) —sin () t—7
= X .
=2 cos(t) —cos (%)

Par définition du nombre dérivé,

im = =cos—=0
=3 T2
cos(t) —cos (% -2
lim - (2):—sin2:—1 donc lim 2 —=-1
x—1 =L 2 x—% cos(f) —cos(3)
Ainsi, par produit,
sin(f) -1
iIm ———=0x(-1)=0.
t—2 cos(t)
On en déduit alors que :
I=1]|
\
/ o .
Corrigé de I'exercice 5.38 page 240
n Posons :
u(x) = (Inx)" n(lnx)""!
1>
y’(x) =X U(JC) = Ex




Alors,

e
In:Uumuﬂf—f u(x)v'(x) dx
1

e

e
= lxz(lnx)” —ﬁf x(Inx)"" dx
2 1 2 1
)
n= 2 2 n-1

Nous avions trouvé dans I’exercice précédent :

e 1

° 11:—+—;
4 4
I_e2 1
T4 g

Al'aide de la relation de récurrence trouvée a la question précédente, on déduit :
e’ 3 e’ 3 (e2 1 ) e’ 3
X = X =

OI = — — — _— = _—— = e —;
3T 272 2 274 4) 88
I_e2 4(e2 3)_e2 3
T2 28 8 4 4
e? S(e2 3) e’ 15
o Ig=———[—-= = +—.
2 2\2 4 8 8
. ) e’ n . 5
B De la relation de récurrence I,, = T Eln_l et de la supposition que I,, = a,e” + by,
nous pouvons déduire :
e n+l
In+1:E_ 2 n
2
e n+l
=—- (ane2+bn)
2
2
e n+l)a n+1
2 2 2
1-(n+1)a n+l
_ ( ) nez_ by
2 2

Or,
2
In+1 = anr1€” + by

Ainsi, par identification, on a :

1-(n+1)a n+1
an+1 = fn et bpi1=- 2 by,
_1 11 11 PR . _
n b, = 7 et(-1) T A donc la propriété a démontrer est vraie pour n = 1.
Supposons qu’elle le soit pour un entier k > 1 fixé, c’est-a-dire que :
k!
_ 1\ k+1
b =(-1) T (HR)
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Alors,

1
bis1 = _E(k + 1) by+1 d’apres la relation de récurrence sur (b;,)

_ 1 k+1 k!
——§(k+1)><(—1) ﬁ

2x2k+1
2k+2

=(=D

=(=D

La propriété est donc héréditaire.

Ainsi, la propriété est vraie pour tout entier n > 1.

Cette question est tres difficile. Il est donc normal d’avoir des difficultés a écrire un
tel programme. J’ai décidé d’utiliser les formules explicites de a,, et b, pour trouver la
valeur exacte de I,;, pour un entier 7 > 1 donné. Cela donne par exemple :

Code Python 5-23

fractions Fraction

factorielle(n):
o ==
1
n * factorielle(n-1)

a(n):
a = Fraction(0,1)
k (1,n-1):
a += Fraction((-1)**xk , 2*%x(k+1) * factorielle(n-k) )
a = Fraction(1,2) + factorielle(n) * a +
Fraction(factorielle(n) * (-1)**x(n+1) , 2*x(n+1))
a

— =
— O O 00N O O Wi~

b(n):
Fraction( (-1)#*(n+1) #* factorielle(n) , 2**(n+1) )

( ("Entrez un entier n supérieur ou égal a 1 : "))
("I({}) = {Fexp(2)/{} + {}/{3". (n, a(n).numerator,

a(n) .denominator, b(n).numerator, b(n).denominator))

Entrez un entier n supérieur ou égal a
I(7) = -41lexp(2)/16 + 315/16

Entrez un entier n supérieur ou égal a
I(11) = -21101lexp(2)/16 + 155925/16




Corrigé de I'exercice 5.39 page 241

!
, - u 1
BT On sait qu'une primitive de — est——.
u u

Ainsi,
8 8
f f(x) > dx: [_L

4 [f)] f0) 14
_mj__t_LJ
e\ f@
=-2+4+4

8

f) > dx=2
1 [f)]

Pour tout réel k,

2 2
( fu32+k)::(‘ﬂx%4 ot pe
[f 0] [f0)] [f )]
2
:[fuﬂ4+2k.ﬂxz
[f@]" [fe]

8 2 8 2 8 8
f(f(x)2+k) dx:f [f(x)]4dx+2k f(X)zdersz il
4 \[f0)] 4 [f(x0)] 4 [f(0)] 4
=1+2kx2+k*B-4)
=4k* + 4k +1

8 2
f( f(X)2+k) dx = (2k+1)°
+ )]

+ k2.

D’ou:

1
Pourk:—g,ona:

2
fg( f(x)z_l) deo.
4 \[fw]” 2

2
1
Or)( f(X)Z__) }0
[feal” 2
Si l'intégrale d'une fonction positive ou nulle est nulle sur un intervalle, alors cette

fonction est nécessairement nulle sur cet intervalle.
Ainsi, sur [4;8],

f 1
[f]® 2
Soit :
fw 1
[fe)® 2




P4 si deux fonctions sont égales sur un intervalle, alors leurs primitives aussi.
Ainsi, de la question précédente, on déduit que sur [4;8] :

On peut aussi écrire :

En prenant x = 4, on obtient :

———=24K << K=-4-2=-6.
f@

Finalement,
L _ x-6 = f(x)= ! 2
flx) 2 2= -
Conclusion : sur [4;8], f(x) = 2
L ' e C12-x
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| - Droites dans l'espace

| . 1 - Caractérisation

Propriété 34

| . 2 - Droites paralleles

Définition 24

Attention 13
Dans I'espace, deux droites qui ne se coupent pas ne sont pas nécessairement paralleles.

G

A B

Dans le cube ci-dessus par exemple, les droites (EF) et (BC) ne sont pas paralleles bien
qu’elles ne se coupent pas. v

Propriété 35
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Il - Plans dans l'espace

Il . 1 - Combinaison linéaire de deux vecteurs

Définition 25 (combinaison linéaire de vecteurs)

Soient 7 et U deux vecteurs de I’espace.
On dit que @ est une combinaison linéaire de i et v s'il existent deux réels A et p tels que :

i = \il + pb.

Il . 2 - Caractérisation d’un plan dans I’espace

Propriété 36

Tout plan de I'espace est défini par un point A et un couple de vecteurs non colinéaires
(@, D).
On dit que le plan est dirigé par le couple (i, ).

e

Remarque 43

—>
Pour tout point M du plan défini par un point A et un couple de vecteurs (i, V), AM est une
combinaison linéaire de i et . v

Définition 26

Soit un plan défini par un point A et un couple de vecteurs (i, V).

* (1, V) est appelé une base du plan.

* (A; i, D) est appelé un repere du plan.

Il . 3 - Plans paralléles

Propriété 37

Soient deux plans de 'espace 22y, dirigé par (i1, 1), et %, dirigé par (iiz, U>).
2P, et 27, sont paralleles < ii, et U, sont deux combinaisons linéaires de ii; et 7.
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11 - Vecteurs coplanaires et repere de I'es-
pace

Il . 1 - Vecteurs coplanaires

Définition 27

Trois vecteurs i, U et i de I'espace non deux a deux colinéaires sont dits coplanaires sil'un
est une combinaison linéaire des deux autres.

Remarque 44

Si deux des trois vecteurs sont colinéaires alors les trois vecteurs sont nécessairement copla-
naires. v

1l . 2 - Repeére de I'espace

Si ii, ¥ et i sont trois vecteurs non coplanaires de I'espace, pour tout vecteur 7 de 1'espace
il existe un triplet unique de réels (a ;b ;c) tel que 7 = aii+ b + cil.

Définition 28

Un repeére de I'espace est défini par un point A et un triplet de 3 vecteurs non coplanaires
(U, 0, ).

Propriét

Dans le repere (A ; ii, U, iv), pour tout point M de I'espace il existe un triplet unique de réels
(x;y;2) telque AM = xti+ yU + ziD.

Définition 29 (coordonnées d’un point et d’un vecteur de I'espace)

Dans le repére (A; i, U, i), siun point M est tel que AM = xii+ yv+zi0 alors (x; y; z) constitue
les coordonnées du point M, mais aussi du vecteur AM dans ce repere.

Les calculs sur les coordonnées dans I'espace se font comme les calculs sur les coordonnées dans
le plan.
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IV - Représentations parameétriques de droites

Lespace est muni d’un repere (O ;, f, k). Soit 2 la droite passant par le point A de coordonnées
(xa ; VA ; 2a) et de vecteur directeur i de coordonnées (a; b ;c).

Théoréme 10

X=Xa+at
M(x;y;2) €9 < {y=ya+bt, teR.

Z=2zp+cCt

C’est une représentation paramétrique de 2.

Attention 14
f Cette représentation paramétrique n’est pas unique et dépend du vecteur directeur et du

point choisi sur la droite!

4

Exemple 39

La droite caractérisée par la représentation paramétrique suivante :

x=-1+3¢
y=2-t , tel.
z=5+7t
3
passe par le point A(—1;2;5) et a pour vecteur directeur i | —1 |.
7

Remarque 45 (point d’intersection de deux droites)

Deux droites (d) et (d') ont pour représentations paramétriques respectives :

x=-1+t x=4-3¢
d):{y=6+2t ,teR ; (d):{y=16-5¢ ,1feR
z=-2-4t z==-22+1

Sont-elles sécantes?

Notons I I’éventuel point d’'intersection de ces droites. Alors,

xp=—-1+t x=4-31
JteR, { y1=6+2t et 3IreR < y=16-5¢
z1=-2—-4t Z1:—22+t,

I faut donc voir si le systeme :
-1+t=4-3¢
6+2t=16-5¢t'
—2-4t=-22+1
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admet une solution.
Pour le savoir, il faut prendre uniquement deux équations sur les trois :

-1+t=4-3¢ t+3t =5
<
6+2t=16-5¢ 2t+5¢'=10

et résoudre le systeme; on trouveici: t =5et ' =0.
On doit ensuite vérifier que la troisieme équation est vérifiée pour ces valeurs :

—2—4t=-22+41 & —2-4x5=-22+0 < —22=-22.

C’est donc ici le cas. Par conséquent, les deux droites sont sécantes et leur point d’intersec-
tion est obtenu par exemple en prenant ¢’ = 0 dans la représentation paramétrique de (d') : il
s’agit du point de coordonnées (4;16; —22). v




B EXERCICES

Vecteurs, droites et plans

Exercice 6.1 (combinaison linéaire de vecteurs) '

F G
E H
K I On considere le cube ABCDEFGH ci-contre.
J . SoitIle milieu de [GC], soit] le point déﬁii) par2 : E = xAl,
B - C ol 0 < x < 1, et soit K le point défini par EK = gEH
A D

Exprimer Al en fonction de A_B), AD et AE.
E] Exprimer a en fonction de 1@), AD et AE.
E] Exprimer I?]) en fonction de @), AD et AE.
E Exprimer IK en fonction de 153), AD et AE.
Solution page 295

C

* Exercice 6.2 (parallélisme) '

ABCDEFGH est un pavé droit.

Démontrer que les plans (AFH) et (BDG) sont
paralléles.

Solution page 295

—_—> —> — .
Montrer que AE, EC et AD sont coplanaires.

Solution page 296
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Représentations paramétriques de droites

Exercice 6.4 (représentations paramétriques de droites) '

Dans chacune des questions suivantes, déterminer une représentation paramétrique de la
droite 9, passant par le point A et de vecteur directeur .

-1 0 1
A(0;2;-Det | 2 A(=3;1;5) et U | -2 Bl Ag;-34 et | 2
3 -3

Solution page 296

Soient (2;) et (2,) de représentations paramétriques respectives :
X=%+%f x:%+gt'
@) =—1+3r , teR (@) y="t , ' eR
— _ 1,44
Z= % = 5 + 5 t
Montrer que (2;) et (2,) sont confondues.
Solution page 296
e Exercice 6.6 (droites sécantes) '
Soient (2) et (9,2) de représentations paramétriques respectives :
x=-2+3t x=-8-3¢
@) y=1-2t , teR (@) y=5+t , t' eR.
z=T+4t z=-1+2¢t

Montrer que (2;) et (92) sont sécantes et donner les coordonnées de leur point d’intersec-
tion.

Solution page 297
e Exercice 6.7 (position relative de deux droites) '
Soient (2)) et (2,) de représentations paramétriques respectives :
x=2-5t¢ x=5+1
@) y=-1+t , teR (Do) y=-4-2t , t eR.
z=4-3t z=1+t
Sont-elles paralleles ? Sont-elles sécantes?
Solution page 297



https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Maths_specialite_terminale&exercice=6.4
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Maths_specialite_terminale&exercice=6.5
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Maths_specialite_terminale&exercice=6.6
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre=Maths_specialite_terminale&exercice=6.7

Exercice 6.8 (base) !

¥ On considere le cube ABCDEFGH suivant :

I et ] sont les milieux respectifs des segments [AD] et [AB].
On définit les points K et L par les égalités suivantes :

GK=-GF 5 AL=-AB+AE+ -AD.
4 2 4
Justifier que Ij et IK forment une base du plan (IJK).

= . . . P . =2 =
Montrer que IL est une combinaison linéaire de IJ et IK.
Interpréter ce résultat.

Le milieu de [AG] appartient-il au plan (IJK) ? Justifier.

Solution page 298

Exercice 6.9 (notion de barycentre) '

W Soient A, B, C et D quatre points quelconques de I'espace.

Montrer que pour tous réels a, et y tels que o+ p + y # 0, il existe un unique point G
tel que : L
aGA+pGB+yGC= 0.

Ce point est alors appelé barycentre du systeme {(A; o), (B; ), (C; Y)}, et on note :
G =bar{(A;a), (B;B), (C; )}

Cette définition se généralise a n points, n > 1.
E] Justifier que G appartient au plan (ABC).
E] Montrer que :

G =bar{H;a+p), (C;Y)}.

H =bar{(A; o), (B; B}
G={Aa),B;p), (CY)}

Solution page 299
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Exercice 6.10 (alignement, rep. param. d’un plan et d’une droite)

Dans un repere orthonormé (0;7, 7, 75), on considére les points suivants :
AZ;-1;00 5 B(-LLD  CGB-2-1

Montrer que A, B et C ne sont pas alignés.
Déterminer alors une représentation paramétrique du plan (ABC).
Soit E(0;-1;1).

a. Vérifier que E n’appartient pas au plan (ABC).

b. On considere la droite passant par E et orthogonale au plan (ABC). On pose
H(a; b; ¢) son point d’intersection avec le plan (ABC).
Déterminer les valeurs de a, b et c.

c. Déterminer alors une équation paramétrique de la droite (EH).

Solution page 300

Exercice 6.11 (dans un tétraédre)

W ABCD est un tétraedre. I et ] sont les milieux respectifs des segments [BD] et [CD].
E et F sont deux points définis par les égalités :

_2EA+3EB=0 ; —2FA+3FC=0.

Démontrer que les point E, F, I, ] sont coplanaires.
La droite (AD) coupe le plan (EFI) en K.
a. Démontrer que les points E, I, K sont alignés et que les points F, J, K le sont aussi.

— 33—
b. Démontrer que AK = EAD'

Solution page 302
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B CORRECTIONS

\

Corrigé de I'exercice 6.1 page 291
g Ki = ﬁ + D_C) + Ei (relation de Chasles)

— — 11—
:AD+DC+5CG

- — — 11—
AI:AD+AB+§AE

B CJ = CD + DA + AJ (relation de Chasles)
= ~AB-AD + xAl

— —> — — 11—
= —AB—AD+x(AD+AB+5AE)

—

—> —_— X —>
J=(x-1)AB+ (x—-1)AD + EAE

B Kj = KE + EA + AJ (relation de Chasles)
2— — —>
= —gAD —AE + xAl

2— — — — 11—
:—gAD—AE+x(AD+AB+EAE)

K= [x- 5 AB + 2B+ 5 - 1) RE

Pl K=IG+GH+HK

—

1l —»> 11—
IK=-AE-AB--AD
2 3

Remarque 48

iln'y a pas qu'une seule facon d’utiliser la relation de Chasles pour décomposer un vec-
teur. Selon le « chemin » que I'’on emprunte, le raisonnement peut étre plus ou moins
long.

N

Corrigé de I'exercice 6.2 page 291

Montrons que les deux plans sont dirigés par le méme couple de vecteurs :
D’apres la relation de Chasles : AH = AE + EH.

ABCDEFGH est un pavé droit donc AH = BF + FG, et finalement :

AH = BG.

On montre de méme que FH = BD.

Par leur position sur le pavé, les points A, H et F ne sont pas alignés, donc les vecteurs AH et
FH ne sont pas colinéaires et dirigent le plan (AHF). De méme, les vecteurs BGetBD dirigent
le plan (BDG). Les deux plans étant dirigés par le méme couple de vecteurs, ces plans sont
paralleles.

V4




N
Corrigé de I'exercice 6.3 page 291

—_—> —> —> . . .1
AE, EC et AD sont coplanaires si et seulement si 'un des vec-
A teurs est une combinaison linéaires des deux autres.

AD = AE+EC +CD
— AE + EC — 4AE
— EC - 3AF.

—) . . . ’ . _) _—_) .
AD est donc une combinaison linéaire de EC et AE, qui ne sont
pas colinéaires, donc les trois vecteurs sont coplanaires.

B
N\ V4
. , . N\
Corrigé de I'exercice 6.4 page 292
Nous savons qu'une représentation paramétrique de droite passant par le point
a
A(xa;ya;2a) etde vecteur directeur @ | b | est de la forme :
c
X=xp+at
y=ya+bt ,teR
z=zpa+ct
Onaalors:
xX=-—
g (@):4 y=2+2t , teR
z=-1-1¢
x=-3
@):4 y=1-2t, teR
z=5+3t
xX=2+t
B @:{ y=-3+2¢t, teR
z=4-3t
\ /
o . N
Corrigé de I'exercice 6.5 page 292
3/2
D’apres leurs représentations paramétriques, (2;) a pour vecteur directeur # | 5/4 | et (2,)
1
6/5
a pour vecteur directeur 7| 1 |. On remarque que U = %ﬁ’ donc les vecteurs sont coli-
4/5

néaires, ce qui signifie que (2,) et (2,) sont paralleles.




De plus, le point A (%, —i; 0) € (2,); vérifions que A € (2,). Pour cela, vérifions que ses coor-

données vérifient la représentation paramétrique de (2-) :

t,

3 6

2=5t5 ,

LA\ =—.
4

+5

0

[ &=

t <

9
5
1
5

On trouve une valeur de ¢’ et une seule; par conséquent, A € (2), ce qui signifie alors que
(927) et (2,) sont confondues.

Corrigé de I'exercice 6.6 page 292
Utilisons la méthode du cours pour montrer que les droites sont sécantes. Montrons que le
systeme :

-2+3t=-8-3¢

1-2t=5+1

7+4r=-1+2¢t

admet une unique solution. Pour cela, considérons le systeme formé uniquement deux deux
premieres équations :

—-2+43t=-8-3¢ — 3t+3t=-6
1-2t=5+1¢ —2t—t'=4
M\ t+t'==2
tL=-2t-4
h t—2t—4=-2
t'=-2t-4
<~ t:_z
=0

La troisieme équation donne alors :
T+4r=-1+2t < 74+4x(-2)=-142x0 < -1=-1.

Cette derniere égalité étant vraie, t = —2 et ¢’ = 0 sont les solutions du systéeme. Les deux
droites sont alors sécantes et leur point d’'intersection est obtenu en replacant par exemple
t' par 0 dans la représentation paramétrique de (2,) : 1(-8;5;-1).

Corrigé de I'exercice 6.7 page 292

* Les droites sont-elles paralleles ?
Pour le savoir, il faut regarder si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.

-5 1
Le vecteur directeur de (2;) est | 1 | et celuide (2,) est U | -2 |.
-3 1
-5 4 1
1 -2

donc les vecteurs ne sont pas colinéaires. Les droites ne sont donc pas paralleles.
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e Les droites sont-elles sécantes ?
Pour le savoir, nous devons résoudre le systeme :

2-5t=5+"¢
—1+t=—-4-2¢
4-3t=1+1¢

Si on ne considere que les deux premieres équations, on a:

2-5t=5+1 5t+t' =-3
—1+t=-4-2¢ t+2t=-3
1 , 4
— f=—, t=—-.
3 3

La troisieme équation donne alors :
, 4 1
4-3t=14+1 <= 4+1=1-- 5:—5.

Cette derniere égalité étant fausse, le systeme n’admet aucune solution et donc les
droites ne sont pas sécantes.
\ /

4 o : N\
Corrigé de I'exercice page

g I et ] sont sur le plan (ABC) alors que K n'y est pas. Ainsi, T et IK ne sont pas coli-
néaires; ils forment donc une base du plan passant par ces trois points, le plan (IJK).

E Une facon de faire est d’exprimer les vecteurs I_f, If et ﬁZ en fonction de E), zﬁ et ﬁ
(par exemple).

e [J=-AB--AD
2 2 .

-ﬁ:ﬁ+ﬁ+zﬁ

e [L=TA+AL=--AD+-AB+AE+-AD =-AB+AE + —AD.

N 2 2 _}4 N 2 4

SiIL est une combinaison linéaire de IJ et IK alors :
AN eR, IL=AT +pIK
— I\ ER, 5AB+AE+ZAD:)\(§AB—5AD)+p(AB+AE+ZAD)

[ — 33— 1
I\ eR, EAB+1AE+:}AD:(§)\+H

AB+HAE+|—=A+—-u|AD

+ U +( 5 +4p)
:%)\+p

— I\ ER, =H

_ 1 1

——z)\'f-z},l

B W~ Nl

(les coefficients des vecteurs doivent étre égaux un a un)

On trouve alors p = 1 et par suite, A = —1. Ainsi,

IT.= -1 +IK




IT. est donc bien une combinaison linéaire de I—f et IK.
On peut alors conclure que le point L est sur le plan (IJK).

K] Notons M le milieu de [AG]. Alors,
IM = IX + AM

l1—» 15 15 1—

=——AD+ -AB+ -AE+-AD
2 2 2 2
l= 11—

=-AB+ -AE.
2 2

IM est une comblnalson linéaire de AB et AE alors que d’'une part, IJ Us exprime en
fonctlon de AB et AD et d’autre part, Ks exprime en fonctlon de AB, AE et AD.

M ne peut donc pas étre une combinaison linéaire de I] et IK.

M n’appartient donc pas au plan (IJK).
\ V4

Corrigé de I'exercice page

g * Démontrons I'existence d’au moins un point tel que aGA + ﬁ(—}ﬁ + y(}a =0.

aGA +BGB +yGC = 0 < aGA+p(GA+AB)+Y(GA+AC)=0
@(a+ﬁ+y)@:—ﬁﬁ—yﬁ
8 e

AC 0).
a+P+y a+P+y (car ol Y Q)

@K_G):

Le point G est alors bien défini et on sait le placer al’aide de cette derniere égalité.
* Montrons maintenant I'unicité.
Supposons qu’il existe deux points G et G’ vérifiant la méme égalité :

aGA + [3(33) + ya}) =0
aG'A+BGB+YGC=0
Ainsi, par soustraction,

«(GA-G'A)+B(GB-G'B)+y(GC-GC) = C

soit :

aGG' +BpGG' +YyGG =0
ou encore : .
(@+P+Y)GG' = 0.
Or, G est différent de G’ donc &7 # 0. Cela suppose donc que a+f+y =0, ce qui
est impossible par hypotheése de départ.

Ainsi, 'hypotheése selon laquelle il existerait deux points distincts G et G’ satisfai-
sant la méme égalité est fausse, ce qui montre I'unicité du barycentre.




E Pour justifier que G appartient au plan (ABC), il suffit de rependre I'égalité démontrée
au premier point de la réponse a la question 1 :

AG=
a+p+y a+p+y

> —> >
Ainsi, AG est une combinaison linéaire de AB et AC, ce qui prouve que G appartient a

(ABC).
E H = bar{(A; ), (B; B} — oHA+PHB= 0

G = {(A; ), (B; B), (C; Y)} aGA+pGB+YyGC =0
. aﬁ+ﬁ(§§+y(TC) =0
(soustraction) <— - ., s N —
o«(GA-HA)+p(GB-HB)+YGC =0

a@i+ﬁ@+y(7c) =0

— —> —> —> —

aGH+pGH+YyGC =0

a(ﬁ+ﬁ@)+yG_C) =0

(a+ﬁ)a{)+y(§f =0

< G=Dbar{H;a+p),(C;y)}

Remarque 49
Cette derniere égalité montre que G est sur la droite (HC).

\ /
. , . N
Corrigé de I'exercice page
-1-2 -3
B AB|1-(-1) | soit AB :
1-0 1
N 1
AC| -1
-1
1 -1

= # = donc les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.

Par conséquent, les points A, B et C ne sont pas alignés.

E 153) etA—C) sont deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) donc ce sont deux vecteurs
directeurs de ce plan. De plus, A € (ABC) donc une représentation paramétrique du
plan (ABC) est :

x=2-3t+1
y=-1+2t-¢ , (t;¢)eR?
z=t—-t




El E0;-1;1).

a. SiE € (ABC) alors il existe deux réels ¢ et ¢’ tels que :

0=2-3t+1¢ t'=3t-2
—1=—=1+2t-1¢ soit 2t=1t
1=t-1t¢ 1=t-t¢

Des 1™ et 2¢ équations, on déduit que :
3t—-2=2¢ soit t=2
et donc
f'=2x2=4.
La 3¢ équation donne alors :
1=2-4,
ce qui n’est pas vrai, donc il n’existe pas de réels t et ' tels que les coordonnées
de E satisfont la représentation paramétrique de (ABC) que nous avons donnée
ala question précédente.
Ainsi, E n'appartient pas au plan (ABC).
b. Par définition, (EH) est orthogonale au plan (ABC) donc :

{Kﬁiﬁi:ﬁ {—3a+2b+c+1:0
AC-EH= 0 a-b-c=0

Or, H € (ABC) donc il existe deux réels ¢ et t' pour lesquels :

a=2-3t+1t
b=-1+2t-t
c=t-t

Le systeme précédent devient alors :

-3Q2-3t+tY+2(-1+2t-th+(-thH+1=0 - 14r—6t' =7
2-3t4+4thY-(-1+2t-th-@-th=0 —2t+t =-1

1
On trouve alors ¢ = o ett'=0,dou:

3 1
a=2--==
2 2
b=-1+1=0
1
c==
2
1 1
D’ou H (—; 0; —)
2 2
1
| 2
c. EH| 1 | donc une représentation paramétrique de (EH) est (en prenant les co-
1
T2
ordonnées de E) :
xX= %k
y=-1+k , keR
z=1- %k

301




Corrigé de I'exercice 6.11 page 294
Avant tout, un scggmi peut aiderf)our_(iela, il_f)aud_r)a savoir comment construire les points
EetF: -2EA+3EB= 0 < -2(EB+BA)+3EB=10

— EB-2BA=0

< BE=2AB
—2FA+3FC=0 < —2(FC+CA)+3FC=0

< FC-2CA=0

— (j:’ = Z}T(E.
F
D
C / I
A B B

ﬁ Des égalités vectorielles précédentes, on peut conclure :
EF = EB + BC + CF
= 2BA+BC+2AC
= 2(BA+AC) +BC
=2BC+BC
=3BC.

—> —>
Ainsi, les vecteurs EF et BC sont colinéaires; les quatre points E, F, B et C sont donc
coplanaires.

g a. Complétons la figure :




K est défini comme le point d’intersection de la droite (AD) et du plan (EFI); par
conséquent, toutes droites du plan (EFI) coupant (AD) passe par K.

(AD) appartient au plan (ADC) et la droite (FJ) aussi; n’étant pas paralléles, elles
sont sécantes : en K. Les points F, ] et K sont donc alignés.

(AD) appartient au plan (ABD) et la droite (EI) aussi; n’étant pas paralleles, elles
sont aussi sécantes : en K.

b. Plagons-nous dans le repere (A; z@),A_C),A_D)), ou:

B(1;0;0) ; D(0;0;1) ; C(0;1;0) ; E@3;0;0) ; F(0,;3;0)

XB+ X + ZR+ z 1 1 11
I( B D;yB .VD; B D):(_;O;_) : I(O;—;—)
2 2 2 2 2 2 2
¢ Ladroite (JF).

0-0 0
Un coefficient directeur est 1_15 3—-1/2|=| 5/2
0-1/2 -1/2

Une représentation paramétrique est donc :

x=0+1tx0
. _ 5
Jgr) y_3+§t , teR
_ 1
Z—O—Et
soit :
=0
. _ 5
Jgr y=3+3t , reR
z=—3t

¢ Ladroite (EI).
3-1/2 5/2
Un coefficient directeur est IEl 0-0 |=]| o |
0-1/2 -1/2
Une représentation paramétrique est donc :

x=3+31
(ED y=0+1t'x0 , LER
z=0-11

soit :
x:3+gﬂ
ED : Jy=0 , t'eR

S
%= 2t

Ke (El) et Ke (JF) donc:

xk=0=3+31¢ ’
yK=3+§t=0 — t=—==t
_lt’ <

_ 1,
Zx=—3l=—3




On en déduit alors les coordonnées de K en utilisant par exemple la représenta-
tion paramétrique de (EI) :
3
K (0; 0; —) .
5

ey

Ce qui signifie que AK = AD.

ol w
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| - Orthogonalité

| . 1 - Produit scalaire

Le produit scalaire a été défini en classe de 1™ dans le plan.
Sa définition reste inchangée dans I'espace.

Définition 30

Les propriétés sur le produit scalaire dans I’espace sont les mémes que celles dans le plan.

Propriété 40 (rappels)

Celle faisant intervenir les coordonnées change afin d’intégrer la troisiéme composante :

Propriété 41
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Exemple 40 (produit scalaire)

-1 3
Soientﬂ’( 2 ) et?( 5 ).Alors,
1 -7

—

U-UV=—-1x3+2%x5+1x(-7)=-3+10-7=0.

| . 2 - Orthogonalité de deux vecteurs

Définition 31

Soient deux vecteurs U et U de l'espace.
. — — = >
On dit que u et v sont orthogonauxsi u - v =0.

Dans I'exemple 40 précédent, les vecteurs sont orthogonaux.

| . 3 - Orthogonalité d’un vecteur et d’un plan

Définition 32 (vecteur normal)

Soit 22 un plan de I'espace et soit 77 un vecteur de I'espace.
On dit que 77 est un vecteur normal a 22 si, pour tout vecteur p de &, 7 - p = 0.

| . 4 - Orthogonalité de deux plans

Définition 33

Soient deux plans 22, et &%, de l'espace.

On dit que 2, et 2%, sont orthogonaux si tout vecteur u; de 27| est orthogonal a tout vecteur
=

U de 97’2.

Propriété 42

Soient deux plans 22, et 2, de I'espace, de vecteurs normaux respectifs 727 et 72,.

2, et P, sont orthogonaux < n; - 115 = 0.

Remarque 50

Cette derniere propriété sera tres utilisée pour démontrer I'orthogonalité de deux plans.
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| . 5 - Equations cartésiennes d’un plan
L'espace est rapporté a un repere orthonormé (0;7, 7, _)).

a
Soit 2 un plan de vecteur normal 7 (b)

c
Alors, pour tout point M(x; y; z) 'espace,

Me? < ax+by+cz+d=0, oudecR.

Définition 34

«ax+by+cz+d=0»est appelée une équation cartésienne du plan &2.

Remarque 51

Pour un triplet donné (a; b; ¢), il existe une infinité d’équations cartésiennes car d € R.

| . 6 - Détermination d’une représentation
paramétrique de l'intersection de 2 plans

Remarque 52

Ce paragraphe est hors-programme. Il est destiné aux éleves souhaitant approfondir leurs
connaissances.

On considere les plans & et 2’ d’équations cartésiennes respectives :

P:2x+3y-2z+5=0
P x+y+1=0

Nous souhaitons déterminer une représentation paramétrique de I'intersection de ces deux plans
si elle existe.

Pour cela, on «résout » le systéme suivant, en conservant une inconnue et en la considérant comme
un parametre (ici, z) :

{2x+3y—z:—5 {2x+3y:z—5 L;
1

—
x+y =- 2x+2y= -2 1Lp
{ Y=z —3 Ll—Lg
—
X =—(z—1-3)
{ y=z -3
—
X =—z+2
xX=2-t
—{y=-3+¢ , teR
zZ=1



Lintersection des deux plans existe et est la droite passant par le point A(2;-3;0) et de vecteur
-1
directeur | 1
1

| . 7 - Intersection d’une droite et d’un plan

On considere le plan 22 d’équation 5x+ y—z+3 = 0 et la droite &2 passant par A(0;1;3) et de vecteur
1

directeur 7 [ 0 |.
3

g On vérifie d’abord que 22 et 2 se coupent en un point.
5
Unvecteurnormala @Pest n| 1 |;donc, -7 =5x14+1x0+(—=1)x3=2#0donc 2 nest
-1
pas parallele a 22 : il y a donc un point unique d’intersection.
Appelons-le I.

¥J Déterminons les coordonnées de L.
La représentation paramétrique de 2 est :

X=1
y:l y tEIR
z=3+3t

Etant donné que I appartient a 9, il existe un réel k tel que I(k;1;3k + 3).

En substituant les valeurs de x, y et z en fonction de k dans I’équation cartésienne de 22,
ona:

5k+1-(3+3k)+3=0
— 2k+1=0

— k:—l
2

. 1 3
Finalement,ona:I|——;1;—]|.
2 2



Il - Distances

Il . 1 - Distance entre deux points

Propriété 44

-
L'espace est rapporté a un repere orthonormé (O 7, 7, k) Soient deux points A(xa; Ya; za)
et B(xp; yB; zB). La distance entre A et B est donnée par I'égalité :

AB = \/ (at — xa)2 + (v = yn)? + (2 — 20)2.

Il . 2 - Distance d’un point a un plan

Définition 35

Soit 2 un plan de I'’espace, et soit A un point quelconque de I'espace.
Soit (d) la droite passant par A et orthogonale a £2; elle coupe &2 en un point H.
H est appelé le projeté orthogonal de A sur &2.

Propriété 45

Soit £ un plan de I'espace, et soit A un point quelconque de I'’espace. On note H le projeté
orthogonal de A sur &2.
Alors, H est le point de &2 le plus proche de A.

Démonstration 3

Soit H le projeté orthogonal du point A sur le plan 2.

Supposons qu’il existe un point K du plan £ plus proche de A que 'est le point H.

KA < HA car K est le point de la droite le plus proche de A. Donc KA? < HAZ.

Or, (AH) est orthogonale a 22, donc (AH) est orthogonale a toute droite de £2. En particulier,
(AH) est perpendiculaire a (HK).

Le triangle AHK est donc rectangle en H.

D’apres le théoreme de Pythagore, on a:

HA? + HK? = AK?.
Donc:
HA? + HK? < HA?.

Donc HK < 0, ce qui est impossible sauf dans le cas ou le point K est le point H.
On en déduit que H est le point du plan le plus proche du point A.
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Propriété 46

.
Lespace est muni d’un repére orthonormal (0; 7,7, k).

Soit 2 un plan d’équation cartésienne ax + by + cz+d = 0, et soit A(xa; ya;za) un point
quelconque de 'espace. La distance du point A au plan &2 est :

| axa+bya+cza+d]|

va?+b?+c?
Démonstration 4

Notons H le projeté orthogonal de A sur 22. Alors, (AH) est orthogonale a 22, donc admet
pour vecteur directeur un vecteur normal a ce plan, soit % (a; b;c) et donc (AH) a pour re-

dA; P) =

X=Xxp+at
présentation paramétrique : { y = ya+ bt , teR.
zZ=zpa+ct

H étant le point d’intersection de cette droite et de 22, on a:

axa+bya+cza+d

a(xa+at)+b(ya+bt)+c(za+ct)+d=0, soit: t=—

a?+b?+c?
On aalors :
AH? = Gty — x0)% + (ym— Ya)° + (2m — 2a)°
. _aaxA+byA+czA+d)2+(_baxA+byA+czA+d)2+(_CaxA+byA+czA+d)2
a’+b? + c? a’+b? + c? a?+b? + c?
axa+bys+cza+d)?
AHZ:(a2+b2+cz)( AT A A2 )
(a?+ b? + ¢?)
AR (axa+bya+cza+ d)z
jl a® + b? + c?
] |axa + bya +cza +d|
] VA2 21 2
as+b-+c v
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B EXERCICES

* Exercice 7.1 (plans orthogonaux ?) '

On donne ci-dessous une équation cartésienne de deux plans (27)) et (%%).
Pour chaque question, dire si (27;) et (%) sont orthogonaux

(P):3x—y+z=7

{ () —x+3y+2z=1
(@) x+y+z=1

{ (D) :2x-3y+z=4

El (@P):2x-2y+3z=4
() :2x—-3y—3z=2

Solution page 319

Exercice 7.2 (distance d’un point a une droite) '

Pour chacune des questions suivantes, calculer la distance entre le point A et le plan (£2).
(@) : —3x+5y+z=1;A(-3;2;1).
B @) :5x-y+3z-2=0;A2;2;-2).

Solution page 319

Exercice 7.3 (plans orthogonaux) '

On considere deux plans (£;) et (9%,) d’équations cartésiennes respectives :
(9”1):3x+t2y+(1—t)z—5=0 ; (P,) : t2x+(1+t)y—3z+1=0,

ol ¢ est un réel.
Déterminer les valeurs éventuelles de ¢ pour lesquelles les deux plans sont orthogonaux.
Solution page 320

Exercice 7.4 (intersection d’une droite et d'un plan) '

Donner les coordonnées de I'éventuel point d'intersection de la droite (d) de représentation

paramétrique :
x=1+2¢
y=-2+t , TeR
z=-2+3t

et du plan (2?) d’équation cartésienne 2x -3y + z = 2.
Solution page 321
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Exercice 7.5 (équation cartésienne de plans)

Déterminer une équation cartésienne du plan passant par le point A(1; —2;3) et paral-
lele au plan (£2) d’équation: 2x+5y -3z =7.

Déterminer une équation cartésienne du plan passant par le point A(—1;-1;1) et or-
thogonal au plan (2?) d’équation: x+y—z =1. Solution page 322

Exercice 7.6 (pyramide dans un cube)

¥ Soit ABCDEFGH un cube comme représenté ci-dessous.

H J G
K y
D "\\ j // C
tl \\\ : I//
. /,’ On place les points I, J et K respectivement au milieu des
LA cotés [DC), [GH] et [DH]. On fixe le repere (A;E,AT)’,E’).
) /\ili/ ,,,,,,,,, ---JF
’l ; 4 7 E
A B
1
Montrer que le vecteur % [ —3 | est un vecteur normal au plan (AEJD).
0

En déduire une équation cartésienne du plan (AEJI).

E] On admet que la distance du point K au plan (AEJI) est égale a ﬁ
En déduire le volume de la pyramide AEJIK.

n] Donner une représentation paramétrique de la droite &, perpendiculaire au plan

(AEJI) et passant par K.
En déduire les coordonnées du point d’intersection de & avec le plan (AEJI).

Solution page 323

Exercice 7.7 (plan médiateur)

% On app(ﬁg plan médiateur d'un segment [AB] le plan passant par son milieu de vecteur

normal AB.
On considere les deux points A(—1;3;1) et B(3;5;—-3).

Déterminer les coordonnées du milieu I de [AB].
En déduire une équation cartésienne du plan médiateur.

a. On considere un point M sur ce plan. Montrer que AM = BM.
b. Réciproquement, montrer que si M est un point de I'espace tel que AM = BM

alors M est sur le plan médiateur de [AB].

Solution page 324
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Exercice 7.8 (extrait du bac 2022, sujet 1) '

-
Dans I'espace rapporté a un repere (0;7, 7, k), on considere :

le point A de coordonnées (—1;1;3),

x=1+2t
la droite 2 dont une représentation paramétriqueest: { y=2—-¢ , teR.
z2=2+2t

On admet que le point A n’appartient pas a la droite 2.

a. Donner les coordonnées d’'un vecteur directeur 7 de la droite 2.
b. Montrer que le point B (—1;3;0) appartient a la droite &.
c. Calculer le produit scalaire AB-T.
On note £ le plan passant par le point A et orthogonal a la droite &, et on appelle H le

point d’intersection du plan £ et de la droite 2. Ainsi, H est le projeté orthogonal de
A sur la droite 2.

a. Montrer que le plan &2 admet pour équation cartésienne 2x — y+2z—-3 =0.

7 19 16
b. En déduire que le point H a pour coordonnées (§ ; 5 ; ?)

c. Calculer lalongueur AH. On donnera une valeur exacte.

Dans cette question, on se propose de retrouver les coordonnées du point H, projeté
orthogonal du point A sur la droite &, par une autre méthode.

On rappelle que le point B (—1;3;0) appartient a la droite 2 et que le vecteur % est un
vecteur directeur de la droite 2.

a. Justifier qu'il existe un nombre réel k tel que HB = k.
AB-U

b. Montrer que k = i

c. Calculer la valeur du nombre réel k et retrouver les coordonnées du point H.
On considere un point C appartenant au plan £ tel que le volume du tétraedre ABCH

8
soit égal a g
Calculer l'aire du triangle ACH.
1

On rappelle que le volume d’un tétraédre est donné par: 7 = = x % x h, ou 28 désigne

I'aire d’'une base et & la hauteur relative a cette base.

Solution page
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Exercice 7.9 (extrait du bac 2022, sujet 2) '

H G

A B

On rappelle que le volume d’un tétraedre est donné par :
1
V==x%Bxh
3

ol & désigne I'aire d'une base et h la hauteur relative a cette base.
Préciser les coordonnées des points E, E G et K.

2
Montrer que le vecteur 7|-2]est orthogonal au plan (EGK).
1

E] Démontrer que le plan (EGK) admet pour équation cartésienne : 2x -2y +z—1=0.

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (d) orthogonale au plan
(EGK) passant par F.

Montrer que le projeté orthogonal L de F sur le plan (EGK) a pour coordonnées
5.4.7
(5’5’5)'
. ) L 2
Justifier que la longueur LF est égale a 3

Calculer 'aire du triangle EFG. En déduire que le volume du tétraédre EFGK est égal a
1

E .
Déduire des questions précédentes l'aire du triangle EGK.

On considere les points P milieu du segment [EG], M milieu du segment [EK] et N
milieu du segment [GK]. Déterminer le volume du tétraedre FPMN.

Solution page
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Exercice 7.10 (prendre des initiatives)

(AG) est-elle orthogonale au plan (BDE) ?

Déterminer une mesure de a au degré pres.

Solution page 330

Exercices d’approfondissement

Exercice 7.11 (sphére tangente a un plan)

Remarque 54

Les équations cartésiennes de spheres sont des compétences non exigibles en Termi-
nale, d’ot le « 2 étoiles », mais cet exercice n’est pas trés compliqué...

On considere le plan (£?) d’équation cartésienne :
—-2x+7y+3z—-1=0.

Déterminer une équation cartésienne de la sphere de centre A(—1;2; —3) tangente a (£2).
On rappelle qu'une sphere de centre Q(a; b; ¢) et de rayon R a pour équation cartésienne :

(x—a)?+(y-b?+(z-c)?=R%

Solution page 330
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Exercice 7.12 (intersection de deux plans) '

Trouver la représentation paramétrique de 'intersection des plans d’équations cartésiennes
respectives :
(PP) : 2x-y-2z=1 ) (2): —x+3y+z=2.

Solution page 331

Exercice 7.13 (intersection de plans) '

On donne ci-dessous une équation cartésienne de deux plans (27)) et (%%).
Pour chaque question, déterminer une représentation paramétrique de l'intersection de
(P7)) et (2,).

(@?):3x—y+z=7
(PP):—x+3y+2z=1

(@) x+y+z=1
() :2x-3y+z=4

(@7):2x-2y+3z=4
(%) :2x—-3y—-3z=2

Solution page 332

Exercice 7.14 (intersection de deux plans) '

En vous inspirant par exemple de la méthode utilisée dans la correction de I'exercice précé-
dent, déterminer une représentation paramétrique de 'intersection des plans (£?) et (2).

() : —x+y+z=2et(2) : 4x-3y+5z=1.
Bl (@) :2x-y+3z=1et(2): -3x+2y-7z=1.
Solution page 333

Exercice 7.15 (avec une sphére) '

Dans I'’espace muni d'un repére orthonormal (O; 7, 7, 76)), on considere :
* lespoints A(1;1;1) et B(3;2;0);
¢ le plan (£2) passant par le point B et admettant le vecteur AB pour vecteur normal;
* le plan (2) d’équation: x—y+2z+4=0;
¢ la sphere (#) de centre A et de rayon AB.
Montrer qu'une équation cartésienne du plan (#?) est: 2x+y—-z—-8=0
E] Déterminer une équation de la sphere (.¥).
a. On admet que la distance du point A aux plans (2?) et (2) est égale a v/6.
En déduire que le plan (2) est tangent a la sphere (.¥).
b. Le plan (£?) est-il tangent a la sphere (%) ?

n] On admet que le projeté orthogonal deA sur le plan (2), noté C, a pour coordonnées
0;2;-1).
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. Prouver que les plans (£?) et (2) sont sécants.
. Soit (2) la droite d’intersection des plans (£?) et (2).

Montrer qu'une représentation paramétrique de la droite (2) est :

xX=1
y=12-5¢ ,teR

z=4-3t

. Vérifier que le point A n’appartient pas a la droite (2).
d. On appelle (%) le plan défini par le point A et la droite (2).

Laffirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
« Tout point du plan (£) est équidistant des points B et C ».
Justifier votre réponse.

Solution page
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B CORRECTIONS
N

Corrigé de I'exercice 7.1 page 312
n (P):3x—y+2z=7
(PP):—x+3y+2z=1
3

-1
Un vecteur normal a (22)) est 1 (— 1), et un vecteur normal a (2%,) est U ( 3 )
1 2

—

U-T=3x(-D+(D)x3+1x2=—-4#0.
7 et U ne sont donc pas orthogonausx; les plans ne le sont donc pas non plus.

E P):x+y+z=1
() :2x-3y+z=4

1 2
Un vecteur normal a (22)) est U (1 , et un vecteur normal a (9%,) est U (—3).
1 1

—

U-T=1%x2+1x(=3)+1x1=0.

7 et U sont donc orthogonaux; les plans le sont donc aussi.

E (PP1):2x—-2y+3z=4
(D7) :2x—-3y—3z=2

2 2
Un vecteur normal a (22,) est U (—2), et un vecteur normal a (9%,) est U (—3).
3 -3

U-TV=2%x2+(=2)x(=3)+3%x(=3)=1#0.

7 et U ne sont donc pas orthogonaux; les plans ne le sont donc pas non plus.
\ /

Corrigé de I'exercice 7.2 page 312
B @) : -3x+5y+2z=1;A(-3;2;1).

| axa+bya+czpa+d]|

va?+b?+c?
B | =3x(=3)+5x2+1—-1|

V(=32 +52+12
19

V35
(P) : 5x—y+3z—-2=0;A(2;2;-2).

dA; P) =

| axa+bya+cza+d]|
va?+b*+c?
_15x2-2+3x(-2)-2]

V22422 4+ (-2)?

d(A; 2?) =

=0.
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Cela signifie donc que A € (£2), ce qui n'est pas difficile a vérifier en injectant directe-
ment les coordonnées de A dans I'équation cartésienne de (£?) (c’est le numérateur),

et en trouvant 0.
4

4 NP : N\
Corrigé de I'exercice page

On sait que deux plans sont orthogonaux si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.

/

Un vecteur normal a (2) est u| t* |;

Un vecteur normal a (%,) est U |1+ ¢ ].

U-TV=3+1+1-31-1
=3 +4r°+31-3.

Posons alors :
f(H) = +4t>+3t-3.

f est continue, tlim f(t) = —oco et [lirp f(t) = 400 donc d’apres le théoreme des valeurs
——00 —+00

intermédiaires, il existe au moins une valeur de f, pour laquelle f(#) = 0. Etudions les va-
riations de f:

fl(t)=362+8t+3.
f'(#) est donc un trindme de degré 2, de discriminant :
A=b*—4ac=8°—4x3x3=64—36=28.
f'(t) admet donc deux racines réelles :

_—b=VE_-8-VE_—4-\7

t
! 2a 6 3
et
L —-b+vVA -8+v28 -4+7
""" 2a 6 3
On en déduit alors le tableau suivant :
i | es 4= V7 4+ VT +00
3 3
' + 0 - 0 +
-0,9 +00
f / — \ e /
—00 —IJ

Des valeurs de ce tableau, on déduit qu'il existe une unique solution a I'équation f(¢) =0,

. L —4+V7
superleure a—.

Al'aide de la calculatrice (par exemple), on arrive a une valeur approchée : fy = 0,547.




\

Avec cette valeur, les plans sont ainsi :

\

/
Corrigé de I'exercice 7.4 page 312

Notons I(xg; y1; z1) I'éventuel point d’intersection de la droite et du plan.

Alors,
xi=1+2t
led) = Jy=-2+t , teR 1
zZ1=—-2+3t
et:

[e(P) < 2x1-3y1+z1=2
— 2(1+20)-3(-2+0)+(-2+31) =2
— 2+41t+6-31t—-2+4+3t=2
<~ 4t=-4

— t=-1.
En remplacant ¢ par —1 dans le systeme (1), on a:

xp=-1
Ied) <= {yn=-3

ZI=—5

Ainsi, |I(-1;-3;-5) |
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Corrigé de I'exercice 7.5 page 313

n Notons (£2) le plan passant par le point A(1; —2; 3) et parallele au plan (2?) d’équation :
2x+5y—-3z="1.
Son équation cartésienne vérifie :

axa+byg+czg+d=0

soit :
a—-2b+3c+d=0. (1)

On sait de plus que () est parallele a (22) donc leurs vecteurs normaux sont coli-

néaires :
a 2 a=2k
JkeR”, (b)zk(S)(:} b=5k
¢ -3 c=-3k
En remplacant a, b et ¢ dans I’équation (1), on a:

2k—-2(5k)+3(-3k)+d =0

soitd =17k.
En prenant par exemple k = 1, on a alors :

() :2x+5y—-3z+17=0.

E Notons (£2) le plan passant par le point A(—1; —1;1) et orthogonal au plan (2?) d’équa-
tion: x+y—-z=1.
Son équation cartésienne vérifie :

axa+byg+czg+d=0

soit :
—a-b+c+d=0. @))

Les deux plans sont orthogonaux donc leurs vecteurs normaux le sont aussi :

1 a
(1)-(b):0 — a+b-c=0< c=a+b.

-1 c

L'équation (1) devient alors d = 0.
Une équation cartésienne de () est donc, par exemple en prenant a = b = 1 et
c=a+b=2:

(2):x+y+2z=0




Corrigé de I'exercice page

0 1
. |2

g Les vecteurs AE | 0 | et AI| 1 | ne sont pas colinéaires et appartiennent au plan (AEJI).
1 0

Deplus, ZAE=0x1+0x (1) +1x0=0et ZAI =L x1+1x(-1)+0x0=0.
Ainsi, U est orthogonal aux vecteurs AE et Al ; donc 7 est normal au plan (AEJT).

a
E L équation cartésienne du plan (AEJI) est de la forme ax+ by +cz+d =0,00 U | b
c

est un vecteur normal au plan. Ainsi :

1
(AEJD: x——y+d =0

De plus, A € (AEJI) donc ses coordonnées vérifient I'équation d’ot1: d = 0. On a alors :

(AEJI):x—%y:O

E Le volume de la pyramide AEJIK est :
V=%Bxh

ol 4B est l'aire de la base (ici AEJI) et h la hauteur (celle que nous avons calculé dans
la question précédente). Donc :

1 5 1
Y/:AEXAIX—:lxix

N 2 5

Ainsi :

V==
2

ﬂ Nous savons qu'une représentation paramétrique de 2 est de la forme :

X =xg+at
y=yk+bt ,teR
Z=zg+ct

a
ou K(x; yk, zx) € Z et ou U | b | est un vecteur normal 2 9. Ainsi :

74 =

Nommons H le pied de la hauteur de la pyramide AEJIK issue du sommet K. Alors,
H e 2 et H € (AEJI), ce qui se traduit de facon analytique de la fagon suivante (on
remplace x par t et y par 1 — %t dans I’équation cartésienne de (AEJI)) :

1 1
-3 (1-37)=0
2 2




On trouve alors :

2
r=—
5
D’oli: ,
XHZE
1 2 1 4
J’H:}—zxgzl—gzg
ZHZE
Ainsi :
(2 4 1)
Hl{- ==
552

Corrigé de I'exercice 7.7 page 313
g A(-1;3;1) et B(3;5;—3). Le milieu I de [AB] a donc pour coordonnées :

-14+3 345 1+(-3) .
I ; ; R t|I(1;4;-1
22 s

Une équation cartésienne du plan médiateur (22) est de la forme :

() :ax+by+cz+d=0

a 4
oun (b est un vecteur normal au plan. Or, }G}) ( 2 | est normal au plan médiateur,
c -4
donc:

(PP) :4x+2y—4z+d=0.

De plus, I € (%) donc:

4x1+2y1—4z1+d =0 < d =-16.

Finalement,
(P) : 4x+2y—-4z-16=0

que I'on peut aussi écrire (en divisant tous les coefficients par 2) :

() :2x+y-2z-8=0

E a. Soit M(x;y;2) € (£2). Alors, d’apres I'équation cartésienne donnée précédem-
ment :
y=2z-2x+8.

o AM? = (x—x0)% + (¥ — ya)* + (2 — 2)°
= (x+ 1%+ (y—-32 +(z- 1>
=(x+1)?+(2z-2x+8-3)*+(z—1)?
=(x+1)?+2z-2x+5)%+(z—1)?

=5x°+5z>—18x+ 18z —8xz +27.

324
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e BM?=(x-3)%+(y-5)*+(z+3)?
=(x-3)°%+Q2z-2x+8-5)°+(z+3)?
=(x-3)%+@2z-2x+3)%+(z+3)?

=5x°>+52z°>—18x+18z—8xz+27.

On a alors AM? = BM?, donc AM = BM.
b. Supposons que MA = MB. Alors,
MA? = MB* <= MA? - MB? =0
> MAZ-MB2=0
> (VA + MB) - (VA - MB) = 0
— (Mi+IA+Mi+IB)- (MA+BM)=0
< 2MI-BA=0.

Ainsi, les vecteurs | MI et BA sont orthogonaux. Or, (22) est le plan passant par I
est orthogonal a AB donc (MI) est incluse dans (22). M appartient donc a (£).

Remarque 55

Des deux dernieres questions, on peut conclure I’équivalence :
M € (22) plan médiateur de [AB] <= MA = MB.

Autrement dit, le plan médiateur d'un segment est I’ensemble des points équi-
distants des extrémités de ce segment. v

Corrigé de I'exercice page

Bl a. Dapressareprésentation paramétrique, un vecteur directeur de la droite 9 est :

b. Remplacons x, y et z par les coordonnées de B dans la représentation paramé-

trique de 2 :
-1=1+2¢
3=2-t¢
0=2+2t¢

On trouve avec ¢ = —1. Il existe donc bien un parametre ¢ qui donne les coordon-
nées de B, donc Be 2.




-1-(-1) N 0
c. AB 3-1 ,SOit AB| 2 |. Ainsi,

0-3 -3
0 2
B-u=|2 ~1[=0x2+2x(-1)+(-3)x2=-2-6=-8.
-3 2
2
a. Par construction, @ | —1 |, vecteur directeur de 2, est un vecteur normal au plan
2

2. Donc, d’apres le cours, une équation cartésienne de & est :
2x—y+2z+d=0 , deR.
De plus, A € 22 donc ses coordonnées vérifient cette équation :
2Xp—yYa+2z20+d =0 <= -2-14+6+d=0 < d=-3.
Finalement, une équation cartésienne de & est bien :
2x—y+2z-3=0.

b. HeZdoncH(1+2¢;2—¢;2+2t), teR.
De plus, H € &2 donc ses coordonnées vérifient I’équation cartésienne précé-
dente :

1
2xg—Yu+2z5—-3=0 <= 2(1+20)-2-1)+2(2+21)-3=0 < t:—§.

)-

19.
9

’

<l

Par conséquent, H (1 — %;2+%;2— %), soitH(%;

c. AH= \/(xH — xA)? + (Yu — ya)? + (21 — 20)?

SRR RN

53

a. H et B sont deux points de la droite & ; par conséquent, HB est colinéaire 2 tout
vecteur directeur de 2, donc a u.
—>
Ainsi, il existe un réel k tel que HB = k.
—> — —>
b. HB=ku < HB-

—>

<~ HB-uU
—>
T =kIZI?

<— HB-

— k=—




X . . Pl —_) . .
c. Alaquestion 1.c, nous avions trouvé : HB- U = —8. Ainsi,

. -8 i
S 224 (12422 9
Ainsi,
—l—xH 2
HB=ku < | 3—yu |=—=|-1
O—ZH 2
1oy =-l8
—zy - %
=1
ZH =§

ﬂ Dans le tétraédre ABCH, on peut considérer que ACH est une base et que la hauteur
relative est (BH) car B et H sont sur 2 et que 2 est orthogonale a 2, donc au plan

(AHC).

Ainsi, si 28 représente l'aire du triangle ACH et 7' le volume du tétraedre ABCH,

3V
B=—.
BH
_[3+! e
Or, BH %— ,soit BH|[ -8 |.
16 16
9 9
. _ 16Y2 , (8)2 _ 8
A1n31,BH—\/2x(?) (&) =2
D’oui:
3><g
B = 8 =1.
3

L'aire de ACH est donc égale a 1 unité d’aire.

Corrigé de I'exercice 7.9 page 315
n Par lectures graphiques, on a:
o AE = 0AB +0AD + 1AE donc E (0;0; 1);
o AF = 1AB +0AD + 1AE donc F(1;0;1);
« AG=1AB +1AD + 1AE donc G (1;1;1);
» AK = 1AB + 1AD + 0AE donc K (1;1;0).

7 est orthogonal au plan (EGK) si et seulement si il 'est a deux vecteurs non coli-

néaires de ce plan.

321




1 2

« EG|1|- 7| -2|=1x2+1x(2)+0x1=2-2=0;
0 1
0 2

« KG[L|-7|-2|=0x2+4Lx(-2)+1x1==1+1=0.
1 1

— —>
Ainsi, 77 est orthogonal aux vecteurs EG et KG, non colinéaires donc formant une base
du plan (EKG). Il est donc normal a ce dernier plan.

E D’apres la question précédente, et d’apres le cours, une équation du plan (EKG) est :

2x-2y+1z+d=0 , deR
2
car 71 | -2 | est normal a ce plan.
1

De plus, E € (EGK) sont ses coordonnées doivent vérifier I'équation :
2xg—2yp+zp+d=0 < d=-1.
Finalement, une équation cartésienne du plan (EGK) est donc bien :
2x-2y+z-1=0.

g Une représentation paramétrique de la droite (d) orthogonale au plan (EGK) passant
par F est de la forme :

X=xp+at
Yy=Yyr+bt , teR
Z=2zp+ct
a
ol u | b | est un vecteur directeur de (d).
c

Comme (d) est orthogonale au plan (EGK), un vecteur directeur est aussi un vecteur
normal au plan. On peut donc prendre % = 7.

Finalement, on trouve :

x=1+2t
(d : {y=-2t , reR
z=1+t1

B Le point L est I'intersection de (d) et du plan (EGK).
e Le(d) < LA+2t;-2t;1+1),teR.
2
e Le(EGK) < 2(1+2)-2(-2)+(1+1)-1=0 < t:—§.

) 547
Par conséquent, L (5 ; 3 ; —).




5 4
1 9

E LF 2—0 soit LE| % |.
9 9
11 _2
9 9
Ainsi,

4\ (4 ([ 2)* 2
LE=1/[-=] +|=| +|-=] ==.
9 9 9 3
L'aire du triangle EFG est égale a :
EFxFG 1

2 2

B =

La distance qui sépare le point K du plan (EFG) est égale a BF, donc a 1.
Ainsi, le volume du tétraédre EFGK est :

1 1 1
V==x=—x1=-.
2 2 6
¥ Le volume du tétraedre EFGK est aussi égal a :
14 L_1 B FL
= ==X X "
6 3 EGK
Donc,
3x2\ 3
Brck = — ==
3
g Placons les nouveaux points pour mieux y voir :
H, G
l P
E+<g ———
i\\\\\ 1: ////’/”’/’/ I\I
| M.
o sl e
// D ~ .
A B

1
Ainsi, PMN est une réduction de EGK de facteur 2 donc:

1\2
PBpuvN = (E) X BEGK

et donc le volume du tétraedre PMNF est :
1
3

1
24"

1 3 2
X—X—X==
4 4 3




Corrigé de I'exercice 7.10 page 316 N
Pour cet exercice, nous allons nous placer dans le repere (A; AB,AD,AE).

1
1] A_G’(l).
1

-1 -1

De plus, BE ( 0 ) et BD ( 1 ) ne sont pas colinéaires et forment donc une base du plan
1 0

(BDE).

GA-BE=1x(-1)+1x0+1x1=0;

AG-BF=1x(-1)+1x1+1x0=0.

Ainsi, AG est orthogonal aux vecteurs d'une base du plan (BDE); il est donc orthogonal

a tous vecteurs de ce plan.

(AG) est donc orthogonale au plan (BDE).

=Jl -1
A_C;(—l) etﬁ{)( 0 ) donc:

-1 0

GA-GH=(-1)x (-1)+ (=1) x 0+ (=1) x 0 = 1.

De plus, N
GA-GH = GA x GH x cos(a) = V3 x1x cos(a).
=1
Ainsi,
cos(a) = L d’out o= arccos( L ) =~ 55°
V3 V3 '

\

Corrigé de I'exercice 7.11 page 316

Une sphere est tangente a un plan si son rayon est égal a la distance qui sépare son centre et
le plan.

La distance du point A au plan (£?) est :

| axp+bya+cza+d|
va?+b?+c?
B | =2x(-1)+7%x2+3x(-3)—1|

Vi(—2)2 472 + 32

dA; P) =

al-
\S}

6
Le rayon de la sphere dont donc étre égal a R = \/ﬁ’ donc une équation cartésienne de la

sphere est :

(x+ 1)2+(y—2)2+(z+3)2:%




Corrigé de I'exercice 7.12 page 317
Il faut ici résoudre le systeme :

2x—y—z=1
- Xx+3y+z=2

La méthode consiste alors a exprimer deux inconnues en fonction de la troisieme. Nous
allons par exemple exprimer x et y en fonction de z. On écrit alors le systeme comme suit :

2x—-y=1
{xy +z W

—-x+3y=2-2z

et on le résout comme si z était un parametre, et non une inconnue.
On multiplie la deuxieme équation par 2 :

2x—-y=1+z
—-2x+6y=4-2z

et on ajoute les deux équations :
1
Sy=5—-2z < y:l—gz.

On reprend le systeme (1) et cette fois-ci, on multiplie la premiere équation par 3 (pour
éliminer les y en additionna nt les équations) :

6x-3y=3+3z
-x+3y=2-2z

ce qui donne, en ajoutant les équations :

2
5x=5+42z <— x:1+gz.

On a ainsi:
_ 2
—1+§Z
y=1-3
zeR
En posant par exemple z =5¢,0na:
x=1+2t
y=1-t¢ , LeR
z=>5t

C’est une représentation paramétrique de la droite d’intersection des deux plans.
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Corrigé de I'exercice 7.13 page 317
Nous savons que si deux plans se coupent, alors leur intersection est une droite. Il nous faut
donc trouver une représentation paramétrique de cette droite pour chacune des questions.

g (P):3x—y+z=7 — 3x—-y+z=7
(D) :—x+3y+2z=1 8y+7z=10 (Lp) — (Ly) +3(Ly)

— { 3x—y+z=7

_5_7
Y=41"%%
_1_5
— ~ 4 8%
—5_17
Y=431"8%

Ainsi, une représentation paramétrique de I'intersection de (27)) et (%%) est :

x=1i_2¢

8
r ,teR

[e=]EN]

4
_5
y=4-
z=t

(P):x+y+z=1 - x+y+z=1
() :2x-3y+z=4 5y+z=-2(Lp) —2(Ly) — (Lp)

xt+ty+z=1
z=-2-5y
x=3+4y

z2=-2-5y

Ainsi, une représentation paramétrique de I'intersection de (27)) et (%%) est :

x=3+4t
y=t ,TER
z=-2-5¢t

(P):2x-2y+3z=4 — 2x—-2y+3z=4
=l (@2):2x-3y-3z=2 y+6z=2 (L) — (L) — (Lp)

x:4—175z
y=2-6z

Ainsi, une représentation paramétrique de I'intersection de (£;) et (9%,) est :

x=4-¢
y=2-6t ,telR
z=1




Corrigé de I'exercice 7.14 page 317

(P): —x+y+z=2et(2) : 4x-3y+5z=1.
On consideére le systeme :

—X+y+z=2 —-X+y=2-
{xyz (:){xy % M

4x-3y+5z=1 4x-3y=1-5z

On multiplie par 4 la premiére équation :

—4x+4y=8-4z
4x-3y=1-5z

et on ajoute les deux équations: y =9 —-9z.
On multiplie par 3 la premiere équation dans le systeme (1) :

-3x+3y=6-3z
4x-3y=1-5z

et on ajoute les deux équations : x =7 —8z.

On arrive finalement a :
x=7-8z

y=9-9z
z€eR

soit, en posant z =t :

=9-9¢ , TeER

() :2x—y+3z=1et(2): -3x+2y-7z=1.
On considere le systéeme :

2x—y+3z=1 2x—y=1-3
{xyz (:){xy z )

=3x+2y—-7z=1 -3x+2y=1+7z
On multiplie par 2 la premiére équation :

4x-2y=2-6z
-3x+2y=1+7z

et on ajoute les deux équations: x =3 + z.
On multiplie par 3 la premiere équation et par 2 la seconde équation dans le systeme

(D :

6x—-3y=3-9z
—6x+4y=2+14z

et on ajoute les deux équations: y =5+ 5z.




\

On arrive finalement a :

xX=3+2z
y=5+5z
z€R
soit, en posant z =t :
x=3+t
y=5+5¢ , LeR
z=1

Corrigé de I'exercice 7.15 page 317

a

g Nous savons que si U | b | est un vecteur normal au plan (£2), alors une équation car-

c
tésienne du plan sera :
ax+by+cz+d=0
3-1 2
Nous savonsicique AB|2—1]|=| 1 | estnormal a (2?) donc une équation de ce plan
0-1 -1

est:
2x+y—-z+d=0

Or, B € (22) donc ses coordonnées vérifient I’équation :

2xp+yp—z3+d=0

Soit :
6+2+d=0
Donc:
d=-8
Ainsi :

[(P):2x+y-2-8=0

Ici, la question est large ... En effet, I'énoncé ne nous dit pas quel type d’équation il
faut établir : une équation cartésienne , paramétrique ou polaire? On suppose qu'il
s’agit ici d'une équation cartésienne.

Or, une équation cartésienne d'une sphere de centre (xA VA ZA) etderayon r est:

(x—xA)2 + (y—yA)2 + (z—zA)2 =r?

Ona:
HEH =vV22+12+(-1)2=V6
Ainsi : 9
(P):x=-D*+(y-1)2+(z-1)2= (\/E)




Soit :
() x> —2x+1+y*-2y+1+2°-2z+1=6

Ou encore :

(P): X+ Y +2°-2(x+y+2)=3

E a. Ladistance du point A au plan () étant égale au rayon de la sphére (#), on peut
affirmer que le plan () est tangent a ().

b. Ladistance du point A au plan (£?) étant égale au rayon de la sphere (), on peut
affirmer que le plan (£?) est tangent a ().

ﬂ a. Nous venons de montrer que les plans (£2) et (2) étaient tous les deux tangents a
la sphere (). Ainsi, s’ils sont paralléles, les points en lesquels ils sont tangents a
(#), c’est-a-dire C et un autre point, que nous nommerons C’ (a; b; c), devraient
étre diamétralement opposés.

Ainsi : ta
G a
XA = 1:_
AT T2 2 a=2
yA:yC;b = 12—2;b =4 b=0
zc+cC _ —l+c c=3
ZA:CT 1= 2

Si C' € (22) alors ses coordonnées vérifient I’équation cartésienne de (2?); or :
2x24+0-3-8==-7#0

Ce qui signifie que C' ¢ (£2). Ainsi, (&) et (2) ne sont pas paralleles;
ils sont donc sécants.

b. (22) et (2) sont sécants donc, si M(x; y; z) € (2?) N (), alors :

2x+y—-z-8=0
X—y+2z+4=0

Donc, en ajoutant les deux lignes pour obtenir la nouvelle seconde ligne :

{ 2x+y—-2z-8=0

3x+z—-4=0 ’
soit :
2x+y—-2z-8=0
z=4-3x
Ainsi :
2x+y—-(4-3x)-8=0
z=4-3x ’
d’ ot

S5x+y—-12=0
z=4-3x
Finalement,on a:

y=12-5x
z=4-3x




En posant = x, on a alors :

xX=1
(@):{ y=12-5¢ ,teR
z=4-3t

. Injectons les coordonnées du point A dans I’équation paramétrique de (2) :

1=t
1=12-5¢
1=4-3¢

Ce systeme n’admet aucune solution; en effet, la premiere ligne nous dit que
t = 1. Or, si nous remplacons ¢ par 1 dans la seconde ligne, cela nous donne
I'égalité : « 1=7 », ce qui est faux.

Par conséquent, A n'appartient pas a (2).

. Montrons que le plan (£) est le plan médiateur de [BC].

-3
BC| 0 |; posons T(ZFX; 82YC, antac) — (340, 242,0-1) — (3:9: _1) Je milieu de
-1
[BCI.
Soit M(x; y; z) un point du plan médiateur de [BC]. Alors :
IMBC =0
Soit :
3(x 3)+0 (y=2)-1 (+1) 0
— == x(y=2)—1x|z+—-|=
2 y 2
Soit:

-3x—2z+4=0

Les coordonnées du point A vérifient cette derniére équation; en effet,
—3x1-1+4=0.Donc A appartient au plan médiateur de [BC].

De plus, n'importe quel point de (2), de coordonnées (;12 —5¢;4 —31),t € R,
appartient aussi a ce plan; en effet, -3¢ — (4 -31)+4=0.

Ainsi, le plan défini par le point A et par la droite (2), c’est-a-dire (%), est le plan
médiateur de [BC]. Donc tout point de () est équidistant des points B et C.

V4
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La combinatoire est la partie des mathématiques qui permet d’étudier les diverses configurations
de sous-ensembles d’éléments d'un ensemble fini.

Les dénombrements permettent d’énumérer le nombre de configurations possibles de ces sous-
ensembles.

331



| - Principes de base

| . 1 - Cardinal d’'un ensemble

Définition 36

Le cardinal d'un ensemble A est le nombre d’éléments contenus dans A.
On le note :

CardA.

Exemple 41

Si A désigne I'ensemble des cartes qui constituent un jeu de 32 cartes alors Card A = 32.

Définition 37

On dit qu'un ensemble A est fini si Card A n’est pas infini.

| . 2 - Principe additif

Propriété 47

Soient A et B deux ensembles finis disjoints, c’est-a-dire n’ayant aucun élément commun,
tels que Card A = n et Card B = m. Alors, le nombre de facons de prendre un élément dans A
ou un élément dans B est égal a n + m.

Exemple 42

Dans ma bibliotheque, il y a 20 romans et 10 bandes dessinées.
Je peux donc y choisir un livre de 20 + 10 = 30 facons différentes.

| . 3 - Principe multiplicatif

Propriété 48

Soient A et B deux ensembles finis tels que Card A = n et Card B = m.
Le nombre de fagons de prendre un élément dans A et un élément dans B est égal a n x m.

Exemple 43

Dans ma bibliotheque, il y a 20 romans et 10 bandes dessinées.
Je souhaite prendre un livre de chaque sorte. Il y a donc 20 x 10 = 200 possibilités.




Les principe multiplicatif peut se représenter sous la forme d’un arbre des possibilités :

B
A b,
: m
a < .| possibilités
by
nxm
possibilités
B
by
: m
ay < . [ possibilités
—_ b

possibilités

On peut aussi considérer un tableau a n colonnes et m lignes : il comporte n x m cellules.

Il - Dénombrement

Il . 1 - Factorielle

Définition 38

La factorielle d'un nombre entier n est le nombre :

n'=1x2x3x4x---x(n—1) xn.

Exemple 44
51=1x2x3x4x5=120.

Il . 2 - Permutation

Définition 39

Soit E un ensemble a n éléments, n € N*.
Une permutation de E est un ensemble composé des n éléments de E.

Exemple 45

Si E ={1;2;3} alors F = {2;3; 1} est une permutation de E.

Remarque 56

E est une permutation de E.




Propriété 49

Il y a n! permutations d'un ensemble a n éléments.

Il . 3 - p-liste

Définition 40 |
Soient n et p deux entiers naturels non nuls tels que p < n, et soit E un ensemble a n élé-

ments.
Une p-liste de E est une liste ordonnée de p éléments pris parmi les n éléments de E.

Exemple 46

Un digicode a 4 chiffres est une 4-liste de ’ensemble {0; 1;2; 3;4;5;6;7;8;9}. La 4-liste {1;1;1;0}
est différente de la 4-liste {0;1;1;1}. v

Propriété 50

Le nombre de p-listes prises dans un ensemble a n éléments est égal a n”.

Exemple 47

Ily a 10* = 10000 possibilités pour un digicode composé de 4 chiffres.

Il . 4 - Arrangement

Définition 41

Soit n un entier naturel non nul, et soit E un ensemble a zn éléments.
Un arrangement de p éléments de E est une p-liste d’éléments distincts.

Exemple 48
Le podium d’une course a 20 participants est un arrangement constitué du premier arrivé,
puis du deuxieme et enfin du troisieme. v

Propriété 51

Le nombre d’arrangements de p éléments pris dans un ensemble a n éléments est :

p n!
A= (= p)l =nn-1)(n-2)---(n—-p+1).

Exemple 49

A3, =20x 19 x 18 = 6840.

Il'y a donc 6 840 podiums possibles pour une course a 20 participants.
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Il . 5 - Combinaison

Définition 42 )
Soient n et p deux entiers naturels non nuls tels que p < n, et soit E un ensemble a n élé-

ments.
Une combinaison de p éléments de E est un ensemble non ordonné a p éléments distincts

pris parmi les n éléments de E.

Exemple 50

Sur un jeu de 32 cartes, une main de 5 cartes est une combinaison.

Propriété 52

Le nombre de combinaisons de p éléments d'un ensemble E a n éléments est égal a :

n
p

_A_Z_ n! _nn-1)---(n-p+1)
p!  pln-p) p! ;

32 = 32x31%x---x(32—-5+1)

=201376 donc il y a 201 376 mains de 5 cartes possibles sur

5 5!
un jeu de 32 cartes.

Propriété 53

Pour tous entiers naturel n et ptelsque p < netn #0,

£t

Propriété 54 (relation de Pascal)

Pour tous entiers naturel n et p telsque p < netn#0,
n n-1 n-—1

= = .

(P) (P - 1) ( p )

De la propriété 54, on déduit un tableau regroupant les différentes valeurs de (

n .
) suivant les va-
p

leurs de n et p : c'est le triangle de Pascal.
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0
1
1
1
1
1
1

Début du triangle de Pascal

Pour construire et afficher un triangle de Pascal, on peut utiliser le programme Python suivant :

Code Python 8-24

trianglePascal(n):
T = [[0] * (n+1)
n (n+1):
n ==

T[n][0] =1

B W N -

(6}

~N O

k (n+1):
== O'

T[n] [0]

T [n] [k] T[n-1] [k-1] + T[n-1] [k]

= trianglePascal(15)

¢ (T)):
(TLil[:i+11)

Pour résumer, on retiendra le tableau suivant :

Ordre Modele Exemples Formules

tirage sans anagramme al
Permutation remise ’
tirage avec
: . digicode nP
p-liste remise &
) . tirage sans podium d'une n
Arrangement A;, remise course (n—p)!
. . . !
- n tirage sans | main dans un jeu de _n
Combinaison p remise cartes p'(n—p)!
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B EXERCICES

Principes additif et multiplicatif

* Exercice 8.1 (I'imprimeur) '

Un imprimeur doit imprimer des calendriers pour une méme société tous les ans. Afin de
réduire ses cots, il décide de créer tous les modeles possibles la méme année.

Combien de pages différentes doit-il confectionner pour le mois de janvier?
Combien de pages différentes doit-il confectionner pour le mois de février?

Solution page

Exercice 8.2 (au restaurant) '

Un restaurant propose a sa carte un menu ou il faut choisir une entrée, un plat et un dessert.
Sont proposées trois entrées, six plats et 2 desserts.
Combien de repas différents peut-on constituer?

Solution page

Exercice 8.3 (dans la bibliothéque) '

Dans la bibliotheque de Gaspard, il y a 20 polars, 7 livres sur l'art et 5 livres sur les routards.
Il souhaite ne prendre que deux livres de catégories différentes.
Combien de possibilités a-t-il ?

Solution page

e Exercice 8.4 (coordonnées aléatoires) '

Voici un programme Python qui permet de choisir au hasard les coordonnées d'un point
dans le plan muni d'un repere :

Code Python 8-25

random randint

randint(-10,10)
randint (-10,10)

Combien de coordonnées peut-on obtenir?

Remarque 57

La fonction randint (a,b) permet d’obtenir un nombre entier aléatoire compris entre
a et b inclus.

Solution page
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Exercice 8.5 (nombres a 6 chiffres) '

Combien y a-t-il de nombres entiers a 6 chiffres?
Combien de nombres entiers a 6 chiffres comportent des chiffres tous distincts?

E] Combien existe-t-il de nombres entiers a 6 chiffres dont les chiffres consécutifs sont
de parité différente?

Solution page 351

Arrangements, permutations, combinaisons et p-listes

e Exercice 8.6 (QCM) !

Dans chacune des questions suivantes, quatre propositions de réponses sont faites, dont
une seule est exacte. Laquelle?

Ludwig a pris quarante-cing photos de son voyage en Allemagne et veut en imprimer
cing pour les mettre dans un cadre. Le nombre de possibilités de cadres pouvant étre
obtenu est :

a. 5% b. 45° c. (D) d. A}

D’une urne contenant cinquante boules numérotées de 1 et 50, on en extrait dix sans
les remettre. On note les numéros ainsi obtenus sur un papier de sorte a avoir une
suite. Le nombre de suites possibles est :

50 10 50 10
a. 10 b. 50 c. (3o) d. A}

Dans le jeu télévisé « Des chiffres et des lettres », on demande huit fois aux candidats
de choisir au hasard s'il veulent une voyelle ou une consonne. Le nombre de « mots »
possibles a I'issue de ces huit choix est :

a. 26! b. 26° c. (%) d. AS,

Le nombre d’anagrammes du mot « STYLO » est :

a. 5! b. 5° c. [256) d. A3

Solution page 352

Exercice 8.7 (nombres de nombres binaires) '

Un octet est une suite de huit chiffres (appelés bits), chacun pris dans I'ensemble {0;1},
comme par exemple : 01101001.
Combien y a-t-il d’octets différents?

Solution page 353
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e Exercice 8.8 (mots de passe) '

Sur une plateforme numérique interne d’'une société, on impose aux salariés la composition
de leur mot de passe : il faut que ce dernier comporte :

* une lettre non accentuée prise dans ’alphabet latin (comportant 26 lettres), en majus-
cules ou minuscules;

* un symbole parmi: «$», «#», « &», «?» et «!»;
¢ un chiffre compris entre 0 et 9 (inclus).

Le mot de passe est donc composé de trois caracteres (comme : « Z#0 »).
Combien de mots de passe peuvent ainsi étre créés?

Solution page 353

Exercice 8.9 (tournoi sportif) '

Lors d'un tournoi sportif, 12 équipes doivent affronter une fois les 11 autres.
Combien de matches doit-on organiser?
Solution page 353

Exercice 8.10 (mains d’un jeu de cartes) '

¥ Unjoueur dispose de cing cartes prises parmi 52. On dit que c’est une main de cinq cartes.
Combien de mains existent-il?

PJ Combien de mains ayant exactement un Roi existent-t-il?2

Combien de mains ayant exactement 2 Piques existent-il?

Combien de mains ayant exactement 2 Piques et 1 Cceur existent-il?

Solution page 353

Exercice 8.11 (s’assoir sur les chaises) '

W Quatre garcons et trois filles doivent s’assoir en ligne sur sept chaises.
De combien de facons peuvent-ils s’assoir?
Méme question si les garcons et les filles doivent rester groupés.

Méme question si les garcons et les filles doivent étre disposés de facon alternée.

Solution page 354

Exercice 8.12 (le congrés des gens polis) '

Chaque année, 'association des gens polis de Paris organise un congrés et comme chaque
année, tous les participants doivent se serrer la main qu'une seule fois.

Cette année, il y a 50 participants.

Combien de poignées de mains vont étre données? Solution page 354
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Exercice 8.13 (le clavier a neuf touches) '

¥ Un clavier comporte neuf touches: 1,2, 3, 4, 5, 6, A, B et C.
Un code obtenu a l’aide de ce clavier est une suite d’'une lettre et de trois chiffres.

Combien de codes différents peut-on former?

PJ Combien vy a-t-il de codes sans le chiffre « 1»?2

Combien y a-t-il de codes comportant au moins une fois le chiffre « 1 »?
Combien y a-t-il de codes comportant des chiffres distincts?

E] Combien y a-t-il de codes comportant au moins deux chiffres identiques?

Solution page 355

Exercice 8.14 (nombre de mots) '

Un programme permet de générer un mot de 1 a 10 lettres en choisissant aléatoirement
chacune des lettres dans un alphabet en comportant 26.

Déterminer un ordre de grandeur du nombre de mots possibles. Solution page 355

Exercice 8.15 (réponses possibles a un QCM) '

W Un QCM est composé de 20 questions. Chacune d’elles propose 4 réponses possibles, dont
une seule est correcte.
Un-e éléve répond au hasard a toutes les questions.

Combien y a-t-il de facons de répondre a ce QCM ?
Combien y a-t-il de possibilités ol1 exactement 5 réponses sont correctes?
Combien y a-t-il de possibilités ot1 au moins 10 réponses sont correctes?

Quelle est alors la probabilité d’avoir au moins 10 bonnes réponses en répondant au
hasard a chacune des questions de ce QCM ?

Solution page 356

Exercice 8.16 (les groupes d’échecs) '

¥ Roméo et Juliette sont dans une équipe d’échecs composée de 15 personnes (dont elles).
Pour participer a un grand concours, un groupe de 6 personnes doit étre formé.

Combien de groupes différents peut-on former?
Combien de groupes contenant Roméo et Juliette peut-on former?

E] Combien de groupes ne contenant que Roméo ou que Juliette peut-on former?

Solution page 356
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Exercice 8.17 (le jeu du Tarot) '

¥ Unjeu de tarot contient 78 cartes :

e 21 atouts,
¢ la carte que I'on appelle I'excuse,

* 14 cartes de chacune des 4 couleurs (cceur, pique, tréfle et carreau).

Combien de tirages simultanés de six cartes d’un tel jeu peut-on obtenir contenant
deux atouts et quatre trefles?

PJ Combien de tirages simultanés de six cartes d'un tel jeu peut-on obtenir contenant
exactement un atout et au moins trois as?

Solution page 357

Exercice 8.18 (anagrammes) '

Combien d’anagrammes y a-t-il au mot « ABYME »?

Combien d’anagrammes différentes y a-t-il au mot « NAPPE »?
Combien d’anagrammes différentes y a-t-il au mot « KAYAK »?

n] Combien d’anagrammes différentes y a-t-il au mot « UBUESQUE »?

Solution page 357

Exercice 8.19 (nombre d’atomes) '

On estime 4 10”9 le nombre d’atomes dans 1'Univers visible.
Combien de cartes différentes devrait avoir un jeu pour que le nombre de permutations
possibles dépasse cette valeur? Conseil : n’ayez pas peur de prendre des initiatives!

Solution page 358

Exercice 8.20 (constituer des groupes) '

De combien de fagons peut-on partager 12 personnes en trois groupes, un groupe de
2 et deux groupes de 5?

Méme question avec trois groupes de 4 personnes.

Solution page 359
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Type baccalauréat

Cette partie s'enrichira au fil des années en fonction des sujets qui seront proposés au bac.

Exercice 8.21 (événement d’une entreprise) '

Une entreprise organise un événement ou 8 personnes sont invitées, dont 4 hommes et 4
femmes. On cherche a former des groupes et des équipes pour différentes activités.

Partie A : formation d'un groupe

Combien de manieres différentes peut-on former un groupe de 5 personnes parmi les
8 personnes invitées, sans distinction de sexe?

E] Combien de manieres différentes peut-on former un groupe de 5 personnes qui
contient exactement 3 hommes et 2 femmes?

Partie B : ordre et sélection

Lors d'un jeu, 3 personnes sont sélectionnées parmi les 8 invitées et elles doivent étre clas-
sées en fonction de leur performance.

Combien de facons différentes peut-on choisir et classer ces 3 personnes?

Dans combien de cas le classement est composé de 2 femmes et 1 homme?

Partie C : organisation d'une activité

Pour une autre activité, 3 personnes sont tirées au sort parmi les 8 invités, mais cette fois
I'ordre dans lequel elles sont choisies importe.

Combien de listes ordonnées (ou p-listes) de 3 personnes peut-on former parmi les 8
invités?

Quelle est la probabilité que les 3 personnes choisies soient toutes des femmes ?

Partie D : cas pratique

Lorganisateur veut constituer une équipe de 4 personnes, mais avec certaines contraintes :
* L'équipe doit comporter au moins une femme.
* L'ordre n’a pas d'importance dans la composition de cette équipe.

Combien de facons différentes peut-il former une telle équipe?
Solution page
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Exercice 8.22 (regroupement de personnes) '

¥ Les habitants d’un village sont classés en trois catégories différentes, notées A, B et C.
On constitue un groupe de 12 personnes prises au hasard sur un total de 30 personnes qui
ont bien voulu se réunir. Dans le groupe de 30 personnes,

* 7 sont de la catégorie A,
* 15 sont de la catégorie B,

* 8sont de la catégorie C.

Combien de groupes de 12 personnes peut-on constituer parmi les 30 personnes qui
se sont réunies?

Combien de groupes de 12 personnes peut-on former avec une seule personne de la
catégorie A et cinq personnes de la catégorie C?

Solution page 362

Pour aller plus loin

Exercice 8.23 (une puce sur une grille) '

W Une puce se trouve sur une grille 7 x p en bas a gauche et compte rejoindre le point le plus

a droite en haut en utilisant un chemin de distance minimale (donc de longueur n + p).
fffff ——_—,—, e, —
l l l l l p
n
Combien y a-t-il de chemins possibles? Solution page 363

Exercice 8.24 (alternance entre pairs et impairs) '

Une urne contient 27 boules numérotées de 1 a 2n qu’on tire successivement sans remise.
Combien de tirages peut-on faire pour lesquels un numéro pair est toujours suivi d'un nu-
méro impair et un numéro impair d'un numéro pair? Solution page 363

Exercice 8.25 (n urnes) '

On dispose de n urnes numérotées de 1 a n dont chacune peut accueillir autant de boules
que 'on veut.
De combien de maniéres peut-on y ranger p boules indiscernables?

Solution page 363
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Exercice 8.26 (formule de Vandermonde) '

VneN, ki:o(Z)z = (2:)

)Zn

Montrer que :

On pourra pour cela considérer (x + 1)“" et son développement.

Solution page 364
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B CORRECTIONS

/ N
Corrigé de I'exercice 8.1 page 343

g Le mois de janvier peut commencer par « Lundi », « Mardi », ... ou « Dimanche », soit 7
possibilités.
Limprimeur doit donc imprimer 7 pages différentes pour le mois de janvier.
Le mois de février comporte 28 ou 29 jours; il y a donc deux types de pages a créer :
* pour les mois a 28 jours, il doit créer 7 pages différentes (car le mois peut com-
mencer par 7 jours différents);
* pour les mois a 29 jours, il doit aussi créer 7 pages différentes.

Finalement, il doit créer 7 + 7 = 14 pages différentes.
N\ Vs

N

Corrigé de I'exercice 8.2 page 343

Il y a 3 entrées possibles, 6 plats possibles et 2 desserts possibles, doncilya3 x6x2 =36
repas différents.

\ /

4 - . N\
Corrigé de I'exercice 8.3 page 343

On utilise le principe multiplicatif pour chaque couple possible (ou I'ordre ne compte pas).

e ilya 20 x 7 = 140 possibilités pour les couples polars/art;
* ilya 20 x5 =100 possibilités pour les couples polars/routards;
* ilya7 x5 =35 possibilités pour les couples art/routards.

Ensuite, on applique le principe additif : on a le choix entre les couples polars/art ou po-
lars/routards ou art/routards, ce qui fait : 140 + 100 + 35 possibilités.
A retenir : le mot « OU » correspond a une addition;

le mot « ET » correspond a une multiplication.

Corrigé de I'exercice 8.4 page 343

Ce programme choisit au hasard un nombre entier entre —10 et 10 (inclus). Il y a donc 21
possibilités pour x et pour y.

Le nombre total de possibilités est donc 21 x 21 = 441.

Corrigé de I'exercice 8.5 page 344

Il De 100000 2999999, il y a9 x 10° = 900000 nombres.
Il'y a en effet 9 possibilités (de 1 a 9) pour le premier chiffre, puis 10 possibilités (de 0
a9) pour les 5 autres chiffres.

On souhaite que les 6 chiffres soient tous distincts.

Il'y a 9 choix possibles pour le premier chiffres (de 1 a 9), puis 9 choix possibles pour
le deuxieme chiffre (de 0 a 9 sans le chiffre choisi en premier), puis 8 choix possibles
pour le 3¢ chiffre, etc.
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D’apres le principe multiplicatif, il y a donc 9 x 9 x 8 x 7 x 6 x 5 = 136080 nombres
possibles.
E « Sile premier chiffre est pair : on a le choix entre 2, 4, 6 ou 8, donc 4 possibilités.
Pour le deuxieme chiffre, on a le choix entre 1, 3, 5, 7 ou 9, donc 5 possibilités.
Pour le troisieme chiffre, on a le choix entre 0, 2, 4, 6 ou 8, soit 5 possibilités.
etc.
Ily a donc 4 x 5° = 12500 nombres possibles.
¢ Sile premier chiffre est impair : on ale choixen 1, 3, 5, 7 et 9, donc 5 possibilités.

Pour les 5 autres chiffres, on a aussi le choix entre 5 chiffres.
Iy a donc 5% = 15625 nombres possibles.

Ainsi, en tout, il ya 12500 + 15626 = 28125 nombres possibles.
N\

Corrigé de I'exercice page

Il Réponse (c). En effet, on choisit 5 éléments d’un ensemble de 45 éléments et I'ordre

45
ne compte pas. Le nombre de sous-groupes de 5 éléments possibles est donc ( . )

E Réponse (d). En effet, on choisit 10 éléments d'un ensemble de 50 éléments et I'ordre
compte. Il s’agit donc d’'une arrangement. Le nombre de sous-groupe de 10 éléments
possibles est donc ALY.

B Réponse (b). En effet, il y a 26 possibilités pour la premiere lettre, puis 26 pour la
deuxiéme, etc. jusqu’a 26 possibilités pour la huitiéme. Iy a donc 268 possibilités d’is-
sues. Les issues sont des 8-listes.

Autre solution plus intuitive : on peut énumérer les cas suivants :

* 0voyelle et 8 consonnes : il y a 20° possibilités.

8
* 1 voyelle et 7 consonnes : 6! x 207 x (1 (le coefficient binomial est la pour dire

que I'on peut mettre la voyelle en 8 positions différentes);

2 6. |8
* 2voyelles et 6 consonnes : 6° x 20° x 5 ;

8 0,8
8 voyelles et 0 consonne : 6° x 20 x al

Le nombre total de possibilités est donc la somme :
8 8
Y 6 %208 % x| | = (6+20)°
k=0 k

d’apres la formule du bindme de Newton. On arrive au méme résultat que précédem-
ment, a savoir 26°.

ﬂ Réponse (a). Il s’agit de compter le nombre d’anagrammes d'un mot ou chaque lettre
n’'apparait qu'une seule fois, donc il y en a n!, ou n est le nombre de lettres (donc ici :
5!).




N

Corrigé de I'exercice page
Un octet est composé de huit bits et il y a deux possibilités pour un bit: 0 ou 1. Il y a donc
28 = 256 octets possibles.

/
. , . N
Corrigé de I'exercice page
Il'y a2 x 26 =52 lettres possibles (si on compte les majuscules et les minuscules).
Ensuite, il y a 5 possibilités pour le symbole et enfin, 10 possibilités pour le chiffre pris parmi
les dix disponibles.
Il'yadonc 52 x 5 x 10 = 2600 possibilités pour un « mot » de trois caracteres.
Il faut ensuite dénombrer les permutations du mot : il yen a 3! = 6.
Ainsi, il ya 6 x 2600 = 15600 mots de passe possibles. y
. , . N
Corrigé de I'exercice page
L'équipe 1 doit affronter 11 équipes; il y a donc 11 matches a prévoir pour cette équipe.
L'équipe 2 doit affronter 10 équipes en plus de I'équipe 1 déja comptée précédemment; il y
a donc 10 matches a prévoir.
L'équipe 3 doit affronter 9 équipes en plus des équipes 1 et 2 déja comptées. Il y a donc 9
matches a prévoir en plus pour cette équipe.
Etc.
, o 11x12
On voit alors que 'on doit prévoir 11 +10+9+---+1= 5 = 66 matches.
Autre facon de voir : il faut constituer des sous-ensembles de 2 équipes prises parmi les 12 :
12
ilya ( ” ) = 66 facons de procéder.
/
N

Corrigé de I'exercice page

g On choisit 5 cartes parmi 52 et 'ordre ne compte pas. Il s’agit donc ici d'une combi-
naison.

52 52! . :
Il'yadonc = ———— = 2598960 mains possibles.
5 5!(52 - 5)!

E On impose dans cette question le fait qu’il y ait un Roi. Comme I’ordre ne compte pas,
on peut considérer que la premiére est un Roi (il y a 4 choix possibles car il y a 4 Rois
dans un jeu de cartes). Nous voulons exactement un Roi; par conséquent, il ne faut
pas qu’il y en ait parmi les autres cartes : on choisit donc 4 cartes parmi les 52 —4 = 48
cartes qui ne sont pas des Rois.

48
Ainsi, ily a4 x ( N ) = 778320 mains comportant exactement un Roi.

ﬁ Nous souhaitons ici exactement deux Piques. Comme I’ordre ne compte pas, on peut
considérer que ce sont les deux premieres cartes. Il y a 52 +4 = 13 Piques donc il y a

possibilités pour ces deux cartes. Pour les 3 autres cartes, il faut les choisir parmi

les 52 — 13 = 39 cartes restantes qui ne sont pas des Piques.




13
Ainsi, ily a ( 5 ) X ( 5 ) = 712842 mains possibles contenant exactement 2 Piques.

ﬂ Nous souhaitons ici 2 Piques et 1 Cceur. Selon le méme principe que celui utilisé dans
la question précédente, on peut dire que le nombre de mains comportant exactement
2 Piques et 1 Coeur est égal a:

13 13 26
x X = 329550.
2 1 2

—— —— ~——
2Piques 1Cceur 2 autres

Corrigé de I'exercice page

g Il'y a 7 personnes a permuter donc il y a 7! = 5040 facons de s’assoir.

E Il y a deux groupes (filles et garcons), donc 2 facons de les disposer. Dans le groupe
des filles, il y a 3! facons de les disposer et dans le groupe des garcons, il y en a 4!.
Il'yadonc 2 x 3! x 4! = 288 fagons de s’assoir.

E Dans cette question, deux garcons ne peuvent pas étre a coté, et deux filles non plus.

Imaginons que les chaises soient numérotées de 1 a 7. Supposons que les garcons
s’assoient sur les chaises avec un numéro impair : il y a 4! facons de les disposer. De
meéme, il y a 3! fagons de disposer les filles sur les chaises dont le numéro est pair.

Au final, il y a 4! x 3! = 144 facons de les assoir.

\

Corrigé de I'exercice page
Il y a deux fagons de raisonner pour cet exercice.
* Raisonnement combinatoire.
Le nombre de poignées de mains est égal au nombre de sous-ensembles a deux élé-

, R ) 214 \ . (90
ments que 'on peut former dans un ensemble a 50 d’éléments, a savoir 7 1= 1225.

Il y adonc 1225 poignées de mains.

* Analyse numérique.

Le premier participant peut serrer la main a 49 personnes. Ensuite, le deuxieme peut
serrer la main aux 48 personnes restantes. Le troisieme peut serrer la main aux 47
autres, etc. jusqu’aux deux dernieres personnes qui ne peuvent donner qu'une poi-
gnée de mains.

Ilyadonc49+48+47+---+2+1 poignées de mains possibles. Or,

B nn+1)
==

1+2+43+--+n

49 x 50 . .
Il'yadonc = 1225 poignées de mains.
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Corrigé de I'exercice page

Il'y a 3 lettres possibles pour la premiere entrée (le premier caractere du code) et on a
le choix entre 6 chiffres pour chacun des 3 chiffres suivants.

Iy a donc 3 x 63 = 648 codes possibles.

Il y a toujours 3 lettres possibles pour la premiere entrée, puis 5 choix possibles pour
chacun des 3 autres entrées.

Ily a donc 3 x 53 = 375 codes sans « 1 ».

Il'y a encore 3 lettres possibles pour la premiere entrée. Ensuite, on peut raisonner par

contradiction : nous avons vu aux questions précédentes qu’il existe 375 codes sans le
chiffre « 1 » et qu’il y a 648 codes possibles.

Il'y adonc 648 —375 = 273 codes ayant au moins un chiffre « 1 ».
Il'y a 3 lettres possibles pour la premieére entrée, et il faut compter le nombre d’arrange-
ments de 3 éléments pris parmi 6 pour avoir un code ou tous les chiffres sont distincts

(I'ordre compte et on peut assimiler ceci a un tirage sans remise, ce qui justifie que
c’est bien un arrangement).

6!
Ilyadonc3xA3 =3 x o 360 codes possibles ou tous les chiffres sont distincts.

Ici encore, on raisonne par contradiction : le contraire de I'événement « le code com-
porte au moins deux chiffres identiques » et 'événement : «le code comporte des
chiffres distincts ».

Il'y a donc 648 — 360 = 288 codes comportant au moins deux chiffres identiques.

Corrigé de I'exercice page

Si le mot généré ne contient qu'une lettre alors il y a 26 possibilités.
Sile mot contient deux lettres alors il y a 262 possibilités.

Sile mot contient trois lettres alors il y a 262 possibilités.

Ainsi,

Sile mot contient dix lettres alors il y a 26! possibilités.

le nombre total de mots possibles est :

26+26%+26° +---+26'°,

Pour rappel, si (u#,) est une suite géométrique de raison q # 1 alors :

n+1_1

u0+u1+u2+---+un:uo><—1
q_

La somme que nous souhaitons calculer est la somme des premiers termes de la suite géo-
meétrique (u,) de premier terme 1 = 26 et de raison g = 26. Ainsi,

2610 -1
26-1
~1,5x 10",

26+26%+26%+---+26'0 =26 x




Corrigé de I'exercice page

n Il'y a 4 facons de répondre pour chacune des 20 questions. C’est une 20-liste sur un
ensemble a 4 éléments (les 4 propositions).

Donc il y a 4?° = 1099511627776 facons de répondre a ce QCM.

E Dans cette question, il ne doit y avoir que 5 bonnes réponses; celles-ci peuvent étre en

e o . : 20 R
n'importe quelles positions parmi les 20 questions. Il y a donc - possibilités pour

ces 5 réponses correctes.

Les 15 autres questions doivent étre fausses; il y a donc 3 choix possibles pour chacune
des 15 questions restantes, soit 3'° possibilités.

20
D’apres le principe multiplicatif, il y a alors ( . ) x 31% facons de répondre pour avoir 5

bonnes réponses.

20
E D’apres ce que nous avons dit a la question précédente, ily a ( k) x 320k facons de

répondre pour avoir k bonnes réponses.

D’apres le principe additif, le nombre de facons de répondre afin d’avoir au moins 10
bonnes réponses est égal a :

20 20
Y ( ) x 320°F = 15244087 642.
k=10

g La probabilité d’avoir au moins 10 bonnes réponses en répondant au hasard a cha-

cune des questions de ce QCM est donc égale a :

15244087642
~0,014.
1099511627776

Corrigé de I'exercice page

g On doit ici constituer un groupe de 6 personnes prises parmi les 15; c’est donc une

15
combinaison. Il y a donc ( . ) = 5005 groupes possibles.

E Roméo et Juliette doivent nécessairement étre dans le groupe, donc cela revient a
constituer un groupe de 4 éleves (en plus de Roméo et Juliette) parmi les 15-2 =13
éleves restant.

13
Il'yadonc ( : ) =715 groupes possibles.

E On ne souhaite ici dénombrer que les groupes ne contenant que Roméo et les groupes
ne contenant que Juliette.

2
Pour les groupes ne contenant que Roméo ou Juliette, il y en a (1) = 2. Il y a ensuite




13 2 13
( - ) facons de placer les 13 autres personnes. Il y a donc (1) X ( . ) = 2574 groupes ne

contenant que Roméo ou que Juliette.

Vg

\

Corrigé de I'exercice page

Il Deux atouts et quatre tréfles.

. . . 21 o .
Ici, nous sommes dans un schéma classique : il y a 5 possibilités de choisir deux

14
atouts et ( i ) possibilités de choisir quatre treéfles.

21 14
X =210210
2 4

E Exactement un atout et au moins trois as.

ilyadonc:

tirages possibles.

* Nombre de timges contenant exactement un atout et exactement 3 as :

21\ (4\(78-21-4
x = 115752

* Nombre de tirages contenant exactement un atout et exactement 4 as :

e

Ilyadonc 115752 +1113 = 116865 tirages correspondant a ce que I'on veut.

N

Corrigé de I'exercice page

Il Le mot « ABYME » contient cinq lettres distinctes. Le nombre d’anagrammes est donc
égal au nombre de permutations de ces cinq lettres.

Il'y adonc 5! = 120 anagrammes au mot « ABYME ».

E Le mot « NAPPE » contient cinq lettres, mais elles ne sont pas toutes distinctes : il y a
quatre lettres distinctes.

Ainsi, parmi les 120 permutations, il y en a qui sont identiques. Comme il y a
deux lettres identiques, il y aura deux fois les mémes permutations (par exemple
«P1PoNAE » et « PP} NAE » donnent 'anagramme « PPNAE »). Il faut donc diviser par

2 le nombre de permutations.
5!
Il'yadonc ol 60 anagrammes différentes au mot « NAPPE ».

E Le mot « KAYAK » comporte cinq lettres dont trois sont distinctes.
Selon le méme principe expliqué a la question précédente, il faut diviser les 120
permutations par 2 (car il y a deux « K») et encore par 2 (car il y a deux « A »).

397




5!
Il'yadonc Tk 30 anagrammes différentes au mot « KAYAK ».
X

ﬂ Le mot « UBUESQUE » comporte huit lettres dont deux sont répétées : le « U » est pré-
sent trois fois et le « E» 'est deux fois. S’il faut diviser le nombre de permutations par 2
(caril y a deux « E »), il ne suffit pas de diviser encore par 3 car il y a trois « U ». En effet,
il faut diviser par 3! = 6.

Pour mieux comprendre ceci, on peut prendre I’exemple du mot « AAAB » qui admet
théoriquement 4! = 4 x 3 x 2 permutations et qui admet pour anagrammes : « AAAB »,

4x3x2 4
«AABA », « ABAA » et « BAAA ». Ilyenadonc4= 3—2 = g
X 4

8
Ainsi, ily a el 3360 anagrammes différentes au mot « UBUESQUE ».
x 3!

~ n!
A retenir : si un mot de n lettres comporte k lettres identiques, il y a —, anagrammes diffé-

rentes de ce mot. S’il comporte k lettres identiques et p autres lettres identiques différentes
!

k! x p!

Remarque 61

On peut raisonner différemment en disant que trouver une anagramme du mot revient

N

da:

des premieres alors il y a

anagrammes différentes.

* placer 3 lettres « U » parmi les 8 positions possibles : il y a (g) possibilités;

* placer 2 lettres « E» parmi les 8 — 3 = 5 positions restantes : il y a (g) possibilités;

e trouver le nombre d’anagrammes sur les 5 — 2 = 3 lettre restantes : il y a 3! possi-
bilités.

. . 8 5 Ty
On arrive alors a . X . x 3! = 3360 anagrammes différentes.

\

Corrigé de I'exercice page
Notons n le nombre de cartes différentes. Le nombre de permutations est alors égal a n!.
I faut donc résoudre I'inéquation :

nl>107.

Pour résoudre cette inéquation, on peut faire appel au logarithme népérien :

n!>10" < In(n) >1n(10")

<~ Inl+In2+In3+---+In(n) >79In10

On peut alors faire appel a un programme Python pour déterminer la premiere valeur de n
pour laquelle I'inégalité est vraie.




Code Python 8-28

log

s < 79x1log(10):
n +=1
s += log(n)

(n)

Ce programme affiche la valeur « 59 ».

I faut donc que le jeu comporte 59 cartes différentes pour que le nombre de permutations
dépasse le nombre d’atomes dans I'Univers visible.

Sivous n’avez pas encore vu la notion de logarithme népérien, le programme suivant affiche
aussi «59» :
Code Python 8-29

= 1,1
f < 10%*79:
+= 1

Remarque 62

Remplacez « 79 » par « 1000 » dans les deux programmes et vous verrez pourquoi le
premier est plus intéressant...

Spoiler alert : le second risque de prendre pas mal de temps, méme avec un bon pro-
cesseur!

N\ V4

Corrigé de I'exercice page

g Avant de traiter I'exercice, on peut pendre I’exemple d'un groupe de 4 personnes, no-
tées a, b, c et d. Si on veut constituer deux groupes de deux personnes, on a les possi-
bilités page suivante.

Groupe 1 | Groupe 2

aavechb | cavecd

aavecc | bavecd

a avec d b avec ¢

Il y a seulement 3 possibilités alors que nos calculs nous pousseraient peut-étre a dire
quilyena (3) x (3) = 6 (on choisit 2 personnes parmi les 4 pour constituer le premier
groupe et pour le second, on en choisit 2 parmi les deux restantes). Avec cette derniere
méthode, il faut comprendre que 1'on considére que les cas « Groupe 1 : a avec b,

Groupe 2 : ¢ avec d » et « Groupe 1 : ¢ avec d, Groupe 2 : a avec b » sont distincts




alors que non. Il faut donc diviser par deux le nombre de possibilités trouvés par cette
méthode.

Revenons maintenant a notre exercice : il y a (122) facons de constituer un groupe de
2 personnes prises parmi les 12, puis (150) facons de constituer un autre groupe de
5 personnes prises parmi les 10 restantes, et enfin une seule fagcon de constituer le

dernier groupe de 5 personnes.
12 10
X
2 5
2

Pour cette question encore, prenons un cas simple. Considérons un groupe de 6 per-
sonnes, notées a, b, ¢, d, e et f, que 'on souhaite partager en groupes de 2. Les diffé-
rents groupes possibles sont donnés dans le tableau suivant :

Groupe 1 Groupe?2 | Groupe 3 ‘

Le nombre total de groupes possibles est donc : =8316.

cavecd | eavec f
aavechb | cavece | davec f
cavec f | davece
bavecd | eavec f
aavecc | pavece | davec f
bavec f | davece
|
bavecc | eavec f
aavecd | pavece | cavec f
bavec f | cavece
bavecc davecf
aavece | pavecd | cavec f
bavec f | cavecd
bavecc | davece
aavec [ | bavecd | cavece
bavece @ cavecd

Nous avons mis en rouge les groupes distincts : il y en a 15. Or, avec une méthode de
dénombrement « classique », on obtiendrait :

|

6
2

-G

Le nombre de groupes possibles est donc égal a :

(-G

R

6

3!

) =90 groupes possibles.




/

Revenons maintenant a notre exercice : nous voulons constituer 3 groupes de 4 per-
sonnes, ce qui nous amene au calcul suivant :

(4]0

3!

=5775.

Il y a donc 5775 groupes possibles.

Corrigé de I'exercice page
Partie A
ﬁ On cherche a former un groupe de 5 personnes parmi 8, sans distinction de sexe. Le
8
nombre de combinaisons possibles est donné par : (5) = 56.

Il y a donc 56 fagons de former ce groupe.

E Pour former un groupe de 5 personnes comprenant exactement 3 hommes et 2
femmes, on doit d’abord choisir 3 hommes parmi les 4, puis 2 femmes parmiles 4 :

o

Il y a donc 24 fagons de former ce groupe.

Partie B

Il Sil’on doit choisir et classer 3 personnes parmi les 8 invités, le nombre d’arrangements
est donné par :

8 x7x6=2336.

Il'y a donc 336 facons de choisir et de classer ces 3 personnes.

E Pour classer 2 femmes et 1 homme, on doit d’abord choisir 2 femmes parmi les 4, puis
1 homme parmi les 4, et enfin les classer. Le nombre total de possibilités est donc :

4 4
X x3!=6x4x6=144.
2 1

Il'y a donc 144 facons de former et classer ce groupe.

Partie C
n Le nombre de listes ordonnées de 3 personnes parmi les 8 invités est donné par :
8% =512.

Il'y a donc 512 possibilités.
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E Le nombre de 3-listes ol les 3 personnes sont des femmes est donné par :
43 = 64.
La probabilité que les 3 personnes choisies soient des femmes est donc :

64 1

512 8
Partie D

On doit former une équipe de 4 personnes parmi les 8, avec au moins une femme. Le
nombre total de combinaisons pour former une équipe de 4 personnes parmi 8 est :

=

Le nombre de combinaisons ne contenant que des hommes (choisir 4 hommes parmi 4)
est: 1.
Le nombre de facons de former une équipe avec au moins une femme est donc :

70—-1=69.
\ /

Corrigé de I'exercice page

n Combien de groupes de 12 personnes peut-on constituer parmi les 30 personnes qui se
sont réunies?

On doit constituer des groupes de 12 personnes parmiles 30 présentes. L'ordre de ces
personnes se compte pas et il n'y a pas de répétitions possibles. Il s’agit donc ici d'une
combinaison (sur le méme modele que les mains d'une carte).

30
Il'yadonc (12) = 86493225 groupes possibles.
E Combien de groupes de 12 personnes peut-on former avec une seule personne de la ca-
tégorie A et cing personnes de la catégorie C?

Nous devons choisir 1 personne (parmi les 7 de la catégorie A), puis 5 personnes
(parmi les 8 de la catégorie C), puis 6 personnes (parmi les 15 de la catégorie B).

Ilyadonc:
7 8 15 oete s
( ) X ( ) X ( ) = 1961960 possibilités.
1 5 6
/
4 - . N\
Corrigé de I'exercice page

Symbolisons par « D » le mouvement de la puce qui consiste a se déplacer vers la droite
d’une unité, et par « H» le déplacement d’'une unité vers le haut.

Le mouvement final est donc représenté par une succession de n+ p «D» et « H», comme
par exemple : «k DDHDHHDD » pour représenter le déplacement donné en exemple :




n

La question revient donc a trouver le nombre d’anagrammes de ce « mot» de n + p lettres.
D’aprés la méthode donnée dans le corrigé de I'exercice 8.13,ilyena:

(n+p)!

nlp!
N\

Corrigé de I'exercice 8.24 page 349

 Tirages dont la premiere boule porte un numéro pair.
Il y a n nombres pairs donc il y a n tirages commencant par un nombre pair.
Il y a ensuite n nombres impairs possibles pour le deuxieme numéro.

Pour le troisieme numéro, on a le choix entre (7 — 1) nombres pairs; idem pour le
quatrieme.

etc.
Ilyadonc n! x n! tirages dont le premier numéro est pair.

 Tirages dont la premiere boule porte un numéro impair.

Le raisonnement est le méme que précédemment :ily a n!x n! tirages dont le premier
numeéro est impair.

« Par conséquent, il y a 2(n!)” tirages possibles.
\

/
Corrigé de I'exercice 8.25 page 349

Notons u; le nombre de boules dans 'urne k, 1 < k < n.
Décidons alors de représenter les situations possibles par le mot :

B..B S B...B S:--S B...B
~—— ~—— ~——
up lettres B up lettres B uy lettres B

La lettre « B » désigne une boule et « S » désigne une séparation entre les urnes pour bien les
distinguer.
Répondre a la question posée revient a trouver toutes les anagrammes du mot contenant n
«B» (carilya n boules) et (p—1) «S».
La réponse est donc :
(n+p-1!
n(p-1!°




Corrigé de I'exercice page
D’apreés la formule du bindbme de Newton :

2n
x+D*=Y 21 ok
k=0 k

2
Ainsi, le coefficient de degré n du développement de (x + 1)2" est égal a ( n)
n

Nous pouvons aussi écrire :

(x+ 12" = ((x+1)") = (i (Z)xk)z.

k=0
. . . 2 2 n 2 N L n n
Ainsi, le coefficient de degré n du développement de (x + 1)-" est égal a Z .

i—o\k)\n—-k
n _I’L
n-k| \k|

" [n
Donc ce coefficient vaut finalement Z ( ) .
k=0

Or,

D’ou I’égalité demandée.

Remarque 63

Par un raisonnement analogue; on peut aussi montrer |’égalité suivante :

e £ (1)20)-(2)

364




@

Succession d’épreuves
indépendantes
et loi binomiale

Plan du chapitre

I Succession d’épreuvesindépendantes . . . . . .. ... 00 e e e 0. 366
1 EpreuvedeBernoulli. . .......... ... ... iiiiiiii. .. 366
2 SchémadeBernoulli . . . ... ... ... .. ... .. .. ... .. .. ... 366
II LoiBinomiale . ... ... ...ttt iiitteeeteeeesnsnnnens 367
1 LoideBernoulli............. ... .. .. .. .. .. .. .. ... 367
2 Loibinomiale . . . ... ... ... .. 367
3 Simulation de la planche de Galtonen Python . . . . . ... .. .. ... ... 370
[FMENEE 0 0000000000000000000060000000000006D0O0AC000OO0OEGC 371
Corrigés deSeXerCICeS . o o « v o ¢ o o o o s o o s s o o oo oo oo s esssosossssese 380

368




Succession d’épreuves indépendantes

| . 1 - Epreuve de Bernoulli

Définition 43

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire ou seules 2 issues sont possibles : le
succes (S) et1'échec (S).

S — Succes

§ — Echec

Exemple 52

Sur une chaine de production de smartphones, on en choisit un au hasard. L'épreuve
consistant a regarder s'il est défectueux est une épreuve de Bernoulli : il est défectueux
(S) ou non défectueux (S).

Dans un trousse, on choisit au hasard un stylo. Lépreuve consistant a regarder s’il est
rouge est une épreuve de Bernoulli : soit il I'est (S), soit il ne I'est pas (S). v

| . 2 - Schéma de Bernoulli

Définition 44

On répete n fois une méme épreuve de Bernoulli dans les mémes conditions (on dit : de
facon indépendante). Cette succession d’épreuves est appelée un schéma de Bernoulli.

On représente un schéma de Bernoulli de la maniere suivante :

e

S/S

9]

UJI
UDI w

/S
\

92]

7
S

ANA

A

\L

Exemple de 3 successions d’épreuves de Bernoulli



Il - Loi Binomiale

Il . 1- Loi de Bernoulli

Définition 45 )

On considere une épreuve de Bernoulli dont le succés est de probabilité p. 5
On note X la variable aléatoire représentant I'issue de cette épreuve : X(Q2) = {S;S}.
La loi de probabilité de X est appelée loi de Bernoulli et est donnée par le tableau suivant :

X=k S| S
PX=k) AR’

Lépreuve de Bernoulli et la loi de Bernoulli tirent leur nom du mathématicien
Jacques Bernoulli (1654 — 1705). v

Remarque 64

Il . 2 - Loi binomiale

Définition 46 )

On considere une épreuve de Bernoulli dont la probabilité du succes est p. On répéte n
fois de facon indépendante cette épreuve, et on note X la variable aléatoire représentant le
nombre de succes a I'issue de cette succession d’épreuves.

On dit que la loi de probabilité de X est la loi binomiale de parametres n et p, et on note
X — B (n;p).

Alissue de ces n épreuves, X peut valoir 0, 1, 2, ... jusqu’a n :

X(Q) =1{0;1;2;---;n—1;n}

. A . o, G2 p . . n
Si on répete n fois de maniere indépendante une épreuve de Bernoulli alors il y a( k) che-

mins comportant exactement k succes.

En effet, on regarde combien de « mots» de n lettres (prises dans l'alphabet {S;S})
comportent exactement k lettres « S » : 'ordre compte et les lettres peuvent se répéter. Il s’agit

. . N 2 N n
donc d'une combinaison, d’ol1 un nombre égal a ( k)'
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Propriété 56

Dans la pratique, les calculatrices permettent de donner une valeur approchée de P (X = k) trés
facilement
Par exemple, sur la Numworks, pour une variable aléatoire suivant la loi binomiale 28 (30;0,12) :

rad APPLICATIONS |k rad PROBABILITES L

+ | — _ @ Probabilités
s ‘ Lois de probakil-ité >
X L discretes et continues

Calculs Fonctions Python
My Tests

A /’L % Tests statistiques
#_*_* Intervalles de confiance

Statistiques Prcbabﬂ_'ltes Solveur

PROBABILITES PROBABILITES

Lois de prokabkilité Binomiale

Choisir les param&tres

||||||||||| Binomiale >
n 30
o Uniforme > Nombre de répétitions
h Exponentielle 3 P @. 12
P Probabilité de succes
/. Normale >
Suivant
M. Chi2 >

En cliquant sur « Suivant », on peut calculer par exemple :

e PXK)H):
PROBABILITES

Binomiale

n=30p=0.12

‘ “P(X<5 )= @.8569231
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Mais en bougeant le curseur vers la gauche et en cliquant sur 'icone, puis en descendant tout en
bas:

PROBABILITES

Binomiale

3| p=0.12

P(X< 5 )= 0.8569231

|
] 4 g 12 16 20 24 28

FROBABILITES

Binomiale

i p =0.12

SN v P(X= )= @.1451464

) 4 B 12z 18 20 24 28

* En sélectionnant, parmi les choix proposés en cliquant sur I'icone a gauche, le deuxieme en
partant du haut, on peut calculer par exemple P(3 <X <6) :

PROBABILITES PROBABILITES
Binomiale Binomiale
3 p = 0.12 n=30p=0.12
| P(X=5 )= 0.1451464 . P(3  <X<6 )= 0.65469:
/A
FN
0] 4 8 12 16 20 24 2IH 0] 4 =] 12 16 20 24 28

Propriété 57 (espérance, variance et écart-type)




Exemple 53

Dans un urne, il y a 7 boules bleues et 3 rouges.

On choisit au hasard une boule de cette urne puis on la remet, et on répete cette expérience
10 fois de facon indépendante.

La probabilité de choisir une boule bleue lors d'un tirage est p =0, 7.

Si X représente le nombre de boules bleues obtenues a l'issue de ces 10 tirages au sort, alors
X suit la loi 28 (n; p) et son espérance est :

EX)=10x0,7=7. v

Il . 3 - Simulation de la planche de Galton en Python
Je vous encourage a regarder la page de mon site :

https://www.mathweb.fr/euclide/simulation-de-1la-planche-de-galton-en-python/
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B EXERCICES

* Exercice 9.1 (QCM) '

Pour chaque question, donner la bonne réponse parmi les propositions faites.

Lespérance mathématique de la variable aléatoire suivant la loi binomiale de para-
metresn=10et p=0,2 est:

a. 0,02 b. 0,2 c. 2 d. 20

PJ La variance de la variable aléatoire suivant la loi binomiale de paramétres n = 20 et
p=0,15est:

a. 3 b. 2,55 c. 17 d. 0,1275
E] Soient X — 28(15;0,1) et Y — 98(20;0, 3) deux variables aléatoires. Que vaut EX+Y) =2
a. 7,5 b. 35 c. 0,4 d. 3,5

n] Soit X une variable aléatoire de variance 5. Si on multiplie par 2 toutes les valeurs prises
par X alors la variance devient :

a. 10 b. 15 c. 20 d. 25

Solution page 380

* Exercice 9.2 (tirage dans une urne) '

Une urne contient 3 boules bleues et 7 boules vertes. On tire successivement au hasard et de
facon indépendante 5 boules de cette urne en les remettant dans I'urne apres avoir regardé
leur couleur.

On note X le variable aléatoire représentant le nombre de boules bleues tirées a la fin de cette
expérience.

Décrire X (donner la valeurs possibles de X).

Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.
Calculer alors :

a. PX=0) b. PX=3) c. PX>1)

Solution page 380

e Exercice 9.3 (au tennis) '

Alain et Benjamin pratiquent assidiiment le tennis. On estime que la probabilité qu’Alain
gagne une rencontre est 0,6. Ils décident de jouer trois matches dans I'année (les résultats
des matches sont indépendants les uns des autres) et de faire une cagnotte pour s’offrir un
repas en fin d’année. A la fin de chaque match, le perdant versera 20 €.

Benjamin s’interroge sur sa dépense éventuelle en fin d’année.
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On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de matches gagnés par Benjamin
et D la variable aléatoire correspondant a la dépense de Benjamin.

Quelles sont les valeurs possibles de X? Exprimer D en fonction de X et en déduire les
valeurs possibles de D.

Démontrer que la probabilité que Benjamin dépense 40 € est 0,432.

Calculer I'espérance de dépense en fin d’année de Benjamin.
Solution page 380

e Exercice 9.4 (jeu radiodiffusé) '

Lors d’'un jeu radiodiffusé, on estime que le candidat, quelle que soit la question posée, a
deux chances sur trois de donner la bonne réponse. Il gagne 50 euros par réponse exacte.
L'animateur du jeu lui pose successivement cinq questions.

Calculer la probabilité que le candidat ait cinq bonnes réponses.
E] Quelle est la probabilité que le candidat gagne 250 euros?

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de réponses exactes au bout des cing
questions. Quelle est la loi de probabilité suivie par X ? Justifier la réponse.

n] Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire Y qui compte le gain total du
joueur.

E] Calculer 'espérance de gain du joueur.

Solution page 381

* Exercice 9.5 (lancers d’une piéece) '

Un joueur lance trois fois de suite une piece équilibrée. Chaque fois que le joueur obtient
Face, il gagne 2 points, sinon il perd 1 point.

Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur a 'issue d’'une partie. Déter-
miner la loi de probabilité de X et son espérance E(X).

Solution page 381

* Exercice 9.6 (dans une urne) '

Une urne contient 3 boules bleues et 7 boules vertes. On tire successivement au hasard et de
facon indépendante 5 boules de cette urne en les remettant dans 'urne apres avoir regardé
leur couleur.
On note X le variable aléatoire représentant le nombre de boules bleues tirées a la fin de cette
expérience.

Décrire X (donner la valeurs possibles de X).

Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

Calculer alors :

a. PX=0) b. PX=3) c. PX>1)

Solution page 382
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* Exercice 9.7 (au tennis) '

Alain et Benjamin pratiquent assidiiment le tennis. On estime que la probabilité qu’Alain
gagne une rencontre est 0,6. Ils décident de jouer trois matches dans I'année (les résultats
des matches sont indépendants les uns des autres) et de faire une cagnotte pour s’offrir un
repas en fin d’année. A la fin de chaque match, le perdant versera 20 €.

Benjamin s’interroge sur sa dépense éventuelle en fin d’année.

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de matches gagnés par Benjamin
et D la variable aléatoire correspondant a la dépense de Benjamin.

n] Quelles sont les valeurs possibles de X? Exprimer 0 en fonction de D et en déduire les
valeurs possibles de D.

E] Démontrer que la probabilité que Benjamin dépense 40 € est 0,432.

E] Calculer I'espérance de dépense en fin d’année de Benjamin.

Solution page

Exercice 9.8 (chaine de fabrication) '

Le responsable de fabrication de I'usine ELECTOP est chargé de controler une chaine de
production fabriquant un composant électronique. Sur 10 000 composants pris au hasard,
il constate que 7 sont défectueux. Il suppose donc que la probabilité d’avoir un composant
défectueux fabriqué par cette chaine de production est égale a 0,000 7.

Le mois suivant, il choisit au hasard sur cette chaine de production 20 composants.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de composants défectueux.

Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.
Calculer P (X > 2).

Solution page

Exercice 9.9 (trajet a vélo) '

Un éléve se rend a vélo au lycée distant de 3 km de son domicile a une vitesse supposée
constante de 15 km/h.
Sur le parcours, il rencontre 6 feux tricolores non synchronisés. Pour chaque feu, la probabi-

2
lité qu'il soit au vert est =
Un feu rouge ou orange lui fait perdre une minute et demie. On appelle X la variable aléa-

toire correspondant au nombre de feux verts rencontrés par I’éleve sur son parcours et T la
variable aléatoire égale au temps (en minute) mis par |’éléve pour aller au lycée.

Déterminer la loi de probabilités de X.
Exprimer T en fonction de X.
Déterminer I'espérance mathématique E (T) de T et interpréter ce résultat.

V1 Léleve part 17 minutes avant le début des cours.
Calculer la probabilité que I’éleve soit en retard au lycée.

Solution page
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Exercice 9.10 (au basket-ball) '

Un joueur de basket-ball effectue une succession de n tirs en direction du panier. Les statis-
tiques de ce joueur nous informent que :

¢ le 1¢' lancer est réussi avec une probabilité de 0,95;
* siun tir est réussi, le tir suivant est réussi avec une probabilité de 0,85;
* siun tir a échoué, le tir suivant est réussi avec une probabilité de 0,75.

Pour tout entier naturel 7 non nul, on note A, 'événement : «le n-iéme tir est réussi» et p,
la probabilité que le n-iéme tir soit réussi. On a donc p; =0, 95.

Représenter la situation a I'aide d'un arbre pour n = 2, et vérifier que p, = 0,845.

E] Montrer que pour tout entier naturel n non nul, p,+; =0,1p, +0,75.

5
On pose u, = p, — o
Montrer que (u,) est géométrique et en déduire une expression de u,, puis de p,, en
fonction de n.

n] Calculer lirP pn etinterpréter ce résultat.
n—+oo

Solution page

Exercice 9.11 (dans un hopital) '

Dans un hopital, lors d'une pandémie d'une maladie appelée « STAS-3 », 63 % des patients
qui arrivent aux urgences présentent les symptomes de cette maladie, dont 78 % sont réelle-
ment atteints par la STAS-3.

Parmi les autres patients, 7% s’averent atteints de cette maladie.

On choisit au hasard parmi tous les patients du service des urgences une personne.
On note :

* Sl'événement : «la personne choisie présente des symptomes de la STAS-3 »,
* MI’événement : «la personne est réellement atteinte de la STAS-3 ».
n] Construire un arbre de probabilités représentant cette situation.

Quelle est la probabilité que la personne choisie présente des symptomes de la STAS-3
et soit réellement atteinte de cette maladie?

Montrer que la probabilité que la personne choisie soit réellement atteinte de la STAS-
3 est égale a 0,5173.

La personne choisie n’est pas atteinte de la STAS-3.Quelle est la probabilité qu’elle ait
présenté des symptomes lors de son arrivée aux urgences.

L'hopital recoit 100 € de prime pour chaque patient atteint de la STAS-3 en plus de 100 000 €
de forfait pour faire face a cette pandémie. On choisit au hasard 20 personnes aux urgences.
Il'y a tellement de personnes que I'on peut assimiler ceci a un tirage aléatoire avec remise.
On note :

* Xla variable aléatoire représentant le nombre de personnes réellement atteintes par
la STAS-3,

* Glavariable aléatoire qui représente la prime gagnée par 'hopital.
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B3 Quelle est la loi de probabilité de X?

Exprimer G en fonction de X. Calculer alors la prime moyenne que pourrait recevoir
I'hopital sur ces 20 patients.

Calculer P (X =5), P(X < 5) et P(X > 10). On arrondira les résultats 2 10~* preés.
Déterminer le premier entier k pour lequel P (X < k) > 0,95.

Solution page

Exercice 9.12 (dé tétraédrique) '

On lance un dé tétraédrique dont les quatre faces portent les chiffres 1, 2, 3 et 4. On lit le
résultat d'un lancer sur la face cachée du dé.

On note p; la probabilité d’obtenir le chiffre i suite a un lancer de ce dé.

Le dé est déséquilibré de telle sorte que ces probabilités sont :

p1=0,1;p2=0,2;p3=0,3;p4=0,4.

On lance deux fois successivement ce dé. On suppose que les lancers sont indépendants
entre eux.

n] Dresser un arbre pondéré décrivant I’expérience.
Quelle est la probabilité d’obtenir les chiffres 1 et 3 dans cet ordre?
Quelle est la probabilité d’obtenir deux chiffres distincts rangés par ordre croissant?

n] On instaure la regle suivante : si un joueur lancant deux fois successivement ce dé
obtient deux chiffres distincts rangés par ordre croissant il gagne 2 euros, si il obtient
deux fois le chiffre 1 il gagne 5 euros, tandis que, dans tous les autres cas, il perd 3
euros.

On note X la variable aléatoire égale au gain du joueur.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.
b. Déterminer |'espérance et |’écart type de X.
Ce jeu est-il équitable?
c. On modifie la valeur des gains de la maniere suivante : si on obtient deux chiffres

distincts rangés par ordre croissant on gagne 5 euros, si on obtient deux fois le
chiffre 1 on gagne 11 euros, et sinon, dans tous les autres cas, on perd 5 euros.

On note Y la variable aléatoire égale au gain du joueur avec cette nouvelle regle.

Déterminer I'espérance et I'écart type de Y. .
Solution page

Exercice 9.13 (jeu de grattage) '

Loncle de Tatiana est accroc au jeu de grattage. Chaque semaine, il achete jusqu’a 20 euros
de cartes a gratter a deux euros. Il achete une premiere carte, la gratte. Si elle est gagnante,
il s’arréte, sinon il en achéte une seconde, et ainsi de suite jusqu’a ce qu'il ait une carte ga-
gnante ou bien qu'’il ait dépensé 20 euros. La probabilité d’avoir une carte gagnante est 0,12.

n] Représenter cette expérience par un arbre pondéré.
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Quelle est la probabilité que I'oncle achete 4 cartes?
Quelle est la probabilité que I'oncle achete 10 cartes?
n] Quelle est la probabilité que I'oncle ne gagne rien?

Soit X la variable aléatoire qui a chaque série d’achats de la semaine, associe la somme
dépensée.
a. FEtablir laloi de probabilité de X.

b. Quelle est I'espérance de X ? Interpréter ce résultat. ,
Solution page

Exercice 9.14 (jeu télévisé) '

W Unjeu télévisé se déroule en deux manches :

* Premiere manche.
Une personne tire au hasard et simultanément deux boules d'une urne contenant 20
boules numérotées de 1 a 20. Si une boule portant un numéro multiple de 5 est choisie,
20 points sont gagnés; dans le cas contraire, aucun point n’est gagné.

* Seconde manche.

La personne doit ouvrir une porte parmi trois portes fermées. Seule I'une d’elles peut
multiplier par 2 les gains gagnés lors de la premiere manche. Lune des deux autres
permet d’ajouter 5 points; quant a I’autre, elle retire 5 points si les gains de la premiere
manche sont supérieurs ou égaux a 5. Sinon, rien n’est retiré.

ATissue de ces deux manches, chaque point vaut 100 €.
On appelle G le gain de la personne participant au jeu.

On appelle X la variable aléatoire représentant le nombre de points a 'issue de la pre-
miere manche. Déterminer la loi de probabilité de X, puis calculer E(X).

On note Y la variable aléatoire représentant le gain algébrique des points a 'issue de
la seconde manche.
Déterminer la loi de probabilité de Y ainsi que E(Y).

Calculer E(G).

n] A l'issue de ces deux manches, la personne doit participer a la manche finale qui
consiste a répondre a cinq questions de culture générale. A chaque mauvaise réponse,
il ou elle perd 200 €sur les gains obtenus précédemment.

On note Z la variable aléatoire représentant le nombre de bonnes réponses d'une per-
sonne lors de cette manche finale.

La société productrice du jeu estime que Z suit la loi binomiale de parametres n =5 et
p=0,2.
Déterminer le gain que peut espérer avoir la personne a l'issue de cette finale.

Solution page
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Approfondissements

Exercice 9.15 (avec une suite et une dérivé) '

W Lejeu des petits chevaux nécessite un dé. Dans ce jeu, un joueur doit faire un « 6 » pour sortir
¥ de son enclos et commencer la partie. Tant qu'il n’a pas fait de « 6 », il continue de lancer le
dé (a tour de role avec les autres joueurs) jusqu’a ce qu’il en obtienne un.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de lancers de dé jusqu’a obtention
d’'un « 6 ».

Déterminer la probabilité pour que le joueur obtienne un « 6 » au premier lancer. En
déduire P (X =1).

Déterminer la probabilité pour que le joueur obtienne un « 6 » au second lancer. En
déduire P (X = 2).

5\ 1
Expliquer pourquoi, pour tout entier naturel k, P (X = k) = (8) X a

n
Onpose u,=PX=n).etS,= Y PX=k).
k=1

a. Montrer que (u,),>; est une suite géométrique dont on déterminera le premier
terme et la raison.

b. En déduire une expression simplifiée de S,.
c. Montrer que lim S, =1.
n—+oo

1 n k-1
B] On admet que I'espérance mathématique de X est E(X) = — lim Z k (—) .
6 n—+oo =1
n
On pose alors fi(x) = xk ot ke N*, etF,(x)= ¥ fie ().
k=1

a. Calculer f; (x), la dérivée de fi(x), en fonction de k.

1-x—(n+1)x"+nx"*!

(1-x)?

b. En déduire que F’n(x) = pour tout x # 1.

n
On admettra que lim n (—) =0.
n—+oo 6
c. En déduire E (X).

Solution page 391

Exercice 9.16 (simulation d’une variable aléatoire) '

W Lors d'un jeu, le gain d'un joueur quelconque est modélisé par la variable aléatoire X dont
¥ on donne laloi de probabilité ci-dessous :

-20| 0 | 5 | 100
| PX =) |

98 0,78 | 0,09 0,07 0,06

Vérifier que I'espérance mathématique de X est E (X) = —9,25 et que son écart-type est
o(X) = 28,78.
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On considere la fonction Python suivante :

Code Python 9-30

random random
# random() retourne un nombre pseudo-aléatoire dans [0;1[

simul () :
x = random()
x <= 0.78:
-20
x > 0.78
0]
x > 0.87
5

Expliquer en quoi cette fonction simule la variable aléatoire X.

On considere fonction Python suivante :

Code Python 9-31

echantillon(n):

L=1"[1
_ (n):
L.append( simul() )

(L) /n

Expliquer a quoi correspond echantillon(n) pour un n assez grand dans le cadre de
cet exercice.

Solution page

Exercice 9.17 (probléme de surréservation) '

#  On considere une variable aléatoire X suivant la loi binomiale 98 (n;p).
W Soit a un réel strictement positif.

Ecrire une fonction Python seuil(n,p,a) retournant le premier entier k tel que
PX>k)<a.
Pour cela, on dispose d'un module Python nommé « probastat », que 'on pourra télé-
charger sur la page :

https://www.mathweb.fr/euclide/2021/04/09/
probabilites-et-python-au-lycee-loi-binomiale-et-variables-aleatoires/

et de son objet «binom », grace auquel on peut définir une variable aléatoire suivant la
loi 8 (n; p), et de sa méthode « proba_cdf(k) » qui permet de calculer P (X < k).
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>>> from probavar import binom
>>> X = binom(50,0.42)

>>> X.proba_cdf (10)
0.0008877309619108356

Cela signifie que P(X < 10) =~ 8,877 x 10~

Une compagnie aérienne, dont on taira le nom pour ne pas ternir sa réputation, a
I’habitude de vendre plus de billets que de places dans un avion.
Lavion X555 comporte 300 places. On note n le nombre de billets d’avion vendus,
nombre pouvant étre supérieur a 300.
On note X,, la variable aléatoire représentant le nombre de clients ayant acheté un
billet et se présentant au guichet lors de I’embarquement. On suppose que X, suit la
loi binomiale % (n;0,9).
A l'aide de la fonction Python précédente, déterminer le plus petit entier n tel que
P(X>300) <0,05.

Solution page

L Exercice 9.18 (loi géométrique) '

On considere une variable aléatoire Y suivant la loi binomiale 28 (n; p).

On considere alors la variable aléatoire X représentant le nombre d’épreuves de Bernoulli de
parametre p nécessaires pour obtenir le premier succes.

On dit que X suit la loi géométrique de parametre p.

% %

Montrer que P(X=k) = p(1 - p)k_l, pour tout entier k compris entre 1 et n.
E‘ +00 -1 1
On admet que ) kx" = ——.
= (1-x7?
Déterminer alors I’espérance mathématique de X.
K] Dans un urne sont mises 15 boules rouges et 5 boules noires, indiscernables au
toucher.

On tire au hasard une boule de cette urne en la remettant tant que la boule choisie
n’est pas noire.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules tirées a I'issue de
cette expérience.

Calculer E (X) et en donner une interprétation.

Solution page
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B CORRECTIONS

N\
Corrigé de I'exercice 9.1 page 371
g Réponse (c). D’apreés le cours, si X — 98(n; p) alors E(X) = np.
Doncici, EX) =10x 0,2 = 2.
Réponse (b). D’apreés le cours, si X — 98(n; p) alors VIX) = np(1 - p).
Doncici, V(X) =20x 0,15 x (1 -0,15) = 2,55.
E Réponse (a). En effet, EX +Y) = E(X) + E(Y) par linéarité de 'espérance.
Or, EX)=15x0,1=1,5etE(Y)=20%x0,3=6. DoncEX+Y)=1,5+6=7,5.
ﬂ Réponse (c). En effet, d’apres le cours, V(aX) = a?V(X) doncV(2X) = 22V(X) = 4x5 = 20.
/
N\

Corrigé de I'exercice 9.2 page 371

Bl X =1{0;1;2;3;4;5}. En effet, sur 5 tirages successifs avec remise de la boule tirée, on
peut n'avoir aucune boule bleue comme en avoir 1, 2, 3, 4 ou 5.

L'expérience consistant a choisir au hasard une boule de I'urne est une épreuve de
Bernoulli dont le succes est S : «avoir une boule bleue », dont la probabilité est
3
=—=0,3.
P=10
Ainsi, si I'on répéte de facon indépendante 5 fois cette expérience, cela constitue un

schéma de Bernoulli; ainsi, la variable aléatoire représentant le nombre de succes ob-
tenus a l'issue de ce schéma suit la loi binomiale 28 (5;0, 3).

n

Bl X— %(5;0,3) donc P(X = k) = (k

)pk(l — p)" K, avec p =0,3. Ainsi :
5
a. PX=0) = (o) x0,39%x(1-0,3)%=1x1x%x0,7°=0,16807.

5
b. PX=3) = (3) x0,3%x0,7%2=0,1323.

c. PX=21)=1-PX<1)=1-PX=0)=1-0,16807=0,83193.

Corrigé de I'exercice 9.3 page 371
B x=10;1;2;3).
D =20(3-X) donc D ={0;20;40;60}.
P(D =40) =P ((60-20X=140)

=P (-20X = —20)

=PX=1)

= (3 x 0,4 x 0,62
1

=0,432.




E (D) = E (60-20X)

=60 — 20E (X)
=60-20x(3x0,4)
=36.
Benjamin peut donc s’attendre a dépenser en moyenne 36 € par an.
\ /
. , . N
Corrigé de I'exercice 9.4 page 372
n Le jeu est une succession de 5 expériences identiques et indépendantes.
«Donner cinq bonnes réponses » correspond a la liste de cinqg résultats « Donner la
. Lo (2)° 32
bonne réponse », et a donc pour probabilité | = | = —.
3 243
Le candidat gagne 250 euros lorsqu’il a cinq bonnes réponses, donc la probabilité qu'il
agne 250 euros est —.
846 243
Chaque question correspond a une épreuve de Bernoulli dont le succes est « Donner
2
labonne réponse », et a pour probabilité & Comme il y a5 répétitions indépendantes,
2
la variable aléatoire X suit la loi binomiale % (5 ; 5)

ﬂ Comme chaque réponse exacte fait gagner 50 euros, si on note y; les valeurs prises
par Y, on a y; = 50x;. Connaissant la loi de X, on en déduit la loi de Y dans le tableau
suivant :

0 1 2 3 4 5
0 50 100 150 200 250
5\1 | (5)2 | (5)2% | (5)2® | (5)2* | (5|2°
0)3° 1)3° 2|35 3)3° 4) 35 5) 35
. 0,004 | 0041 | 0165 | 0329 | 0329 | 0,132
approchées

E Pour calculer I'espérance de Y, on peut prendre les valeurs numériques du tableau et

appliquer la formule, mais il est plus rapide de constater que comme y; = 50x;, alors :
p1yi1+---+psys = 50(]91.761 aCEEL p5JC5) =50E(X).
Or, on sait que si X suit la loi binomiale de parametres n et p, son espérance vaut np.
2 500
Par conséquent E(Y) =50 x 5 x 55 5
\ /
N\

Corrigé de I'exercice 9.5 page 372

Le lancer d'une piece équilibrée est une épreuve de Bernoulli de parametre 0,5 dont le suc-
ces est « Obtenir Face ». Si on répete le lancer trois fois, de facons indépendantes, la variable
Y qui donne le nombre de fois y; ou Face est obtenu suit la loi binomiale 28(3 ;0,5).
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En notant x; les valeurs de la variable aléatoire X, on peut dresser le tableau suivant :

1 2 3
3 3 3
0,53 0,53 0,53
1 2 3
0 3 6
0,375 | 0,375 @ 0,125

Lespérance de X est donc: E(X) =-3x0,125+3x0,375+6 x 0,125 =1,5.

Corrigé de I'exercice 9.6 page 372
n X =1{0;1;2;3;4;5}. En effet, sur 5 tirages successifs avec remise de la boule tirée, on
peut n'avoir aucune boule bleue comme en avoir 1, 2, 3, 4 ou 5.

Lexpérience consistant a choisir au hasard une boule de I'urne est une épreuve de
Bernoulli dont le succes est S : «avoir une boule bleue », dont la probabilité est

3 PR, P Ny . -
p= o 0,3. Ainsi, si 'on répéte de facon indépendante 5 fois cette expérience, cela

constitue un schéma de Bernoulli; ainsi, la variable aléatoire représentant le nombre
de succes obtenus a l'issue de ce schéma suit la loi binomiale 28 (5;0, 3).

n

Bl X— 2(5;0,3) donc P(X = k) = (k

)pk(l — p)" k%, avec p =0,3. Ainsi :
S 0 5-0 5

a. PX=0)= 0 x0,3"x(1-0,3>"=1x1x0,7>=0,16807.
S 3 2

b. PX=3)= 3 x0,3°x0,7=0,1323.

. c. PX>21)=1-PX<1)=1-PX=0)=1-0,16807=0,83193.

Corrigé de I'exercice 9.7 page 373
B x=1{0;1;2;3).
D =20(3 - X) donc D = {0;20;40;60}.
P (D = 40) = P (60 — 20X = 40)
=P (-20X =-20)
=PX=1)

3
_ (1
=0,432.
K] E(D) = E(60-20X)
=60 — 20 (X)
=60—20 x (3 x0,4)

=36.
Benjamin peut donc s’attendre a dépenser en moyenne 36 € par an.

x 0,4 x 0,67

\




Corrigé de I'exercice page

n Lexpérience consistant a choisir au hasard un composant électronique est une
épreuve de Bernoulli dont le succes est : «le composant est défectueux » et donc la
probabilité est p = 0,0007.

Ainsi, répéter 20 fois de facon indépendante cette expérience constitue un schéma
de Bernoulli et le nombre de succes obtenus est représenté par une variable aléatoire
suivant la loi binomiale 28 (20;0,0007).

Pl PxX>2=1-PX<1)
=1-(PX=0)+PX=1))

=1-

20 0 _ 20 , [20 1 _ 19
T x 0,0007" x (1 -0,0007)" + ] x 0,0007" x (1-0,0007)

~1-(0,986092710141+0,0138149684199)

~ 0,00009.
\ /

N

Corrigé de I'exercice page

. o . 2 S . RN
ﬁ X suit la loi binomiale 28 (6; §) En effet, 'expérience consistant a arriver a un feu
tricolore et a regarder sa couleur est une épreuve de Bernoulli dont le succés est ici

2
S : «le feu est vert » et dont la probabilité est égale a = d’apres I'énoncé.

E Sans feu tricolore, le temps nécessaire pour parcourir 3 km avec une vitesse de 15
km/h est 60 +5 = 12 minutes (en effet, si on fait 15 ki en 60 minutes, 3 km seront faits
en % de 60 minutes).

A ces 12 minutes, il faut ajouter 1,5 minute par feu rouge ou orange. La variable aléa-
toire représentant le nombre de feux rouges ou oranges est (6 —X) donc:

T=12+1,5(6-X) soit : T=21-1,5X.
B D’apres une propriété du cours, expT = E (21-1,5X) = 21 — 1,5E (X).
2
Or,EXX) =6 x g =4. Ainsi, E(T) =21-1,5 x4, soit E(T) = 15.

L'éleve peut donc s’attendre arriver au lycée 15 minutes en moyenne apres son départ.
n On cherche P(T > 17).

PT>17)=P(21-1,5X>17)
=P(-1,5X>17-21)
=P(-1,5X>-4)

4
:P(X< )
1,5
8
:P(X< —)
3
=P(X<2) -carXestunnombre entier
=PX=0+PX=1)+PX=2)
73

=—=0,1.
729




Corrigé de I'exercice 9.10 page 374

n On peut représenter la situation pour n = 2 avec |’arbre suivant :

r

Ay
0,85/
A <
/ 0,15
p1—0,95 ITZ
Q
1—p1:0,05 A2
\ 0,75/
Ay (
1-0,75=0,25
\lﬁ_z

Ainsi, p» =0,95x0,85+0,05x0,75=0,845.

Sur le méme modele, quel que soit I'entier naturel z non nul,

Pn+1=0,85p, +0,75(1 — py)

| Pn+1=0,1p, +0,75]

5 1 3 5

E un+1:Pn+1—6:EPn+Z—g
1 1 1( 1 10)
= — — — = — _— X —
107" 2 TP

—1( 5)—Olu
T0\PrTe) T

——
:un

Ainsi, (u,) est une suite géométrique de raison g =0, 1 et de premier terme :

L, 5_9 5_1
1=PIT65 7700 6 60

7
On en déduit alors que u, = u; x g1 = 0 0,1" 1 et donc:

5 5
un:pn—g — pn:un+g

7 5

= |pp=—x01"1+=

Prn =50 6

n On déduit que 11111 Pn= e Ainsi, a longs termes, le joueur réussira 5 tirs sur 6.
n—+oo
N\
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Corrigé de I'exercice 9.11 page 374

BF Larbre représentant la situation est le suivant :

r

¥ On nous demande ici de calculer P(SNM) :

P(S M) =P(S) x Ps (M)
=0,63x0,78
[P(SNM) =0,4914|

EOna:

PM)=P(SNM)+P(SNM)
=0,4914+0,37 x 0,07
|P(M) =0,5173|

La probabilité pour que la personne choisie au hasard soit réellement atteinte de la
STAS-3 est donc de 0,5173.

P(Snﬁ)

4 PM(S)ZT

P|M
0,63x0,22
"~ 1-0,5173
Py (S) ~0,2871

E L'épreuve consistant a regarder si une personne est réellement atteinte de la STAS-3
est une épreuve de Bernoulli dont la probabilité du succes est 0,5173 (calculée a la
question précédente).

On répete ici de maniere indépendant 20 fois cette épreuve donc X suit la loi binomiale
de parametres n=20et p =0,5173.




E D’aprés’énoncé, G = 100000+ 100X. En effet, I'hdpital recoit 100 000 € quel que soit le
nombre de personnes atteintes de la STAS-3, auxquels s’ajoutent 100 € par personnes
atteintes, soit 100X €.

Par conséquent,

E(G)E(100000 + 100X)
=100000 + 100E(X) (par liéarité de I'’espérance mathématique)
=100000+ 100 x (20 x 0,5173)
=101034,6

L'hépital peut alors espérer recevoir 101 034,60 € sur ces 20 personnes.
A la calculatrice, on a :
* PX=5)=0,0103.
* PX<5)=0,0141.
* P(X>10)=0,6478.

E Pour déterminer le premier entier k pourlequel P (X < k) > 0,95, on peut calculer pour
commencer :
PX<10) = 0,5263.

On prend k = 10 car il y a en tout 20 patients. On voit que la probabilité n'est pas
supérieure a 0,95; on peut alors prendre k = 15 (a mi-chemin entre 10 et 20) :

P X< 15)~=0,9970 > 0,95.

On prend alors k=14 :
P(X<14)=0,9703 > 0,95.

On prend alors k=13 :
PX<13)=0,9222 <0,95.

Le premier entier k pour lequel P (X < k) > 0,95 est donc k = 14.

/

Corrigé de I'exercice page

g On est en présence de la répétition de deux expériences identiques et indépendantes.
On peut construire I'arbre pondéré suivant, en indiquant les probabilités d’obtention
de chaque chiffre pour le premier et le deuxieme lancer : voir page suivante.

Remarque 68

La probabilité de I'issue représentée par un chemin est égale au produit des pro-
babilités présentes sur le chemin.

N
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E Il n'y a qu’'une seule fagon d’obtenir les chiffres 1 et 3 dans cet ordre. La probabilité de
cet événement est :
p=0,1x0,3=0,03.

E Les différentes facons d’obtenir deux chiffres distincts rangés par ordre croissant sont
les suivantes :
(1;2);(1;3);(1;4);(2;3)5(2;4) 5 (3;4)

La probabilité de I'événement correspondant est donc :
p=01x0,2+0,1x0,3+0,1x0,4
+0,2x0,3+0,2x0,4+0,3x0,4
=0,35.

ﬂ a. Avec cette regle, le gain algébrique a ce jeu peut-étre de —3 euros, 2 € ou 5 €.

Déterminer la loi de probabilité de X, c’est donner les probabilités de chacun des
événements :
PX=-3),PX=2) etPX=5).

D’apres la question précédente, on a déja calculé P(X =2) =0, 35.
On gagne de plus 5 euros uniquement lorsqu’on obtient deux fois le chiffre 1. Cet
événement se produit avec une probabilité de :

PX=5)=0,1x0,1=0,01.
Dans tous les autres cas, on perd 3 euros, et ainsi :

Pm:—mzl—@m:m+Pm:a)
=1-0,35-0,01 = 0,64,
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On peut résumer ces résultats par le tableau suivant donnant la loi de probabilité
deX:

- Gain x; -3 2 5
REEEDN 064 | 0,35 | 0,01

b. Lespérance de X est :
EX)=-3x0,64+2x0,35+5x%x0,01 =-1,17.

On en déduit que ce jeu n'est pas équitable : en moyenne, le joueur peut s’at-
tendre a perdre 1,17 euros par partie.

La variance de X est :
VX) = (=3+1,17)>x 0,64+ (2+1,17)*> x 0,35

+(+1,17)?x 0,01
~ 6,04.

D’oli son écart type :
oX) =+vVX) = 2,46.

c. Onremarque que l'on passe de la variable aléatoire X a la variable aléatoire Y par
la relation affine :
Y=2X+1.

La loi de probabilité de Y est alors :

Gain y; -5 5 11
e AN 0,64 | 0,35 | 0,01

La formule du cours sur I'espérance donne :

E(Y)=E2X+1)=2EX)+1=-1,34.
Pour la variance et I'écart-type, on fait le calcul suivant :

V(Y) =0,64(-5+1,34)*>+0,35(5+1,34)> +0,01(11 + 1,34)?
=24,1644.

Par conséquent, o (Y) = vV(Y) = 4,92.

Corrigé de I'exercice 9.13 page 375

g Larbre est celui d'un schéma de Bernoulli de 10 répétitions, dont on ne garde pas

388

les branches issues d'un succes. C’est ce que I'on appelle une «loi géométrique tron-
quée », c’est-a-dire une répétition d'une épreuve de Bernoulli (donc a deux issues)
lorsque 'une d’elle est obtenue (en I'occurrence, « P », c’est-a-dire I’événement : «la
carte est perdante ».




\

< T
pgEP~_ %05 G
oge P 0,12
0,88 -
DEEP-__P G012
0,88 p D:EGDP
o P~—_ 9.,
ozs P e’
"~ ogiEP

E On note G, l'issue de I'épreuve de Bernoulli : «la carte achetée est gagnante» et P : «la
carte est perdante ». Loncle achete 4 cartes exactement si les 3 premiéres ne sont pas
gagnantes, et si la derniere est gagnante. Il faut donc calculer
P(BRPG) =0,88%x 0,12 ~0,082.

B Loncle achete 10 cartes si les 9 premieres sont perdantes. La derniere carte n'a pas
d’'importance puisqu'’il s’arrétera de toute facon car il aura dépensé 20 euros.

La probabilité est donc 0, 88 ~ 0,316.

E L'oncle ne gagne rien si les 10 cartes achetées sont perdantes. La probabilité de cet
événement est 0,889 = 0,279.

B a. L'oncle dépense 2n euros lorsqu’il achete n cartes. Pour tout entier n tel que
1 < n < 10, il achete n cartes si les n — 1 premieéres sont perdantes, donc on a
P(X=2n)=0,88""1x0,12.

Par contre P(X = 20) = 0,88°.
On peut résumer la loi de probabilité de X dans le tableau suivant contenant les
valeurs approchées au millieme :

X ‘ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

PX=x;) ‘ 0,12 | 0,106 | 0,093 | 0,082 | 0,72 | 0,063 | 0,056 | 0,049 | 0,043 | 0,316

b. On calcule I'espérance de X grace a la formule du cours et on obtient
EX) = 12,02.
Cela signifie que sur un grand nombre de semaines, I'oncle peut envisager dé-
penser en moyenne 12,02 euros par semaine.

Corrigé de I'exercice 9.14 page 376

g X est la variable aléatoire représentant le nombre de points a l'issue de la premiere
manche.
Il'y a 4 boules portant un numéro multiple de 5 : 5, 10, 15 et 20.
Notons A l'événement : «1a boule porte le numéro 5, 10, 15 ou 20 ».

Pour la premiere boule, il y a 4 chances sur 20 de choisir une boule dont le numéro est

1
un multiple de 5, donc P(A) = o = =
En revanche, pour la seconde boule, il ne reste plus que 19 boules.




Donc si I'événement A est réalisé pour la premieére boule, il reste 3 boules adéquates

3
pour la seconde, d’ou une probabilité de o

Un raisonnement analogue nous donne les autres probabilités.

On peut alors représenter la situation avec I'arbre suivant :

3 -
lﬂ__‘_-""
1 AN
5 .~ 16
= 13
”"\-.\__ 4 P
4 '-._m . lg...___.-"
5 A~
15
10

A

Yy

=40

On peut alors donner la loi de probabilité de X sous forme d’un tableau :

0 2 10
4 15 12 12 3 32 1 3 3
NIl — x — = — - = | =X — = —
5 19 19 19 95 95 5 19 95
Ainsi,
32 3
EX)=20x — +40x — =8.
95 95
On peut illustrer la situation a I'aide d'un arbre :
]-'-1__.-"' = ﬂﬂ
_X=40 .:-_:.'_ 13 ¥=45
395 13 ¥=35
y 1':§--""- ¥ =40
i* 3205 w=20 = 13 y=1%5
1537~ ¥=15
.\\"'.
1219 ™, 13— ¥=0
R 13 y=5
13~ Y=0

5 15 25 | 35 | 40 | 45 | 80
4 32 32 1 32 1 1
19 | 285 | 285 | 95 | 285 | 95 | 95




On a ainsi:
4 1 668
EY)=5x —+--+80x — = —.
19 95 57
ﬂ Par définition,
G=100Y

donc:

E(G) = E(100Y)
= 100E(Y)
_ 66800

57
~1172.

Lorganisateur ou l'organisatrice de ce jeu peut donc espérer perdre en moyenne
1172 €... s’il programme un grand nombre de fois le jeu.

ﬂ Z — 9(5;0,2) donc E(Z) = 5x 0,2 = 1, ce qui signifie qu'en moyenne, la personne
répond correctement a une seule question, et donc qu’il ou elle perd en moyenne
800 €.

Ainsi, le gain moyen final est :

E(G)-800=1172-800= 372 €.

On peut aussi s'intéresser a |’écart-type. Si on note F la variable aléatoire repré-
sentant le gain final,
F = E(G) — 200Z.

Ainsi,
o(F) = o(E(G) - 200Z)
=2000(Z)

=2001/5%0,2x (1-0,2)
~ 178, 88.

Cette valeur est assez conséquente par rapport a E(F) = 372.

N\

Corrigé de I'exercice page
1
n La probabilité d’obtenir un « 6 » au premier lancer est B (en supposant que le dé est
1
équilibré). DoncP(X=1) = =

PJ Obtenir un «6 » au second lancer sous-entend que I'on a obtenu une autre face que

1 5
«6» au premier lancer, de probabilité 1 — B = 5
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5 1 5

La probabilité d’obtenir un « 6 » au second lancer est donc égale a B X S

5
Ainsi, PX=2) = —.
36
K] Obtenir un «6» au k-iéme lancer signifie avoir obtenu (k — 1) autres faces que «6 »
k-1
avant, dont la probabilité est égale a (E) .

5\ 1
Ainsi, PX=k) = (—) X —,
6 6

5\*1 1
a. Up=|— X —.
& ! (6) 6

5
Donc (u,),>) est une suite géométrique de raison g = 5 et de premier terme

u=-.
6
b. D’apres le cours, la somme des n premiers termes d'une suite géométrique est
1 —rais Onnombre de termes dans la somme
égale a: 1° terme x ; , .S, représente la somme
—raison
des n premiers termes de (u,),>; donc:

5 n
c. 0<—-—<1ldonc lim (—) =0.
6 n—+oo\ 6
Ainsi, lim S, =1.
n—+oo
E a. fr(x) = x* donc f,é(x) = fexk-1,
b. Fp(x) = fi(x) + fo(x) +--- + fr(x)
=x+2+15 4+ x"
=x(1+x+x*+--+x"1)
1-x"
1-x
x_xn+1
- 1-x

=X X




\

/
I)OIK:F,(x)::(f;;ffii)
" 1-x

u , uv—uv
F,(x) est de la forme — donc F), = ———avec:
v v

ux)=x—x""doncu/'(x)=1-(n+1x";
v(x)=1-xdonc v'(x)=-1.

On a alors :
F () = [1-(n+Dx"]1-x) —(-1)(x—x"*1)
(1-x)?
_1-(m+Dx"—x+ (n+ x4 x— x"H
- (1-x)2
7 = 1-x—(n+1)x"+nx"*!
2= (1-x)2

n
c. FL0)=fi)+ )+ + fr0)=1+2x+3x%+--+nx"1 = Y kxFL.

k=1
5 n 5 k-1
Donc: F), (—) = (—)
6) = \6

g n()+n(
(1-)?

L-m+1n ()" +n(3

L
36

)n+1

(d’apres la question précédente)

)n+1

5 n 5 l
Or, lim (—) =0donc lim F), (—) =5 6.
n—-+oo |\ 6 n—-+oo 6 L

1 n 5 k-1
DoncEX)== lim ) k(= =-x6=1.
611—»-4—ook=1 6

/

Corrigé de I'exercice 9.16 page 377

n ATaide de la calculatrice, en entrant les données de la loi de probabilité de X dans le
menu « Statistiques », on trouve bien les valeurs données dans I’énoncé. Sur la Num-
works, par exemple, cela donne :

Données Histogramme Boite Données Histogramme Boite Stats
Valeurs V1 Effectifs N1 T
-20 a.78 Effectif total 1

] 8.09 M rimum -20

5 a.a7 Masimum 100

lo@ 8.06 Etendue 120

Moyenne -9.25

Ecart type 28.77825

Variance B28.1875

Premier gquartile -2a

N




E Dans la fonction proposée, la variable x contient un nombre pseudo-aléatoire com-
pris entre 0 et 1, qui peut donc représenter une probabilité.
Dans cette fonction Python, on effectue un test sur la valeur contenue dans x :
* si x € [0;0,78], la fonction retourne « —20 », c’est-a-dire la valeur de X pour la-
quelle P(X=-20) =0,78;
* six€]0,78;0,78+0,09], la fonction retourne « 0 », c’est-a-dire la valeur de X pour
laquelle P (X =0) =0,09;
* sixe]0,78+0,09;0,78+ 0,09 +0,07], la fonction retourne «5 », c’est-a-dire la va-
leur de X pour laquelle P (X =5) =0,07;
°* si xe[0,78+0,09+0,07;0,78+0,09+0,07 +0,06], la fonction retourne « 100 »,
c’est-a-dire la valeur de X pour laquelle P (X = 100) = 0, 06.

C’est pourquoi cette fonction Python simule bien notre variable aléatoire X.

C’est comme si on devait choisir un point sur le segment [0; 1] partagé ainsi :

0 0,78 0,87 094 ]

B La fonction Python echantillon(n) prend un nombre entier n comme argument et
appelle n fois la fonction simul () définie précédemment. Elle met tous les résultats
dans une liste L.

La boucle étant finie, elle retourne « sum(L) /n », c’est-a-dire la moyenne de toutes les
valeurs contenues dans L.

Pour un n assez grand, cette fonction retourne donc une valeur se rapprochant de
'espérance mathématique de X.

Par exemple, on obtient :

>>> echantillon (10%%7)
-9.2495405

\

Corrigé de I'exercice page

n Avant toute chose, notonsque:P(X> k)< a < PX<k)>1-a.
Cela va m'’étre utile pour ma fonction Python.
En effet, a ’'aide du super module probastat, on peut définir notre fonction ainsi :

Code Python 9-34

probastat
seuil(n,p,a):
X = binom(n,p)
k=0
X.proba_cdf (k) < l-a:
k=k+1
k

1
2
3
4
5
6
7




Par exemple,

>>> geuil(50,0.42,0.95)

15

E Il faut ici déterminer le plus petit entier n tel que seuil(n,0.9,0.05) > 300.

Code Python 9-35

n = 300
seuil(n,0.9,0.05) < 300:
n=n+1

(n)

On trouve alors n = 324. C’est-a-dire que pour 324 billets vendus, la probabilité pour
que le nombre de clients se présentant a I'’embarquement soit strictement supérieur

N a 300 est inférieure a 0,05, soit 5%.

Corrigé de I'exercice page

g Soit k un entier naturel compris entre 1 et n.

Lévénement « X = k » est obtenu si k — 1 épreuves se sont terminées par un échec, de
probabilité 1 — p, et que la k-ieme épreuve s’est terminée par un succes.

D’apres le principe multiplicatif, on a alors :

P(X: k):fl—p)x(l—p)x...x(l_pzxp:p(l_p)k—l.

(k-1) facteurs

+00
A EX=) kxPX=k
k=1

+00
k=1

+o0o
k=1

1 +00 -1

=px————  car ) kx"'=
[1-a-p]° = (1-x)2
1

=] p X ?

1
E(X) = —
p

Remarque 70

Nous manipulons ici une somme infinie car il se peut que le succes n’arrive ja-
mais, et donc que le nombre d’épreuves soit infini.




5
E X suit clairement une loi géométrique de parametre p = oo 0,25.

1
DoncE (X) = — = 4. Cela signifie qu’il faudra choisir en moyenne 4 boules pour obtenir

finalement une noire. p
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| - Somme de variables aléatoires

| . 1 - Linéarité de I'espérance

Définition 47 (rappels sur I’espérance mathématique)

Soit X = {x7; X2;...; X,} une variable aléatoire discrete telle que P (X = x;) = p; pour 1 <i < n,
neN*,
Lespérance mathématique de X est le nombre E(X) défini par :

n
EX) =) xi x pi.
k=1

J

Exemple 54

X est une variable aléatoire de loi de probabilité :

3 4 |56 7|8 9|10 |11 | 12
1 1 |15 |1]5 |11 1 1
18 |12 |9 |36 |6 |36 |9 |12 | 18 | 36

1 1 1 1
Alors, EX)=2x — +3Xx —4+4Xx —4---+ 11 x — + 12 x —
36 18 12 18 36

g

Définition 48 (somme de deux variables aléatoires)

Soient X = {x;}1<i<n €t Y = {yj}1<j<p deux variables aléatoires.
On définit la somme de ces deux variables aléatoires comme étant la variable aléatoire :

X+Y={x; + yjh<i<n-
NN

J

SiX={1;2} et Y ={-1;0;1} alors les différentes sommes possibles des valeurs sont :
1+(-1)=0,140=1,1+1=2,2+(-1)=1,2+0=2,2+1=3donc:

X+Y=1{0;1;2;3}. v

Propriété 58 (liné

Soient X et Y deux variables aléatoires. L'espérance de la variable aléatoire X + Y est :

EX+Y)=EX)+E).
De plus, pour tout réel a, I'espérance de la variable aléatoire aX est :

E(aX) = aEX).




Exemple 56

Xavier et Yvone vont au restaurant. Xavier hésite de facon équiprobable entre les menus a
18 €, 24 € et 36 €. Yvonne hésite, quant a elle, de facon équiprobable entre les menus a 24 €
et 36 €.

On note X et Y les variables aléatoires représentant le prix du menu choisi respectivement
par Xavier et Yvonne. Alors, X = {18;24;36} et Y = {24;36}. De plus,

1 1 1
EX)==x18+=x24+—-x36
3 3 3

=6+8+12
=26
et
1 1
E(Y)==—x24+—-x%x36
2 2
=12+18
=30.
Ainsi,

EX+Y)=EX) +E(Y) =26 +30 = 56.
On peut ainsi dire que le prix moyen de la facture de ce repas est 56 €.

Si Xavier va seul au restaurant 5 fois, et il choisit a chaque fois au hasard un menu parmi les
3 cités précédemment, la facture moyenne totale correspondra a E(5X), soit a 5E(X), et donc
abx26=130€. v

| . 2 - Variance de deux variables aléatoires
indépendantes

Définition 49 (variables aléatoires indépendantes)

Soient X et Y deux variables aléatoires.
X et Y sont indépendantes si :

P(X=x)N(Y=y)=PX=x) xPY=y).

Propriété 59

Soit X une variable aléatoire. Pour tout réel a, la variance de la variable aléatoire aX est :

V(aX) = a’V(X).

Son écart-type est donc :
o(aX)=|a|loX).




Exemple 57

Reprenons le cas de Xavier de I'’exemple précédent.

VX) = %[(18 —26)% + (24— 26)* + (36 — 30)°]
=56.

Ainsi,
V(56X) = 52V(X) =25 x 56 =1400.

De plus,

a(5X) =50(X)) =5/ V(X) = 10v/14 ~ 37,42. v

Remarque 71

Ce dernier résultat peut-étre interprété comme une marge d’erreur par rapport a l'espé-
rance : on peut alors dire que pour 5 repas, Xavier paiera 130 € avec une marge d’erreur
de 37,42 €.

Cependant, gardons a l'esprit que ce ne sont que des probabilités... et que l'intervalle
[130—-37,42; 130+ 37,42] est tres approximatif! v

Propriété 60

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes.
La variance de la variable aléatoire X + Y est :

VX+Y)=VX)+V(Y).

| . 3 - Somme et moyenne de variables indépendantes

Propriété 61 (somme

Soient X3, ..., X, n variables aléatoires indépendantes. On pose alors :

i S
Sp=) Xp=Xj+---+X, et M,=—".
k=1 n
Alors,

« E(Sp) =) EXg) etV(Sy) = Y VX).
k=1 k=1

| 1 &
* EMp) == ) EXpetViM,) = — ) VXp).
n =1 n" =1

400



Il - Inégalité de concentration

Il . 1 - Inégalité de Markov

Considérons deux variables aléatoires X et Y telles que X <Y.
Nous pouvons dans un premier temps écrire que si X > 0 alors E(X) > 0.

De plus,
EY)-EX)=E(Y-X)

etcomme Y —X > 0, on en déduit :

EY-X)>0 soit: EX) < E(Y).

De ces résultats, on peut démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 11 (inégalité de Markov)

Soit X une variable aléatoire discréte d’espérance finie, et a valeurs positives. Alors :

EX)
Va>0, PX=2a)<——.
a

Une démonstration de ce théoreme est a faire dans l'exercice page

Il . 2 - Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Alaide de I'inégalité de Markov, on déduit le théoreme suivant :

Théoréme 12 (inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

Soit X une variable aléatoire d’espérance p et de variance V (X).

Quel que soit le réel 5 > 0,
V(X)

P(|X-pl >6)<7.

Une démonstration de ce théoreme est a faire dans l'exercice page
De ce théoreme (fondamental), on peut notamment conclure que pour une variable aléatoire

quelconque X d’écart-type o et d’espérance . :
2

(20)?

P(IX-ul >20) <

soit:
1

P(IX—pul >2o)<2.

Cela signifie alors que la probabilité que les valeurs prises par X different de 20 de sa moyenne est

inférieure a 0,25.

Remarque 72
Par simulation (manuelle ou informatique), on s’apercoit en fait que cette probabilité est tres

souvent majorée par 0,05.
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Il - Loi des grands nombres

Il . 1 - Cas général

Soient X, Xy, ..., X, n variables aléatoires discretes réelles indépendantes ayant toutes la
méme loi d’espérance | et de variance o2. Alors,

X+ +X, o?
Une démonstration de ce théoreme est a faire dans l'exercice page

Il . 2 - Loi des grands nombres

Théoréeme 13 (théoréeme de Khintchine)

.

4

Soient X3, ..., X, n variables aléatoires indépendantes de méme loi, d’espérance p. Alors,

pour tout réel 6 > 0,
5G] Arean K
T p( X1t 4 Xn
n

n—+oo

—p‘}S):O.

J

Remarque 73

Ce dernier théoreme, souvent appelé «loi faible des grands nombres », bien qu’au premier
abord simpliste puisque résultant de I'inégalité de concentration prise lorsque n tend vers
+00, est trés important.

Il permet notamment de justifier le principe des sondages. En effet, il permet d’interpréter
la probabilité (valeur théorique) comme une fréquence (valeur observée) et présente l'es-
pérance comme une moyenne. Ce théoreme signifie que la moyenne empirique, c’est-a-dire
moyenne calculée sur les valeurs observée sur un échantillon de population, converge vers
I'espérance quand la taille de cet échantillon devient trés grand. v
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B EXERCICES

Somme de variables aléatoires

Exercice 10.1 (la base) '

On considere 5 variables aléatoires (Xj);<k<s5 suivant toutes la loi binomiale 28 (1000;0, 75).
Soit la variable aléatoire S5 = X; + X5 +--- + X5.
Calculer 'espérance de Ss.

Solution page

e Exercice 10.2 (en boulangerie) '

Dans les boulangeries de la chaine « Obonpin », les baguettes sont de temps en temps un
peu trop cuites... A vrai dire, elles le sont avec une probabilité de 0,07.

Un controleur de la marque « Obonpin » rend visite a 20 boulangeries d'un méme départe-
ment et vérifie 30 baguettes dans chacune d’elles. On suppose que dans chaque boulange-
rie, le nombre de baguettes réalisées est suffisamment grand pour assimiler ceci a un tirage
aléatoire avec remise.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de baguettes un peu trop cuites a
I'issue de ce controle.

Déterminer I'espérance mathématique de X, ainsi que sa variance et son écart-type.
Solution page

* Exercice 10.3 (le jeu télévisé) '

Un jeu télévisé est composé de deux manches :

* Premiere manche: le ou la candidat-e choisit d’ouvrir une des trois portes identiques
qui se trouvent devant lui ou elle. Derriere chaque porte se trouve un panneau indi-
quant le montant gagné : « 0 € », « 100 € » ou « 500 € ».

On notera X la variable aléatoire représentant le gain de cette premiére manche.

* Seconde manche: le ou la candidat-e fait tourner une roue partagée en plusieurs sec-
teurs angulaires. Chacun des secteurs correspond a une somme : «0 € », « 100 € »,
«200 € », «500 € » et « 1000 € ».

10
Ici, les secteurs ont une surface telle que la probabilité de gagner x € est égale a —,
X
pour x # 0, la probabilité de gagner 0 € étant ce qui reste.
On notera Y la variable aléatoire représentant le gain de cette seconde manche.

On note Z=X+Y le gain a l'issue de ces deux manches, X et Y étant indépendantes.

Calculer le gain moyen d'un-e candidat-e a ce jeu.

Solution page
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Exercice 10.4 (trajet pour aller travailler) '

Chaque jour de la semaine, Hubert prend le train pour aller travailler. Selon les statistiques
réalisées sur sa ligne,

¢ la probabilité que le train ait 5 minutes de retard est égale a la moitié de celle qu’il ait
aucun retard;

¢ la probabilité que le train ait 2 minutes de retard est égale au triple de celle qu’il ait 7
minutes de retard;

¢ la probabilité qu’il ait 7 minutes de retard est égale au cinquieme de celle qu’il n’ait
aucun retard.

On suppose qu’il n'y a pas d’autres cas possibles.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de minutes de retard du train d'Hu-
bert un jour pris au hasard.

Déterminer la loi de probabilité X.
Calculer I'espérance de X.

Calculer le retard moyen du train d'Hubert sur un échantillon de 20 jours ouvrés (donc
Sur un mois).

Solution page 409

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Exercice 10.5 (démonstration de I'inégalité de Markov) '

W On souhaite démontrer I'inégalité de Markov stipulant que pour une variable aléatoire dis-
crete d’espérance finie X a n valeurs positives,

EX)
Ya>o0, P(XZa)éT
Onnote: ,
EX) = ) xPX= xg).
k=1
Compléter I'égalité suivante :EX) = ) ... + Y ...
Xp=>a Xp<a

P31 Par quel nombre est minorée la deuxieme somme?
Montrer alors que E(X) > aP (X > a), puis conclure.

Solution page 410

Exercice 10.6 (démonstration de I'inégalité de Bien.-Tchebychev)

On se propose dans cet exercice de démontrer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychey, stipu-
lant que si X est une variable aléatoire discrete d’espérance p et de variance V(X) alors, quel
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que soit le réel 6 > 0,

V(X)
P(IX—pul 26)<7.
Pour cela, on considere la variable Y = [X - E(X)] 2,

Appliquer I'inégalité de Markov a Y en prenant une valeur de a convenablement choisie afin

de démontrer I'inégalité souhaitée. Solution page 411

e Exercice 10.7 (vrai ou faux?) '

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes?
Soit X une variable aléatoire discrete d’espérance E(X) = 9 a valeurs positives. Alors,

1
selon 'inégalité de Markov, P(X > 10) < E

Soit X une variable aléatoire discrete d’espérance E(X) = 7 et de variance 0% = 9. Alors,
d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, P(|X—7]| > 18) <0,028.

Solution page 411

Exercice 10.8 (dé équilibré) '

On jette 3600 fois un dé équilibré. Minorer la probabilité que le nombre d’apparitions du
numéro 1 soit compris entre 480 et 720 a 'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Solution page 412

e Exercice 10.9 (pieces d’une usine) '

On suppose que le nombre de piéces sortant d'une usine donnée en I'espace d'une semaine
est une variable aléatoire d’espérance 50.

A l'aide de I'inégalité de Markov, majorer la probabilité que la production de la se-
maine prochaine dépasse 75 piéces.

On sait, de plus, que la variance de la production hebdomadaire est de 25. A l’aide de
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, minorer la probabilité que la production de la
semaine suivante soit comprise entre 41 et 59.

Solution page 412

Exercice 10.10 (particules émise par une substance radioactive) '

Pour étudier les particules émises par une substance radioactive, on dispose d'un détecteur.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de particules qui atteignent le détec-
teur pendant un intervalle de temps A¢. Le nombre maximal de particules que le détecteur
peut compter pendant un intervalle de temps At est de 10%. On suppose que X suit une loi
d’espérance et de variance égales a 10°.
Donner une majoration de la probabilité que X dépasse 103.

Solution page 413
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Exercice 10.11 (entreprise de télécommunication) '

Une entreprise de télécommunications souhaite estimer la proportion de clients satisfaits
de leur service. Elle sait que la probabilité qu'un client soit satisfait est de 70 %. L'entreprise
interroge un échantillon de 100 clients.

Déterminez une borne supérieure de la probabilité que le nombre de clients satisfaits dans
’échantillon s’écarte de plus de 10 unités de la moyenne.
Solution page 413

* Exercice 10.12 (composants électroniques) '

Une entreprise de fabrication de composants électroniques sait que la probabilité qu'un
composant soit défectueux est de 5%. L'entreprise teste un lot de 200 composants.

Déterminer une minoration de la probabilité que le nombre de composants défectueux dans
le lot soit compris entre 5 et 15.

Solution page 413

Exercice 10.13 (trouver un nombre de lancers de dé) '

On lance de maniere indépendante 7 fois un dé équilibré a six faces.
3 TR 5P . n. .
Déterminer une valeur de n pour laquelle la probabilité d’obtenir entre 0 et Bl fois le nombre

«1» soit supérieure a 0,99.
Solution page 414

Exercice 10.14 (extrait du bac Métropole 2024) '

Lorsque une personne commande un article sur internet, on considere que le temps de li-
vraison est modélisé par une variable aléatoire T égale a la somme de deux variables aléa-
toires Ty et T, ot :

* T, représente le nombre entier de jours pour 'acheminement de I'article de I'entrep6t
de stockage vers la plateforme de distribution;

* T, représente le nombre de jours pour I'acheminement de I'article de la plateforme
vers le domicile du client.

On estime que T, et T, sont indépendantes et que :
* E(T)) =4etV(Ty) =2;
° E(Tp) =3etV(Ty) =1.
Déterminer I'espérance [E (T) ainsi que sa variance V(T).
Un client passe une commande sur internet. Justifier que la probabilité qu'il recoive

: : . 2
son article entre 5 et 9 jours apres sa commande est superieure ou egale a g

Solution page 415
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Exercice 10.15 1

+# Soit X une variable aléatoire réelle. On suppose que X admet une espérance E(X) = p et une
o Vvariance V(X) = o2. Soit a > 0.

Soit A > 0. Démontrer que PX-—pu > a) =PX-pu+A > a+A).
Vérifier que E((X — p+A)?) = 0% + A%

02+ \?
(a+M\)?

que P(Z > o) < P(Z? > o®) pour toute variable aléatoire Z.

2 2
En déduire que P | X— | >a)<ﬁ.

Montrer que pour tout A >0, PX-p > a) < Aide : on pourra utiliser le fait

Pour quelles valeurs de a obtient-on une meilleure inégalité que l'inégalité de

Loi des grands nombres

On se propose dans cet exercice de démontrer I'inégalité de concentration qui stipule que
si Xj, Xo, ..., X, sont n variables aléatoires discretes réelles indépendantes ayant toutes la
méme loi d’espérance | et de variance o2 alors,

d

X1+ Xo+--+X,
- .
Exprimer E(M,,) et V(M,,) en fonction de y, n et o2.

X1+ +X,

On pose M, =

E] Appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la variable M,,, puis conclure.

Solution page 417

Exercice 10.17 (dans une urne) '

On dispose d'une urne dans laquelle sont mises 7 boules rouges et 3 noires. On tire au hasard
une boule de cette urne et on la remet dans I'urne; si la boule choisie est noire, on gagne 1
point. Sinon, on ne gagne pas de point.
On note M, le gain moyen de points apreés n répétitions indépendantes de cette expérience.
Déterminer une valeur de n pour laquelle la probabilité que la différence entre M,, et 0,3 soit
supérieure a 0, 1 est inférieure ou égale a 0,5.

Solution page 418
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Exercice 10.18 (marche aléatoire sur Z) '

¥ On considére une marche aléatoire sur Z définie de la facon suivante : on part de 0 et, a
chaque étape,

* on a une probabilité p de faire un pas vers la droite;
* on a une probabilité 1 — p de faire un pas vers la gauche.

Autrement dit, on considere une suite de variables aléatoires (X,;),>1 indépendantes et de
méme loi donnée par :

VneN*, PX,=1)=p et PX,=-1)=1-p.

Onnote S, =X; +---+X,,.
Que représente S,, dans le contexte de cet exercice?
Exprimer, en fonction de p, E(Xy).

.S
EJ Quevaut lim —=.
n

—+o00 1

Solution page 418

Exercice 10.19 (dans un urne) '

Une urne contient 2 boules rouges et 3 boules noires. On tire successivement avec remise
des boules de cette urne. A partir de combien de tirages est-on siirs a 95% que la proportion
de boules rouges tirées est dans l'intervalle ]0,35;0,45[?

Solution page 419

Exercice 10.20 (usine et piéces mécaniques) '

Une usine produit des pieces mécaniques. Le poids moyen d'une piéce est de 100 grammes,
et la variance du poids est de 16 grammes? (I'écart-type est donc de 4 grammes). On préléve
un échantillon de 50 pieces.

Déterminer une majoration de la probabilité que la moyenne des poids des pieces dans
I'échantillon s’écarte de plus de 0.6 grammes de la moyenne théorique (100 grammes).
Solution page 419

Exercice 10.21 (dé a 6 faces) '

On lance n fois un dé a 6 faces et on regarde la fréquence d’obtention de la face « 6 ».
Que peut-on dire de cette fréquence quand n devient grand ?
Solution page 420
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B CORRECTIONS

Corrigé de I'exercice 10.1 page 403
D’apres la propriété 3 sur la somme des variables aléatoires indépendantes,
5
E(Ss) = ) EXy)-
k=1

Or, pour tout entier k compris entre 1 et 5,
E(X%) =1000 x 0,75 = 750.

Par conséquent, E(S5) =5 x 750 = 3750.

N

Corrigé de I'exercice 10.2 page 403
Notons Y la variable aléatoire représentant le nombre de baguettes un peu trop cuites dans
la boulangerie k, pour k entier compris entre 1 et 20.
Alors Y suit la loi binomiale 28 (30;0,07) car le contrdleur vérifie dans chaque boulangerie
30 baguettes (on suppose ici que I'on peut assimiler cette vérification a un tirage aléatoire
avec remise car le nombre de baguettes est supposé assez grand).
E(Y)=30%0,07=2,1,V(Y) =30x 0,07 x (1-0,07) =1,953 et 6 (Y) = v/1,953 = 1,397.

20
Ainsi, X = Z Y et donc, d’apres la propriété sur la somme de variables aléatoires indépen-

k=1
dantes :

* EX)=20xE(Y;)=20x%x2,1=42;
* VIX) =20x V(Y;) =20x 1,953 = 39,06;
* 0X) =vVX) =6,25.

\

Corrigé de I'exercice 10.3 page 403
0+100+500
e EX) = — 3 =200

10 10 10 10
* E(Y) =100 x — +200 x — + 500 x —— + 1000 x —— =40.
100 200 500 1000

E(Z) =EX) +E(Y) =240.

Ainsi, le gain moyen d’'un-e candidat-e est 240 €.

Corrigé de I'exercice 10.4 page 404
n Notons x = P (X =0). La loi de probabilité de X est :

X=k 0 2 5 7

1
PX=k) | x| =x | =x| =x
2 5
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La somme des probabilités est égale a 1 donc:

1 3 1 3
X+—-x+—-x+-x=1<— —x=1
2 5 5

10
10
— X=—.
23

D’ou

X=k 0 2 5 7

10 6 5 2

PX=k  — — - —

23 | 23 | 23 | 23

51

6 5
BEX=2x—+5x = +7x—=—.
23 23 237 23

Notons X la variable aléatoire représentant le nombre de minutes de retard du train
d'Hubert le jour k, 1 < k < 20.
X1 +Xo+---+ Xy

Posons alors : Myg = Bo . Alors,

E(X;+Xp ++-+X
E(May) = X3 220 20)

_ EXy) +EXp) +---+ EX2)
- 20

51
_ 20 X %
20
51
~ 23
~2,22.

Ainsi, le retard moyen du train d'Hubert sur les 20 jours est d’environ 2 min 13 s.

V4

N
Corrigé de I'exercice 10.5 page 404

g On peut « couper » la somme désignant I'espérance de X en deux sommes : la premiére
comportant toutes les valeurs de X inférieures strictement a a et la seconde compor-
tant les valeurs de X supérieures ou égales a a, ce qui donne :

EX) = ) xPX=xp) + ) xPX=xp).

Xp=a X<a

On sait que X > 0 donc, pour tout entier k compris entre 1 et n, x; = 0. De plus, une
probabilité est toujours supérieure ou égale a 0.
Ainsi, pour tout entier k € [1; n], xP(X = x¢) > 0, ce qui implique que :

Y xPX=xi) >0.

X<a
E De la question précédente, on déduit que :

EX) > ) xPX=xp).

Xp=a
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Or, dans cette somme, x; > a, ce qui implique :

EX) > ) aPX=xx)

Xp=>a

soit:

EX)>a ) PX=xp.

Xp=>a

De plus, par définition :

Y PX=xp)=PX>a)

Xp=a
ce qui implique alors :
EX) =2 aPX = a).

On en déduit alors, en divisant par a # 0 :

E(X)

\

Corrigé de I'exercice 10.6 page 404
Par définition, Y est une variable aléatoire a valeurs positives et :
E(Y) = E[(X— E(X)Z] =V(X).

Linégalité de Markov appliquée a Y donne alors :

E
Ya>o0, P(Y>a)<—(Y)
a

—Va>0, P((X—E(X))220)<\@

Posons alors a = 8% avec 8 > 0. On obtient alors :

V(X)

v6>0,  P((X-EX)’>8?)< —

Or,

(X-BEX)* =8 <= |[X-EX)|>5
car 0 > 0. Cela donne alors :

VX)

v8>0, P(jX-EX)|>8]< —

A o

Corrigé de I'exercice 10.7 page 405

EX
g Faux. Selon I'inégalité de Markov, P(X > a) < %, ce qui donne dans notre cas :

9
PX>10) < 10
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Vrai. En effet, d’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychey,

VX)

P(IX-EX)| 25]<?

ce qui donne dans notre cas :

9
P(|X—7|>18)<1—82

soit: ]
P(IX-7] >18) < 3 <0,028.

\

Corrigé de I'exercice 10.8 page 405
Soit S la variable aléatoire comptant le nombre d’apparitions du chiffre 1 au cours de ces

1
lancers. S suit une loi binomiale de parametres 3 600 et & On sait donc que :
E(S)=600 et  V(S)=500.

De plus,
480<S <720 <= -120<S-600<120 < |S-600| < 120.

Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv, on obtient :
N . 500 <
P(1S-600]| >120) < 1202 <0,035.
On en déduit que :

P(480<S <720) >1-0,03415067

soit :
P(480 < S < 720) > 0,965849.

En particulier, la probabilité que le numéro 1 apparaisse entre 480 et 720 fois au cours de
ces 3600 lancers est supérieure a 0,96.

/

Corrigé de I'exercice 10.9 page 405

n Commencons par poser X la variable aléatoire représentant le nombre de pieces sor-
tant de I'usine en I’espace d'une semaine.

D’apres I'inégalité de Markov,

50
PX>75) < =—
75

soit :
PX>75) <0,67.

On souhaite une minoration de :

PMA1 <X<59)=P5B0-9<X<50+9)=P(|X-50]| <9).
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Linégalité de Bienaymé-Tchebytchev donne :

25

— > <
P(|X-50] >10) < T

soit:
P(|X-50] >10)<0,25.

On en déduit alors que :
1-P(1X-50]| <10)<0,25

etdonc:
P(|1X-50] <9)>0,75.

La probabilité pour que la production de la semaine suivante soit comprise entre 41
et 59 est donc au moins de 75%.

/

Corrigé de I'exercice 10.10 page 405
Pour que X soit supérieure a 103, il faut que que |X—100]| > 900. On utilise donc I'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev avec 6 =900 :
< N 100 <
P(|X-100| >900) < 9002 S 0,000124.

Ainsi, P(X > 10%) < 0,000124.

N

Corrigé de I'exercice 10.11 page 406

Posons X la variable aléatoire représentant le nombre de clients satisfaits sur les 100 clients
contactés.

Alors, X suit la loi binomiale de parametres n =100 et p =0, 7.

Son espérance est alors E (X) = np =70 et sa variance est V(X) = np(1 — p) = 21.

Le théoréme de Bienaymé-Tchebychev nous donne alors :

21
V6>0, P(|X-70] >0) <§.
On souhaite déterminer une borne supérieure de la probabilité que le nombre de clients
satisfaits dans I’échantillon s’écarte de plus de 10 unités de la moyenne, donc prenons
60=11:
21
P(I1X-70] 211) < —<0,173.
121

Corrigé de I'exercice 10.12 page 406

Posons X la variable aléatoire représentant le nombre de composants défectueux sur les 200
testés.

Alors, X soit la loi binomiale de parametres n = 200 et p =0, 05.

Ains, EX) =np=10etVX) =np(l-p) =9,5.
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Le théoréme de Bienaymé-Tchebychev nous dit alors :

9,5

V6>0, P(IX-10] >90)< 52

On veut déterminer une minoration de la probabilité que le nombre de composants défec-
tueux dans le lot soit compris entre 5 et 15 (soit 10 —5 et 10 + 5).
On va donc prendre 6 =6 :

9,5 9,5
P(|X-10] >26) < — 1-P(|X-10] <6) <
62 36
9,5
— P(|X-10]| <5)=>1—- = 0,736.
36
V4
N

Corrigé de I'exercice page
Commencons par poser X la variable aléatoire représentant le nombre de « 1 » obtenus.

. . e z b n L] rd b
X suit alors la loi %(n;%) et a donc une espérance égale a = et une variance égale a

5n
np(l-p)= 36"

On nous demande ici de trouver un entier n tel que :
n
P(o<x< g) >0,99.

L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous dit que :
5n
< -
3662
5n

@P[(X—gg—ﬁ)u(X—g>6)]<w

V6>O,P(‘X—g)>6)

5
¥8>0, — 1-P(-8<X-= <8 <5

- P(—6<X—§<6)21—3§£2.

n n
On aimerait arriver a une inégalité avec P (0 <XK 5), cela nous pousse a prendre 6 = 6
pour obtenir :

Ainsi, il suffit de choisir un n tel que :
5
1-—>0,99 < n >500.

n

Nous sommes donc assurés que pour n > 500, notre probabilité est supérieure a 0,99.
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Remarque 76

Ce raisonnement nous assure que la probabilité est supérieure a 0,99 pour n > 500
sans affirmer que 500 est la valeur minimale. Pour avoir une valeur minimale, on peut
écrire un programme Python (par exemple) qui calcule cette probabilité en partant de
n =500 et en baissant cette valeur jusqu’a obtenir une probabilité inférieure a 0,99.

Code Python 10-37

scipy.stats binom
n = 500
binom.cdf(n//3, n, 1/6) >= 0.99:
Cn = {} ; proba = {}’. (n,binom.cdf(n//3, n, 1/6)))

Ce programme nous donne comme derniere valeur de n, donc comme valeur mini-
male de n : n = 33. Autant dire que nous en sommes loin avec I'application de I'inéga-
lité de Bienaymé-Tchebycheft... v

Corrigé de I'exercice page
n  Parlinéarité de I'espérance, E (T) =E(T; +T) =E(T1) +E(T2) =4+3=7;
* De plus, T; et T, sont indépendantes donc V(T) = V(T;) + V(T2) =2+1=3.

PJ Nous cherchons ici 2 démontrer que :

2
P(5<T<9)>§ — P(7-2<TLK7+2) >

Wil

2
— P(|X-7] <2)2§.

D’apres I'inégaité de Bienaymé-Tchebychey,

V(T
v6>0, P(IT-E()] 26)<%
<~ V8>0, P(|T-7]| >5)<%

En prenant alors =3, on a:

3
P(IT—7|>3)<3—2
1
—1-PUT-7| <3<z
1
<:>1—P(|T—7|<2)<§ car |T—7| estentier
= P(|IT-71<2)>1 1_2
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Corrigé de I'exercice 10.15 page 407

nOna:

X-puza<<= X-u+A=za+A
donc la probabilité des deux événements (X —p > a) et X—pu+ A > a+ A) sont égales.
Par linéarité de I'espérance, on a :
E(X-u+A)?) =E(X-w?*+2X - A +2A?)
=E(X-W?) +2AEX - ) +A°
——

K] Dans un premier temps, on a:
PX-p>a)=PX—-p+A=a+\).

Or,
PX-p+A=a+A) <P(X-p+N*=(a+M?).
Ainsi,
PX-p>a) <P(X-p+N?* = (a+N)?).

En appliquant I'inégalité de Markov a la variable aléatoire (X — u + A)?, on obtient :

E[X—p+A)?]
P((X- 2> < ————.
(X=p+N° = (a+A)?) TTSNE
Ainsi, [ 2]
E[X—p+A)
PX-pza){ ————
X-p=>a (a+MN)?
d'ou:
PR-pz g Tt
H=2ES G
G2 4+ N2
n Posonsf()\):m,avec)\>0.
Sa dérivée vaut : )
A—C
') =22 .
' (a+M\)3

2
P o
On en déduit que f/(A\) >0 < A > —.
a
o? o?
Notamment, f admet un minimum en A = —, et ce minimum vaut Pt
a o°+a
Ainsi,
0%+ A2 o?
(@+N)? = o%+a?

PX—p>a) <

On peut €écrire :
(1IX-p1 >a) = (X-p>a)U(1-X > a).
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Les deux événements (X — 1> a) et (L —X > a) étant disjoints,
P(|X—pu| 2a)=PX-p=a)+P(u-X=a).

Al'aide de la question précédente, appliquée a X — p et a u — X, on obtient :

2 2

P(|X-u| =>a)< o 0
— a
WZ2OS v 2" o2+ a2

soit :

P(IX- |>a]<i
HIZaSs e

E Cette derniere inégalité est meilleure que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev si :

202 o2 2 1
gl+a’ a? ogl+a’ a?
o’?+a®

>a
2

o’+a*> 2a®
> [R—
2 2

o’ > a?

|

[

a < o car a et o sont positifs.

Corrigé de I'exercice 10.16 page 407

g Par linéarité de 'espérance, on a :

1
=—EX;+---+X})
n

(X1+"-+Xn)
EM,)=E{——

—l[E(x )+---+E(X )]—l( +-'-+|l)_l><}’l|l
n ! " n M n
EMj) = (.

De plus, comme les X sont indépendantes, on a :

X1 + - 45

V(M,,) = V(
n

1
):—ZV(X1+---+X,,)
n

1 1, ) g2
:ﬁ[V(X1)++V(Xn)]:;(O- +.---40 ):7

E D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a M, pour tout 6 > 0,0n a:

2

(0)
P(IMy—pl >8)< —.
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Corrigé de I'exercice 10.17 page 407
On cherche un entier n tel que :

P(IM,-0,3| >0,1)<0,5.

Notons Xy le nombre de points gagnés au k-ieme tirage, 1 < k < n.

3
X suitlaloi de Bernoulli de probabilité p = o 0,3 et de variance 6% = 0,3x (1-0,3) = 0,21.

De plus, par définition, les X} sont indépendantes donc on peut utiliser la propriété du cours
sur I'inégalité de concentration sur la moyenne :

0,21
0,12n°
On souhaite que P (|M, —0,3| > 0,1) < 0,5 donc il suffit de choisir 7z tel que :

P(M,-0,3]20,1) <

0,21 - 0,12n 1
5 <
0,12n 0,21 ~ 0,5
) 1
— 0,1°n > x 0,21
0,5
1 02
— n X
~0,5 0,12
— n>42

Corrigé de I'exercice 10.18 page 408

Il Regardons les premigres valeurs de S, :
* S; € {—1;1} car X; ne peut prendre pour valeurs que —1 ou 1;
e S,e{-1-1;-1+1;1-1;1+1}so0it S, € {-2;0;2};
°* S3e{-3;-1;1;3}.
On s’apercoit que S, est la position a laquelle nous nous trouvons dans Z a la fin de
I'étape n.
Pl u=EXp) =1xPXp=D+ (D) xPXp=-D=1xp+(-1)x(1-p)=2p-1.

S Xp+--+X
3 [ I ) d’apres le théoreme de Khintchine (loi faible des grands
n

nombres),

n—+oo

V56>0, lim P(

Sn
——p|=8|=0.
¥

A . Sn
Cela signifie donc que nl_lgloo - = 2p-1.
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Corrigé de I'exercice page
Pour 1 < k < n, considérons I'événement :

«une boule rouge est tirée lors du k-ieme tirage ».

Notons alors Xy 1a variable aléatoire représentant le nombre de boules rouges obtenues lors

2 2
du k-iéme tirage. Xy soit la loi de Bernoulli de probabilité = a pour espérance g = 55 0,4

2 3
et pour variance 0%2==x E =0,24.
X1+ +Xy,

La proportion de boules rouges obtenues apres 7 tirages est M, =
n

On cherche donc la premiere valeur de n a partir de laquelle :
P(|M,—-0,4| >0,05) <0,95.

La propriété du cours sur 'inégalité de concentration sur la moyenne nous dit que, pour

0=0,05:
0,24

0,0025n°
Une valeur de n satisfaisante est donc la plus petit valeur de 7 telle que :

P(IM,-0,4| >0,05) <

0,24 0,0025n 1
— < 0,05 >
0,0025n 0,24 0,05

0,24
<~ 0,0025n > ——
0,24
S nz ——
0,05 x 0,0025
<~ n >1920.

Ce dernier résultat nous assure a 95% que la proportion de boules rouges tirées se trouve
dans l'intervalle ]0, 35;0,45].

Remarque 77

Sil’on effectue des simulations de cette expérience, on peut se rendre compte que 'on
obtient une proportion dans l'intervalle pour des valeurs de 7 plus petites. Il est donc
important de se souvenir que I'inégalité de concentration nous assure une valeur de n
adéquate mais qu’elle n’est pas toujours minimale.

Corrigé de I'exercice page
Notons Xj la masse de la piece controlée numéro k, ot 1 < k < 50 puisque I'on préleve 50
pieces. On a d’apres I'énoncé E (Xi) = 100 et V(Xy) = 16.

La propriété du cours sur I'inégalité de concentration sur la moyenne donne :

d

16

X1+"'+X50
50 x 82

—100‘ 26) <
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On prend ici & = 0,6 car on nous demande de déterminer une majoration de la probabilité
que la moyenne des poids des pieces dans I’échantillon s’écarte de plus de 0.6 grammes de
la moyenne théorique. Cela donne :

i

X144+ X5 089

-100 20,6) <—<
50 x 0, 62

Corrigé de I'exercice 10.21 page 408
D’apres le théoreme de Khintchine (loi faible des grands nombres), si on note pour
1<k<n:

{Xk =1 sionobtientun «6»

X, =0 Sionn'obtient pas un «6»

1
ol les Xy sont indépendantes et suivent la méme loi de Bernoulli de probabilité B et donc

1
d’espérance = 5 on peut écrire pour tout 6 >0:

lim P(

n—+oo

JRORREES 1
ce qui signifie que la fréquence % se rapprochera de p = B quand n deviendra de

plus en plus grand.
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