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AVANT-PROPOS

Ce livre s’adresse aux éleves de Terminale qui suivent ’enseignement de spécialité « Mathématiques ». Les parents et les
enseignants y trouveront également matiére a accompagner ou approfondir les notions abordées.
Il est conforme au programme officiel de ’Education Nationale francaise en vigueur.

Cette édition est une version revue, corrigée et enrichie de la précédente. Pour chaque chapitre, vous trouverez :

e un cours complet réunissant les outils mathématiques nécessaires a la compréhension de la notion abordée;
o des exercices types, destinés & illustrer les notions fondamentales & maitriser ;
e les énoncés des exercices;;
o leurs corrigés détaillés.
Chaque exercice est accompagné d’une indication de difficulté :
W exercice accessible ;
KK exercice de niveau intermédiaire ;
AR K exercice nécessitant un raisonnement plus approfondi.

Un pictogramme ¢ cliquable accompagne chaque énoncé : il vous redirige vers une page de mon site internet ou vous
pouvez signaler une erreur ou laisser un commentaire.

A la fin de chaque énoncé figure le numéro de la page du corrigé correspondant, sur lequel vous pouvez cliquer pour y
accéder directement.

Chaque chapitre se clot par une section « Objectif bac » composée d’extraits de sujets d’examens des années précédentes.
Ces exercices permettront aux éleves de s’évaluer sur les notions du chapitre, a un niveau représentatif de celui attendu
lors de I’épreuve finale.

En fin de volume, vous trouverez un sujet de bac entiérement inédit, de ma composition. Son niveau est volontairement
légerement supérieur & celui de ’examen, a I'image d’un bac blanc tel qu’on peut en proposer en cours d’année.

Je vous remercie de la confiance que vous accordez a ce livre. Il est le fruit d’un travail long et minutieux ; aussi je vous
serais reconnaissant de le partager avec respect : ce livre est a usage strictement personnel et sa reproduction ou sa revente,
sous quelque forme que ce soit, est formellement interdite.

L’auteur,
Stéphane Pasquet
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ﬂRaisonnement par récurrence

Propriété 1 (principe de récurrence)

Soit P,, une propriété dépendant d’un entier naturel n. Si :
o pour un entier ng, Py, est vraie (initialisation),
o pour tout entier naturel k > ng, le fait que Py soit vraie implique que Py est vraie (hérédité),

alors P,, est vraie pour tout entier naturel n supérieur a ng.

si P = Pr41 alors on dira que la propriété est héréditaire.

Une démonstration par récurrence est une démonstration dans laquelle on utilise le principe de récurrence.

Démontrons par récurrence que pour tout entier n > 1 :

D(2n+1
12+22+32+-~~Jr(n—l)ernz:n(nJr )6(”+ ).

Initialisation : comme :
_ 1Ix2x3

12 .
la propriété est vraie au rang 1.
Hérédité : soit k un entier non nul arbitrairement fixé ; supposons la propriété vraie au rang k :
E(k+1)(2k+1)

12+22+32+---+(k—1)2+k2:T.

On veut montrer que la propriété est vraie au rang k + 1, soit :

o _ (b + 1)+ 2%k +1) +1]
6
(k+ 1)(k +2)(2k + 3)
- .

P+22 4+ + k2 + (k+1)

En utilisant ’hypothese de récurrence, on a :

(k+1)(2k+1)

k
P+22 43+ + k24 (k+1)2 = G + (k+1)?
(

= %[l@ 2k + 1) +6(k +1)]
(k+1)(k +2)(2k + 3)

5 .

La propriété est donc vraie au rang k + 1.
Ainsi, on a montré que si la propriété est vraie au rang k, alors elle est vraie au rang k + 1.
La propriété considérée est donc vraie pour tout rang n > 1 en vertu du principe de récurrence.



ﬂ Limite d’une suite

b Convergence et divergence d’une suite

\

« On dit que la suite (u,) converge vers un réel £ si :

Ve>0,IN>0,YVn>N, |u,—¥¢]| <e.

On écrit alors : lim w, = ¢.
n—+oo

On dira alors que (uy,) tend vers £.

+ On dit que la suite (uy,) diverge vers 400 si :
VAeR, AN e N,Vn > A, u, > A.
On écrit alors : lim wu, = +oo.
n—+00

+ On dit que la suite (u,) diverge vers —co si la suite (—u,) diverge vers +oo.

Exemple 2

« La suite (u,) définie pour tout entier naturel non nul n par u,, = — converge vers 0. En effet, pour un & donné
n
(strictement positif),

1

|up, — 0] <e <= —<e¢
n

1

 n>-—.

€

1
Il existe donc bien un N = — tel que |u, — 0| <e.
€

« La suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par u, = n? diverge vers +oo. En effet, pour tout nombre réel
A >0,

Up > A < n?>>A
— n>VA.

Il existe donc bien un entier N = [\/Z—‘ (partie entiére supérieure de \/Z) tel que u,, > A.

Remarque 2

Si A =10 alors v/10 ~ 3,16 et donc [\/Z-‘ =4




D Suites non convergentes et non divergentes

Définition 3

On dit que la suite (u,) n‘admet pas de limite quand elle ne converge pas et quand elle ne diverge pas.

Exemple 3

« La suite (u,) définie par u,, = (—1)" n’admet pas de limite.
um = (-1)%* = [(-1?] =1k =1

En effet, pour tout entier naturel k&,
{u%ﬂ = (1) = (1) x (-1)=1x (1) = -1

On dit ici que la suite est alternée.

» La suite (v,,) définie par v, = cos(n) n’admet pas de limite (admis).

» La suite (w,,) définie par w,, = sin(n) n’admet pas de limite (admis).

b Limites de référence

Propriété 2

Soit p un entier strictement positif. Alors,

1 1
o . _ o
nhr}rl = nhlf NG =0 et nhlf Vn = nhlf n? = +o0.

b Opérations sur les limites

Propriété 3 (somme, produit et quotient de limites)

Soient (u,) et (v,) deux suites telles que lim (u,) = £ et lim (v,) = ¢, ot £ et ¢ sont deux nombres réels.
n—+00 n—-+00
Alors,

B SRS

o lim (up+w,)=L+7

n—-+oo

o lim (up xvy)=0x/{

n—+o0o
. up\ £ .,
0 <—> =g (1070

Définition 4 (forme indéterminée)

On appellera forme indéterminée une expression dont on ne peut pas calculer la limite directement.




Propriété 4 (formes indéterminées sur les limites)

9 g q _ 9 o
Soient (uy,) et (vy,) deux suites telles que ngr-ir-loo(un) =/{et nll)rfoo(vn) = /(. Alors,

o Sil=+oc0etl =—c0,alors lim (uy+ vy,) est une forme indéterminée.
n—+00

On notera alors : F.I. du type « oo — 0o ».

e Sil=0et ¢ = oo, alors lirJrrl (up, X vy,) est une forme indéterminée.
o0

n—

On notera alors : F.I. du type « 0 X 0o ».

U
e Sif =200 et V' =+oo, alors lim (—n> est une forme indéterminée.
n—-+4oo Un

(6%)
On notera alors : F.I. du type « — ».
00

U
e Sif=0et ¢ =0,alors lim (—n> est une forme indéterminée.
n—-+oo Un

On notera alors : F.I. du type « g ».

Indétermination du type « co — oo » :

Siu, =n?et v, =—3n+1alors lim (u, +v,) = lim (n? —3n + 1) est une forme indéterminée.
n——+oo n—-+oo

Indétermination du type « 0 x co » :

Siu, =e"etv,=3n+1lalors lim (u, xv,)= lim ((3n+ 1)e™") est une forme indéterminée.
n—-+o0o n—-+oo

Indétermination du type « o » o
00

u e
Siu, =e"et v, =3n+1alors lim 2 ) = lim est une forme indéterminée.
n—+oo \ v, n—+oo \ 3n + 1

0
Indétermination du type « 0 » o

n—+o0o \ Up

. (1 . U . e " Y .
Siu, =e " et v, =sin <) alors lim (" = lim ———— | est une forme indéterminée.
n n—-+00 ; ( 1 >
sin [ —

Propriété 5 (lever une indétermination)

o 02 o2 o) . . N .
Dans le cas d’une forme indéterminée du type « oo — 0o » ou « — », on factorise par le terme qui croit le plus vite
00

vers l'infini.

Soit (u,) la suite définie par u,, = n? — 3n + 1. Pour lever I'indétermination du type « oo — 0o », on factorise par n?

(le terme dominant) :
2
o fm 3n 1Y 3 1
thn =11 (nz‘nz+nz)—” (“an :

1 1
—3) = lim (2) = 0 donc, par limite d’'une somme, lim (1 — + 2) =N
n o n

n n—+oo \ N n——+o0o
Ainsi, par produit des limites, lim (u,) = +o0.
n——+4oo

lim (n?) = +o0
n—-+oo
De plus, (
lim
n——+0o



b Limite et comparaison

o Théorémes fondamentaux

Théoréeme 1 (théoréme de comparaison)

Soient (uy,) et (vy,) deux suites.

¢ Théoréme de minoration :

AN eN, Vn > N, v, > u,
. = lim v, = +oo.
lim u, = +oc0 —srss
n—4oco

¢ Théoréme de majoration :

lim w, = —o0 n—r+o0
n—-+4oo

INeN Vn>N, v, < u,
= lim v, = —oc0.

Exemple 6

« Soit (v,) une suite telle que pour tout entier naturel n, v,, > n?.
lim (n®) = +oo donc, d’apres le théoréme de minoration, lim (v,) = +oo.
n——+00 n—+4o0o
« Soit (v,) une suite telle que pour tout entier naturel n, v, < —n?.
lim ( — n2) = —oo donc, d’apres le théoréme de majoration, lim (v,) = —oo.
n—+oo n—+00

Théoréeme 2 (théoreme d’encadrement)

On consideére trois suites (uy), (v,) et (wy) et un réel .

lim v, = lim w,=4¢ n——+o0o
n—-+4oo n—-+oo

AN eN, Vn> N, v, < u, < w,
— lim wu, =/

Remarque 3

Ce théoreme est aussi appelé « théoreme des gendarmes ».

Exemple 7

Soit (uy,) une suite telle que pour tout entier naturel n > 1,

o1 . 1 . Ao
lim —= lim — =0 donc d’apres le théoreme des gendarmes,
n—4+oo N n——4+oo M,

lim w, =0.
n—-+o0o



0 Comportement a I'infini de (q")

Propriété 6 (inégalité de Bernoulli)

Pour tout réel z > —1 (z # 0) et pour tout entier naturel n non nul, on a :

14+2)">1+naz.

Elle se fait par récurrence (voir partie exercices).

Soient ¢ un nombre réel et n un entier naturel.
o Sig> 1, alors nEIJIrloo (¢") = +o0.
L] i = 1 g =
Sig=1, alors nllg-loo (q ) 1.
« Si—-1<g<1,alors lim (¢")=0.
n——+00

o Sig < —1, alors (¢") n’a pas de limite (admis).

Si g > 1alors g =1+ x, avec x > 0. Ainsi, d’apres I'inégalité de Bernoulli,
"=0+z)">1+nz, x>0.

Or, lim (1+ nz)= 4oo donc, d’apres le théoréme de minoration, lim (q") = +00.

n—+00 n—-+00
Si ¢ = 1 alors ¢ = 1 pour tout entier naturel n, donc lim (q”) = lim (1)=1.
n—-+oo n—-+o0o

1 1\
Si0 < qg<1alors — > 1 et donc, d’apres le premier point de cette démonstration, HIE (—) = 4o00. On
q n—-+0oo q

1
peut aussi écrire : lim (—) = +o00.

n—+oo \ q"

1
Ainsi, par inverse de la limite, lim (q”) = lim (—) =

n—-+00 N—+o00

Si—1<g<0alors 0 < —q <1 et le résultat précédent donne : lim (—¢q)" =0, soit lim (q”) =0.

n—-+oo n—-+4+oo
Propriété 8

‘ Toute suite géométrique de raison ¢ telle que |g| < 1 converge vers 0.

Cette propriété découle de la propriété précédente.



b Suite majorée, suite minorée

+ Une suite (uy,) est dite majorée s’il existe un réel M tel que :
pour tout n € N, u,, < M.
+ Une suite (uy,) est dite minorée 8'il existe un réel m tel que :

pour tout n € N, m < uy,.

« Une suite est dite bornée si elle est majorée et minorée.

Exemple 8

1

On consideére la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par u, =1+ —.
n

1
« Pour tout entier naturel n non nul, — < 1 donc u,, < 1+ 1, soit u, < 2.
n

La suite (u,) est donc majorée par 2.

1
« De plus, — > 0 pour tout entier naturel » non nul donc u,, > 1.
n

La suite (u,) est donc minorée par 1.
» La suite (uy) est minorée et majorée; elle est donc bornée.

Théoréme 3 (théoréme de convergence des suites monotones)

o Toute suite croissante et majorée converge.
» Toute suite décroissante et minorée converge.

» Toute suite monotone et bornée converge.

Exemple 9

Soit (uy,) une suite telle que, pour tout entier naturel n,
Unp < Un+1 < 3.

Alors, la suite est croissante (car u, < u,41) et majorée (par 3).
Donc, d’apres le théoréme de convergence des suites monotones, (u,) converge.

A Attention 1

La limite n’est pas nécessairement égale a 3.




ﬂ Algorithmique

b Calcul des premiers termes d’une suite en Python

Pour calculer les k premiers termes d’une suite dont on connait la relation de récurrence, on utilisera une boucle itérative :
for n in range(k).

Propriété 9 (fonction range de Python)

o range(k) désigne la liste des entiers de 0 a k — 1 : il y a donc k termes dans la liste.

« range(a,b+1) désigne la liste des entiers n tels que a < n < b.

Soit (uy) la suite définie pour tout entier naturel n par :

U0=7
Up+1 = 0,9u, + 2

Calculons les premiers termes de cette suite jusqu’a uyg. Pour cela, utilisons le programme suivant :

u=7
for n in range(10): .523000000000001
u=0.9%xu + 2 L4707
print(u) .323630000000001
.091267000000002
.782140300000002
Les résultats affichés sont donnés ci-contre. .403926270000001
Pour des raisons de représentation des nombres réels en Python, cer- .963533643000002
tains résultats (qui se terminent par « 000X ») ne sont que des valeurs .467180278700003
approchées.

L’instruction « u = 0.9%u + 2 » est construite a partir de la relation de récurrence : u,41 = 0, 9u,, + 2.

Dans cette instruction, il faut comprendre que le u avant le signe « = » représente le terme que ’on veut calculer
(un+1), alors que le u aprés le signe « = » représente le terme déja en mémoire, donc le terme qui préceéde celui que
lon veut calculer (donc uy,).

b Algorithme de seuil

Soit (u,) une suite numérique.
On appelle algorithme de seuil tout programme permettant d’obtenir la plus petite valeur de n pour laquelle une
condition sur u,, est remplie.

Uy = 7
Up+1 = 0,9u, + 2
Déterminer la plus petite valeur de n pour laquelle w,, > 19,98 peut étre fait a ’aide d’un algorithme de seuil.

Soit (uy,) la suite définie pour tout entier naturel n par



En général, on utilise une boucle conditionnelle (while <contraire de la condition>) dans un algorithme de seuil.

Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par :

Uy = 7
Up+1 = 0,9u, + 2
On souhaite déterminer la plus petite valeur de n pour laquelle u,, > 19,98 (condition).

On calcule donc tous les premiers termes de la suite tant que la condition n’est pas remplie, c’est-a-dire tant que
Uy < 19,98. On utilise alors le programme suivant :

u=717
n=20 62

while u < 19.98:

u = 0.9%u + 2 ) .
n = n+i Ce résultat nous dit que pour tout
entier naturel n < 62, u,, < 19,98 et que
print(n) uge = 19, 98.

On peut aussi utiliser une fonction dont le parametre est le seuil.

Soit (uy,) la suite définie pour tout entier naturel n par :

ug = 7
Un+1 = 0,9u, +2

On souhaite déterminer la plus petite valeur de n pour laquelle u,, > 19,98 (condition).
On calcule donc tous les premiers termes de la suite tant que la condition n’est pas remplie, c’est-a-dire tant que
Uy < 19,98. On utilise alors le programme suivant :

def seuil(k):
u==7
n=2~0

>>> seuil(19)

25

while u < k:
u=0.9%u + 2
n = n+l Ce résultat nous dit que le plus petit

entier n tel que u,, > 19 est n = 25.
return n




Exercices types

Exercice type 1 » démonstration par récurrence

Soit (uy,) la suite définie pour tout entier naturel n par :

(%) =5
Up41 = 0, 2u, + 2

Démontrer par récurrence la propriété suivante :

o Initialisation.
On vérifie que la propriété & démontrer est vraie pour la premiére valeur de n possible (ici, n = 0).

u =0,2xup+2=0,2x5+2=1+2=3.
Ainsi,
0 S Ul < U < 5.
(Po) est donc vraie.
o Hérédité.
On suppose que, pour un entier k > 0 fixé, (Py) est vraie, c’est-a-dire :

(Pr) + 0 < upyr <up <5.

C’est 'hypothése de récurrence (notée : HR).
On veut alors démontrer que (Pg41) est vraie, c’est-a-dire :

(Pr+1) @ 0 < upga < upgr < 5.
D’apres HR,

0 < up41 Sup <5 =0x0,2<0,2ug41 <0,2u <5x0,2
(car 0,2 > 0 donc on ne change pas le sens des inégalités)
= 0 <0,2up41 <0,2u, <1
= 0+2<0,2up1 +2<0,2u, +2< 142
= 2<0,2up41 +2<0,2u, +2 <3
—_— ——
=Uk+-2 =Uk41
S Ugy2 < U1 <3
S Ugt2 < Ugp1 <D
(car si des nombres sont compris entre 2 et 3, ils sont compris entre 0 et 5).

e Conclusion.
(Po) est vraie et, pour un entier k > 0, (Px) = (Pr+1) donc, d’aprés le principe de récurrence, (P,,) est
vraie pour tout entier n > 0.




Exercice type 2 » Calcul de limites

Calculer la limite des suites ci-dessous.

B v =32+20-1 n? +3n — 2
mn 2 -
2 R
lim (3n?) = 400
noteo donc, par somme des limites, lim (u,) = +oc.
— lim (2n—1) = 40 n——+o0
n—-+0oo

En s’inspirant de ce qui a été fait a la question précédente, on peut écrire :

{ lim (n?+3n—2)=+oo lim (2n+5n+1) = +oo
n—-+oo n—-+oo

00
Ainsi, par quotient des limites, nous avons une forme indéterminée du type « — ». Nous allons donc lever

cette indétermination en factorisant le numérateur et le dénominateur par les termes dominants :

w43-%) 1+3-2

Uy = = .
22424+ L) 2424 %

1
Or, lim <—k> = 0 pour tout entier £ > 0 donc, par somme :

n—+oo \ N

3 2

lim {14+—-—-—=]=1

n—+00 n o n

5 1
lim (24 -+ — | =2

n—-+00 n n

et ainsi, par quotient des limites,
li ==
o (vn)

Exercice type 3 » Utilisation du théoreme de comparaison

On considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

n? + 2sin(n)
n+1

Uy, =
Déterminer sa limite.

Dans la mesure ot un sinus intervient dans I’expression de u,, (il en serait de méme pour un cosinus ou un (—1)"),
il faut encadrer u,, en partant de :

VneN, —1<sin(n) <1 < —2<2sin(n) <2
= n? —2<n?+2sin(n) <n?+2
2 2
n°—2 n
= T S Up < ] (carn+1>0)
. n?—2 . o ) R . n?+2
Or, lim = 400 (voir exercice précédent pour la méthode) et, de méme, lim = 4o00.
n—+oco \ 1+ 1 n—+oco \ 1+ 1
2
-2
On ne garde alors que la partie de 'encadrement qui nous intéresse : n ) < Uy
n

Ainsi, d’apres le théoréme de minoration, lim (u,) = +oo.
n—-+oo




Exercice type 4 » Utilisation du théoreme des gendarmes

On considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

_n+2x(-1)"
- n?+3

Déterminer sa limite.

Dans la mesure ou un (—1)™ intervient dans ’expression de wu,, (il en serait de méme pour un cosinus ou un sinus),
il faut encadrer u,, en partant de :

VneN, —1<(-1)"<1 < —2<2(-1)"<2

n—2 n+ 2 9
21 < Uy < 2l (car n®+1>0)
-2 2
Or, lim n = 0 (voir exercice précédent pour la méthode) et, de méme, lim nt =0.
n—too \ n2 4+ 1 n—+oo \n? +1
Les deux bornes de l'encadrement ayant une limite commune et finie, d’apres le théoreme des gendarmes,
lim (u,)=0.
n—-+oo




Exercices

Raisonnement par récurrence sans suite

Exercice 1.1 (une somme avec factorielles)

Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

© =

oukl=2x3x4x5x---x(k—1)xk.
Calculer S, Sy et Ss.

1
VériﬁerqueSnzl—mpournzl,n:2etn:3.
n !

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul,

1

=l
5 (n+1)!

Solution page 28

On considére la somme :

Exercice 1.2 (somme des premiers carrés)

Sp= K =12+2243"+4. -+ (n—1)" +n’.
k=1

Montrer par récurrence que :
nn+1)2n+1)
Sn = 5 .

Solution page 28

Montrer par récurrence 'inégalité suivante, appelée inégalité de Bernoulli :

Exercice 1.3 (inégalité de Bernoulli)

Ve>—-1, x#40,Yn>1, (1+2)">1+naz.

Solution page 29

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4, n! > n?2.
1l faudra faire preuve d’initiative dans cet exercice.
On rappelle que n! =2x3x4x---x (n—1) xn.

Exercice 1.4 (factorielle et inégalité)

Solution page 30
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Exercice 1.5 (inégalité)

Résoudre dans N I'inéquation : 4n > 2(n + 1).

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 3, 2" > 2n.

Solution page 30

Exercice 1.6 (de I'importance de l'initialisation)

Soit P(n) la propriété :
« 4™ 4+ 1 est divisible par 3. »

On suppose que P(k) est vraie pour un entier k arbitrairement fixé.
Montrer que P(k + 1) est alors vraie.

P(n) est-elle vraie pour tout entier naturel n ?

Que cela vous inspire-t-il ?

Solution page 31

Exercice 1.7 (en arithmétique)

Montrer par récurrence les propriétés suivantes.
Pour tout entier naturel n, 4™ — 3n — 1 est divisible par 9.

Pour tout entier naturel n, 7 x 3°™ + 4 est divisible par 11.

Solution page 31

Raisonnement par récurrence avec une suite

Exercice 1.8 (conjecturer une formule et la démontrer)

On consideére la suite (u,,) définie par :

Calculer uq, us et uz sous forme de fraction irréductible.

Conjecturer la formule qui donne wu,, puis la montrer par récurrence.

Solution page 32

© =

Exercice 1.9 (avec une fonction croissante)

On donne ci-dessous le tableau de variations d’une fonction f :

z 0

5

f(@) _—

1

On définit alors la suite (u,) par son premier terme ug = 0 et par 1'égalité w,+1 = f(u,) pour tout entier naturel

n.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 5.
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Solution page 33

O ®

Exercice 1.10 (suite définie par récurrence)

On considere la suite (u,) définie par :

UQ:2
Upt1 = V1+u,

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 1 < u, < 2.

Vn > 0.

Solution page 33

O ®

Exercice 1.11 (suite définie par récurrence)

On consideére la suite (u,,) définie par :

Ug = %
1
Upi1 = TTa, Vn > 0.
, . 1
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 3 <uy < 1.

Solution page 3/

O =

Limites de suites

Exercice 1.12 (fractions rationnelles)

Déterminer la limite des suites suivantes.

© =

iy an = = - - Y ¢, = ——
L H o p— H- nZ+ 1
Solution page 3/
Exercice 1.13 (avec racines carrées)
Déterminer les limites des suites suivantes.
n?+3n—2 dn + 1 2yn+n-—3
HE Jnt1 R Ve s O NZES!
Solution page 35
Exercice 1.14 (théoréeme des gendarmes)
Déterminer la limite de la suite (uy,), 5, ol u, = L;)s(n).
Z n

Solution page 35
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Exercice 1.15 (limite d’une somme avec factorielles)

Pour tout entier naturel » non nul, on pose :

© &

k 1 2 3
= G Tatatat

n

ouk!l=2x3x4x5x---x(k—1)xk.

k 1 1
Montrer que pour tout entier naturel &, m = m
1
En déduire que pour tout entier naturel n, S;,, =1 — ——.
o (n+1)!
Calculer alors lim S,.
n—-+oo
Solution page 36
Exercice 1.16 (théoréeme de comparaison)
Déterminer les limites suivantes.
2 : 1" — 3
it sin(m) 2
n—+oo  n+4+1 n—+too 14 n2
Solution page 36
Exercice 1.17 (théoréme des gendarmes)
Soit a # g + 2k7, k € Z. Calculer liT u,, dans les cas suivants.
n——+0o0

n 4+ cos(n) ~n

un:Lln(n) un— 1Zsinp(a).
p=0

Solution page 37

Etude compléte d’une suite

Exercice 1.18 (étude d’une suite)

On consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

© ®

UO:].
Upt+1 = Un + 210+ 3.

Etudier la monotonie de (u,).

a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > n2.

b. Déterminer alors la limite de (uy,).

Conjecturer une expression de u, en fonction de n puis démontrer la propriété conjecturée.

Solution page 38
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Exercice 1.19 (construction graphique des premiers termes)

Dans un repére orthonormé, construire sur l’axe des abscisses les quatre premiers termes de la suite (u,,) définie
par son premier terme uy = 10 et par la relation de récurrence u,+1 = /2 + uy,.

Conjecturez alors la limite de la suite (uy,).
Solution page 39

Exercice 1.20 (récurrence et théoréme de convergence)

2 1
Soit la fonction f définie sur [0;2] par : f(z) = v

r+1°

Déterminer les variations de f sur [0;2].
Montrer alors I'implication suivante :

z€l;2] = f(x) € [1;2].

On consideére la suite (u,) définie par :

U()Zl
Unt1 = [ (un) VneN

Montrer que pour tout entier naturel n, u, € [1;2] et que u,, < Upy1.

En déduire que la suite (u,,) converge.
On ne demande pas de déterminer la limite de la suite.
Solution page 40

Exercice 1.21 (suite homographique et suite géométrique)

Upg = 1
i i éfini : Up, + 6
Soit la suite (u,) définie par . ’ VneN
Uy + 2
On admet que pour tout entier naturel n, 1 < u, < 2,5.
Up — 2

Pour tout entier naturel n, on pose v,, = ——.
Up + 3

Montrer que la suite (v,) est géométrique. On précisera alors son premier terme et sa raison.

En déduire la limite de la suite (uy,).
Solution page 40

Exercice 1.22 (suite homographique & suite arithmétique)
On consideére la suite (u,) définie par : du, — 1 et la suite (v,) définie pour tout
Uppl = ———— VneN
du,
1

entier naturel n par : v, =

DO

Up, —
Montrer que (v,) est une suite arithmétique dont on précisera le premier terme et la raison.
En déduire lim wu,.
n—-+oo
Solution page 41



https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=1.19
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=1.20
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=1.21
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=1.22

Exercice 1.23 (étude se ramenant a une suite géométrique)

© &

On définit la suite (u,) pour tout entier naturel n par : {

Calculer les 10 premiers termes de cette suite a 1’aide de la calculatrice ou d’un tableur.
Que peut-on conjecturer quant au sens de variation de (u,) ?
On pose v, = u, — 4n + 10.
a. Montrer que (v,) est une suite géométrique que l'on caractérisera.
b. En déduire I'expression de v, puis celle de u,, en fonction de n.

n
c. On pose : 5, :Zuk =ug+u + -+ Up.
k=0
Donner I'expression de S, en fonction de n.

Solution page 41

Exercice 1.24 (une suite arithmético-géométrique)

On définit la suite (u,) par :

Ug = 4
Upt1 = iun + 12 VneN.
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

4 < up < tpgr < 20.

Montrer que (u,) est convergente.

Pour tout entier naturel n, on pose : v, = u, — 16.
a. Calculer vg.
b. Montrer que (v,,) est géométrique.
c. En déduire une expression de v, puis de u,, en fonction de n.
d. Déterminer la limite de (uy,).
Solution page 42

Exercice 1.25 (suites imbriquées)

Soient deux suites (uy,) et (vy,) telles que :

1

u0200:§ ) V’HGN, {un+1:0a6un+0a3vn

Up41 = 0,4u, + 0, 7v,

On pose alors pour tout entier naturel n :

Ay = Up + Up
b, = 4u, — 3v,

Montrer que (a,) est constante.
Montrer que (b,) est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison.
En déduire ’expression de u,, en fonction de n, puis celle de v,, en fonction de n.

Démontrer que (u,) converge et donner sa limite.

Solution page 43
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Exercice 1.26 (les coccinelles)

© &

On sait tous qu’il y a des années a coccinelles et d’autres sans!
On se propose d’étudier I’évolution d’une population de coccinelles a 'aide d’un modele utilisant la fonction
numérique f définie par :

f(2) = ka(1 - a),

k étant un parametre réel qui dépend de I’environnement.

Dans le modele choisi, on admet que le nombre des coccinelles reste inférieur & un million. L’effectif des coccinelles,
exprimé en millions d’individus, est approché pour 'année n par un nombre réel u,, avec u, compris entre 0 et
1. Par exemple, si pour 'année zéro il y a 300 000 coccinelles, on prendra ug = 0, 3.

On admet que I’évolution d’une année sur 'autre obéit a la relation u,+1 = f(un), f étant la fonction définie
ci-dessus.

Le but de l'exercice est d’étudier le comportement de la suite (u,) pour différentes valeurs de la population
initiale ug et du parametre k.

Supposons ug = 0,4 et k = 1.

a. Etudier le sens de variations de la suite (uy,).

b. Montrer par récurrence que, pour tout entier n, 0 < u,, < 1.

c. Montrer que la suite (u,,) est convergente.

On admet que la limite de la suite est la solution de l’équation f(x) = x.

d. Que peut-on dire de ’évolution a long terme de la population de coccinelles avec ces hypotheses ?
Supposons maintenant ug = 0,3 et k = 1,8.

a. Etudier les variations de la fonction f sur [0;1] et montrer que f (%) € [O ; %]

b. En utilisant éventuellement un raisonnement par récurrence,

o montrer que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < % ;

o établir que, pour tout entier naturel n, u,11 = uy,.

c. La suite (u,) est-elle convergente ? Calculer sa limite « en admettant que o« = f(«), puis interpréter
ce dernier résultat dans le contexte de 1’exercice.

Solution page 44

Exercice 1.27 (les états du manchot : avec des probabilités)

Dans un zoo, I'unique activité d’un manchot est 'utilisation d’un bassin aquatique équipé d’un toboggan et d’un
plongeoir.
On a observé que si un manchot choisit le toboggan, la probabilité qu’il le reprenne est 0, 3.
Si un manchot choisit le plongeoir, la probabilité qu’il le reprenne est 0, 8.
Lors du premier passage les deux équipements ont la méme probabilité d’étre choisis.
Pour tout entier naturel n non nul, on considére I’événement :
e T, : «le manchot utilise le toboggan lors de son n-ieme passage. »
e P, : «le manchot utilise le plongeoir lors de son n-ieme passage. »

On considere alors la suite (uy),,>, définie par :
Un =P (Tn)
ou p(T,,) est la probabilité de ’événement T,.
a. Donner les valeurs des probabilités p (1), p (P1) et des probabilités conditionnelles pr, (%), pp, (T2).

1
b. Montrer que p (T3) = 1
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c. Recopier et compléter I’arbre suivant :

T,

. / +1

% \Pn+l
Q

e TTL—‘,—l

\ Pn+1

d. Démontrer que pour tout entier n > 1,u,41 =0, 1u, +0,2.
e. A l'aide de la calculatrice, émettre une conjecture concernant la limite de la suite (uy,).

g On consideére la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n > 1 par :

B 2
Up = Up — 5
a. Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison 10 Préciser son premier terme.
b. Exprimer v,, en fonction de n. En déduire ’expression de u,, en fonction de n.
c. Calculer la limite de la suite (u,,). Ce résultat permet-il de valider la conjecture émise en 1l.e.?

Solution page 45

Exercice 1.28 (probabilités et mouvement d’une puce)

On étudie le mouvement aléatoire d’une puce. Cette puce se déplace sur trois cases notées A, B et C. Soit n un
entier naturel. A 'instant initial n = 0, la puce se trouve en A.

1
o Si a linstant n la puce est en A, alors a I'instant (n + 1), elle est soit en B avec une probabilité égale a 3’
2
soit en C avec une probabilité égale a —.
o Sialinstant n la puce est en B, alors a instant (n+ 1), elle est soit en A, soit en C de fagon équiprobable.
e Si a linstant n la puce est en C, alors elle y reste.
On désigne par A,, (resp. B, et C,,) 'événement :
« A linstant n, la puce est en A (resp. B et C). »
On pose a, =P (A,), b, =P (By), et ¢,, = P (Cy).
On a donc ag =1, bg = ¢ = 0.
Pour traiter cet exercice, on pourra s’aider d’arbres pondérés.

Etude du mouvement pour 1 <n < 3.

a. Donner a; , b; et ¢q. Calculer ay + by + ¢1.
b. A Dinstant n = 2, dans quelles cases la puce peut-elle se trouver ? Déterminer as, by et co.

c. A Dlinstant n = 3, dans quelles cases la puce peut-elle se trouver ? En déduire ag. Calculer bs et vérifier
17

I
Etude du cas général.

que c3 =

a. Conjecturer les cases sur lesquelles la puce peut se trouver a l'instant n lorsque l'entier n est pair
(n = 2k avec k € N), et les cases sur lesquelles elle peut se trouver si 'entier n est impair (n = 2k + 1
avec k € N).

En déduire (sans autre justification) la valeur de agg1.
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o

. Démontrer que :

. Démontrer que pour tout entier naturel k, asp =

1
b2k-+1 = §a2k-

02k+2:§b2k+1

1
@.

. Déterminer le plus petit entier naturel N tel que :

VneN, n>N=a, <107

. Montrer que la suite (a,) est convergente et préciser sa limite.

Solution page 46

Exercice 1.29 (les suites de Héron)

Lo

Pour un réel a strictement positif quelconque, on consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

Uo

Un+1

>0

1 n a
== | Un -
2 Up

Compléter la fonction Python (page suivante) afin que 'instruction :

>>> heron(4,7,20)

retourne les n + 1 premiers termes de la suite (u(4)y)

Code Python 1-1

0~ O U WN

©

10
11
12
13

def heron(a,u,n):
if u <=0:

return "Le premier terme doit

elif a <= 0:

return "La valeur de ’a’ doit

else:
L=1[...
k=0
while k < ...:
u =
k= ...
return ...

L.append(...)

étre strictement positif."

étre strictement positive."

E L’instruction renvoie alors la liste suivante :

[7, 3.7857142857142856, 2.4211590296495955, 2.0366301688743387, 2.0003294091613366,
2.0000000271231317, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0, 2.0,

2.0, 2.0]

Faites deux conjectures a partir de ces valeurs.

On se propose d’étudier mathématiquement la suite (u,,) pour une valeur de a > 0.
Pour cela, on introduit la fonction f définie pour tout réel x strictement positif par :

f(x)

(w42
) T

©)
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Calculer f’(z), puis donner les variations de f sur ]0; +oo[ en fonction de a.
En déduire que u; > v/a, quelle que soit la valeur de ug > 0.
Montrer que pour tout réel z > /a, f(z) < z.
E Montrer alors par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, va < upi1 < Up.
Déduire que (uy,) converge. On note ¢ sa limite.
E On admet que ¢ = f(¢). Déterminer alors la limite de (uy)
Solution page 48

Exercice 1.30 (suites imbriquées)

On consideére les suites (uy,) et (vy,) définies pour tout entier naturel n par :

U():’Uo:l
un+1:un+vn

Unt1 = 2Up + Vp

Dans toute la suite de 'exercice, on admet que les suites (u,,) et (v,,) sont strictement positives.

a. Calculez u; et v;.
b. Démontrer que la suite (v,) est strictement croissante, puis en déduire que, pour tout entier naturel
n, v, = 1.
c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : u, > n + 1.
d. En déduire la limite de la suite (u,).

On pose, pour tout entier naturel n :

Un
Ty, = —
Un,
On admet que :
-1 n+1
7“% =24 ( )2
u’ﬂ
a. Démontrer que pour tout entier naturel n :
1 ( 1)n+1 1
T2 ST S
u? U u?
b. En déduire :
-1 n+1
lim ( 5
n—-+oo un

2

2) et en déduire que (r,) converge vers /2.

c. Déterminer la limite de la suite (7“
d. Démontrer que pour tout entier naturel n,

241,
1+7,

Tn+1 =
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e. On considére le programme suivant écrit en langage Python :

Code Python 1-3

1 def seuil():

2 n=20

3 r=1

4 while abs( r - sqrt(2) ) > 10%*(-4):
5 r=(2+1r)/ 1 +rx)

6 n=n+1

7 return n

(« abs » désigne la valeur absolue, sqrt la racine carrée et 10%*(-4) représente 10~%).
La valeur de n renvoyée par ce programme est 5.
A quoi correspond-elle ?

Solution page 49

Objectif bac

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.
Chaque réponse doit étre justifice.
Dans cet exercice, les questions sont indépendantes les unes des autres.

Exercice 1.31 (des « vrai/faux » issus de différents sujets)

Soit (vy,) la suite définie pour tout entier naturel n par :

n

T o cos(n)’

Affirmation : la suite (v,,) diverge vers +oc.
La suite (u,) est définie pour tout entier naturel n par :

145"
24307

Un

)
Affirmation : la suite (u,) converge vers 3

On consideére la suite (u,) définie sur N par :

u—1+§+§2+ +§n
& 4 4 4/

Affirmation : la suite (u,) a pour limite 4oo.

On consideére la suite (u,) définie dans I'affirmation précédente.
Affirmation : I'instruction suite(50) ci-dessous, écrite en langage Python, renvoie usg.

Code Python 1-4

1 def suite(k):

2 S=0

3 for i in range(k):

4 S =S + (3/4)**k
5 return S

Affirmation : toute suite décroissante et minorée par 0 converge vers 0.

Solution page 51
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Exercice 1.32 (des « vrai/faux » issus de différents sujets)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.
Chaque réponse doit étre justifiée.
Dans cet exercice, les questions sont indépendantes les unes des autres.

On considére une suite (u,,) définie sur N telle que, pour tout entier n, on a :

1 Sre—
(22 7n

Affirmation : lim (u,) = —oc.
n—-+oo

On considere la fonction suivante écrite en langage Python :

Code Python 1-5

1 def terme(N)

2 U=1

3 for i in range(N):
4 U = U+i

5 return U

Affirmation : terme(4) renvoie la valeur 7.

Soit (uy,) une suite définie pour tout entier naturel n et vérifiant la relation suivante :

1< <3n2—|—4n+7
<y, < LT
2 6n2 +1

Affi tion : i = —.
rmation n—1>51-100(un) 5

a. On consideére les suites (uy), (v,) et (wy,), telles que, pour tout entier naturel n :
Uy K Up < Wy
De plus, la suite (u,) converge vers —1 et la suite (w,,) converge vers 1.

Affirmation : la suite (v,) converge vers un nombre réel ¢ appartenant a l'intervalle [—1; 1].
b. On suppose de plus que la suite (u,) est croissante et que la suite (w,,) est décroissante.

Affirmation : pour tout entier naturel n, on a alors : ug < v, < wp.

On considére une suite (S,,) qui vérifie pour tout entier naturel n non nul :
3n—4< 85, <3n+4.

La suite (u,) est définie, pour tout entier naturel n non nul, par :
Uy = —.
n

Affirmation : la suite (u,) converge.

Solution page 52

© &
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Exercice 1.33 (des « vrai/faux » issus de différents sujets)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.
Chaque réponse doit étre justifiée.
Dans cet exercice, les questions sont indépendantes les unes des autres.

On consideére la suite (v,,) définie pour tout entier naturel » non nul par :

V1 = 2
1
Un4+1 = 2 — a
. . n+1
Affirmation : pour tout entier naturel n, v, = .
n

E On considere le script écrit en langage Python ci-dessous.

Code Python 1-6

1 def seuil(S) :

2 n=20

3 u=7

4 while u < S :

5 n=n+1

6 u=1.05%u + 3
7 return(n)

Affirmation : l'instruction seuil (100) renvoie la valeur 18.

On consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

UO:10

1
Upt+1 = §u” + 2.

Affirmation : la suite (u,) est décroissante et minorée par 0.

Solution page 53
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Exercice 1.34 (Amérique du Nord, sujet 2 de secours)

L’objectif de cet exercice est d’étudier la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n par :

Uug = 0
1
Uy = =<
2 1
Un4-2 = Un41 — Zun
Partie A : conjecture
Recopier et compléter le tableau ci-dessous.
n |0 1]2|3[4]|5
1] 1
n 0 a a
" 2 | 2

Conjecturer la limite de la suite (up,).

Bl
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Partie B : étude d’une suite auxiliaire

1
Soit (wy,) la suite définie pour tout entier naturel n par : wy, = Up41 — §un
Calculer wyg.
o 1
Démontrer que la suite (w,,) est géométrique de raison 5

Pour tout entier naturel n, exprimer w,, en fonction de n.

"1
Montrer que pour tout entier naturel n, on a : up4+1 = () + Eu”

S 1\"
Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, w, =n (-> .

Partie C : étude de la suite (u,,)

Montrer que la suite (u,) est décroissante & partir du rang n = 1.

En déduire que la suite (u,,) est convergente sans chercher & calculer la valeur de la limite.
1

On admet que la limite de la suite (u,) est solution de I'équation : £ = ¢ — ZE.

Déterminer la limite de la suite (uy,).
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Corrigé de I'exercice 1.1 page 14

1 1 1 1
1 QS —=——=1—-=-=1- —.
z ' 21' 2 2 2!
2 5 1 1
° S — —_ = = = ]_ —_ = —_
e S3=28 =1-—=1-—.
Ty 24 41
1
On constate alors que S,, =1 — ——— pourn=1,n=2et n = 3.
(n+1)!
Démontrons par récurrence cette derniere conjecture. Nous avons réalisé ’initialisation dans la question pré-
cédente.
1
Supposons que pour un entier k fixé, Sy =1 — m (HR). Alors,
k+1
Sk+1 =5+ —
k+1 kT i +2)!
_1 1 » k+1
S (k1) (k4 2)!
& 1 " k+2 k+1
N k+1)! " k+2  (k+2)!
1 k+2 o k+1
T (k42! (k+2)!
I
(k+2)!

L’hérédité est alors vérifiée.
La formule est donc vraie pour tout entier naturel n non nul.

Corrigé de I'exercice 1.2 page 14

Posons P(n) la propriété :

nn+1)2n+1)
6

(P) : 12422432 4+... 4+ (n—-1)°>+n’ =

Initialisation.
Sl = 12 =1let
Donc P(1) est vraie.

1x(1+1)(2><1+1):6

Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel k, la propriété P(k) est vraie (hypothése de récurrence). Montrons alors
que P(k + 1) Pest aussi, c’est-a-dire que :




Par hypothese de récurrence, on a :
P+22 4+ k4 (k+1)° =S+ (k+ 1)

k(E+1D@k+1)

= k+1
LT (12
k(2k + 1)
{ + + (k+ 1)]
[ (2k+1) +6(k + )]
_ (k+1)(2k* + 7k +6)
A 6
« k1 = —2 » est une racine évidente du polyndme 2k2+7k+6 donc la seconde racine ko est telle que k1ky = —
1 6 3
dOnC kg = —5 X 5 = _5

Donc 2k? + Tk +6 =2 (k+2) (k+ 3) = (k +2)(2k + 3).

Finalement, on a :

(k+ 1)k +2)(2k +3)

P+22 4+ B+ (k+1)° = G

L’hérédité est donc vérifiée.

M Conclusion.
Quel que soit lentier naturel k£ > 1, P(k) = P(k+1).
Ainsi, d’apreés le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier n > 1.

Corrigé de I'exercice 1.3 page 14
o Initialisation.
Pourn=2, (14+2)" = (1+2)? =142z 4+ 22
l+nrx=1+2x
Or, 22 > 0 donc 1+ 2z + 22 > 1 + 2z ; ainsi, (1 + )2 > 1+ 2z.

L’inégalité est donc vraie au rang n = 2.
o Hérédité.
On suppose que l'inégalité est vraie au rang n, c’est-a-dire que 1’on suppose que pour un entier n quelconque

supérieur strictement a 1 :
Vez -1, 2#0, (1+2)" >1+nx (HR)

et on souhaite démontrer que :
Ve -1, 2#0, 1+z)"™ >1+ (n+ 1)
Ve >—-1, x#0,ona:
(I4+z)"" =(1+2)"x (1+z)

> (1+4+nz)x (1+x) par HR

>1+nz+x+ 22 en développant

> 1+ (n+ 1)z + 22
Or,z2>0donc 1+ (n+ 1)z +2%>1+ (n+ 1)z, dou :

1+2)" > 1+ (n+ 1z

Ainsi, si I'inégalité est vraie & un rang n quelconque, elle I’est aussi au rang n + 1 : ’hérédité est démontrée.

Par conséquent, 'inégalité de Bernoulli est vraie pour tout entier naturel n supérieur strictement a 1.



Corrigé de I'exercice 1.4 page 14
Posons :
P, : Vn>4,neNn!>n2
Démontrons par récurrence que cette propriété est vraie.
o Initialisation.

4! =2 x 3 x 4 =24 et 42 = 16 donc pour n = 4, n! > n?.

Supposons que pour un certain entier k fixé supérieur ou égal a 4, Py, est vraie, c’est-a-dire que k! > k2 (HR).

Démontrons alors que (k + 1)! > (k + 1)2, soit (k + 1)! > k? + 2k + 1.

(k+1)!=kl'x(k+1)
>k x (k4+1) d’aprés (HR)
Il faudrait démontrer maintenant que k?(k + 1) > (k + 1)2.
On calcule alors :

Bh+1)—(k+1)?=(k+1D[E - (k+1)]
=k+1(K —k-1)
= (k+1)[k(k—1)—1].

V>4,

k(k—1)—1>4x3—1, soit k(k—1)—1>11

E+1>5 }j(k+1)[/€(/€—1)—1]>55>0.

Donc k?(k+1) — (k+1)%2 > 0, soit k2(k +1) > (k +1)2.
Ainsi, (k+1)! > (k+ 1)%. La propriété P, est donc héréditaire.

D’apres le principe de récurrence, on en déduit que P,, est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4.

Corrigé de I'exercice 1.5 page 15
Résolvons dans N I'inéquation :
dn >2(n+1) < 4n>2n+2
— 2n>2
— n>1

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n > 3,
P(n) : 2" > 2n.
« Initialisation : pour n =3, 2" =23 =8 et 2n =2 x 3 = 6.
8 > 6 donc 2% > 2 x 3.
P(3) est donc vraie.

o Hérédité : supposons que pour un entier k arbitrairement fixé, P(k) est vraie.
Montrons alors que P(k + 1) est aussi vraie, c’est-a-dire que 2¥+1 > 2(k + 1).
P(k) vraie = 2F > 2k
=2x2">2x2k
= 281 > 4k > 2(k + 1) (d’apres la question précédente car k > 1)
= P(k + 1) vraie.

L’hérédité est alors prouvée.
o Conclusion : d’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier n > 3.



Corrigé de I'exercice 1.6 page 15
Supposons que pour un entier k fixé, 4* 4+ 1 est divisible par 3. Alors, il existe un entier naturel p tel que :

4% +1 = 3p.
On a alors les implications suivantes :

4F+1=3p
=4x (4P +1)=4x3p
=41 44 =12
=41 414 3=12-3
=4k 11 =3(4p—1).

Ainsi, 4¥*! + 1 est un multiple de 3, et donc P(k + 1) est vraie.

On dit que la propriété P est héréditaire.

P(0) stipule que 4° + 1 = 2 est un multiple de 3, ce qui est loin d’étre vrai.
De méme, P(1) stipule que 4! + 1 = 5 est un multiple de 3, ce qui n’est pas le cas.
Donc P(n) n’est pas vraie pour tout entier naturel n.

Ce qui précede nous permet de constater que ce n’est pas parce qu’une propriété est héréditaire qu’elle est
tout le temps vraie.
Le principe de récurrence s’appuie d’ailleurs sur le fait qu’il est nécessaire de vérifier que la propriété est vraie
pour un entier (généralement, le plus petit possible : c’est I'initialisation).
Donc il faut veiller a faire 'initialisation lors d’un raisonnement par récurrence sans quoi, le raisonnement est
faux.

Corrigé de I’exercice 1.7 page 15
Posons P(n) : 4" —3n — 1 = 9p, ol p est un entier relatif.

o Initialisation.

Pour n =0, on a :
4" —3n—-1=4"-3x0-1=1-1=0=9x0.

Ainsi, P(0) est vraie.
o Hérédité.

Supposons que pour un entier k arbitrairement fixé, P(k) est vraie.

Montrons alors que P(k + 1) est aussi vraie, c’est-a-dire que :

441 _3(k +1) — 1 = 9p, soit 4¥t1 — 3k — 4 = 9p, o p est un entier relatif.

P(k) vraie = 4 —3k —1=9p

=4x (4 -3k-1)=4x9
= 4R 19k —4=4x9p
= 4F*1 3k -9k —4=4x9p
=41 3k —4=4x9p+ 9k
=451 3k —4=9(4p + k)
= P(k + 1) vraie.

En effet, 4p + k est un entier relatif (car c’est une combinaison linéaire de deux entiers relatifs).



o Conclusion.
P(0) est vraie et P(k) vraie = P(k + 1) vraie donc, d’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie
pour tout entier naturel n, a savoir que :

VneN, 4" — 3n — 1 est un multiple de 9.

Posons P(n) : 7 x 35" +4 = 11p, ot p est un entier naturel (non nul).
o Initialisation.

Pour n =0, on a :
Tx3"+4=7Tx32+4=7T+4=11=11x 1.

Ainsi, P(0) est vraie.
o Hérédité.
Supposons que pour un entier k arbitrairement fixé, P(k) est vraie.

Montrons alors que P(k + 1) est aussi vraie, ¢’est-a-dire que :

7 x 32D 4 4 — 11p.

P(k) vraie = 7 x 3°% 44 = 11p
=3 x (Tx 3% +4) =3 x11p
= 7x3% %3 +4%x3°=11x3%
= 7 x3%+5 1 972 =11 x 3%
= 7x3%*+D 4 44968 =11 x 3%p
= 7x 32+t 4 4 =11 x 3°p — 968
= 7x3°*F+D) 4 4 =11 x 3% — 11 x 88
= 7 x 3%+ 44 =11 x (3°p — 88)
= P(k + 1) vraie.

o Conclusion.
P(0) est vraie et P(k) vraie = P(k + 1) vraie donc, d’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie
pour tout entier naturel n, a savoir que :

Vn €N, 7x3° 44 est un multiple de 11.

Corrigé de I'exercice 1.8 page 15

Calculons :

1 1 1
= U = _
Ny, 2—wm T T
1 L 1
Uy = = 11/2:27l Uz = :
2 2 2_§
2
-\ B 3
k> 3 U3*Z
n

Posons P(n) la propriété : u, =

n+1
o Initialisation.
Faite dans la question 1.



o Hérédité.

Supposons que pour un entier naturel k, P(k) est vraie (H.R.). Montrons alors que P(k 4+ 1) I’est aussi,

k+1

c’est-a-dire que u = —.
q k+1 k2

1 1

= = H.R.

Uk+1 2 —ug 9 _ kLH ( )
1 k+1
T 2(k+1)—k :
TS e

L’hérédité est alors vérifiée.

o Conclusion.
Quel que soit Ventier naturel k, P(k) = P(k + 1).

Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Corrigé de I'exercice 1.9 page 15
On souhaite démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 5.
o Initialisation.
ug = 1 donc 0 < ug < 5. La propriété est donc vraie pour n = 0.
o Hérédité.
Supposons que pour un entier k fixé, 0 < up < 5.

Alors, puisque f est croissante sur [0;5], on peut prendre I'image de chaque membre de cet encadrement sans
changer le sens des inégalités : les images de 0, u et 5 sont rangées dans le méme ordre :

f(0) < f(ur) < f(5)

soit :
1< ugs1 <5 et donc : 0 < upyr < 5.
L’hérédité est alors vérifiée.

« Conclusion.

La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire donc, d’apres le principe de récurrence, 0 < u, < 5

pour tout entier naturel n.

Corrigé de I'exercice 1.10 page 16
On souhaite démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 1 < u, < 2.
o Initialisation.
up = 2 donc 1 < ug < 2. La propriété est donc vraie pour n = 0.
o Hérédité.
Supposons que pour un entier k fixé, 1 < uy < 2.
Alors,on a :

1<up <2=141<14u <142
=2<14+up <3

= V2 < VIt u

=1<V2 < wpr

V3
V3 <2

<
<

L’hérédité est alors vérifiée.

o Conclusion.

La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire donc, d’apres le principe de récurrence, 1 < u, < 2

pour tout entier naturel n.



Corrigé de I'exercice 1.11 page 16

On souhaite démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, - < u,, < 1.

DN | =

o Initialisation.
1

Uo = 5 donc 3 < ug < 1. La propriété est donc vraie pour n = 0.

o Hérédité.

1
Supposons que pour un entier k fixé, 5 Sup < 1.
Alors,on a :
1 1
5 Sur<1=1+o<l+u <141
3
= 5 <14+up <2
9 1 1 o 2
2 14w, 3
1 2
= 5 < Up41 < 3 <1

L’hérédité est alors vérifiée.
« Conclusion.

La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire donc, d’apres le principe de récurrence,
pour tout entier naturel n.

Corrigé de I'exercice 1.12 page 16

_3n+2 n(3+2) 3+2
n—4n_1—n(47%)—4_l,p0urn>0.

n

1
Or, d’aprés le cours, lim — = 0 donc, par somme, produit et quotient de limites,
n—+oco n

lim a, = -
n—-+4oo

2 _ 2(1 -3 4 1 34 1
bn:n 3n+1 n?(1-2+25) n(1 +22)

n n?2
= = our n > 0.
n+7 n(l1+1) 1+ 2 o 2
Or, pour k € N*, lim —- =0 donc, par somme produit et quotient de limites :
n—+oo n
x 1
Bm b, = lim -2 = 4o
n—-+oo n—-+oo ]_
3n—-7 n(3-1I) 3-1

Cn= , pour 1 > 0.

— n
P+l w2 (1+3z)  n(l+5)

1
lim —- =0 donc, par somme, produit et quotient de limites,
n——+oo N

Or, pour k € N*¥,

lim ¢,= lim —=0
n—-+o0o n—+oo n




Corrigé de I'exercice 1.13 page 16

Pour cette question, on aura besoin de voir que n? =n x n =n x \/n x \/n.
2
.. .. n
Ainsi, — = n+/n.
Vn

n?4+3n-2 n?(1+2-2) n/n(l+2-32)

Uy, = = = g pour n >0
1 1
Or, pour k e N*, lim — =0et lim —— = 0 donc, par somme, produit et quotient de limites,

n—-+oo nk n——+oo \/ﬁ

lim u, = lim (nyn)=+o0

n—+o00 n——+o0o

dnt1 _ [n(d4+3) _ [4+3
2 n +2 1_‘_g,pourn>0.
1

= 0 donc, par somme, produit et quotient de limites,

Or, pour k£ € N*, lim

n—>+oo ’n,k

4
lim v, =+4/- =2
n—-+oo 1

wisn-a_n(Ee1-3) vi(gei-d

wn: = = i , pour n > 0.
1 1
Or, pour k € N*, lim — =0et lim —= =0 donc, par somme, produit et quotient de limites,
n—)-‘roo n n—-+oo \/ﬁ
lim w, = lim —\/ﬁ = 400
n——+oo n——+o0o ]_

Corrigé de I'exercice 1.14 page 16

Pour tout entier naturel n # 0, on a :
—1 < cos(n) < 1.

Ainsi,

n—1<n+cos(n)<n+1

n—1 < n + cos(n) < n+1

n? n? n?
De plus,
-1 1—1 1-1
lim n = lim r ( ") = lim L) =0
n—-+oo n2 n——+oo n2 n——+oo n

De méme,

lim ("t1>:0.
n—+oo n

Les limites des bornes étant finies et communes, d’apres le théoreme des gendarmes,

lim wu, =0
n—-+oo




Corrigé de I'exercice 1.15 page 17
m Pour tout entier naturel k,

k k+1 1 (A1) 11 1

G+D - G+ G+ BxE+1 (k+1)! kK (k+ 1)

n

~  k 1 1
B s =3 =X (6 )
1

k=1
(2-2)+(a-a) (G- 5o)

()
RO S

(n—|- Hr

1
lim (n+ 1)! = +o0 donc i D) 0.

n—-+oo

Ainsi, | lim S, =1|

n—-+oo

Corrigé de I'exercice 1.16 page 17

2 .
W Calculons lim TSR
n——+o00 n+1

Pour tout entier naturel n,

—1<sin(n) <1 <= n? —1<n? +sin(n) <n?+1

n?—1 _n?+sin(n) _ n?+1

< < 1>0.
n+1 n+1 n+1 car m+
w1 _n(n-1)
T =
nAT (i)
1
De plus, hm — =0 donc :
—+oon
. 1
lim (n—):—i—oo J
n—4oo n . n< — .
= = 400 (par quotient).

1 oo 1+ 1

n—+o0o N
lim (1—1—)—1
n—-+oo n

n?—1 < n? + sin(n)
n+1l = n+l
——

——+0o0

On a:

donc, d’apres le théoréme de comparaison,

lim n? + sin(n) — 1o
n——+oo n+1

D =
Calculons nll)rfoo EEETa

Pour tout entier naturel n,

“1<(-1)"<1 &= (-1)-n* < (-1)"-n3<1-n?




Or,

1-nd _ s (k—n) _&-n
1+n?  #¥(L+1) H+1
De plus,
(@)
lim (5 —-—n)]=-0 1
n—+oo \ N - — N
. = lierrl = 1o —oo (par quotient).
n—+oo —
lim (2 + 1) = :
n—-+oo n
On a :
(—1)" —nd o 1—n?
1+n2  14n2
——00
donc, d’apres le théoréme de comparaison,
1" — 3
lim ( ) - —00
n—+oo 14 n?

Quand on a un encadrement de la forme v, < u, < w, et que l'on souhaite déterminer la limite de wu,, il

suffit de prendre une partie de cet encadrement quand lim v, et/ou lim w, est infinie, car le théoréme
n—-+oo n—-+oo

des gendarmes ne fonctionne pas avec une limite infinie.

Corrigé de I'exercice 1.17 page 17
sin(n)

n + sin(n) _%(14' n )

n + cos(n) _%(1+ M)

Or, pour tout entier naturel n,

H.-

~1<sin(n) <1 donc —+ g o2 1
—1<cos(n) <1 donc —+ < COSTE") <i
donc, d’apres le théoreme des gendarmes,
sin(n cos(n
lim (n) = lim (n) =0
n—-+o00 n n—-+o00 n

et donc :

1
lim uw,=-=1
n——+4oo 1

X

1< 1 1

2 = = in? = —(1 i in? i in" = -

. u - pE:O sin®(a) - (1 + sin(a) + sin*(a) + - - - + sin”(a)) -
En effet, nous pouvons voir la somme :

1+ sin(a) + sin®(a) + - - - + sin"(a)

comme étant la somme :
1_qn+1
1+q+q2+-~+q"= Tq

avec ¢ = sin(a) (a # % mod 27 donc sin(a) # 1).



De plus,

constante

Or,
. 2
lim —x ——=0
n—toomn 1 —sin(a)
—_———
constante

donc d’apres le théoreme des gendarmes,

lim wu, =0
n—-+oo

Corrigé de I'exercice 1.18 page 17

Ona:upyr — Uy =Uy +2n+ 3 — uy
=2n+3>0
Ainsi, la suite (u,) est croissante.

‘2‘ a. Posons P(n) la propriété : u, > n?.

o Initialisation.
ug =1 > 0 donc P(0) est vraie.

o Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel k positif, P(k) est vraie (H.R.). Montrons alors que P(k + 1)
lest aussi, c’est-a-dire que up1 > (k + 1)2.

Uk4+1 = Uk + 2k + 3
>k +2k+3 (HR.)
>k24+2k+1+2
> (k+1)2+2
> (k+1)2

L’hérédité est alors vérifiée.

e Conclusion.
Quel que soit lentier naturel k, P(k) = P(k + 1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

b. D’apres le théoreme de comparaison des suites et d’apres la question précédente, on a :

lim w, > lm n?
n—-+oo n——+oo

Or, lim n? = +oo; donc
n—-4o0o

lim w, = +oo
n—-+oo




Calculons les premiers termes de la suite (uy,) :

ug =1

U =ug+2x0+3=4
U =u1 +2x14+3=9
ug=us+2x2+3=16
us=uz+2x3+3=25

On peut alors conjecturer que u, = (n + 1)2. Montrons cela par récurrence.
o Initialisation.
Faite précédemment.
o Hérédité.
On suppose que pour un entier naturel k, ux = (k+ 1) (qui constitue la propriété P(k)). Montrons que
Uk+1 = (k + 2)2
Upt1 = Uk + 2k + 3
=(k+1)2+2+3
=k +4k+4
= (k+2)?

L’hérédité est alors vérifiée.

« Conclusion.

P(0) est vraie et P est héréditaire donc, d’aprés le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie
pour tout entier naturel n.

Corrigé de I'exercice 1.19 page 18

Le fait que up+1 = 2+ u, nous dit que u,11 = f(uy), avec f(z) = V2 + 2. Il faut donc tracer la courbe
représentative de la fonction f (en rouge ci-dessous) ainsi que la droite d’équation y = z (en orange ci-dessous)
pour transformer les images (en ordonnées) en abscisses.

AN
2 “ : i
‘\ I I
‘\ I I
'l ' |
1+ :t : |
. | |
B : | 4o |
r T u3I T T T T T T T T T T T T ]
1 ORI KR0S B W7 O W TERE K At ) RN |1 R 1R | | R |
i |

On peut alors conjecturer que la limite de cette suite est 1’abscisse du point d’intersection de la courbe avec la
droite, soit la solution de I’équation :

r=V2+z < 22 =24z
— z2-2-2=0 , A=9
= x=2.

A Attention 3

Ce n’est qu’'une conjecture... On pourra le démontrer a l’aide du théoréme du point fixe (voir chapitre sur la
continuité).




Corrigé de I'exercice 1.20 page 18

Ona:

1
!
= ——= >0.
Donc f est strictement croissante sur [0;2].

On en déduit alors :
1<z <2= f(1) < flz) < f(2)

Or,f(l):g>1etf(2)=§<2.

Ainsi,

pemm:ﬂ@euﬂ\

Soit P(n) la propriété : 1 < u, < upy1 < 2.
Démontrons qu’elle est vraie pour tout entier naturel n par récurrence.
o Initialisation.
2x1+4+1

uozletu1:ﬁ:1,5don01<un<u1<2.

o Hérédité.
Supposons que P(k) soit vraie, out k est un entier naturel. Montrons alors que P(k 4 1) 'est aussi.
D’apres la question précédente, on a :

I<up <uppr <2 = f(1) < f(ur) < flurgr) < f(2

)
— 1<1,5<uk+1<uk+2<§<2.

L’hérédité est alors vérifiée.
o Conclusion.
P(0) est vraie et P est héréditaire donc, d’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier
naturel n.
De la question précédente, on peut conclure que la suite (u,) est croissante et bornée, donc majorée. Or, toute
suite croissante et majorée converge.
Donc (uy,) est convergente.

Corrigé de I'exercice 1.21 page 18
n—2
Onavn:u . Alors :
Uy

+3
Upt+1 — 2 5213—2 un—|—6—2un—4>< Uy + 2
']_)n = = =
T w43 milig Uy + 2 Up + 6+ 3u, + 6

—tuy 42 1 un—2 1
=0 = == 7:—71)”_
4du, + 12 4 u,+3 4

. . . U Y uyg — 2 1 . 1
Ainsi, la suite (v,) est une suite géométrique de premier terme vy = 3 = 1 et de raison q = vk
Uuo
La suite (v,) converge vers « 0 » comme suite géométrique de raison strictement comprise entre —1 et 1.
Ainsi :
Up — 2
lim — =0= lim (u,—2)=0
n—+oo Uy, + 3 n—-+oo
=| lim w, =2
n—-+oo
(car 1 < u, <2,5done  lim (uy, + 3) # £o00)
n—-+oo
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Un4+1 — Un

1 1
Un—&-l*% un*%
1 1

4y, 2

dup—1 _ 2un
Ay, 4,

1 1

2u,—1
4y,

4u,, 1
20 — 1w, —
2u, 1

Uy —
2(un—3) _
un— 1

(SIS

La suite (v,,) est donc arithmétique de premier terme vy =

D’apres ce qui précede, lim v, = +oco car r >0 d’ou :
n—-4o0o

D’ou :
lim wu, ==
n——+oo
Corrigé de I'exercice 1.23 page 19
On trouve :
° Ul = —0,5 L]
o uy =0,75 .
o uz=23,375
e uy = 6,6875 °
o us = 10,34375 .

2

1

lim =

n—+00 1, —

ce qui signifie que :

2
= v et de raison r = 2.

ug = 14, 171875

wy = 18,0859375
us = 22, 04296875
ug = 26,021484375

On peut alors conjecturer que (u,) est strictement croissante & partir de n = 1.

. Up41

Uny1 —4(n+1)+10 On déduit alors que (v,,) est une suite géométrique
lun +2n—1—4n—4+10 de raison — et de premier terme vo = ug —4 x 0+
2 10 = 11.

—Uy — 2 Y

2u n+

1

3 (up, — 4n + 10)

1

Uy, .

2

1 11
b. Onaalors:vnzllx2—netdonc:un:vn+4n710:2—n+4n710.



k=0
n 1 n n
=11) - +4) k-10> 1
k=0 k=0 k=0
1— 54 1
-1 <2j) +ax ™D o041
1-1 2
1

=22 <1— 2n+1) +2(n —5)(n +1).
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Posons P(n) : 4 < uy < upt1 < 20.
Démontrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

o Initialisation.
U1=i“0+12=1+12=13-
On a alors : 4 < ug < up < 20.
Ainsi, P(0) est vraie.

o Hérédité.
Supposons que pour un entier k fixé, P(k) est vraie.
Montrons alors que P(k + 1) est aussi vraie.

P(k) vraie = 4 < ug, < upy1 < 20
1

U < = XU < -x20
k\4 k+1\4

1
uk+12<1uk+1+12<5+12

1
= - x4
4

=1+12<

RNy

> =

= 13 < upq1 Supqo <17
=4 <13 < ug41 < ugqo < 17<20
= P(k + 1) vraie.

e Conclusion.

P(0) est vraie et P(k) vraie = P(k + 1) vraie donc, d’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie
pour tout entier naturel n, a savoir que :

Vn €N, 4 < Uup < Upp1 < 20.

D’apres la question précédente, (u,,) est croissante et majorée (par 20) donc, d’apres le théoreme de convergence
des suites monotones, (u,) converge.

a. vg=1uy—16=4—16=—12.

b. Pour tout entier naturel n, v,41 = upy1 — 16

1
:Zun+12—16

1

1
_4 U

—(u, — 16

INENITN
~_

~

Ainsi, (v,) est une suite géométrique de raison ¢ = X

1



c. On déduit de la question précédente que :

1 n
Unzvoan:_lzx<4)

et que :

1 n
Up = Up +16 =16 — 12 X (4) .

n—-+o0o

d.0<%<1d0nc lim <> =0.

Ainsi, lim w, = 16.
n—-+o0o

Corrigé de I'exercice 1.25 page 19
Ap+1 = Up+1 + Unt1
=0, 6u, +0,3v, + 0, 4u,, + 0, Tv,
= Up + U,
= Qp.

Ainsi, (a,) est constante.

1 1
Or, ag = ug +vg = 3 + 3= 1 donc a,, = 1 pour tout entier naturel n.

b1 = 4Upi1 — 3Vt
= 4(0, 6uy, + 0, 3v,,) — 3(0,4u, + 0, Tv,,)
=2 4u, +1,2v, — 1,2u, — 2, 1v,

—1,2u, — 0,90,
=0, 3 (4du,, — 3vy,)
—0,3b,.

Ainsi, (b,) est une suite géométrique de raison ¢ = 0,3 et de premier terme :

bo = 4UO - 3’[)0
=4%x0,5—-3x%0,5
bo =0, 5.

D’apres la question précédente, on peut écrire :
VneN, b, ==(0,3)".

De plus, on a :

Ay —WUyy + Uy
b, = 4u,, — 3v,

!



lim (0,3)" =0 car 0 < 0,3 < 1.

n—+oo

Ainsi, liar_l (un) = =
n—-+0oo

Corrigé de I’exercice 1.26 page 20
Unt1 = Un (1 — up), ug = 0,4.

2
A, Uptl — Up = Uy — Uy, — Up

2
n

=—u
< 0 car un carré est toujours positif ou nul.
Ainsi, pour tout entier naturel n, u,1 < up ; la suite (u,) est donc décroissante.

b. « Initialisation.

ug = 0,4 donc 0 < ug < 1.

o Hérédité.
On suppose que pour un entier n donné, 0 < u,, < 1.
Unt+1 = Up (1l — uy,); de plus, par hypotheése de récurrence, 0 < u,, < 1 et donc :

0<l—u, <1

Par produit, 0 < u,(1 —u,) < 1. Donc 0 < upqq < 1.
L’hérédité est alors vérifiée : u, = upy1.
¢ Conclusion.

La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire donc, d’apres le principe de récurrence, elle
est vraie pour tout entier naturel n.

Par conséquent, pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 1.

c. La suite (u,)étant décroissante et minorée, done, d’apres le théoréme de convergence des suites mono-
tones, elle converge.

d. La limite de la suite est la solution de I’équation f(x) = x, soit ici :

z(l—z)=2 <= z(l—2)—2=0
— z-22-2=0
—= 22=0
— z=0.

Avec de telles hypotheses, la population de coccinelles tend alors a disparaitre.

Uns1 =1,8up(1 = uy), ug = 0, 3.
a. f(z) =1,82(1 —z) = 1,8(z — 22) donc f'(x) = 1,8(1 — 2z).
Donc f'(z) 20 < 1-22>0
— 122z
1

1 1
De plus, f (2) =1,8%x0,5x0,5=0,45 € [0;2} D’ou le tableau :

T 0 3 1
f'(x) + 0 -
; S




b. « Initialisation.
ug =0,3 et uy = f(0,3) =1,8 x 0,3 x0,7=0,378.
Donc 0 < ug < u1 <

o Hérédité.

DN | =

Supposons que pour un entier n donné, 0 < uy, < Up41 <

DN | =

Ogunéun—&-lg

N | =

1 1
<~ f(0) < fun) < flupy1) < f <2> car f est croissante sur {0;2]
1
= 0< Upy1 S Upya < 3 L’hérédité est alors vérifiée.

+« Conclusion.
La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire donc, d’aprées le principe de récurrence, la
" . . 1
propriété est vraie pour tout entier naturel n : 0 < u,, < Up41 < 3

1
c. De la question précédente, on déduit que (u,)est croissante (u,y1 > u,) et majorée (par —) donc elle
converge.

Sa limite « vérifie :

a=fla) <= a=18a(l—a) < 1=1,8(1—-«) car a # 0

1 1
— =l-a <= a=1-
1,8 1,8
4
= a= 9 ~ 0,444444
A, 4

Ainsi, ngrfoo Un = g-
On conclut de la question précédente qu’a long terme, la population de coccinelles se rapprochera de

444 444.
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a. Ty et Py étant équiprobables, p (T1) = p(P1) =0, 5.

D’apres 1’énoncé la probabilité de prendre le toboggan apreés avoir pris le plongeoir est égale a
ppl (TQ) =1 —078 = 0,2.

Toujours d’apres 1'énoncé pr, (T2) = 0, 3.
b. D’apres la formule des probabilités totales :
1
p(Ta) =p(ThiNT) +p(PANTy)=0,5%x0,34+0,5x0,2=0,15+0,1=0,25= 1
c. L’arbre est le suivant :



d. Toujours d’aprés la formule des probabilités totales :

tpt1 =P (Tnt1)
=p (T N Tnt1) +p (P N Tnt1)
=up X 0,34+ (1 —uy,) x0,2
=0,3u, +0,2 -0, 2u,
=0, 1lu, +0,2.

e. La calculatrice donne u; = 0,5; ug =0,25; ug = 0,225; uy = 0,225 ; us = 0, 2225.
Il semble que u,, ait pour limite 0,222.. ..

2
aA. Un41 = Up41 — §

2

=0,1u, +0,2 - =

U - 9

_ 1, .12

10" 5 9
_ 1 1
10" 5

1 2\ 1
“0\" " 9) " 10"

1
La suite (v,,) est donc géométrique de raison 0 ; son premier terme est :

1 n—1 1 n—1
b. On sait que v, = v1 <10> = <10) )

5

18
Commeun:vn+2,onaun:2+5<l)n 1.
9 9 18 \10

C O<1<1 li L n_l—Od li _2
c. Comme 0 L {15 =0, done W i = o
2
Or 9= 0,222... ce qui valide la conjecture faite a la question 1. e.
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Faisons un bel arbre de probabilités pour nous aider :

L
3
- -1
2 3
1/B1<l
3 2 ~Cp—1—C
A0<2 2 1 3

3
SN —1—Cy—1—Cy

1 2
a. a1 =P(A1)=0; b = 3 et ¢ = 3 d’apres ’énoncé.
a1+ b1 +c1 =1, ce qui est normal car la somme des probabilités d’événements formant une partition de
I'univers est toujours égale a 1.
b. A linstant n = 2, la puce peut se trouver en A ou C car & l'instant n = 1, elle se trouve en B ou C
uniquement.



On a alors les valeurs de as, by et co suivantes.

1 1 1
.a2:PB1(A2)XP(B1):§X§:6'
e by =0.

6*1X7+1X1 2+1,§
77372737376 6
c. Pour n = 3, la puce se trouve en B ou C.

'0,3—0.

1 1 1
'bg—*X*:—,

3 6 18
L 2 1 i1
7376 9 18

H a. On s’inspire de ce qui a été fait pour conjecturer que asi1 = 0. En effet, pour les rangs impairs, la puce
ne peut pas étre en A car pour les rangs pairs, elle se trouve en A ou C.

1
b. bart1 = Pay, (Baky1) x P (Ag) = 3 02k-

1
azky2 = Py ) (Aoki2) X P (Baxy1) = §b2k+1~

1 1 1
c. De la question précédente, on déduit : aggi2 = 3 X gagk = gagk.
' 1 1 1 B
Donc : ag, = 5%2(k—1) = gz02(k-2) = pzla(k-3) =

1 1

= 6*ka2(k7k) = 67a0

JR— 1 JR—

Ao = o car ag = 1.

B 0. <107%= a5 <1076

1 —6
1 —6
:>1n67<1n10

= klné < —61In10

—61In10
—In6
=k>8=n>2x8=16.
Le plus petit entier N tel que ay < 1075 est donc N = 16.

=k>

1
B iim ay= lim — =0
k—+oco k—+oco 6k

Donc (a,) converge vers 0.
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La fonction Python complétée est la suivante :

Code Python 1-7

1 def heron(a,u,n):

2 if u <=0:

3 return "Le premier terme doit étre strictement positif."
4 elif a <= 0O:

5 return "La valeur de ’a’ doit étre strictement positive."
6 else:

7 L=1[nu]

8 k=0

9 while k < n:

10 u=0.5x*(u+a/u

11 L.append (u)

12 k=k+1

13 return L

On peut constater :
o d’une part que la suite (u(4),) semble étre décroissante ;

o d’autre part, que la suite (u(4),) semble converger vers 2.
1 a 22 —a
B On a: f'(x :7(1——):7.
(@) 2 x? 212
22 — @ est un polynoéme du second degré dont les racines sont v/a et —+/a, d’ot le tableau page suivante.

x 0 Va +00
f'(z) - 0 +
f T

D’apres les variations de f, si z € [0;+/a] alors f(z) > v/a.
Or, u1 = f(up) donc si u0 € ]0;+/a| alors u; > /a.
De plus, si ug > v/a, d’apreés les variations de f, f(ug) > /a.
Ainsi, quelle que soit la valeur de ug > 0, u; > +/a.

Montrer que pour tout réel = > /a, f(x) < =.
Considérons alors la fonction g(z) = f(x) —x :

Sa dérivée est alors : 1
/ a )
2)==(-=—1
g(@) =3 (
donc ¢'(z) < 0 sur [\/a;+oo[, ce qui signifie que g est strictement décroissante sur [v/a ; +oo.
De plus, g(v/a) = 0 donc g(z) < 0 sur [y/a;+oo[. On a alors f(z) —z <0, soit f(x) < z.
Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, v/a < tpp1 < Up.
o Initialisation.

uy > v/a et ug = f(ur) < uy d’apreés la question précédente.

On a donc bien v/a < us < uy.

L’initialisation est alors réalisée.



o Hérédité.
Supposons que pour un entier k > 1, v/a < ugy1 < ug.
D’aprés la question 3., f est strictement croissante sur ]y/a ; +oo[ donc :

f(Va) < flugs1) < f(ur)

soit :
Va < ugyo < Upgr
L’hérédité est alors vérifiée.
e Conclusion.

La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire donc, d’apres le principe de récurrence, elle est
vraie pour tout entier naturel n > 1, donc v/a < upt1 < Up.

v@ La suite (u,) est, d’apres la question précédente, décroissante et minorée. Donc d’apres le théoreme de conver-
) b
gence des suites monotones, elle converge.

On admet que ¢ = f(¢), soit f(¢) — ¢ = 0. Donc :

9() =0 = %—Ez()

— a—0=0
— (= —\/aoul=+a.

Or, £ > 0 car u, > 0. Donc £ = \/a.
Ainsi, la limite de (u,) est égale \/a.
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a. up=uyg+v=1+1=2.
U1:2’LLQ+’UO:2X1+].:3.
b. Pour tout entier natureln,

Unt1l = Un = 2Up + VUp — Up
= 2,

> 0 par hypotheses de départ.

Ainsi, v,41 > v, pour tout entier n; la suite (v,,) est donc strictement croissante.

Or, vg = 1 donc pour tout entier naturel n, v, > 1.
c. o Initialisation.
up =1 > 0+ 1. L’inégalité est donc vraie pour n = 0.
o Hérédité.
Supposons que pour un entier k fixé, ur > k+ 1 (HR).

Ug+1 = Uk + Uk
> (k+1)+ 1 par (HR) et car v, > 1.

L’hérédité est alors démontrée.

« Conclusion.
La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire donc, d’apres le principe de récurrence, elle
est vraie pour tout entier naturel n, donc u,, > n + 1.

m U, = +00.

d. u, 2n+1let lim n+4 1= 400 donc, par comparaison, li
n——+oo n—-+oo



a. On sait que pour tout entier naturel n,

donc, en divisant par u2 > 0 :

b. lim w, = +oo donc lim w2 = +oo. Ainsi,
n——+oo n—-+4oo

1 1
lim lim =0.
n——+o0o U,% n——+oo ’u,2

D’apres le théoréme des gendarmes (théoréme d’encadrement), on en déduit :

(_1 n+1
lim —%—=0
n—-+oo ’U%

c. D’apres la question précédente, par somme,

lim r2=240

n—-+oo

donc :

et d’autre part,

Donc :

2471,

Tn+1 = ﬁ
n

e. La valeur de n renvoyée par le programme correspond a la premiere valeur de n pour laquelle :
|r—v2] <1074

Cela signifie que 75 est une valeur approchée de /2 & 10~ pres.
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W, = S Pour tout entier naturel n,
2 4 cos(n)
—1<cos(n) <1 <= 2—-1<2+cos(n)<2+1

<~ 1<2+cos(n) <3
1
<

1
S —— <
3 24cos(n)
= o< " <n (n>=0)
- <———<n (n .
3~ 2+cos(n) -
Ainsi, v, > %
Or, lim (E) = +o00 donc, d’apres le théoréeme de minoration, lim (v,) = +oc.
n—-+oo 3 n—-+o0o

L’affirmation est donc vraie.

De plus,
5 . 5\"
° 3 > 1 donc ngrfoo <3) +00;
1 1 1\" 1\"
. 0<5<1et0<3<1d0ncn£rfoo<5> _ngrfoo<3) =0.
Ainsi, par somme, produit et quotient des limites, lirf (up) = +o0.
n—-+0oo

L’affirmation est donc fausse.

4 4

n n+1
Or, 0 < Z < 1donc lim (3> = lim (i) =0.

n—+oo \ 4

Ainsi, ngrfm(un) =4x(1-0)=4.

un1+i+(i>2+...+<3)nl<iz4l1<3)n+11-
4

L’affirmation est donc fausse.

Dans le programme donné, la premiére valeur de i est 0 (car cette variable varie de 0 & k — 1).
Ainsi, lors du premier passage dans la boucle, S devient S + (3/4)° =0+ 1 = 1; c’est le terme wug.
Lors du deuxiéme passage dans la boucle, S devient S + (3/4)! =1+ 3/4 = uy.

Mais la derniére valeur de i étant k — 1, la variable S contiendra 1+ (3/4) + -+ - + (3/4)* ! = up_;.
Donc l'instruction suite(50) renvoie uyg.

L’affirmation est donc fausse.



1

Considérons la suite (uy,) définie par u, =1 +

n+1
Elle est bien minorée par 0 car w, > 1, donc u,, > 0.
1 1 (n+1)—(n+2) -1

= — = = < 0 donc (u,,) est décroissante.
n+2 n+l (n+1)(n+2) (n+1)(n+ 2) (n)

De plus, upy1 — Un

Cependant, lim <

e ) = 0 donc, par somme des limites, lim (u,) =1, ce qui contredit 'affirmation.
n—-—+00

n—-+oo

n+1

L’affirmation est donc fausse.

Corrigé de I'exercice 1.32 page 25

3n
n _1 .
—9" 4 37 9< +9n>

7n = n

() (=)

. 9>1donc lim (2) =+00;

7 n—-+oo

1 n
. O<§<1d0nc lim <) =0.

n—-+o0o
—gn 4 3n
Ainsi, par somme et produit de limites, lim () = —Q.
n—-+oo T
9" + 3"

Or, u,, < ————— donc, d’apreés le théoréme de majoration, lim (u,)= —oc.
7n n—-+oo

L’affirmation est donc vraie.

La variable i prend ses valeurs entre 0 et 3 inclus. Donc 'instruction U = U+i donnera :
o Avant d’entrer dans la boucle, U = 1;
e Pourt=0,U=U+i=14+0=1,;
e Pouri=1,U=U+t=1+1=2;
e Pouri=2,U=2+i=2+2=4;
e Pouri=3,U=44+i=4+3=".

L’affirmation est donc vraie.

n? (3424 7
3n2+4n+77 n  n?

-
6n2 + 1 n2(6+12>
n

4 7
3+ -+ —
___n__n?
= T
oF 2
4 7
1 3+-+—5) 3 1
Or, pour tout entier naturel £ >0, lim | —- ] =0 donc lim — L | ====.
n—-+4oo nk n——+oo 6 1 6 2
T2
n
1 3n? 4+ 4 7
De plus, 3 < Up < % donc, d’apres le théoreme des gendarmes, ngrfoo(un) =3

L’affirmation est donc vraie.



1 1
a. Posonsu, = —1— —, v, = (-1)" et w, =1+ —.
n

n
Alors,

o pour tout entier naturel n, u, < v, < wy,

* lltm) =1,

» dm (o) =1.

Cependant, (v,) n’a pas de limite.

L’affirmation est donc fausse.

b. (uy,) est croissante donc, pour tout entier naturel n, ug < up,.
(wy,) est décroissante donc, pour tout entier naturel n, w, < wp.
On a alors :

L’affirmation est donc vraie.

3n—4 _ S, 3n+4
B-4<S, <3n+4 = = i, Jeiida
n

<

N

4 4
<— 3——<u, <3+ —.
n n

4
Or, lim — =0 donc u,, est encadré par deux termes de limite égale a 3.
n—4+oco n

Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes, (u,,) converge vers 3.

L’affirmation est donc vraie.

Corrigé de I'exercice 1.33 page 26

Le calcul des 2 ou 3 premiers termes de la suite laisse a penser que I’affirmation est vraie. On peut alors tenter
de démontrer cela par récurrence.

o Initialisation.

Pour n =1, nTH = 2 = uy donc 'égalité est vraie.
o Hérédité.
. . E+1
Supposons que pour un entier k > 1 fixé, v, = %
Alors, d’apres la relation de récurrence de (v,,),
Vg+1 = 2 — %
B k
T
_2(k+1)—k
 k+1
_k+2
T k41
_(k+1)+1
(k+1)

L’hérédité est alors vérifiée.
o Conclusion.

L’égalité est vraie pour tout entier naturel n, et donc affirmation est vraie.



Le programme renvoie la premiere valeur de n pour laquelle le terme u,, la suite définie par :

Uug = 7
Up41 = 1,00u, + 3

est supérieur ou égal a 100.
On peut utiliser le tableur de la calculatrice pour calculer les premiers termes de cette suite et regarder le
premier indice pour lequel u,, > 100. Ce tableau de valeurs donne :

10.350000000000001
13.867500000000001
17.560875000000003
21.438918750000003
25.510864687500003
29.786407921875004
34.275728317968756
38.989514733867196
43.938990470560555
49.13593999408858
54.59273699379301
12 | 60.322373843482666
13 | 66.3384925356568
14 | 72.65541716243965
15 | 79.28818802056163
16 | 86.25259742158971
17 | 93.5652272926692
18 | 101.24348865730268

O 00| | O U | W N —

—_
=)

—_
—_

On voit alors que le premier terme tel que u,, > 100 est ug.
L’affirmation est donc vraie.

Posons (P,) : 0 < upt1 < Up,.
Montrons qu’elle est vraie pour n € N par récurrence.

o Initialisation.

1 16
uozloetu1:§x10+2=§%5,33.
Alors, 0 < uy < ug. (Py) est alors vraie.

o Hérédité.
Supposons que pour un entier k > 0 fixé, 0 < ugyq < ug. Alors,
1

1
g'LLk car g >0

1
$0<§Uk+1+2<§we+2

= 0 < Up42 < Ugy1-

=
N

0 < g1 Sup = 0 < Supy1

— W

L’hérédité est alors vérifiée.

o Conclusion.
(Po) est vraie et la propriété est héréditaire donc, d’apres le principe de récurrence, (P,) est vraie pour
tout entier naturel n.

L’affirmation est donc vraie.



Corrigé de I'exercice 1.34 page 26

Partie A : conjecture

Le tableau complété est le suivant :

nJol1]2]3]4] 5
ol L1315
i 21284/ 32

En dressant un tableau de valeurs de la suite (u,,), on constate qu’elle semble décroissante et que ses termes
semblent se rapprocher de 0.

Partie B : étude d’une suite auxiliaire

2 2

1 1 1 1
w0:u1—§u027—7X0:§.
Pour tout entier naturel n, on a :

1
Wnt1 = U141~ 5Um+1) (définition de w au rang n + 1)
1

= Up+4+2 — §Un+1

1 1
= (un+1 =7 ) ~ GUn+l (relation de récurrence de (uy,)).

1 1

= gum T

1 1
N 3 Un+1 — iun

1
= 5Wn (définition de w au rang n).

Un
Un

1
Ainsi, Vn €N,  wpy1 = —wy,.
2
SR . 1 . 1
Cela prouve que (wy,) est une suite géométrique de raison g = 3 et de premier terme wgy = 3

La suite (w,,) est géométrique, donc d’apres le cours :

VneN, w,=wyXq

Soit n un entier naturel. D’apres 1’énoncé,

1 1 n+1 1

Wy, = Upt1 — —Up < | = = Upt1 — —Up
+1 2 2 +1 9
1 n+1 1

< Up41 = 5 + §un



Pour tout n entier naturel, posons :

0
o Initialisation : ug =0 et 0 x () =0x1=0.

P, est donc vraie.
o« Hérédité : pour un entier naturel k£ donné, on suppose que la propriété Pj est vraie, c’est-a-dire :

\F
uy =k (2> . Alors,

k+1
1 1
Upt1 = <2> + Uk (relation de récurrence de la question B. 4)
k41 k
1 1 1 3 4
=15 + 3 X k 5 (par hypothese de récurrence)
k41 k41
1 1
— — kj —
(z) ++(3)
1 k+1
— (= 14k
(3) x0+#

1 k+1
up1 = (K +1) (2> .

Ainsi, I’hérédité est vérifiée.
o Conclusion : P, est vraie, et, pour un entier naturel k fixé, Pyvraie = Pjy1 vraie. Ainsi, d’apres le

principe de récurrence,
1 n
VneN, unzn(Q) .

Partie C : étude de la suite (u,)

Pour tout entier n > 1,

2 2

crn (3 (3 e

_ (;)n“ x ((n+1) - 2n)
_ @)"H (=),

1 n+1
. (2) est positif strictement ;

o (1-=n)<0carn>1.
Ainsi, u,+1 — u, < 0 pour tout entier naturel n > 1. On en déduit alors que la suite (u,,) est décroissante a
partir du rang n = 1.

1 n+1 1 n
Upt1 — Up = (R + 1) (> —-n (> (question B. 5.)

Or,

L’expression de u, permet de dire que la suite (u,) est minorée par 0, car pour tout entier naturel n,

1 n
De plus, la suite est décroissante a partir du rang n = 1 d’apres la question précédente.

La suite est donc décroissante (& partir du rang n = 1) et minorée par 0. Ainsi, d’aprés le théoréme de
convergence des suites monotones, (u,) converge.



1
On admet ici que la limite ¢ de la suite (uy) est solution de I’équation : £ = ¢ — —¢

Résolvons cette équation :

Ainsi, la suite (u,) converge vers 0.

e

1 3
é_f—zé — 6_16
— £—§£—0
1=
1
@»167

1
<~ (=0 carZ;«éO.
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M Limite aux infinis

b Définition

La limite d’une fonction f en —oo (resp. +00) est la valeur (si elle existe) vers laquelle se rapproche f(x) quand x
tend vers —oo (resp. +00). On la note lim f(z) (resp. lirf f(x)).
r——00 r—r+00

Cette limite, quand elle existe, peut étre un nombre réel ou un infini.

1
lim —) = 0 car plus x se rapproche de —oo, plus — se rapproche de 0.
98

lir4r_1 (x2) = +o00 car plus x devient grand, plus son carré aussi.
T—>+00

P Asymptote horizontale

Propriété 10 (asymptote horizontale)

Soit @ un réel. Si lim f(z) = a (resp. lim f(z) = a) alors la courbe représentative C de f se rapproche de la
T——00 r—+00

droite d’équation y = a en —oo (resp. +00).
Dans ce cas, on dit que la droite d’équation y = a est une asymptote horizontale de C.

A

Ici, D est une asymptote horizontale de C en —oo et en +oo.




b Limite aux infinis d’une fraction rationnelle

Propriété 11 (fractions rationnelles)

La limite aux infinis d’une fraction rationnelle est égale a la limite du rapport des termes de plus haut degré.

Exemple 15

. 322 + 5z + 2 . 3z ] 3 3
llm B s e hm by hm = = —.
=40 8x2 +1 z+oo \ 812 z—+oo \ 8 8

20 1 2
g e (M) lim <5i> = lim (=5z) = —oo.
—z+2

T—+00 T—r+00 =35 T—+00

b Limites et croissances comparées de I’exponentielle

Propriété 12 (croissances comparées de I'exponentielle)

T—>—00 T——+00

Croissances comparées :




ﬂLimite en un nombre fini

b Définition

Soit @ un réel fini. La limite d’une fonction f en a est la valeur vers laquelle f(x) se rapproche quand x se rapproche
de a. On la note lim f(z).
r—a

Il se peut que, lorsque x se rapproche de a tout en lui étant inférieur, la limite soit différente du cas ou x se rapproche
de a en lui étant supérieur. On écrit alors :

lim f(z) # lim f(2).

z<a r>a

. 1 . 1

Iim (- ) =-occet lim [ — )] = +c0.
z—0 \ z—0 \ &

<0 x>0

b Asymptote verticale

Propriété 13 (asymptote verticale)

Soit @ un réel. Si li_r>n f(z) = 400 (resp. —oo) alors la courbe représentative C de f se rapproche de la droite
x a

d’équation x = a.

Dans ce cas, on dit que la droite d’équation x = a est une asymptote verticale de C.

. A
D :z=a

~— ¢

5 > Ici, D est une asymptote verticale de C en a.
Propriété 14
. 1 . 1 :
e lim | —= | = +o0. e lim ( — | = 400, n € N*".
x—0 VKE z—0 x2n
>0 <0
(1 . : 1
e lim | — ) =400, n € N*. o lim ( ———— ) =—-00, n€N.
z—0 \ " z—0 \ g2ntl
>0 z<0




ﬂOpération sur les limites

b Propriété générale

Propriété 15

Soient f et g deux fonctions telles que :

lim f(z)=¢ et

z— A

ou A peut désigner un nombre réel ou un infini. Alors,
« VAER", lim [Af(z)] = Ax L
z—A

o Sil # —oo0, lim (f(z)+g(x) =0+

. Sil£0,
< (@) _ ¢!
— Si/¢ =0, lim <M>::I:oo.
T—A g(l‘)

lim g(z) = ¢

z— A

T—+00 T——400 r—+00 T sl
S [f(z) +g(@)] =2+ (=3) = —1 Jm [f(2) +9(2)] = « =24 (+00) » = Fo0.
m [f(z) x g(z)] =2 x (-3) =—6 m [f(z) x g(x)] = « —2x (4+00) » = —00
lim M :2:—g lim L:z:) = —»=0.
sotoo \ g(z -3 3 z—+o0 \ g(z +00
b Formes indéterminées
Propriété 16
Soient f et g deux fonctions telles que :
li = li =/
lim f(z)=¢ et limg(z)=¢
ou A peut désigner un nombre réel ou un infini. Alors,
e Sil=+o0et ! =—o0 alors lin}4 [f(z) 4+ g(x)] est une forme indéterminée du type « co — oo » : on ne peut
z—>
pas la calculer directement.
s r_ . f(@) .y ., 00
o Sil=+o00et {'==4occ alors lim | ——= | est une forme indéterminée du type « — ».
e—A \ g(x) 00

f(z)

z—A

g(z)

e Sil=0etl =+co alors lin}4 [f(z) x g(z)] est une forme indéterminée du type « 0 x 0o ».
T—>

0
e Sil =/ =0 alors lim (—) est une forme indéterminée du type « 0 ».




AComposition et comparaison

b Composition de deux fonctions

Propriété 17 (composition)

Soient u et v deux fonctions. On définit la fonction f par f(z) = u[v(z)]. Alors,

lim f(z) = lim w(X) , ouy= lim v(z),

rT—a X—)y rT—a

« pouvant représenter un nombre fini ou un infini.

On peut aussi noter :

f(z) = ufv(z)] = (wov)(z)

(lire « w rond v »). On dit que f est une fonction composée.

Exemple 18

Soit f(x) = Va2 + 1.

lim (x2 + 1) =400

= lim T) = +00.
lim VX =4 T——00
X —+oo

D Théoréme de comparaison

Théoreme 4 (théoreme de comparaison)

Soient f et g deux fonctions.

o Théoréme de minoration :

JAEeR, V> A, g(x) > f(z)
. = lim g(z) = +oo.
EIJIFI f(z) =40 z—+o0

e Théoréme de majoration :

wgrlloof(:v) = —00 z—-Foo

Exemple 19

+ Soit g une fonction telle que, pour tout réel x, g(x) > = + 1.

lim (2 + 1) = 400 donc, d’apres le théoréme de minoration, lim g(x) = +oo.
T— 400 T—+00

+ Soit g une fonction telle que, pour tout réel z, g(z) < —y/x

lim (—+/x) = —oo donc, d’apres le théoréme de majoration, lim g(z) = —oo.
T—r 400 T—r+00



Le théoreme de comparaison est aussi valable lorsque = tend vers —oo :

JAEeR, Ve < A, g(x) > f(x) I

JAeR, Ve < A, g(x) < f(x) i
i fr e oo = i o) ==

b Théoréme d’encadrement (des gendarmes)

Théoréeme 5 (théoréme d’encadrement)

On considere trois fonctions u, v et f et un réel £.

{EIA eER, Va > A, u(z) < f(z) < v(z)

— lim_f(2) ="

Exemple 20

Soit f une fonction telle que, pour tout réel x,

— < <

lim i = lim (-2 )= 0 donc, d’apres le théoréme des gendarmes,
o400 \ 22 + 1 =400 \ 22 + 1

lim f(z)=0.

r—r+o0



Exercices types

Exercice type 5 » limite d’une fraction rationnelle en +oc0

Soit f la fonction définie sur R par :
) = 322+ 52 —1
T dx24z4+17

Déterminer sa limite en oo et interpréter graphiquement ce résultat.
D’apres la propriété de la limite aux infinis des fractions rationnelles,
i 322 + 5z — 1 ) 322 3
im [—— )= lim (-—)=-.
z—+too \ dx2 +2x+1 z—+oo \ 42 4

3
On en déduit que Cy, la courbe représentative de f, admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 au voisinage
de +o0.

Exercice type 6 » limite d’'une fonction avec racine carrée

Calculer lim (I s ﬁ) .

z—+oo \ 2+ 1

T+ T

Posons f(z) = 2l

A Attention 4

f(x) n’est pas une fraction rationnelle car elle comporte une racine carrée.

« On constate une forme indéterminée.

lim (z++/x) = +oo (par somme des limites)
z—+00 . . , oz 00
] 5 = lim [ f (ac)] est une forme indéterminée du type « — ».
lim (x + 1) =+o0 z—r+00 o0
T—+00

¢ On leve I'indétermination en factorisant par le terme dominant au numérateur et au dénominateur.

FE) v VI fEx1

f(x)=$¢(1+$_12)=x(1+#) (ne pas oublier que " _ﬁxﬁ

1 1
Or, lim (— )= lim [ — | =0. Donc, par somme, produit et quotient des limites,
N 2

T—r+00 T—r+00

lim [f(z)] = lim (1)=0.

xr——+00 r——+o0o \ &




Exercice type 7 » limite d’une fraction rationnelle en un point

Soit f la fonction définie pour tout réel x # 1 par :

322 — 5z +1
o)==
Calculer lim1 [ f (m)], et interpréter graphiquement ce résultat.

z—
r>1

o lim(3z2 =52 +1)=3x12-5x14+1=3-5+1=—1.
x—1

. liml(x —1) =07 (en effet, si > 1 alors z — 1 > 0).
z—
z>1

Ainsi, par quotient,

lim [£(2)] = —cc.
r>1

En effet, en termes de limites, « = —oo » (on utilise la régle des signes « — par + donne — » et on sait qu'une

0+
constante sur une expression qui tend vers 0 donne un infini).

Graphiquement, cela signifie que la courbe représentative de f admet une asymptote (verticale) d’équation = = 1.

Exercice type 8 » limite d’'une composée de fonctions

==l
Calculer lim (e\/ﬂl).
x——+00

—z—1

V+1

_x—lz x(—l—%) :ﬁx x(— —%):\/E(—l—%)'
Vel m(ie ) A1+ %) I+ 7

¢ On calcule avant tout la limite de

1 1
lim (—) = 0 donc, par produit des limites, lim {\/5 (—1 — —)] = —o0.
rz—+oo \ & T—>+00 xT
De pl lim ! =0d me des limit li 14 ! =1
e plus, lim NI onc, par somme des limites, lim =)=t

Ainsi, par quotient des limites,

lim —e—1 = —0
z—+o0 \/E—i-l n '

e On calcule maintenant la limite de la composée.

—x—1
lim = —00 e
Troo <\/E+1> = lim (ex/ﬂi) =0.
lim (eX) =0 P
X——o0




Exercice type 9 » théoreme des gendarmes

Calculer lim <L1n(x)) .

z—+o00 2

£ Methode 1

Dés qu’il y a un sinus ou un cosinus dans une expression ou il est demandé de déterminer une limite a un
infini, il faut toujours partir de 'encadrement « —1 < sin(z) < 1 », et on construit petit & petit ’expression
demandée.

L’objectif est d’encadrer 'expression par deux expressions dont on peut facilement trouver la limite.
On nous demande ici la limite en +o00, donc on va prendre x > 0 :

Ve>0,—-1<sin(z) <1 <= z—1<z+sin(z) <z +1

z+1
x2

x—1 < x + sin(x)

<

22 2

Or, d’apres la propriété sur la limite aux infinis des fractions rationnelles,

lim z—1 = lim (£>: lim l =0
T—r+00 33‘2 T—r+00 5(,’2 Tr—r+o0 xX

lim (I +2 1) = 0.
T—r+00 X

De méme,

Ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes,

lim <x+sm($)) — 0.

T—r+00 :172

Exercice type 10 » théoreme de comparaison

2 .
Calculer lim <Lm(x)> .

r—r 400 xX

L’objectif est d’encadrer ’expression par deux expressions dont on peut facilement trouver la limite.
On nous demande ici la limite en +00, donc on va prendre x > 0 :
Vo >0,-1<sin(z) <1 <= 22 —1<2? +sin(z) <22 +1
2?2 —1 _ 22 +sin(z) <x2+1

< <
x x x

Or, d’apres la propriété sur la limite aux infinis des fractions rationnelles,

2 1 2
lim <x ) = lim <I> = lim (z)=+oc0.
r—+00 x r—400 xT r—+00

Nous allons retenir uniquement la partie gauche de I’encadrement :

| < x? +sin(x)-

X
€T x

Ainsi, d’apres le théoreme de minoration,

r—r+00 xX

2 .
i (ZE00)




Exercices

Limites a l'infini

Exercice 2.1 (fractions rationnelles)

Déterminer les limites suivantes.

O =

3 - 2 _
lim x ‘3‘ lim A vor—T7
z—+oo \ 4+ 2 S o\ 224+ 3x—-1
2_3x+2 422 4+ 72— 9
lim (x x+) 4| 1im(x+x >
r—+o00 202 +1 T——00 x—1

Solution page 72

Exercice 2.2 (limites diverses : polynémes et composition)

Calculer la limite des fonctions suivantes en +oo.
f(x):x3+4x2—5x+1 Bl nz)=ve?+22+3
1 2+ 1
g(w) = sin (5) H k(z) = 1

sin =
xT

Solution page 73

Exercice 2.3 (asymptote)

On consideére la fonction f définie sur R\ {5} par :

=3z +1

fla) = =2

Montrer que la courbe représentative de la fonction f admet deux asymptotes dont on donnera une équation.
Solution page 7/

Exercice 2.4 (théorémes de comparaison et des gendarmes)
A T’aide du théoréme de comparaison ou du théoréme de gendarmes, calculer les limites suivantes.
: 1 —sinz B} lim (2® —sinz
e (T) B L :
wE 4z 4+ 3
i z Z8  lim (| ————
wgr—noo [COS(.’E)G :I ‘ ‘ T—>+00 (x — 7sinx>

Solution page 7/
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https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=2.3
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=2.4

Exercice 2.5 (expressions conjuguées)

A Taide d’une expression conjuguée, déterminer les limites suivantes.

EToo(\/x—’— —\/x—l) ‘3‘ lim (\/3— — x2—3)

€T . I—»—00
lim (Va2 +3z+1— /222 + 2 +1) A inm (Vi-z-Vi0—2)
T—+00 T——00

Solution page 76

Exercice 2.6 (limites diverses)

Calculer les limites suivantes.

lim (M> 3| grfm(¢x2+3—\/x2+1>

z—+oo \ 322 442 — 1 S

2
= I R H hm (\/x —Vr+ )

Solution page 78

Exercice 2.7 (limites d’une fonction)

Soit f(x) =x + Va2 + 1.

Déterminer la limite de f(z) en —oco et en +o0.

Solution page 79

© &

Exercice 2.8 (avec une exponentielle)

Déterminer les limites suivantes.

lim (1) IE@w((x—i-E))ezx)

z—+4o0 \e¥
. e’ . e
xgr-ir-loo(7+2x> B i (Verrier)
) eSw

Solution page 79

© &



https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=2.5
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=2.6
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=2.7
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=2.8

Limites en un nombre fini

Exercice 2.9 (fractions rationnelles)

Déterminer les limites suivantes.

3z —5 2 _ 9
1 limg(x 2) lim<3x2 or F )
222 T — fgﬁll % +8x —9
- 3x —5
B i (2 . B in ”“”
-3\ —3 =2\ 22+ 22 — 8
>3 >2
N | 22% + 37z + 1
i 1
ilﬂ%(zﬂ—gx—a (6 JRLUN P —
<5 z<—1

O ®

Solution page 81

Exercice 2.10 (avec une exponentielle)

x—1
Calculer lim (L) .
rz—1

er—1 -1
x<1

Solution page 83

Exercice 2.11 (méthodes diverses)

Calculer les limites suivantes.

N 2 — 9 _
lim (:r:_l) lim< i 2

x—1

T —2

r—2

Solution page 83

Exercice 2.12 (pour les cracks)

On pose :

Vit a2 taVi+a? - V1+a? — a1+ 22

(@) .
Déterminer lim f(z).
z—0
Solution page 8/
Exercice 2.13 (pour les cracks)
On pose :
fla) = YAV LS VT
B x — 2 '

Déterminer lim f(z).
T—2

Solution page 8/
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Objectif bac

Remarque 13

Les calculs de limites de fonctions sont tres souvent simples au baccalauréat.

Exercice 2.14 (Métropole, juin 2025, sujet 1)

© =

1
Calculer la limite de la fonction f(t) = m en +oo.
Solution page 85
Exercice 2.15 (Métropole, juin 2025, sujet 2)
Soit v la fonction définie par :
el 10
v(t)—12e +0,_6 X m

Calculer la limite de v(¢) en +o0.

Solution page 85

Exercice 2.16 (Afrique du sud, juin 2025, sujet 1)

On se propose d’étudier la concentration dans le sang d'un médicament ingéré par une personne pour la premiere

fois. Soit t le temps (en heures) écoulé depuis I'ingestion de ce médicament.

On admet que la concentration de ce médicament dans le sang, en gramme par litre de sang, est modélisée par

une fonction f de la variable ¢ définie sur Uintervalle [0; 4o00[ par :
f(t) =5te™".

Calculer . liin f(¢) puis interpréter ce résultat dans le contexte de 'exercice.
—+00

Solution page 86

© =

Exercice 2.17 (Amérique du sud, novembre 2025, sujet 1)

Pour tout réel x, on pose f(x) = (622 + 2z — 2)e 7= +L,
Déterminer la limite de la fonction f en —oo.

Solution page 86

© =

Exercice 2.18 (Centres étrangers, juin 2024, sujet 2)

On consideére la fonction f définie sur l'intervalle ]—oo; 1] par :

Déterminer la limite de la fonction f en 1 et en déduire une interprétation graphique.

Déterminer la limite de la fonction f en —co.

Solution page 86

O =

Exercice 2.19 (Centres étrangers — Suéde, juin 2024, jour 1 bis)

Soit la fonction g définie sur I'intervalle [0; 4oo[ par :
g(t) = 10te™ "0 1 20,

Déterminer la limite de g en 4o00.

Solution page 87
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Corrigé de I’exercice 2.1 page 68

A Attention 7

Dans mon cours, j’ai inséré la propriété 3 (limites aux infinis des fractions rationnelles), mais beaucoup d’en-
seignants ne 'utilisent pas et préferent passer par la méthode générale consistant a factoriser le numérateur et
le dénominateur par le terme de plus haut degré. C’est ainsi que je vais corriger toutes les questions portant
sur les limites de fractions rationnelles pour aider au mieux les éleves.

3—
B in <4+—i> Pour z > 0 (car on regarde la limite en +00) :

Or, lim (1> = 0 donc :

Tr—+00 aB
o lim <§—1> =-1;
r—+o0 xT

e lim (é—f—l):l.
T—400 xT

Ainsi, par quotient des limites,

lim (3_x> -
z—+oo \ 4+ x

2_3z+2
2| fl}r—ir-loo <%> Pour z > 0 (car on regarde la limite en +00) :
?-3z+2 F(1-32+3%) 1-3+3%
222 +1 2 (2+2) 2+ 1

1
Or, pour tout entier naturel n non nul, lim (7) = 0 donc :

T—+00 98
2
o lim (1—§+—2> =1;
T—>+00 az x

1
o lim <2 ol —> = Z
r—+oo X

Ainsi, par quotient des limites,

lim 2 —3x+2 _1
400 222 + 1 )

B i

r—>—00

(m2+5x—7

m) Pour z < 0 (car on regarde la limite en —oc0) :

332—}-5:1:—7_2;2(14-%
x2+3x—1_%(1+%—%)




Or, pour tout entier naturel n non nul,

5
lim (14— —
T——00 T

(
(

3
lim (14— —
T——00 €T

(2

T

lim
T—r+00

>0donc:

7
x2>1;
1

-

o)

Ainsi, par quotient des limites,

422+ 72— 9
r—1

lim

r—r—00

(

). Pour x < 0 (car on regarde la limite en —o0) :

42 + Tz — 9 o x2(4+%—;%) \ x(4+%—z%)
T 1 = 1 :
. . 1
Or, pour tout entier naturel n non nul, lim <> = 0 donc
rz—+oo \ "
7T 9
o lim x(4+—2) = —00;
T—>—00 X €T
1
e lim <1—> — 14
T—>—00 X
Ainsi, par quotient des limites,
) (4x2 + Tz — 9>
lim = —00
T——00 rz—1
Corrigé de I'exercice 2.2 page 68
flx)=a3+42° -5z +1
4 5 1
3
= 14— - = 4+ —
* ( * B & * x3>
. . 1 . 4 5
Or, pour tout entier naturel n non nul, lim (— ] =0donc lim (1+ — — ol
z——+oo \ ™ ——+00 x x
De plus, lim (2°) = 400 donc par produit des limites, | lim f(z) = +o0
T—r+00 T—r+00
lim <> =
B=mreD & =| lim {sin ()] =0
lim (sinX) =0 potee r
—0
hz) =vVa?+2x+3
2 3
= \/1'2 (1 + -+ 2>
T g
/ 2 3
=zy/l+—-+—= pourz>0
T
. . 1 . 2 3
Or, pour tout entier naturel n non nul, lim | — ) =0donc lim |1+ —+ —
z—+oo0 \ " T—+00 €T €T

Ainsi, par produit des limites,

lim g¢(z) = +o0

r—+00

1
+

3

):1.

)-1



Bl lim (®+1)=+c0
r—+00

lim <l> =0" 1 = par quotient des limites, | lim k(z) = 400
TR W W = lim {sin <—)] =0F i

lim (sin(X)) =07 poheo z
X—0"

Corrigé de I’exercice 2.3 page 68

o FEzistence d’une asymptote horizontale.
Pour tout réel z non nul,

1
Pour tout entier naturel n non nul, lim <—> = 0. Ainsi, par quotient des limites :

rz—+oo \ "
2P F7) =
Ainsi, la courbe représentative de la fonction f admet une asymptote horizontale d’équation y = —3 au

voisinage de +o0.

Remarque 14

Il en est de méme au voisinage de —oo car la limite de f est la méme en —oo.

o FEzistence d’une asymptote verticale.

La fraction rationnelle possede une valeur interdite (z = 5). On calcule alors la limite de f(z) en z = 5 (par
valeurs supérieures ici).

lim(—3z+1) = -3x5+1=-14<0

z—5 . . 3z 1 —14

lim(z —5) =0T carz >5 <= £ —5>0 é(Parquotlent)iI;% —_5 )= Jm | )=—co
x

Ainsi, la courbe représentative de f admet une asymptote verticale d’équation = = 5.

Remarque 15

Inutile de déterminer la limite de f(z) en 5 par valeurs inférieures car le résultat obtenu est suffisant
pour prouver l’existence d’une asymptote verticale.

Corrigé de I'exercice 2.4 page 68

B (ﬂ)
T—r+00 98

Pour tout réel x non nul,

—1<sinr <1 < —-1<< —sinz<1
<— 0<1-—sinx <2

1 —sinx 2

<= 0<—2<—2.

T T



Or,

donc, d’apres le théoréme des gendarmes,

Erjloo [ cos(z)e”].

T
Pour tout réel z,
—1<cosz <1 <= —e” < cos(z)e” < e”.

Or, lim (e“;) = 0 donc, d’apres le théoreme des gendarmes,
r——00

IEIPOO (cos(z)e”) =0

lim (2% — sinz). Pour tout réel z,

x—r+00
—1<—sinz <1 < m2—1<.772—sin:17<x2+1

En tenant compte de la partie gauche de Pencadrement (en rouge), d’apres le théoréme de minoration,

lim (2> —1) = +oo=| lim (2 —sinz) = +o0
r—+o00 r——+00

4
lim <M>
z—+oo \ x — 7Sinx
Ve eRy, —1<sinz <1 << —7<—-Tsinz <7
< r—T7T<z—-Tsine<x+7
1 1 1
< - <
x+7 " x—Tsinx "~ x—7
4x+3< 4z + 3 <4x+3
T+7 T — T7sinx T —7

(on a multiplié par 4z + 3 > 0 donc on ne change pas le sens des inégalités)

Or, lim <4x—|—3) = lim (41:) =4.
x—+oo \ x4+ 7 x—+oo \ I

4
De méme, lim ( x+3> =4.

T—+00 z—7
Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes,

. 4x + 3
Iim ([ ——— | =4
z—+oo \ x — 7sinx




Corrigé de I'exercice 2.5 page 69

IETOO (\/x +2 -z — 1).

(Ve+2-vVz-1)(Vz+2+ vz —1)

Vi+2—Vr—1=
v Vo1 Ve+2++v/z -1
_rz+2—-(z—-1)
_\/x+2+\/x—1
3
Vot 24V —1
lim vz +2=+x
wﬁ%oo\/ﬁzﬁ—oo = (par somme des limites) ZEIEOO (\/$+2+\/x—1):—|—oo,
Tr—r+00

P, 3 . 3\
CLEN Y (\/mJr m) = (X) =0
On en déduit alors que lirf (\/:c 15 2 = /48 — 1) =0

r—r+00

lim (\/x2+3x+17\/2:r2+:c+1).

T—r+00

P T sl oAt el et - vaek + g/ v ke + B V2o H et )

Va2 43z +1+V222 +z+1
2?43+ 1— (222 +ax+1)
V2 +3x+14+vV222+z+1

- —x2 4 22
V2 +3z+ 14222+ +1
_ 22 (-1+3)
Vet + 2+ 5)+ a2 2+ 1+ %)
2(-1+2
= ac( m) , pour z > 0
nfl+2+ Lo 241+
xz(-1+2
= £ x( “3) , pour z >0
#l1+2+&+ 241+ %]
1+ 2
;13( g”) , pour z > 0

Jit2+h+ ori+
: . . 1
On sait que pour tout entier naturel n non nul, lim ( — | =0 donc:

r—r+00 X

2
e lim [x <—1 + )} = —oo (par produit des limites) ;
x

r—r+00

3 1 11
e lim <\/1++2+\/2++2>=1+\/§>0.
T—~+00 x X X x

Donc, par quotient des limites,

lim (V22 +3z+1-+v222 +2+1) = —o0

T—+00




‘i‘ hm (\/Tx—\/ —)

_ (VB-z—-va2?-3)(V3—a+Va? -

ViTem v mas 3z +vaE_3
3—zx—x22+3
Ao+ V23
_ —z2—x+6
C V3—z+V2Z-3

A Attention 8

Ainsi, par quotient des limites,

hm (\/Tx—\/ — )

A in (Vi-z-VIi0-2).
 T——00

(VB—z—v10—2)(vb—z + 10 — z)

VE—o-VI0—3 =

Vi—z++v10—-2x
_ 5-—z—-10+z
S VE—z+/10-z
-5
D Bz A0z
lim v5—z= lim +10— x = 400 donc par somme des limites,
T——00 T——00

lim (v5—z++v10—z) = +oo.

T——

-5
De plus, lim <7> = 0, en considérant que X = /b —x + /10 — z. Ainsi,

X —+4o00

lim (VB—z-+v10—z) =0
T—r—00




Corrigé de I'exercice 2.6 page 69

5
9_ 2
222 — 5z +3 IZZ( x T
Pourx;é(),g2 e T yi—
S s v
% B &

1
Or, pour tout entier naturel non nul n, lim () =0 donc :
rx—+o0o0 \ "

4 1
o lim (25+32>2; e lim (3+2>3.
T—r+00 xT x T—r+00 xT x

322 442 — 1

2x2 — 5 3 2
Ainsi, par quotient des limites, | lim (Hi—) = -
r—+o0

1
2 - 1
P 0 o x (1+x2> gé\/l—kxz \/l—kgc2
A Pour x , = = = .
LA x<2+3) ¢<2+3> <2+3>
a3 T a5

1
Or, pour tout entier naturel non nul n, lim () =0 donc :
x—+o00 \ "

1
o lim /145 =V1=1;
X

T—r—+00
T—+00 a8

Ainsi, par quotient des limites, | lim <

2x 4+ 3 b

r—r+o0

\/x2+1> A 1

(Va2 +3— Va2 +1) (Va2 +3+ Va2 + 1)
V&&+ 3 +a? +1

\/z2+37\/:172+1:

2 +3—(a?+1)
Va2 +3+ vz +1

2
CVaR+3+Va?+1

lim v22+4+3= hrf v 22 4+ 1 = +o0o donc par somme, hrf (\/1'2 +3+22+ 1) = +00.
r—r+00 r—r+00

r—+o0

Ainsi, par quotient, | lim (\/x2 +3— 22+ 1) =0
T—+00

\/302—1—3—\/:13—}—1:\/:102 (1—}—;) —\/ac2 (:1c+1:12) pour  # 0

3 1 1
=K 1—}-—2—36 — pour x > 0
x @ @

3 1 1 3 1
Or, lim 1+ —==1et lim — + — = 0 donc par différence : lim (\/1 + = - \/ +
a3

Tr——+00 ;E2 Tr——+00 €T € r——+00

Ainsi, par produit, | lim (\/ 2+3—vzx+ 1) = 400




Corrigé de I'exercice 2.7 page 69
o Limite en +o0.

lim (z? +1) = 400
worteo NG = lim 22 4+1 = +o0.

lim T—+00
X =400

Ainsi, par somme,

lim (x—|— x2—|—1):+oo

T—+o0

o Limite en —cc.

De plus,
donc
Ainsi, par somme,

Par passage a l'inverse, on a alors :

. . =1l . -1
mgr—noof<x)_mll>r—noo (x_ {L‘2-|-1> _X1—1>I£1c>c (X) =0

Corrigé de I'exercice 2.8 page 69

lim (e%)

r—r+00

On sait d’apres le cours (croissances comparées) que lim <> = +oo donc, en inversant I’expression,
T—r+00 X

£ Methode 3

Quand on doit calculer une limite & I'infini d’une expression ou est présente I’exponentielle, il faut s’ar-
ranger pour transformer I’expression de sorte a faire apparaitre une croissance comparée.

e e”

T+2c  z(l+2
_e” 1
_?X2+§



. e’ . ) . 1 1
Or, lim (— ) = +oo (croissances comparées) et lim | ——= | = .
z—+oo \ T z—+oo \ 2 + = 2

Ainsi, par produit,

lim il =400
so+oo \T+2x/)

) e5z
wgrﬂr-loo (31‘— 2>.

Comme dit dans la méthode précédente, on doit faire apparaitre une croissance comparée dans l’expression.

x
La plus appropriée semble étre lim (e) = +00.

T—+00 x
e5m eSm
3t—2 $xbz—2
e5x

utjee
7 N\
ot
8
|
olee| DO
~__

X

Wl ot Wl ot gyw
ot
5
‘ =
o

10
5z (1 n 3><51:)
ebe 1
X — X

bz 1- <

W | ot

e5z e)(
e lim () = lim 5 = 400 en posant X = 5z ;

z—+oo \ Hx X =400
2
o 1 1—— ] =1
it ( 3:1:) ’
5
e — >0
3 >

Ainsi, par produit des limites, on en déduit que :

¥ e5r
x—1>I-ir-loo 3z —2/) +oo

4| xli)r_noo(x + 5)e?”.

m (ze®) =0.

On va tenter de faire apparaitre la croissance comparée li
T—>—00

1 :

(z +5)e*® = (2 X 2x + 5) e
1 2x 2x

= 3 X 2zxe” + 5e*”.

e lim (29562””) = lim (XeX) =0, avec X = 2z;
T—— 00 X——o0

e lim (5e2l) =0car lim e =0.
T——00 T——00

Ainsi, par somme des limites,

T—>—00

lim {(x + 5)621} =0




ell)
(1t %)
= , >0
eZL’
T 1—|—z%
= , x>0
eﬂl‘

. lim (2)20,

rz—+oco \e¥
1
e lim 4/1+5=VI=1
T—400 T

Ainsi, par produit des limites,

lim (\/ z2 + 1e_m) =0

x——+00

lim {(3—\/5)67\/5]

r——+0o0

(3-— \/E)efﬁ =3e V¥ — Jze V®

° 1 _\/E> = 1 X = = — M

xgrfoo <3e Xgrilm (3e ) 0 en posant X NTE

o lim <—\/§e*‘/5> = lim (Xe¥)=0avec X = —\/z.
T—+00 X——o00

Ainsi, par somme des limites,

T [(3 _ \/E)e_‘/ﬂ -0

T——+00

Corrigé de I'exercice 2.9 page 70

ib%(x—Q)

o lim(Bz—-5)=3x2-5=1>0
T—2
<2

. il_}HlQ(:E—2):0
<2

T(carrx <2 <= r—-2<0)

1
Or, lim (X> = —oo donc, par limite du quotient,

X <0
. <3x«5>
lim = —00
I%22 T —2

<

u hm< >
r—3
o lim(z—9)=3-9=-6<0
z—3
>3
lim(z —3)=0" (carz >3 <= z—-3>0)

z—3

>3



. ?+z+1
fim (St
z—5\ 222 — 9z — 5
<5
e lim(2?+2+1)=5>+5+1=31>0
z—5
r<b
1
« Remarquons que les racines de 222 — 9z — 5 sont —3 et 5.
Par conséquent, 111115(2:102 — 92 —5) =0~ (222 — 9z — 5 est négatif entre ses racines).
z—

<5

Ainsi,

i 2 4+r+1 -
wl% %2 —9r—5)

x<

. 322 — 5+ 2
i (e )

x—1
z>1
o lim(32% —52+2) =0
rz—1
x>1
o lim(z? +8zx—9)=0
r—1

x>1
Par conséquent, « 1 » est une racine du numérateur et du dénominateur. On peut alors écrire :

322 -5z+2 (z—1)(8z—-2) 3zx—2
2+8 -9 (z—1)(z+9) =z+9°

. 322 — 52 +2 . 3r—2 3x1—-2 1
lim | ——— ] = lim = = —
z—>1\ 22 +8x—9 z—=1\ —9 1+9 10
z>1 x>1

Ainsi,

. 3r —5

z>2
o lim(Bz—5)=3x2-5=1>0;
T—2
r>2
. 1inf12(gc2 +22 —8) =07 (22 4+ 22 — 8 > 0 a 'extérieur de ses racines —4 et 2).
=
Ainsi,

. ( 3z —5 )
lim ( ———— | = +©

z—=2 \ 22 + 22 — 8
r>2 +

Dans la mesure ou z2 + 2z — 8 s’annule en z; = 2, on trouve la seconde racine & I’aide du produit des

. c .
racines : x1x9 = — donc 2zy = —8, soit z9 = —4.
a



. 202 +3x+1
m lim

(=)

z—>-1\ —bz?2 —x+4
r<—1
o lim (222 +3z+1)=0
rz——1
r<—1
o lim (=522 —24+4)=0
ap=p=1l
r<—1

Cela signifie que ’on peut factoriser par z — (—1) =  + 1 au numérateur et au dénominateur :

202 +3z+1  (z+1)(Q2x+1) 2z +1

= = —1.
522 —z+4 (x+1)(4—-5zx) 4-—5z pour 2 7

Ainsi,
. 202 +3zx+1 . 20+ 1 1
lim [ ————— ) = lim — _
z—=—1\ =5z —x +4 z—-1\4 — bx 9
r<—1 r<—1

Corrigé de I'exercice 2.10 page 70
o lim (22"7") =2xe"=2>0

x—1
<l
lim (e*~!'—1) =0
x—1
<l

Ainsi, par quotient des limites,

26z—1
lim e e— = —
z—1 \e?~1 -1
<l

Corrigé de I'exercice 2.11 page 70

Va2 —1 B \/(m—l)(m—i—l)

z—1 z—1
_ \/(x—l)x\/(ac—i-l)
(Va=1)"
x+

o

i

v —1
_jz+1
Va1
x? —
Notons que le domaine de définition de la fonction x — e est |—o0; —1] U]1l;4o00[ donc quand on
B —
2 _
parle de la limite de Ll en 1, il est sous-entendu que =z > 1.
o
lim(z+1)=2
o=l ont des limites. Lim [ 2Tt
lim (2 — 1) = o+ = par quotient des limites, mﬂ -1/~ 400
r—1
z>1
\ ) 2 —1
Or, lim VX =400 donc | lim =400
X—+o0 z—1 rz—1




\/W—QZ(\/x2+x—2—2)(\/x2+x—2+2)
T —2 (z—2) (Va2 +2—-2+2)
- 2?2 +r—2—4
C (z-2) (Va2 +z—2+2)
B 2> +x—6
(-2 (Va?+z—2+2)
_ (z—2](z +3)
= (Vai+z—2+2)
_ z+3
Nrerar— s
« lim(z+3)=5
o lim (Va?+o-2+2) = V22 +2-2+2=4
Ainsi, par quotient des limites,
i <W2>5
z—2 x—2 4

Corrigé de I'exercice 2.12 page 70
Multiplions le numérateur et le dénominateur de f(x) par I'expression conjuguée du numérateur :

. \/1—|—x2—|—a:\/1—|—a:2—\/1—|—x2—a:\/1—|—a:2 " \/1—|—a:2—|—x\/1—|—x2—|—\/1—|—a:2—a:\/1—|—m2

f(z)
& Vit +avl+a2+ V1422 —2v/1+ 22
B 2zv/1 + 2
z(\/l+12+x\/1+x2+\/1+x2—m\/1+x2)
B 2v/1 + x2
\/1+a:2+m\/1—|—x2+\/1—|—m2—ac\/1—|—x2.
Ainsi,
. 2v/1 402
lim f(z) = ———= =1
20 VI+V1

Corrigé de I'exercice 2.13 page 70
Multiplions le numérateur et le dénominateur de f(z) par l'expression conjuguée du numérateur :

R o O e

e -2 N
_ >+ Va2 +5-7
(2 = 2)(V22 + VaZ +5+/7)
B 2 =T+v52+5
(@-2)(Va2 + V2 +5+7)
22 — T+ V2% +5 5 i T

- (@ —2)(V22 + V2% + 5+ V7) 8 22 —T—Vz?2+5



(z2 —7)2 — (2?2 +5)
x—2(\/ac2 V2 +5 +\[)(x2—7 x2 + )
xt — 1522 + 44

@2V /R 54 VD) (@ TP 15)

fz) =

En posant X = z2,
zt — 1522 + 44 = X2 — 15X + 44,

qui est un polynoéme de degré 2 dont une racine évidente est X; = 4 ; donc I'autre racine est X5 telle que X1 X5 = —

soit 4X9 = 44, soit Xy = 11.

Donc,
X2 15X 4+ 44 = (X — 4)(X —11).
Ainsi,
zt — 1522 + 44 = (2% — 4)(2® — 11) = (z — 2)(z + 2)(2® — 11).
D’ou :
f(z) = (z—2)(z + 2)(z? — 11)
(227 (V22 + V22 + 5+ V7) (22 — 7T — \/1:27)
Alors,
2+42)(22 - 11
i o) CTDE 1) _ V7
z—2 2\/? X (—6) 3
Corrigé de I'exercice 2.14 page 71
. lir+n (=0,3t) = — 050
—+o0 q —0, .
lim (eT) =0 = t—lggloo (e )=0.
T——o0

Ainsi, par somme, produit et quotient des limites,

15 15

I = =15.
1518 <l4e—0’3t ¥ 1> ax0F1 >

Corrigé de I'exercice 2.15 page 71
Par croissances comparées, on sait que :

donc :

En posant z = 0, 6¢, il vient :

De plus,

Ainsi, par produit et somme de limites,

x 0=0.

1 0.6t 1
lim <12e—06f+ ! >:12><0+
t—+o00 e 076



Corrigé de I'exercice 2.16 page 71
Ona:

Par croissances comparées, on sait que :

donc :

Ainsi,
Cela signifie qu’a longs termes, la concentration du médicament dans le sang tend a disparaitre.

Corrigé de I'exercice 2.17 page 71

e D’une part, on a :
2 2
62% 4 2x — 2 = 22 <6+x_>

22
Or,
Vn e N, lim {— =0
rz——00 \ I
donc, par somme et produit des limites,
2 2
lim <6+—2> =6
T——00 T €T

De plus,
donc, par produit des limites,

o D’autre part,

donc :

e Ainsi, par produit des limites,

Corrigé de I'exercice 2.18 page 71
f est définie sur |—o0o; 1[ donc on doit calculer lim1 f(x).
r—r

r<1

lim (e) =e >0
x—1

lim(x —1)=0"
x—1
<1

Ainsi, par quotient des limites, lim1 f(x) = —c0.
T=>

Cela signifie que la courbe représentative de f admet une asymptote (verticale) d’équation x = 1.



Ona:

s NS 0

Ainsi, par quotient des limites,
lim f(z)=0.

T—>—00
Corrigé de I'exercice 2.19 page 71
On peut écrire g(t) sous la forme :

0,01¢

g(t) = 10te™%t +20 = 10 x 100 X 575 + 20.

Or, par croissances comparées, on sait que :

. e’
lim () =400
r—r—+00 €

done, en posant x = 0,01t (qui tend vers +00 quand ¢ tend vers +00), on a :

(0,01t 1
t—1—>linoo e0,01¢ _:EE{POO g

Ainsi, par somme et produit des limites,

0.

lim g(t) =1 000 x 0+ 20 = 20.

t—+oo
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ﬂCompIéments sur la dérivation

} Dérivée d’une fonction composée

Soient u et v deux fonctions telles que u est définie sur un ensemble I et v est définie sur un ensemble J, avec

u(l) C J.
On appelle fonction composée de u par v la fonction définie par :

z — v[u(z)] notée  (vou)(x).

Exemple 21
o f:x 3z +1 est la composée de u: x +— 3z + 1 et vz /T car f(z) = /u(z) =v]u(z)].
< g:xre” estla composée de u:x i 2% et v: x> e car g(z) = e®) = vlu(z)].

1 1
o h:ix— 21 est la composée deu:x»—>3x2—|—1etv:x»—>g car h(z) = e = v[u(z)].

Théoreme 6 (théoreme de dérivation des fonctions composées)

Soit f(z) = (vou)(x). Sa dérivée est :

On en déduit alors les propriétés suivantes :

Propriété 18

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.

Fonction Dérivée Condition
el u'e?
u/
U — u(z) > 0 sur [

N | )
u™ nu'u"1

sin(u) u’ X cos(u)

cos(u) | —u' x sin(u)

Exemple 22

Soit f(z) = e*”

On peut écrire f(z) = e“®) avec u(z) = x2 et v/(x) = 22.
Ainsi, f/(z) = v/ (2)e"®) = 2ze”’.



P Limite et nombre dérivé

Définition 10 (dérivabilité en un point)

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel appartenant a I.
On dit que f est dérivable en a si :

o J@ D) = f@) _ | f(@) = fa)

h—0 T—a T —a

est une limite réelle finie /.

£ est alors appelé le nombre dérivé de f en a, et on le note f’(a).

Exemple 23
On souhaite calculer :

lim

z—0

<\/1+x2—1>

T

0
Au prime abord, on a une forme indéterminée du type « 0 ».

2z
Posons alors u(z) = v/1 + x2. Ainsi, v/(z) = ——— et :
e W= iz
/ 2 L
lim < b 1) = lim (“(x) “(0)> =4/(0) =0
z—0 x z—0 xz—0

ﬂConvexité d’une fonction

b Dérivée seconde

Définition 11

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I telle que sa dérivée f’ soit elle aussi dérivable sur I.
On appelle dérivée seconde de f la dérivée de la dérivée de f, et on la note f”.

Exemple 24
Soit f(x) = x3. Alors, f/(z) = 322 et f"(z) = (3:132), = 6x.

b Fonction concave, fonction convexe

Définition 12

On dit que f est concave sur un intervalle I si f(z) < 0 sur 1.
On dit que f est conveze sur un intervalle I si f”(z) = 0 sur 1.




Interprétation graphique :
o la courbe représentative d’une fonction convexe sur un intervalle I sera toujours au-dessus de ses tangentes ;

e la courbe représentative d’une fonction concave sur un intervalle I sera toujours en dessous de ses tangentes.
4 4

2]
3 3
Fonction concave sur [—3 ; 2] Fonction convexe sur [—3 ; 2]

b Point d’inflexion

Définition 13

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I, et soit a € I.
On dit que le point de coordonnées (a ; f(a)) est un point d’inflexion de la courbe représentative de f si f”(x)
s’annule en a en changeant de signe.

Graphiquement, cela se traduit par un changement de convexité en a.

4.
f(a)=0 .

N 7 1@ >0

A convexe

24 1 A
S(x) <0 !

1 concave

0 l

-1 o 1 “2 3 4 5
1.

Soit f(z) = x3. Alors, f(x) = 6z et :

f"(z) <0sur ] —o0; 0[;

f’(z) > 0sur ]0; 4o0[;

£7(0) = 0.
Donc le point de coordonnées (0 ; f(0)), c’est-a-dire l'origine du repére, est un point d’inflexion de la courbe
représentative de la fonction f.



A
convexe
2
Ao =
1 4
0
-1 0 1 2 3
-1
Qe
g
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ﬂ Continuité

P Continuité en un point a

Définition 14

Soit une fonction f définie sur un intervalle I et a € I.
On dit que f est continue en a si :

liny /(@) = lim /(2) = /(@)

z<a r>a

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Cela se traduit graphiquement par le fait que la courbe représentative d’une fonction continue sur I peut se tracer sans
lever le crayon sur cet intervalle.

La courbe représentative de la fonction inverse n’est pas continue sur R (car ses limites en 0 sont infinies). En
revanche, elle I'est sur | — oo ;0[ et sur |0 ; +ool.

Y
Y

L=R I =]-00;0[  Ir=1]0;+oo]
Il y a un « trou » au niveau de x = 0 donc la
fonction n’est pas continue en 0, donc pas continue

sur R.

Il n’y a pas de trou sur chaque intervalle I et I
donc la fonction est continue sur I; et sur Is.



Dans le second cas, on ne dit pas que la fonction est continue sur Iy U I, mais continue sur chacun des
intervalles.

Quand une fonction n’est pas continue, on ne dit pas qu’elle est discontinue.

Définition 15

On appelle point de discontinuité tout point en lequel une fonction n’est pas continue.

x = 0 est un point de discontinuité de la fonction inverse.

D Fonctions continues de référence

Propriété 19

Les fonctions polynémes sont continues sur R.

Les fonctions rationnelles sont continues sur tout intervalle inclus dans leur ensemble de définition.
E] La fonction racine carrée est continue sur [0 ;+oo].

‘ 4 ‘ Les fonctions & +— cosz et z +> sinz sont continues sur R.

Les fonctions obtenues par somme, produit ou quotient de fonctions continues sont continues sur chacun des
intervalles ou elles sont définies.

La fonction x + 2% + 22 — 5 est continue sur R comme fonction polynéme.
La fonction x — sin(x) 4 cos(x) est continue sur R comme somme de deux fonctions continues sur R.

La fonction = + (22 + 1) cos(x) est continue sur R comme produit de deux fonctions continues sur R.
2

La fonction z — est continue sur | — oo ; 1[ et sur |1 ; +oo[ comme fonction rationnelle définie sur ces

deux intervalles.
b Continuité d’une fonction composée

Propriété 20

Soit f = v o u une fonction définie sur un intervalle I de R.
Si w est continue sur I et si v est continue sur u(I) alors f est continue sur I.

Soient u : z—x—1letv : /a.
Notons f(z) = (vou)(z) = vz — 1.

u est continue sur R mais f n’est pas définie sur R car  — 1 < 0 pour z < 1. Ainsi, f est dé-
finie sur I = [l ; +oof, et elle est continue sur I car u est continue sur I et v est continue sur
u(l) =[0; +oof.



b Continuité et tableau de variations

Dans un tableau de variations, un point de discontinuité est représenté par une double barre verticale. Par exemple, pour
la fonction inverse, on a :

x —00 0 —+00 i

f(@) |

D Fonction définie et fonction continue

Une fonction peut étre définie sur un intervalle I sans nécessairement étre continue sur [.
Exemple 30

On consideére la fonction f définie sur R par :

Cette fonction est appelée fonction partie entiere : pour tout entier relatif n,
Veen;n+l], f(z)=n.

Sa représentation graphique est la suivante :

Cette fonction est définie en tout point de R, mais elle n’est pas continue sur R.

b Dérivabilité et continuité

Théoreme 7

Si f est une fonction définie et dérivable en a alors elle est continue en a. r




A Attention 9
La réciproque de ce théoreme est fausse : une fonction peut étre continue sans étre dérivable. Par exemple, la fonction
f i x— | x| est continue en 0, mais pas dérivable en 0 car :

i QNSO gy JOER O

h—0— h h—0t h

} Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 8
W

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I, et soient a et b deux réels de I. Pour tout réel k compris
entre f(a) et f(b), 'équation f(z) =k admet au moins une solution comprise entre a et b.

J

\

A Attention 10

Ce théoreme assure, sous certaines hypotheses, l'existence d’au moins un antécédent a k, mais il n’assure pas son
unicité et ne permet pas de calculer sa valeur.

Propriété 21 (corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et soient a et b deux réels de I tels que a < b.
Si f est continue et strictement monotone sur [a ;b], alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), I’équation
f(z) = k admet une solution unique dans U'intervalle [a ;b].

Exemple 31

Soit f(x) =cosx —z. Alors, f/(z) = —sinz —1 < 0 sur R donc f est strictement décroissante. f est aussi continue
sur R comme la somme de deux fonctions continues sur R.

De plus,

o f(0)=cos0-0=1>0
o f(m)=cosm—m=—-71<0
donc 0 €]f () ; f(0)[. Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation f(x) = 0 admet

une unique solution sur [0 ; 7.

D Théoréme du point fixe

Théoréeme 9

Soit f une fonction continue sur un intervalle I telle que f(I) C I.
Soit (uy) une suite définie par ug € I et, pour tout entier naturel n, un+1 = f(u,) telle que (u,) converge vers un

nombre réel /.

Alors, £ = f(£).




Exercices types

Exercice type 11 » Dérivation de fonctions composées

Donner la dérivée des fonctions suivantes, sans vous soucier du domaine de définition ni du domaine de dérivabilité.

fl@) =3z +1 g(z) = %3 h(z) = (—4z +7)°

flx) =3z + 1.
f = Vu, avec u(z) = 3z + 1, et v/(z) = 3. Donc,

u'(x) 3

fl(x) = N =5/

g(:L’) — b3,

g =e", avec u(z) = bz — 3 et v/(z) = 5. Donc :
g (z) = u/(x) x e¥®) = 53,

9

h(z) = (—4z + 7)°.
h =wu?, avec u(z) = —4x + 7 et v'(x) = —4. Donc :

W (@) =9 x o (x) x [u(x)]""" = —36(—4ax +7)°.

Exercice type 12 » nombre dérivée et limite

r—2 T —2

On pose f(x) = e*~2. Déterminer sa dérivée f’(z).

) ) ez—2 —1
On souhaite calculer lim [ ———— .

Exprimer le taux d’accroissement de f entre les valeurs z et 2.

T—2 1
En déduire la valeur de lim (e_)
— z—2 r—2

f(x) =e*"2 donc f =e*, avec u(z) = x — 2 et u/(z) = 1. Alors,
) =u'(z) x "™ =1 x e 2 =72,
Le taux d’accroissement de f entre les valeurs x et 2 est :

f(.’E) _ f(2) _ em—2 _ e2—2 ea:—2 -1

r—2 Tz —2 Tz —2

Ona:
lim (‘3_2—_1> = lim (ﬂx);g@)) = f'(2) (par définition).

r—2

Or, f'(2) = e*72 = 1. Ainsi,




Exercice type 13 » Convexité d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par :

f(@) = Bz — 1o
Calculer f'(zx), puis f”(z).

En déduire la convexité de f sur R en précisant si sa courbe représentative admet ou non un point d’inflexion.

B @) =@z -1)e

o f=uxwvavec:u(r)=3cx-1 v(z) =e®
UI(I) =3 U,({E) = _e ¢
Ainsi,
f'(@) = (W'v + uw') ()
=3¢ "+ (3z — 1)(—e_$)
[ # @ -D(1)e
=(B3-3z+ 1)
= (=3z+4)e”

o ff=uxwvavec: u(zr)=-3x+4 v(z) =e
/!

Ainsi,
f'(@) = =37+ (=3x+4)(—e ")

[ =3+ (=3z+4)(-1)]e™"

=(—3+3z— )_m

= (Bx—T)e”

. f"(x) est du signe de 3x — 7 car e=* > 0 pour tout réel x.

3x—720 <<= 3227 < z >

Wl

|
Wl




Exercice type 14 » Continuité d’une fonction définie par morceaux

Soit f la fonction définie par morceaux de la maniere suivante :

z? — 5z + 2 pour z < —1
f(z) =
-5z +3 pour z > —1

Est-elle continue en —1 7

D’une part, on a :

lim f(z) = liml(x2—5x+2):(—1)2—5><(—1)+2:1+5+2:8,

rz——1 T——
z<—1

et d’autre part,

lim f(z)= liml(—5x +3)=-5x(-1)+3=5+3=28.
z——

r——1
r>—1 z>—1
On constate alors que :
li = i =38
A, )=, ()
r<—1 r>—1

et donc que f est continue en —1.

Exercice type 15 » Corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires

Soit f la fonction définie sur R par :
f(z) = 2®+ 5z + 1.

Montrer que équation f(z) = 0 admet une unique solution sur R.
o On étudie le sens de variation de f sur R.
f'(x) = 32% +5 > 0.

Ainsi, f est strictement croissante sur R.

o On calcule les limites aux bornes de ’ensemble.

1
— lim f(z)= lim |2° 1—|—£—|—— .
Or,
. 1
Vn e N*, lim <—> =0
z——oo0 \ ™

donc, par somme et produit de limites,

. 5 1
g%(”ﬁ*ﬁ)“'

Or, lim (:c3) = —oo donc, par produit,
Tr—r— 00

lim f(z)=—oc.

Tr—r—00
— Par un raisonnement analogue, on montre que :

mggkof(x)::+oo'

o On applique le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires.
Sur R,



— f est continue (comme polynoéme) et strictement monotone (croissante) ;
— f(R)=Ret0eR.

Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur o € R telle que

fla)=0.




Exercices

Complément sur la dérivation

Exercice 3.1

O =

On consideére la fonction f définie sur [0;+oo] par :

Déterminer la fonction dérivée f'(z) de f(z).
Solution page 116

Exercice 3.2

Soit f la fonction définie sur R par :

flz) =Bz +1)e ™.
Déterminer la fonction dérivée f'(z) de f(z).

En déduire les variations de f sur R.
Solution page 116

Exercice 3.3

Etudier les variations de la fonction f définie sur R* par :

© =

Solution page 116

Exercice 3.4

© =

Déterminer la dérivée de la fonction suivante, sans se soucier de son domaine de définition ni de son domaine de

dérivabilité :
f(x) = /(5 —Tx)3.

Solution page 117

Exercice 3.5

On consideére la fonction f définie sur [0; o0 par :

-\

Déterminer I'expression de f/(x), puis en déduire les variations de f sur [0; 400

© &

Solution page 117

100


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.1
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.2
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.3
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.4
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.5

Exercice 3.6

On consideére la fonction f définie sur [0;+oo] par :

© &

2r —\/x

Montrer que la dérivée de f(z) est :
r+4yr—1

vz (2+ )

Dresser le tableau de signes du polynéme X2 +4X — 1.

@) =

En déduire le signe de f'(z) ainsi que les variations de f sur [0;+oo].
Dresser alors un tableau de variations complet de la fonction f sur [0;+oc0].
On veillera notamment a calculer la valeur de 'extremum de f.

Solution page 118

Limite en un nombre fini a I'aide du nombre dérivé

Calculer les limites suivantes.

Exercice 3.7 (méthodes diverses)

cosx + 1
Q%HW( r—T > .i—n

1

(=)

Solution page 120

Exercice 3.8 (régle de I'Hospital)

Soient f et g deux fonctions définies et dérivables en un nombre réel a telles que f(a) = g(a) =0 et g'(a) # 0.

!/
. Montrer que lim (M) = f/(a)- C’est la régle de I’Hospital.
z=a\g(z)/) g'(a)

On pourra considérer le taux d’accroissement des fonctions f et g en x = a.

cos(bz) — cos(3z)
B caculer lim (s1n(4$) —sin(3z) )

Solution page 120

Exercice 3.9 (avec une exponentielle)
Calculer lim ( o1 >
e

z—0 2z _ 1

Solution page 120

101


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.6
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.7
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.8
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.9

Continuité

Lectures graphiques

Exercice 3.10 (tangente et équation)

On donne le tableau de variations d’une fonction f définie et dérivable sur 'intervalle ]2 ;4o0[ ci-dessous. On

note f’ la fonction dérivée de f sur l'intervalle ]2 ; +o0].
On appelle C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.
On suppose de plus que f(5) =0 et que f'(5) = —2.

10

+o00

A Taide du tableau de variations, répondre aux questions suivantes.

Aucune justification n’est demandée.

Donner une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 3.

Quel est le nombre de solutions de 1'équation f(z) = 4 sur l'intervalle |2; +o00[?

Solution page 121

© =

Exercice 3.11 (nombres dérivés et inéquation)

—1

Cy

Ti

o T est la tangente & Cy au point d’abscisse 0.
o 71 est la tangente & C4 au point d’abscisse 2.

e C4 et Cy se coupent en deux points d’abscisses respectives 0 et 4.

A Taide du graphique ci-dessus, répondez aux questions suivantes.

Que vaut f/(0)? ¢'(2)?

Résoudre I'inéquation f(z) > g(z) sur [-2;5].

Solution page 121
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Exercice 3.12 (nombres dérivés et équation)

Une fonction f est représentée par la courbe C ci-contre.
D est la tangente a C au point d’abscisse 0.

O =

Le point de C d’abscisse 1 est un minimum local. 5T ¢
Répondre aux questions suivantes par lectures graphiques : 4

Donner la valeur de f(0) et f/(0). 35

Donner la valeur de f'(1). j__ |

Donner, sur [—3; 3], les solutions de 1’équation :
-3 -2 -1 2
fa)=a—1. o s

Dresser un tableau de signes de la fonction f’.

Solution page 121

Exercice 3.13 (image, nombre dérivé et tableau de signes)

La courbe ci-contre représente une fonction f sur [—3;5].

La droite 7; est tangente a la courbe au point d’abscisse 0.

La droite 75 est tangente a la courbe au point d’abscisse 3,5.

Déterminer f(0) et f'(0).

Avec la précision que permet le graphique, déterminer f(3,5)
et f/(3,5).

Dresser un tableau de signes de f’ avec la précision que permet
le graphique.

Solution page 122
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Exercice 3.14 (coefficients indéterminés)

La courbe C ci-contre est celle d'une fonction f telle que :

f(x):a;z:2—|—bx—|—c—|—x2+1.

On sait :
o Condition (1) : que les points A (—1;0), B(0;1), C (1;2) ap-
partiennent a C;
o Condition (2) : Paxe des abscisses est tangente & C au point
A.
Exprimez en fonction de a, b, ¢ et d la dérivée f'(z) de f(x).
Quelle équation peut-on alors écrire a partir de la condition
(2)7?
écrivez, en fonction de a, b, ¢ et d, les trois équations que
permet d’établir la condition (1).

Trouvez alors, a 'aide des quatre équations établies, la valeur
de a, b, c et d.

Solution page 122

Exercice 3.15 (coefficients indéterminés)

On a représenté ci-contre la courbe représentative C; d’une fonction
f ainsi que deux de ses tangentes 77 et 7_1.
On sait que f(x) = az? + bz +c.

Par lecture graphique, donner la valeur de f(0).
En déduire la valeur de c.

Exprimer f’(z) en fonction de a et b.

Par lecture graphique, donner la valeur des nombres f'(1) et
f1(=1).
En déduire les valeurs de a et b.

Par lecture graphique, résoudre ’équation f(z) = 0.
Retrouver ce résultat par le calcul.

Ti

\

Solution page 123

ek
=

Fonctions définies par morceaux

Exercice 3.16 (continuité en un point)

Soit f la fonction définie par :

x—1)2 six
ﬂ@:{< 1)2 43 <1

T+ 2 siz>1

f est-elle continue sur R 7 Justifier.

Solution page 123

© =
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O =

Exercice 3.17 (continuité en un point)

On définit la fonction g par :
22 +3x—k siz<0

glx) =< ", .
e’ +2 siz>0

Pour quelle valeur de & la fonction g est-elle continue sur R ?
Solution page 123

Exercice 3.18 (racine carrée et cosinus)

On considere la fonction f définie par :

Vi—2?2 si —1<2<0
fx) = ; u
cos(x) si 0<x< 3
f est-elle continue en 07

Solution page 124
Exercice 3.19 (continuité en un point)
On consideére la fonction f définie sur D = |—oc0;0[U]0;4] par :

T —2
f@) = ——
f2)=0

La fonction f est-elle continue en 07

La fonction f est-elle continue en 27
Solution page 124

Exercice 3.20 (continuité en un point)

On considere la fonction f définie par :

f(:z):% sixz#1

f est-elle continue en 17
Solution page 124

Théoreme des valeurs intermédiaires

Exercice 3.21 (polynéme de degré 3)

Montrer que 1’équation 323 — 52 + 1 = 0 admet trois solutions réelles dont on donnera une valeur approchée a
Solution page 125

0,001 pres.

Exercice 3.22 (avec une exponentielle)

s f(r) =xe™ + 2.

On considere la fonction f définie sur [—2; 1] par

105


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.17
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.18
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.19
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.20
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.21
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.22

Montrer que f'(z) = (1 —x)e™*.
En déduire les variations de f.

Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution a.
Donner alors une valeur approchée de a au centieme.

Solution page 125

O ®

Exercice 3.23 (taux de médicament dans le sang)

On injecte par voie intraveineuse un médicament.
Le taux du produit dans le sang est modélisé par la fonction :

ft)=(1-0,02t)e %2 | t € [0;50].

ou t représente le temps apres injection, exprimé en heures.

Montrer que f est strictement décroissante sur [0;50].

Montrer que 'équation f(t) = 0,5 admet une unique solution sur [0;50]. En Donner alors une valeur

approchée au dixiéme. Interpréter ce résultat.

Solution page 126

Exercice 3.24 (démonstration)

Soit f une fonction continue sur [0;1] telle que f(0) =1 et f(1) = 0.

En considérant la fonction g définie par g(x) = f(x) — x, montrer que I’équation f(x) = z admet au moins une

solution sur [0;1].

Solution page 126

© &

Exercice 3.25 (approximation d’une fonction par une autre)

Partie A

On consideére la fonction w définie sur [0; %] par :

3z +1
20V/1+z’

En déduire les variations de u, puis le signe de u(z) sur [0; 5].

Montrer que u/(z) =

Partie B

On considere les fonctions f et g définies sur [0 ; %} par :

2

fl@)=vV1+x ; g(x)zl—i—lx—}x.

2 4

On consideére alors la fonction d définie sur [0;1] par :

E u(z)
I8 Montrer que d'(z) = ——=—.
H que d'(s) = 5
En déduire les variations de d sur [0 ; %}
Dresser un tableau de variations complet.

Pour x € [O; %], majorer Ierreur commise en approximant f(x) par g(z).

Proposer une méthode sans calculatrice pour approximer /4, 5.

Solution page 127

© &
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Exercice 3.26 (dilution d’un produit dans le sang)

Une entreprise pharmaceutique étudie la dilution dans le sang d’un nouveau produit. Aprés observations, elle
modélise le taux de présence dans le sang de ce produit a l’aide de la fonction f définie par :

f@t)=1,5(t+1)e " -0,5

ol t est le temps, exprimé en heures, écoulé depuis son injection.

Ainsi, f(0) = 1 signifie que 100 % du produit est initialement présent dans le sang.
Quel est, en pourcentage, le taux de présence de ce produit apres 1 heure?
Montrer que la dérivée de f(t) peut s’exprimer sous la forme : f/(t) = —1, 5te™.
Quel est le sens de variation de f sur [0;4o0[?

4 lculer i .
Calculer dm f(@)

Montrer que I’équation f(t) = 0 admet une unique solution « sur [0;4o0o[. Donner alors une valeur appro-
chée de o au centieme.

Interpréter ce résultat dans le contexte de cet exercice.
E On admet que la dérivée seconde de f est :

') =1,5(t—1)e".

Déterminer a quel moment la vitesse de dilution du produit commence & diminuer.

Solution page 128

On considere les fonctions f et g définies sur R par :

Exercice 3.27

f@) =V ri-2 i ga) = om—.

1
Montrer que gl(l') = M—xm

En déduire le sens de variations de g sur R.
Calculer wgrzloog(m) et wginoog(x)
Montrer que f'(z) = g(x) — 2.
En déduire le signe de f'(x) puis les variations de f sur R.

Monter que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution a sur [0; 1], puis déterminer une valeur approchée
de a & 1072 pres.

Solution page 129

On considere la fonction f définie par :

Exercice 3.28

Montrer que pour tout réel x non nul, f(—z) = —f(x).
On se place alors sur U'intervalle |0 ; +oo].
Calculer la limite de f en 4oc0.
e’ —1

T

En vous aidant de 1’égalité : lir% ( ) = 1, déterminer la limite de f en 0.
r—r

107


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.26
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.27
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=3.28

Montrer que la dérivée de f est : f'(x) =

On pose u(z) = (z — 1)e®® —z — 1.
a. Montrer que u”(z) = 4ze®.
b. En déduire que I’équation u’'(z) = 0 admet une unique solution « sur [0;+oo].
c. En déduire les variations de u sur [0;+4o00[, puis que 'équation u(x) = 0 admet une unique solution
sur [0;+o0].
E Déduire de ce qui précede le sens de variations de f sur ]0; 4ol

Solution page 130

Théoreme du point fixe

Exercice 3.29 (étude de fonction et suites)
Partie A

On considere la fonction f définie sur R* par :

flo)=a—e*
Calculer :
a. wErEloof(x) b. zgrfoof(m) c. glglér(l()) flx) d. i%rr(l? flx)

Montrer que f est strictement croissante sur |—oo;0[ et sur |0; +0o0].

Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une unique solution, notée «, sur ]0;4o0].

Donner une valeur approchée de o & 1072 pres.

Partie B

On considere la suite (uy,),, oy telle que :
Uy = 3
1
Up41 = €un

Montrer que lim wu, = «, ol « est la valeur trouvée dans la partie A.

On admet que la suite converge.

n—-+oo
Solution page 132
Exercice 3.30 (existence d’une solution a une équation) .-**
Le but de I'exercice est de démontrer que 1’équation :

() . o=

admet une unique solution dans ’ensemble R des nombres réels.

On pose pour tout réel z :
flx) =2z —e""

Démontrer que z est solution de (E) si et seulement si f(x) = 0.
Etude du signe de f.

a. Etudier le sens de variations de la fonction f sur R.
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b. En déduire que 'équation (E) posseéde une unique solution sur R, notée a.

1
c. Démontrer que o appartient a 'intervalle [ ; 1] .

d. Etudier le signe de f sur I'intervalle [0;a].

On pose pour tout réel z de l'intervalle [0;1] :

1+x
g(z) = T+ ot

Démontrer que 1'équation f(z) = 0 est équivalente & I’équation g(z) = x.
En déduire que « est I'unique réel vérifiant : g(a) = a.

Calculer ¢'(z) et en déduire que la fonction g est croissante sur l'intervalle [0; «].

On consideére la suite (u,,) définie par :

ug = 0
Unt1 = g(un) VneN

E Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n : 0 < u, < up41 < @
En déduire que la suite (u,) est convergente. On note £ sa limite.

E Justifier I’égalité : g(¢) = ¢. En déduire la valeur de /.

E A Taide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de u4 arrondie & la sixiéme décimale.

Solution page 133

Exercice 3.31 (une fraction infinie)

L’objectif de cet exercice est de calculer la valeur de la fraction infinie :

2
— 2
3 3= - 22
3—
Pour cela, on pose pour tout entier naturel n :
2
Uug = <
3
2
Y 3—u
n

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 1.

Montrer que (u,,) est strictement croissante. En déduire que (u,,) converge.
On pose £ cette limite. Calculer ¢. Conclure.

Solution page 134
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Exercice 3.32

Partie A : étude d’une fonction exponentielle
Soit la fonction f définie pour tout réel x par :
T 1 2
flx)=e — 5% + 2z — 2.

On note C sa courbe représentative dans un repere orthogonal.
Calculer wgr_noof(x) et mgrlloof(x)
Calculer la dérivée f'(z) de f(x), puis sa dérivée seconde.
Etudier les variations de f sur R.

Etudier la convexité de f sur R. Préciser 1'abscisse des éventuels points d’inflexion de C.

Montrer qu'’il existe un unique réel « dans Uintervalle ]0; 1] tel que f(«) = 0.

1
E Justifier que e® = §a2 —2a + 2.

Partie B : étude d’une suite

Soit la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n,

Un41 = Un — f/(’UJ )
n

On admet que pour tout entier naturel n, u,, > «, a étant 'unique solution a I’équation f(x) = 0.

Justifier que f(u,) > 0 pour tout entier naturel n.
En déduire que (u,,) est strictement décroissante, puis que (u,,) converge.

Montrer que lim (u,) = a.
e n——+00

Solution page 135

Exercice 3.33 (méthode de Newton)

On considere la fonction f définie sur R* par : f(x) = e~ — \/z, dont la courbe représentative dans un repere

orthonormé (O;7,7) est nommée C.

Montrer que f est strictement décroissante sur RY .

Montrer que 1'équation f(z) = 0 admet une unique solution sur |0;1[. On la notera .

Montrer que 1’équation réduite de la tangente (7p) & C au point d’abscisse © = 1 est :

2+e 4—e
=— 1 ——
Y (Ze + )x—i— 2e

On considere la suite (a:n)n>0 définie par zyp = 1 et en considérant que pour tout entier naturel n, z,11 est
Pabscisse du point d’intersection de la tangente (7},) & C au point d’abscisse x,, et de Paxe des abscisses.

Alinsi, 27 est I’abscisse du point d’intersection de (7) et de 1’axe des abscisses.
4—e
2+e
a. Montrer que sur R, f'(z) # 0.
b. Montrer que pour tout entier naturel n :

Montrer que x1 =
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E On consideére le programme Python suivant :

Code Python 3-8

1 from math import exp,sqrt

2 x=1

3 for i in range(4):

4 x = x - (exp(-x) - sqrt(x)) / (-exp(-x)-1/(2*sqrt(x)))
5 print(x)

a. Quelles sont les valeurs affichées par ce programme ?
b. A quoi correspondent-elles ?
c. Emettre une conjecture quant & la limite de la suite (Jcn)n>o.

On admet que, pour tout entier naturel n, C est toujours au-dessus de (T5,).
Expliquer les raisons pour lesquelles, pour tout entier naturel n > 1, xz,, < «

E Montrer que la suite (z,,),5o est croissante.
En déduire qu’elle converge vers a.

Solution page 137

Convexité

Exercice 3.34 (lectures graphiques)

Pour chacune des courbes suivantes, étudier la convexité de la fonction correspondante sur 'intervalle ot la courbe
est tracée.

Préciser, s’il y a lieu, la position des points d’inflexion.
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Solution page 139

Exercice 3.35 (point d'inflexion)

On considere une fonction f dont la courbe représentative est la suivante :

Placer approximativement son point d’inflexion et préciser les intervalles ou f est concave et convexe.

Solution page 140

Solution page 140

ze~® sur R.

Déterminer la convexité de la fonction f définie par f(z)

Exercice 3.36 (étude d’une convexité)
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Exercice 3.37 (propagation d’une rumeur)

Lors de la propagation d’une rumeur, le nombre d’individus propageant cette rumeur x jours apres son commen-
cement est donné, en unité, par la fonction :

f(z) =100 + zte 01" pour z € [0;50].

Déterminer le nombre d’individus propageant cette rumeur initialement.
a. Prouver que f'(z) = 23(4 — 0, 1z)e~ %12,
b. Dresser le tableau de variations de la fonction f sur [0;50]

Dans cette question, on admet que la dérivée seconde de f est :
f(z) = 2% "1 (0,012% — 0,8z + 12).

Etudier la convexité de la fonction f sur [0;50].
En déduire :
a. le nombre de jours qu’il faut attendre avant que le nombre d’individus propageant cette rumeur diminue
(arrondi & I'unité) ;
b. le nombre maximum d’individus propageant cette rumeur (arrondi a 'unité) ;
c. le nombre de jours qu’il faut attendre avant que la croissance du nombre d’individus propageant cette

rumeur diminue.

Solution page 141

Exercice 3.38 (point d’inflexion)

La courbe représentative de la fonction f telle que f”(z) = (x — 1)%e® admet-elle un point d’inflexion ? D)
Solution page 142

Objectif bac

Exercice 3.39 (Centres étrangers, juin 2024, sujet 2)

© =

On consideére la fonction f définie sur I'intervalle |—oo; 1[ par

On admet que la fonction f est dérivable sur l'intervalle |—oo; 1][.
On appelle C sa courbe représentative dans un repere.

a. Déterminer la limite de la fonction f en 1.
b. En déduire une interprétation graphique.

Déterminer la limite de la fonction f en —oo.
a. Montrer que pour tout réel x de Uintervalle |—oco; 1], on a :
foy (x—2)e”
b. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle |—oo;1].
On admet que pour tout réel z de l'intervalle |—oo; 1], on a :
2 T
oo (x —dx + 5) e
f (.Z‘) - (x . 1)3 .

a. Etudier la convexité de la fonction f sur Pintervalle | — oo ; 1].
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o

. Déterminer I’équation réduite de la tangente T' & la courbe C au point d’abscisse 0.
c. En déduire que, pour tout réel z de l'intervalle |—oc; 1], on a :

e’ =2 (—2x—1)(xz—1).

&
Q

. Justifier que I’équation f(x) = —2 admet une unique solution « sur U'intervalle |—oco; 1[.

o

. A Daide de la calculatrice, déterminer un encadrement de o d’amplitude 102

Solution page 142

O ®

Exercice 3.40 (D’aprés Polynésie, septembre 2025, jour 1)

Cet exercice nécessite 1'utilisation de la fonction logarithme népérien a partir de la question 5.

On étudie I’évolution de la population d’une espéce animale au sein d’une réserve naturelle.
Les effectifs de cette population ont été recensés a différentes années. Les données collectées sont présentées dans
le tableau suivant :

Année 2000 2005 2010 2015
Nombre d’individus 50 64 80 100

Pour anticiper ’évolution de cette population, la direction de la réserve a choisi de modéliser le nombre d’individus
en fonction du temps.

Pour cela, elle utilise une fonction, définie sur 'intervalle [0; +o0o[, dont la variable x représente le temps écoulé,
en année, a partir de ’année 2000.

Dans son modele, 'image de 0 par cette fonction vaut 50, ce qui correspond au nombre d’individus en ’an 2000.
La direction de la réserve fait 'hypothese que la fonction cherchée est :

800

@) = T 150

On note C sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
A Taide d’un logiciel de calcul formel, on a obtenu les résultats suivants.
Pour toute la suite de l’exercice, on pourra utiliser ces résultats sans les démontrer, sauf pour la question 5.

Instruction Résultat
800 800
L =)= 1+ 15¢—0,05z @) = 1+ 15¢—0,052
600670,051’
2 "(z) := Dérivée T 2)= ——m———
7(@) (f()) P10 = e
30670,059:
3  f"(z):= Dérivée ( f'(z) ) (@) = —————— (15e7 005 — 1)

(1+ 15e*0’05z)3
4  Résoudre ( 157997 —1>0 ) 2 <20In(15)

Démontrer que la fonction f vérifie f(0) = 50 et que pour tout € R :
F'(x) = 0,05f(z)(1 — 0,00125f (x)).

Avec ce nouveau modele f, estimer V'effectif de cette population en 2050. Arrondir le résultat & I'unité.

Calculer la limite de f en +00. Que peut-on en déduire quant & la courbe C' 7 Interpréter cette limite dans
le cadre de ce probleme concret.

Justifier que la fonction f est croissante sur [0 ; +oo.
Démontrer le résultat obtenu en ligne 4 du logiciel.

© =
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E On admet que la vitesse de croissance de la population de cette espece, exprimée en nombre d’individus

par an, est modélisée par la fonction f’.

a. Etudier la convexité de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +oo[ et déterminer les coordonnées des

éventuels points d’inflexion de la courbe C.
b. La direction de la réserve affirme :

« Au vu de ce modele, la vitesse de croissance de la population de cette espeéce va augmenter pendant
un peu plus de cinquante ans, puis va diminuer ». La direction a-t-elle raison 7 Justifier.

Solution page 143

© ®

Exercice 3.41 (variations, convexité et fonction auxiliaire)
Partie A : étude du signe d’une fonction auxiliaire

On considere la fonction u définie sur R par :
g(x) = 323 + 922 — 22 + 2.

Calculer les limites de g(z) en —oo et en +o0.

ﬁ Déterminer la dérivée ¢'(x).
En déduire les variations de g sur R.
Dresser un tableau de variations complets de g sur R.

En déduire que I’équation g(z) = 0 admet une unique solution « sur R.
Donner une valeur approchée de o au dixieme.

Partie B : étude d’une fonction

On définie la fonction f sur [0;+oo[ par :
f(z) = 3z —2)eV=.

3z +6y/2 — 2)eV®
Montrer que f'(x) = (B2 + 6y — 2)e Y
2\/x
a. Etudier le signe du polynéme 3X?2 + 6X — 2 sur [0; +ool.
b. En déduire les variations de f sur [0;+oo].

On admet que la dérivée seconde de f est :

(3xy/T + 9z — 2y/x + 2)eV®
422 '

7(w) =

A Taide de la partie A, étudier la convexité de la fonction f sur [0;4+00].

Solution page 145
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Corrigé de I’exercice 3.1 page 100
f est de la forme \/u avec :

1
u(z) = gx?’ +22% + 1 = o/ (z) = 2% + 4a.

/

(%
2\/u

Donc f' = soit :

Corrigé de I'exercice 3.2 page 100
fZUXvavecu(a:):3a:+1 o(@) = e=®
u'(z) =3 V(z) = —e"
Ainsi, f'(z) = (u'v +v'u)(2)
=37+ Bz +1)(—e*)
=B—-3z—1) "
f(@) = (=3z+42)e "

Sur R, e7* > 0 donc f'(x) est du signe de —3x + 2.

3r+2>20 << -3z>-2

<~ <2
r< =
3

D’ou le tableau suivant :

Corrigé de I'exercice 3.3 page 100

1
f=— avec g(x) = e — 1.
g

De plus, g = e* — 1 avec u(z) = 22 et u/(z) = 2z, donc :
¢ (z) = v (2)e"® = 2ze®” .

Ainsi,

Ainsi, f/(z) est du signe de —z, car e >0 et (e””2 —-1)
D’ou le tableau suivant :
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Corrigé de I’exercice 3.4 page 100
f=./gavec g=1u? ot u(z) =5— Tz et u(z) = —7, donc :

d(x) =3 xu(z) x [u(x)]® = —21(5 — Tx)>.

Ainsi,

/ 9'(x)
fla) =5 7
—21(5 — Tz)?
2,/(5— Tz)%
—21(5 — 7z)?
2y/(5—T2)%2 x (5 —Tz)
—21(5 — 7x)?
2(5— 7x)y/5 = Tz

_ —21(5 — Tx)
25— Tx
—21
f’(l‘):T 5—Tx

N’oublions pas, d’une part, que :

V(B —=Tr)2=5-"Tx car 5 — 7z >0

et d’autre part, que :

f_)_( _ % _ VX
v
Corrigé de I’exercice 3.5 page 100
_ e =1 u(x)
f=./9 avec g(z) = P g pad ou
u(z) =e*—1 v(z) =e*+1
u'(z) =€ v'(x) = e
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Alors,

¢ () = " (@)

Ainsi,

Ui

T 1
(e* +1)2\/ &5

Inutile d’aller plus loin quand notre objectif est de trouver le signe de f/(z).
En effet, on constate que sur [0;+oo],
o 2e" >0

e (e"4+1)%/E5 >0

donc f/(z) > 0, et donc f est strictement croissante sur [0; +o0].

Corrigé de I'exercice 3.6 page 101
f est de la forme % avec :

u(z) =2z —/x v(z) =2+ x
u'(x :2—L v’(gc):L
D’ou :
Fa) = 2
_(2-aE) CHvE) - - VB x5l
2+ vz)°
_ @/E-1)2+VE) - 25— Va)
2/2(2 + v/2)?
8V t+dr—2—\z—22+x
N 2/2(2 + v/2)?
2 +4yx 1)
T 2/a2+ Va)?
N o VAR
1) = 76+ oy
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Le discriminant du polynome X2 +4X — 1 est :

A =b? — dac
=42 4 x1x(-1)
A = 20.
Les deux racines du polynoéme sont donc :
—4 — /2
X1 = —2 O X2 _ _4 + \/%
2
_—4-25 —4+2V5
2 “ T3
=—2-5. = —2+ /6.
D’ou le tableau de signe suivant :
X —00 X4 X5 400
X?24+4X -1 + 0 - 0 +

f'(z) est du signe de z + 4y/x — 1, c’est-a-dire de X? +4X — 1 en posant X = /7, et donc X > 0 et z = X2
D’apres le tableau de signes précédent,

T+4/7—-1>0 & Vz>-2+5
2
— :c><—2+\/5>

— z>9—4V5.

D’ou :

f(9_4\/3):2(9—4\/3)—\/9—4\/5

2+v9—4/5
_ 18-8v5— (-2 +/5)
T 2—(=2+5)

20-9v5 5

T B
_ —45+20V6

5
= —9+ 4/5.

Remarque 23

Précisons que /9 — 4v/5 = —2 + /5 d’apres les calculs faits précédemment.
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Corrigé de I'exercice 3.7 page 101
On pose u(z) = cosx. Alors, v/(x) = —sinz et :

lim <COS$+1> = lim (“(x)_“(”)> = /(1) = —sin7 = 0.

T—T xr— T T—T xr — T

3 1
Ainsi, | lim cosz+l =0

T—T €Tr — T

1
On pose u(z) = Vo + 1. Alors, v/(x) = ——— et :
2V +1

Jim (@) ~ lim (“(x)—“ﬂ)) _ (1) =

r—1 x—1 z—1 rz—1

Ainsi,

. VTH+1-v2 1
lim =
r—1 x—1 2\/§

Corrigé de I'exercice 3.8 page 101

On peut écrire :

fe) _ f@)~fla)  _w-a
9(x) T—a 9(z) —g(a)
car f(a) = g(a) = 0.
Or, lim (M) = f'(a) d’aprés la définition du nombre dérivé (vue en classe de premiére).

r—a Tr—a

- - 1
De méme, lim <g(:v)g(a)> = ¢'(a) donc lim < i ) = (¢'(a) # 0 par hypotheses).

e—a\  z—a z—a \ g(z) — g(a) g'(a)
Ainsi,
o (@@ wma N 1
i (=0 @) =@
et donc :

iy (1) _ 1@

v—a\g(z))  ¢'(a)

Posons f(z) = cos(5x) — cos(3z) et g(x) = sin(4x) — sin(3x).
Alors, f'(x) = —5sin(5z) + 3sin(3z) et ¢'(x) = 4 cos(4x) — 3 cos(3z).
Ainsi, f/(0) =0 et ¢’(0) = 1.
f et g vérifient toutes les conditions nécessaires pour utiliser la regle de I'Hospital donc :

(cnton) i)

lim
x—0

Corrigé de I'exercice 3.9 page 101
e lim(e"—1)=e"—1=1-1=0.

z—0

e lim(e**—-1)=e’—1=1-1=0.

x—0
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s . 0 e . . :
On a donc une forme indéterminée du type « 0 » donc on pense & faire apparaitre un ou plusieurs taux d’accrois-

sement. )
e —1 e’ —1 z—0

= X )
ez — 1 z—0 e2*r—-1

o lim (ew _01> = lim (”(‘”)_“(O)> =4/(0) = e = 1 avec u(z) = e” et donc u/(z) = € ;

z—0 \ T — z—0 z—0
= = 1 1 1
e lim (= 0) - lim v =0 = = — = = avec v(x) = e** et donc v'(x) = 2.
z—0 \ €2 — 1 z—0 \ v(z) — v(0) v'(0) 20 2

On en déduit alors que :

82 Methode 5

On aurait pu aussi utiliser la regle de I’Hospital vue dans 'exercice précédent, mais elle n’est pas au programme...

Corrigé de I'exercice 3.10 page 102
La tangente a C au point d’abscisse = 3 est horizontale car f'(3) = 0.
f(3) = 6 donc son équation est : y = 6.

Il y a deux solutions & 1’équation f(z) =4 : I'une sur 'intervalle ]2; 3] et Pautre sur I'intervalle |3;10].

Corrigé de I'exercice 3.11 page 102

f'(0) = 1 car f/(0) représente le coefficient directeur de la tangente 7. Et pour calculer le coefficient directeur
de cette droite, on considére deux points qui sont sur cette droite : par exemple, A(—1;—1) et O(0;0).

(=1

(=1

¢'(2) = 0 car la tangente a C, est horizontale, et comme toute droite horizontale, elle a un coefficient directeur
nul

f(z) > g(z) <= =z €[0;4] car c’est sur cet intervalle que C; est au-dessus de Cj.

f/(O) _ Yo —Ya

107 =1.
TOo —TA 0—

Corrigé de I'exercice 3.12 page 103

f(0) est lordonnée du point de C d’abscisse 0 : c’est le point d’intersection de la courbe avec l'axe des
ordonnées. Donc f(0) = —1.
1(0) correspond au coefficient directeur de la tangente & C au point d’abscisse 0. C’est donc le coefficient
directeur de D. Donc f/(0) = 1 (les points de coordonnées (0; —1) et (1;0) sont sur la droite donc le coefficient
Yo —ya _ 0—(=1)

directeur est = = .
IR —TA 1-0

L’énoncé dit que le point de la courbe d’abscisse 1 est un minimum local. Donc f/(1) = 0.

D a pour équation y = z—1 (coeflicient directeur égal a 1 et coupe ’axe des ordonnées en —1). Donc ’équation
revient a trouver les abscisses des points d’intersection de D et C.

Les solutions sont donc x = 0 et z = 2.
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1
La fonction f est croissante jusqu’a 3’ puis décroissante jusqu’a 1, puis croissante, d’ou le tableau de signes
suivant.

Corrigé de I'exercice 3.13 page 103
f(0) =1 (cela correspond & 'ordonnée du point d’abscisse 0 qui est sur la courbe).

3
f1(0) = 5 Pour déterminer cette valeur, on prend deux points de la tangente a la courbe passant par le

point d’abscisse = 0. Les points A(0;1) et B(5;—2) sont sur cette tangente. On calcule alors la pente de
cette droite :

— —-2-1 3
"00) = YB —Ya _ a4
F(0) IR —TA 5—-0 5
£(3,5) ~ 3,5 et f/(3,5) ~ 3,2.
Le tableau de signes de la fonction f/ est le suivant :
a8 —00 1,5 +o00
f — 0 +

Corrigé de I'exercice 3.14 page 104

2dz
N f(x)=2ax4+b— ——.
e L
La condition (2) permet d’écrire : f'(—1) = 0, soit :

1

La condition (1) permet d’écrire :

» A(-1;0)eC= f(-1)=0=a—b+c+2d=0.
» B(0;1)eC= f(0)=1=c+d=1.
» C(1;2)eC= f(1)=2=a+b+c+3d=2.

Nous avons alors le systéeme suivant :
—2a+b +3d=0 F
c—+ d =1 E2
a—b+c +3id=0 E;
at+b+tc +3d=2 E,

En faisant (E4) — (E3), on arrive a I’équation :
(E4> - (Eg) o 2b =2

Ainsi, b = 1, d’ou le systéme suivant :



En faisant (F%) — (E%), on a :
(E5)—(E3) @ a—=d=0

Soit : d = 2a. L’équation (E4) est donc équivalente & :
1

—d+-d= -1
Y 2

Soit : d = 2 et donc a = 1. L’équation (E}) donne alors : ¢+ 2 =1, soit ¢ = —1.

2
Final t 2 = g2 -1+ ——1
inalement, on a : | f(z) = z° + +x2—+—1

Corrigé de I'exercice 3.15 page 104

f(0) =6 car Cy coupe 'axe des ordonnées en un point d’ordonnée égale & 6.
De plus, f(0) =a x 02 +b x 0+ ¢ = c. Donc ¢ = 6.

f'(z) = 2azx + 0.
1)

—3 car le coefficient directeur de 7T; est égal a —3.

f'(=1) =1 car le coefficient directeur de 7_; est égal a 1.
f'1)=2a+b=-3et f'(-1)=—2a+b=1.Dou:
2 b=-3
o = (2a+0b0)+(—2a+b)=-3+1=2b=-2=b=—1.
—2a+b=1
alors,

20+b=-3=2a+(-1)=-3—=2a=-3+1=-2=a=-1.

L’équation f(z) = 0 admet pour solutions —3 et 2. En effet, C; coupe l'axe des abscisses en deux points
d’abscisses respectives —3 et 2.

f(xz) = —2? — x + 6 donc son discriminant est :
A=b%—dac=(-1)? -4 x (—1) x 6 = 25,
d’ol deux racines :

-b-vA 1-5 —4 -b+vA 145 6
xlz 2 = 2 :72:2 et 1‘2: = :7:—3,
a — —

Corrigé de I’exercice 3.16 page 104
(x—1)2%+3 siz<1
flz) = :
x4 2 siz>1
e Sur |—o0; 1], f est une fonction polyndéme de degré 2 donc continue;
e sur |1;4o0[, f est une fonction affine donc continue;
o de plus, 1irn1 flx)=(1-1)>+3=3et lim1 f(z) =1+2=23, donc f est continue en 1.
T— T—
<l @ >

Ainsi, f est continue sur R.

Corrigé de I'exercice 3.17 page 105
2 +3x—k siz<0
gx) =1, .
e’ 42 siz >0
Sur [—o00;0[ et sur |0; 4+00[, g est continue comme fonction polynéme d’une part, et exponentielle d’autre part.
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Pour que g soit continue sur R, il faut que g soit continue en 0, c’est-a-dire que :

lim (x2 + 3z — k) = lim (eg” + 2)7
x—0 x—0
<0 x>0

soit quand :
—k=¢e"+2 donc k=-3

Corrigé de I'exercice 3.18 page 105

lim (VI=2?) =V1-02=1;
T—>

lim cos(x) = cos(0) = 1.

z—0

Les deux limites (a droite et & gauche de zéro) sont égales, donc f est continue en 0.

Corrigé de I'exercice 3.19 page 105
Calculons lir% f(z). Pour cela, on écrit :
T—r

T —2 Vi —x+2

f@%:vaE—2XV@?E+2
_ (-2 (Vi-3z+2)
B 4—z—4
_(z-2) (\/m + 2)
B —x
lim [(m -2) (\/H-F 2)] — _8
z—0 ili%(_x) 0 = (par quotient) il_r)% f(z) =400
z>0 x>0
lim [(z—2) (Vi—z+2)] = -8
o lim(—z) =0 (= (par quotient) lim f(z) = —c0
%20 520

lim f(x) # lim f(z) donc f n’est pas continue en 0.
z—0 —0
<0 >0

Calculons i1_>1r12 f(z).
lim(z—2) (V4—2+2)=0"
T —2

} = (par quotient) lim2 f(z)=0
z—

(o) = -2
Ainsi, f(2) = liﬁm2 f(z).

La fonction f est donc continue en 2.

Corrigé de I'exercice 3.20 page 105
by YEAEHE=2 Vo Au it
71 VR I
z2 +z—2
C(e-1) (Va2 rz+2+2)
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(z—=1D(z+2)
(z-1) (Va2 +z+2+2)
T+ 2

=——— siz#l
Va4 z+2+2 7

Ainsi, lim f(z) =
z—1

flz) =

[\

=~ w

= f(1). Donc f est continue en 1.

Corrigé de I'exercice 3.21 page 105
Posons f(z) = 3x® — 5z + 1.

o lim f(z)=—oc0.
r——00

lim f(z) = +o0.
x—r+00

o f'(z) =922 — 5 d’ott le tableau de variation suivant :

z —00 76 ﬁ +oo
3 3
f'(x) + 0 - 0 i
3,48 +00
i ——
e —1,48
f <_§> ~3,48 ; f <\f> ~ —1,48.

+ Noons 12|01 13 |- L2 2] B o]

f est continue et strictement monotone sur I, k=1, 2, 3.
De plus, d’apres les variations de f, 0 € f(Iy), k=1, 2, 3.

Ainsi, d’apres le corollaire du théoreéme des valeurs intermédiaires appliqué sur chacun des intervalles Iy,
k=1, 2, 3, 'équation f(z) =0 admet une unique solution que chacun d’eux.

Donc ’équation f(x) = 0 admet trois solutions réelles :
— a~ —1,381;
— B =~0,205;
sy~ 1,176.

Corrigé de I'exercice 3.22 page 105
f est de la forme u X v avec :

zlxe‘z—f—(—eﬂﬂ)xx

[F@=@ -z~

‘2‘ e™® > 0 pour tout réel x donc f'(x) est du signe de 1 — x, c’est-a-dire positif sur [—2;1] (intervalle ou est
définie notre fonction f).

Par conséquent, f est strictement croissante sur [—2; 1].
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Sur [-2;1],

o f est continue (comme produit de deux fonctions continues) et strictement croissante ;
o f(—2)=-2e?+2~ 12,8 <0et f(1)=e ! +2 > 0; ainsi, 0 est une valeur intermédiaire entre f(—2)
et f(1).
Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur o € [—2;1] telle
que f(a)=0.
A laide de la calculatrice, on trouve a =~ —0,85 (il suffit de dresser un tableau de valeurs de f(z) sur [~2;1]
avec un pas de 0,01 pour z).

Corrigé de I'exercice 3.23 page 106
f est de la forme u x v avec :
u(t) =1-0,02t, v'(¢) = —0,02, v(t) = e~ %%, o/(t) = —0,2e 02,
f1(t) = (u'v +v'u)(?)
= 0,02~ %% —0,2(1 — 0,02t)e” "%
=[-0,02—-0,2(1—0,02)t]e” "%
= (0,004t — 0,22)e™ %%,

e~%2t > 0 pour tout réel ¢t donc f’(t) est du signe de 0,004t — 0, 22.

0,22
0,004t — 0,22 >0 < t . < t > 55.
: R ~ 0,004 =

Ainsi, f'(t) < 0 sur [0;50]. La fonction f est donc strictement décroissante sur cet intervalle.

Sur [0;50],

o f est continue et strictement décroissante ;
o f(0) =1et f(50) =0 donc 0,5 est une valeur intermédiaire entre f(0) et f(50).

Par conséquent, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur
a € [0;50] telle que f(a) =0,5.

A T'aide de la calculatrice, on trouve a & 3, 1.

Cela signifie qu’au bout de 3,1 h, soit 3 heures 06 min, le taux du médicament dans le sang sera de 0,5.

Corrigé de I'exercice 3.24 page 106
Posons g(x) = f(z) — .
e g(0)=f(0)—-0=1-0=1>0;
e g(1)=f1)-1=0-1=-1<0;
o g est continue (car c’est la somme de deux fonctions continues) sur [0;1].

Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation g(z) = 0 admet au moins une solution sur [0; 1],
ce qui signifie qu’il en est de méme pour I’équation f(z) = x car g(z) =0 < f(z) = .
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Corrigé de I'exercice 3.25 page 106
Partie A

1
il v(2)=1xV1i+tz+(x—1) X ——nr
H@=1xvito+@-)x e

rx—1
=Vitr+ ——e
2v/1+x

- (Vi+zx2y1+z)+z-1
2142
_2(l+x)+zx-1

B 2v/1+4+x
242x+x—1

2T+
3z+1
2v1+z
Sur [O; %], 3z 4+ 1) > 0 donc u est strictement croissante.
De plus, u(0) =1+ (0—1)y/T+0=1-1=0.
On en déduit alors que u(x) >0 sur [0; 1].

Partie B

d'(z) = f'(z) — g'()

1 1 1
:7_7_’_7‘%-
2V1+x 2 2
1 Vi+zr  a/l+=x

ovitz 2v/itz 2/ita
1-Vitz+a/lto
- 2VI+w
I+ (xz-1)yI+z
2vI+zx

u(z)
2V1+z
d'(x) est du signe de u(x) sur [0; 3] car 2¢/1+z > 0.

D’apres la partie A, u(z) > 0 sur [0; 3] donc d'(z) > 0.

Ainsi, d est croissante sur [O; %]

Ona:d(O)zf(O)—g(O)zl—leetd<;>:f<1)—g<1): g_%

On a le tableau suivant :

8
o
N[ =

d(z) - 2 7 16

1
Les variations de d nous suggérent qu’en approximant f(x) par g(z) pour x € {0; }7 I’erreur commise est

3 19
inférieure ou égale a \/; 15 soit inférieure a 0,04.
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~2+0,125 - 0,0078125
~ 2,117.

A la calculatrice, on trouve /4,5 ~ 2,121. La marge d’erreur est alors d’environ 0,004 avec la valeur trouvée
avec ¢.

Corrigé de I'exercice 3.26 page 107
Le taux de présence de ce produit apres 1 heure correspond a :
f(1)=1,5x2xe ' —0,5~0,6036.

Le produit injecté est donc présent dans le sang a environ 60, 36 % aprés une heure.
f est de la forme u x v donc f' = v'v + uv’, avec :

u(t) =1,5(t+1) v(t) =e?
u'(t)=1,5 v(t) = —e7?
Ainsi,
ff@)=1,5e"+1,5t+1)(—e")
= [1,54 (1,5t + 1,5)(=1)]e”"
| £(t) = —1,5te”"|

Pour t € [0;+oo[, —1,5t < 0 et e > 0, donc f/(¢) < 0.
f est donc décroissante sur [0; +o0l.

Nous avons :

o lim 1,5(t+1)=4o0;
t—+o00

e lim et =0.
t—+oo

Ainsi, . ligl 1,5(t + 1)e™" est une forme indéterminée du type « oo x 0 »; il nous faut donc exprimer f(t)
—+oo

différemment pour lever cette indétermination.

t _
f(t):1,5e—t+1,5e b — (0,5,

m e ! =0 donc, par somme :

ot . :
OL lim — =0 (cours ¢ Croissances comparees) et th
—+0o0

t—+oo et

lim f(t) =—0,5

t—+oo
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Sur [0; 400, f est continue et décroissante.
De plus f(0) =1, lim f(¢t) = —0,5,et 0€]-0,5;1].
t——+oo
Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation f(¢) = 0 admet une unique
solution « sur [0;4o0].
A T'aide de la calculatrice, on trouve a =~ 2,29.

Cela signifie qu’aprés 2,29 h, soit aprés 2 heures 17 min 24 s, le produit aura théoriqguement totalement disparu
du sang.

B:-1>0 < t>1et1,5*>0. Ainsi,
o f"(t) <0, donc f est concave, sur [0;1];
o f"(t) 20, donc f est convexe, sur [1;+400[;
Par conséquent, la courbe représentative de f admet un point d’inflexion de coordonnées (1; f(1)).

La vitesse de dilution du produit correspond & la dérivée f’(t), et cette vitesse diminue quand la fonction
passe de concave a convexe.

Ainsi, la vitesse de dilution du produit commence a diminuer & partir d’'une heure apres son injection.

A

Corrigé de I'exercice 3.27 page 107

w'v —uv’ 2z T

8 = ——— avecu/(z)=1letv'(z) = = .
H/-— () @) == = T

22 +1
(Vaz+1)? —a?
V241
2 +1
1
(22 4+ 1)vaz2 +1

g'(x) =

(#2+1) >0 et Va2 + 1> 0 donc ¢'(z) > 0 sur R.
Ainsi, g est strictement croissante sur R.

Notons que la fonction g est impaire car g(—z) = —g(z) et que son domaine de définition est centré en 0.
Donc lim g(z) =— lim g(z).
Tr——00 T—r—+00
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On peut écrire :
T
g(x) = ————= pourz #0
z? (1+ x%)
- r
|| +/1+ ;12

1
= — pour z > 0.

1+ 2

1 1
Or, lim — =0donc lim 1+—2:ﬁ:1.
x

x—+oco T—r+o0
Par conséquent, lim g(z) =1et donc lim g(z)= —1.
T—>+00 T——00
2z
Hie)-—r >
2vVzi+1
2 +1

f(@) = g(z) - 2.
Nous avons dit que g était strictement croissante sur R et que lirf g(x) =1.
r—r+00
Donc g(x) < 1 sur R.
Par conséquent, g(z) —2 < 0 sur R, donc f/(z) < 0 sur R.
f est donc strictement décroissante sur R.
f0)=1et f(1) =v2-2<0.
Or, f est strictement décroissante et continue sur [0;1]. Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs
intermédiaires, I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « sur [0;1]. On trouve « ~ 0, 58.

Corrigé de I'exercice 3.28 page 107
e ¥ +e”
1 —x) = ———
H/o=—
e +e”*
x

—f(x).

Cela signifie que la courbe représentative de f est symétrique par rapport a l'origine du repere, ce qui
justifie que 'on étudie f uniquement sur |0 ; +oo[ par la suite.

T

Hio="+""
0]

T,

et

lim <e> lim <1)O.
T—+00 €T rz—+oo \ e’

Par conséquent,

On peut écrire pour tout réel x non nul :




T _ 1 1 —x 92
Or, lim <e ) =1et lim ( te > = lim <> = +o00.
x—0 i x—0 X x—=0 \

Ainsi, par somme,

u'(z) =e® —e v'(x) =
Donc
uw'v —v'u
fl(x) = = ( )
x(ew — e*"”) — (e"” + e*"‘)
_ zet —xe ™t —et —e™? e*
B 2 ><(7’"
_ xe?® —gx —e*® — 1
B r2e”
iy (@1 —z—1
f (‘T) - xQem

B = v@=¢24+20@-1)e*-1=(2z-1)> -1
Par suite, on trouve u”(z) = 2e2* + 2(2z — 1)e** = 4ze?®.
b. Sur [0;+oo], u”(z) = 0 donc u' est strictement croissante.
De plus, v/(0) = —2 et lim «'(z) = +o0.
T—+0o0
v’ étant continue, d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation v’(z) = 0 admet
une unique solution « sur [0; +ool.

()

A la calculatrice, on trouve : a & 0, 639.
c. On déduit de la question précédente le tableau suivant :

T 0 400
u'(x) — 0 +
-2

o ula) = —2,9.
-1 1
ou(a:)—x{x 6217—1—:|
; x
De plus,
<:13 -1
lim = 1,
z—+o0 2z = hr+n < w) = +00
li T\ T—+00 €T . o
o () = = ) =



w étant continue sur Ja;+oo[, d’apres le corolaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une
unique solution 8 a l’équation u(z) = 0 sur cet intervalle.

Ala calculatrice, on trouve g =~ 1, 2.
f'(z) est du signe de u(x) donc :

Corrigé de I'exercice 3.29 page 108

Partie A
. 1 q 1 0
a. lim | —) =0donc lim (ew) =e =1.
r——00 \ T T—>—00
Ainsi, par somme, lim f(z)= —o0.
T——00

b. De méme, wgrfoof(x) = +o0.

c. lim (1> = —ooet lim (eX) = 0 donc lim (e%> =0.

z—0 \ T X ——o00 x—0
<0 <0
Ainsi, lim f(z) = 0.

z—0

<0

z—0 \ & X—+o0 z—0
x>0 x>0

Ainsi, par somme, lim f(z) = —oo.
730

1
d. lim <> = +oo et lim (eX) = +o00 donc lim (—e%> = —00.

1 1
fl@)=1- <—2> er =1+ —Qe% > 0 pour tout x non nul.
x €T

Par conséquent, f est strictement croissante sur |—oo;0[ et sur ]0; +o0[.

f est continue et strictement croissante sur |0 ; +oo].

De plus, lim f(z) = —oo et lim f(x) = 4oo. Ainsi, 0 est une valeur intermédiaire entre lim f(x) et
z—0 T—+00 r—0
>0 >0

li .

st T 1)

Donc, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc une unique valeur a sur

105 +o0] telle que f(a) = 0.

A la calculatrice, on trouve : a ~ 1, 76.

Partie B

Notons ¢ la limite de (u,). Alors, £ > 0 car u, est une exponentielle.

De plus, la suite (u,) est définie par la relation de récurrence u, 1 = g(uy), avec g(z) = e=.

g est continue sur ]0; +o00[; de plus, lim+g(a:) = 400 et lirf g(z) =1 donc g(]0;+00[) =]1;400[ C]0;+o0].
z—0 T—>100

Ainsi, d’apres le théoréme du point fixe, £ = g(¢), soit :

(=et & f(—et =0
— f(¢)=0.

Or, l'unique solution de ’équation f(x) = 0 est a.
Donc ¢ = a.
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Corrigé de I'exercice 3.30 page 108

1

ef == < e =2
T

— x—e =0
Ainsi, x est solution de (F) si et seulement si f(z) = 0.

‘ 2 ‘ a. f'(z) =14 e " > 0 car une exponentielle est toujours strictement positive.

Ainsi, f est strictement croissante sur R.

b. e« lim (e_z) = lim (eX) = 400 donc lim (—e_z) = —00.
T—r—00 X —+oo T—r—00
Ainsi, par somme, EIP flx) =—00<0.
. —x _ . X o . _
. IEIEOO (e7%) = Xgrgw (e*) =0 donc xgrfmf(x) = +00 > 0.

o f est continue et strictement croissante sur R.

Par conséquent, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur
a sur R telle que f(a) = 0.

1 1 1
c. f(2> :5—6*%z—O,lQetf(l):l—e*1%0,63>0doncoz€ [2;1}.

1
d. La fonction f est strictement croissante sur [0;a] et « € [2 ; 1} donc f(z) < 0 sur [0;a].

1+z
g(z)zx — Tt = °

— 1+z=x(l+¢€")
<— l+z=x+xe"
<— 1 =2z
1
= — =z
ex
1
= - — =
ew
— z—e =0
— f(z)=0

‘4‘ a est unique solution de 'équation f(x) = 0, donc I'unique solution de 1’équation g(x) = z car les deux
équations sont équivalentes.
§(z) = 1x(1+e*)—(1+x)xe®
(IGaeidP
14+6e®—¢e® —ze”
(14e%)?
1 —ze®
(1+e)?
Ainsi, ¢'(x) >0 <= 1 —xe® > 0 car (1 +¢%)? > 0 pour tout réel .

1
Or,1-ze" >0 <= 1>ze" < — >u
€

= r-e¢ <0 <= f(x)<0
<~ z€0;q
Alinsi, g est croissante sur [0; «].

1
-u0:Oetu1:g(u0):g(O):§donc()guoguléa.
L’initialisation est faite.
o Supposons que pour un entier n donné, 0 < u, < Upt+1 < Q.

Comme g est croissante sur [0; ], alors,

9(0) < g(un) < g(uns1) < g(a),
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soit, :

car g(a) = o d’apres la question 4.
1

Comme 0 < —, on a bien :

0 < Upy1 S Upg2 < .

L’hérédité est alors vérifiée ; par conséquent, pour tout entier naturel n,

[0 <un Suppr

De la question précédente, on déduit que (u,,) est croissante et majorée.
Or, toute suite croissante et majorée converge.
Donc, (u,) converge.

m De I'égalité up4+1 = g(uy,), on déduit :

lim w = lim U
n—-+o0o Ll n—>+oog( n)

{=g < lim un) car g est continue

n—-+oo

=g(0)

Ainsi, ¢ est solution de ’équation g(x) = z. Or, « est l'unique solution de cette équation.

Donc lim wu, = a.
n—-+oo

Ona:

‘ n ‘ Up,
0 0
1 0,5
2 | 0,566 311 003 2
3 | 0,567 143 165
4 | 0,567 143 290 4

Ainsi, uy = 0,567 143.
Corrigé de I'exercice 3.31 page 109
‘ 1 ‘ o Imitialisation : 0 < uy < 1 donc la propriété est vraie pour n = 0.

o Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, 0 < ug < 1.

O<upr<l=-1<-ur<0
=2<3—up <3

1 1
<

N 1
?)—’Ll,}c 2
= - < <1

3
2
g 3—Uk

=0 < ugg1 < 1.

Ainsi, la propriété est héréditaire.
D’apres le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 1.
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unH—unzi_un:Z—un(i%—un):ui—Sun+2:(un_1)(un_2).
Or, pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 1 donc :
e up, —1<0
s u, —2<0
e 3—u, >0

Par conséquent, 41 — u, > 0. Ainsi, (u,) est strictement croissante.

(un) est bornée, donc majorée, et strictement croissante donc, d’apres le théoreme de convergence des suites
monotones, elle converge.

On pose £ sa limite. Alors,

2
= F-30+2=0
— l(=1oul =2
Or,0<u, <ldoncO</{<1.
Par conséquent, lim wu, = 1.
n—-+o0o
On en déduit alors que :
2
= Il
R e —

Corrigé de I'exercice 3.32 page 110

Partie A : étude d’une fonction

« Caleulde lim f(x).

1
lim (e*) =0et lim <2x2 + 22 — 2) =

—oo dong, pas somme :
r—r— 00 Tr—r—00

lim f(z)=—-o00

T—>—00

o Calcul de lim f(z).
r—>—00

Commengons par transformer l’expression de f(z) :

1
f(m):emf§m2+2x72

x( z2 2z 2>
— e leoe—ed —==—=
2e” e’ e*

n

Y , . x .
Or, par croissance comparée, lim | — ) = 0 donc, par somme et produit :
rz—+oo \ e

lim f(z) =400

r—+o0
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o La dérivée de f est :
flx)=¢e"—xz+2.

e La dérivée seconde de f est :

F(x) =" — 1.
On a le tableau suivant :
xz —0o0 0 +00
f(x) — 0 +
f'() T,
f'(x) +
f@ |l

o f"(z) <0 sur|—o0;0[ donc f est concave sur cet intervalle.
° f//(
o f"”(x) =0 en changeant de signe en x = 0 donc C admet un unique point d’inflexion en z = 0.

Sur ]0; 1],

o f est continue et strictement croissante ;

. F(0)=—1<0et f(l):e—%>0, donc £(0) < 0 < f(1).

x) > 0 sur ]0; +oo[ donc f est convexe sur cet intervalle.

Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel « dans |0; 1] tel
que f(a)=0.

Par définition,
a 1 2
fla) =0 < e — 5@ +2a—-2=0
1
<:>ea:§a2—2a+2.

Partie B : étude d’une suite

On admet que pour tout entier naturel n, u,, > «; par conséquent, comme f est strictement croissante sur R,
fup) > f(a)
Or, f(a) =0 donc f(u,) > 0.

VneN, u,p1 —u, = —]{((ZZ))

Or, f/(z) > 0 donc f’'(uy,) > 0. De plus, f(u,) > 0 d’aprés la question précédente.

Ainsi, up41 — u, < 0, ce qui signifie que (u,,) est décroissante.

De plus, u, > « donc (u,) est minorée.
Or, toute suite décroissante et minorée converge.
Par conséquent, (u,) converge.

‘3‘ Posons lim (u,) =¢.
n—-+00

Alors, de I'égalité :




on déduit :

_,_f0 / .
=1 70 (car f et f’ sont continues)
soit : 0
0
et donc :
') =o.

Ainsi, £ est une solution de ’équation f(x) = 0.
Or, nous avons vu que cette équation admettait une unique solution : .

Ainsi, (u,) converge vers «.

Corrigé de I'exercice 3.33 page 110

f est dérivable sur R} comme somme de deux fonctions dérivables sur cet ensemble.

Ona: .
!/ —z
z)=—e€%— ——.
f(@) 2\/x
1
Or, e7® > 0 car une exponentielle est toujours strictement positive, donc —e™* < 0 et ———= < 0, donc

NG
f'(z) <0 sur RY.

Ainsi, f est strictement décroissante sur R

[ est continue sur R%. De plus, f(0) = 1 et f(1) = e ' —1 < 0 donc d’aprés le corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaires, I’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur ]0;1].

La formule qui donne I’équation réduite de la tangente en un point d’abscisse a est :
y = f'(a)(z —a) + f(a)

ce qui donne ici :

1
y:(—e1—2>(x—1)+e1—1
il Nl 1 e
= _— = = —1 —_— =
(e 2)(3: )+e e
2+e 1—e
= — —1
(2e>(x )+
. Y 2+e er2—§—e+2—26
A 2e 2e 2e

L’abscisse du point d’intersection de (Tp) et de I’axe des abscisse se trouve en résolvant ’équation :
2+e " 4—e 0
— :I: =
2e ! 2e

N 2+e 4—e
_ 1= —
2e ! 2e

4—e 2%
< 1 = % ><2+e
- 4—e

T =
! 24+e




i

. 1
a. Sur R}, —e™® < 0et fﬁ

b. Par définition, on a :

) 8 m= i@ ie—

< 0 donc f'(z) < 0 soit, en particulier, f'(x) # 0.

et en remplacant x par x,1, par définition toujours, on doit obtenir 0 :

f,(xn)(xn+1 - $n) P f(ln) =0

d’ou :

f/(xn)(l'n-kl —Tp) =
f(zn)
[ ()

T+l = Tn — f/(LII )
n

& Tp+l — Tp = —

a. Les valeurs affichées par le programme sont :

0.27164934570251265
0.41160233281162323

0.4261836392185189
0.4263027432505926

—f(n)

(car f'(zn) # 0)

b. Ces valeurs correspondent & celles de x1, xo, T3 et x4.

c. Dans la mesure ou les différentes valeurs de x calculées dans la boucle du programme correspondent aux
termes successifs de la suite (x,,),,~,, on peut conjecturer que liIJIrl Ty ~ 0,426303.
& n—-+oo

C est au-dessus de (Tp) donc z1 < a.

Dans un cas général, le point d’intersection de la tangente & une courbe C; (toujours située au-dessus de ses
tangentes) et de I’axe des abscisses sera toujours avant la solution de I’équation f(x) = 0.

Donc, z,, < a pour tout entier naturel n.
f'(wn)

Par définition, z,41 — x, =

Or, f(z) > 0 sur ]0;a] (d’apres les variations de f) et f'(z) < 0 sur ce méme intervalle. Par conséquent,

Tpt1 — Ty 2 0, soit (¥n),5, croissante sur ]0; al.

Or, la suite est majorée par «, donc elle converge. Notons ¢ sa limite. Alors, la relation :

T+l = Tn — f/(LII )
n

devient (car f et f’ sont continues sur |0;a]) :

_, f
=T
soit :
f)=o.

Or, l'unique solution de 1’équation f(z) =0 sur ]0; ] est a.
Donc la limite de (z,,),,5, est a.
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Corrigé de I'exercice 3.34 page 111

‘ 1 ‘ Quel que soit le point de la courbe, la tangente en ce point est toujours sous la courbe ; on dit ici que la courbe

est toujours au-dessus de ses tangentes.

Ainsi, la fonction est toujours conveze sur l'intervalle ou est tracée la courbe.

‘ 2 ‘ Ici, la courbe est toujours au-dessus de ses tangentes, donc la fonction est convere sur 'intervalle ou est tracée

la courbe.

‘ 3 ‘ Au début de 'intervalle, la courbe est sous ses tangentes jusqu’a un point I au-dela duquel la courbe est sous

ses tangentes.

On peut alors dire que I est un point d’inflexion et que l'on a :




Corrigé de I'exercice 3.35 page 112
7

— 5

—104

—154

—204

2

Sur ]0;«], f est concave car la courbe est en dessous de ses tangentes.
Sur [a;+00[, f est convexe car la courbe est au-dessus de ses tangentes.

Corrigé de I'exercice 3.36 page 112

« Déterminer la convexité d’une fonction » signifie regarder sur quels intervalles cette fonction est concave, et sur
quels autres intervalles elle est convexe.

Quand il s’agit de regarder la convexité d’une fonction en ayant son expression, nous devons calculer sa dérivée
seconde et étudier le signe de cette derniere.

f est de la forme uv donc f' = v'v + v'u avec :

u(z) =x u

(
v(z) =e " "

f' est aussi de la forme uv avec :

Or, pour tout réel x,
e >0

donc f’(x) est du signe de z — 2, d’ou le tableau de la page suivante.

az —00 2 +00
f'(=) - 0 +
f concave PI convexe

Il y a ici un point d’inflexion car f”(x) s’an- /

nule en changeant de signe.
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Corrigé de I'exercice 3.37 page 113
Le nombre d’individus propageant cette rumeur initialement correspond & f(0).

£(0) =100 + 0% x e=%1%0 = 100.
Il y a donc initialement 100 personnes qui propagent initialement cette rumeur.
H a. La dérivée de f(z) est la dérivée de zte=%1% car la dérivée de 100 vaut 0.
rte™%17 est de la forme uv avec :
4 o' (x) = 4a3
e 01z v'(z) = —0,1le %z

donc :
f'(@) = (u'v + uo')()
— 41,3670,1(1? + 1'4( _ 0’ 1670,11:)
0,1z

=(4-0,1z) x 237012

‘ f'(z) =2%(4 — 0,12)e" %"

b. f’(z) est du signe de 4 — 0,1z car une exponentielle est toujours strictement positive et #3 > 0 pour

x> 0.
De plus,
4-0,1z2 20 < 4>0,1z
< i >
0,1 "
<~ 40>z
d’ou le tableau suivant :
T 0 40 50
1 (z) 0 + 0 —

f / \ 42 212

f est convexe si f”(z) > 0.

On voit que f”(x) est du signe de 0,01z2 — 0,8z + 12, donc le discriminant est :

A=(-0,82—-4x0,01 x12=0,16

donc les deux racines sont :

0,8 — /0,16 0,8 + /0,16
— — 20 t = —— =60 > 50.
i 0,02 ooz 0,02 >
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Ainsi,
o f"(x) <0, donc f est concave, sur [20;50];
o f"(x) >0, donc f est convexe, sur [0;20].
a. f est croissante jusqu’a x = 40, donc il faut attendre 40 jours avant que la rumeur diminue.

b. Le nombre maximum d’individus propageant cette rumeur est f(40) ~ 46 988.

c. La notion de « diminution de croissance » est assez difficile & comprendre pour des éleves de Terminale
ES; il faut juste retenir que la croissante diminue (ou augmente) quand il y a un changement de convezité.

Ainsi, cela correspond a la présence d’un point d’inflexion. Ici, c’est au bout de 20 jours que cela se
produit (d’apres la question .

Corrigé de I'exercice 3.38 page 113
Une courbe admet un point d’inflexion uniquement lorsque la dérivée seconde s’annule en changeant de signe. Or,
pour tout réel x,

e (z—1)2 >0, en s’annulant pour z = 1,
e e”>0.

La condition f”(z) = 0 est bien satisfaite en z = 1, mais f”(x) ne change pas de signe en cette valeur.

Ainsi, la courbe représentative de f n’admet pas de point d’inflexion.

Corrigé de I'exercice 3.39 page 113

Bl o lim(e®)=e'=e>0
x—1
lim(z—1)=0"carz <1 < 2—-1<0.
x—1
b. On en déduit que la courbe C admet une asymptote verticale, d’équation = = 1.
B lm (e5)=0

r—>—00

r—1

} = (par quotient des limites) | lim f(z) = —oo |.

T—>—00

} = (par quotient des limites) | lim f(x)=0]|

lim (x—1)=—oc.
T—>—00

On en déduit que C admet également une asymptote, d’équation y = 0, au voisinage de —oo.

a. f est dérivable sur |—0o; 1[, en tant que quotient de fonctions définies et dérivables sur cet intervalle,
avec la fonction au dénominateur ne s’annulant pas sur 'intervalle.

Vi €]—o00; 1, f,(x):eg”x(x—l)—e’“'xl

(x —1)2
e x(z—-1-1)
RNCES Y
(x —2)e*

b. Vz € ]—00;1[, e >0 et (x —1)2 > 0 donc f'(z) est du signe de (z — 2).
r—220 << z>2,

d’ou le tableau suivant :

a8 —0 1
f(@) -
0
f D —00

a. Pour étudier la convexité de la fonction f sur Iintervalle |—oo; 1[, on va étudier le signe de f”(x).
Vre]-oo;1], (x—1)<0 < (z—-1)3<0.
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De plus, e > 0. On en déduit que le signe de f”(z) est 'opposé du signe du trindme : 22 — 4z + 5, de
discriminant :

A=(—4)?-4x1x5=-4<0,

donc n’admettant pas de racine, ce qui signifie qu'’il est strictement positif (car le coefficient dominant
est positif) pour tout réel x.

Ainsi, f”(z) <0, et donc f est concave sur |—oo;1[.

. Pour déterminer I’équation de T, il nous faut connaitre f/(0) et f(0) :

—9)%0
. f/(O):((%_?)Q:fZ—Q;
ef 1

° f(O):O—l :j:_l
La formule classique donne une équation pour 7' :
y=f'0)(z—0)+ f(0) <= y= 221

L’équation réduite de T est donc : y = —2x — 1.

. f est concave sur |—oo; 1] donc la courbe C est sous ses tangentes, notamment sous la tangente 7.

On en déduit donc :

zeE]|-00;1] = flz)s 221

ea:

<—2r—-1
rz—1

= " > (x—1)(—2z-1) carsur | —oo; 1, z—-1<0
= " 2 (2z—-1)(z—1).

. La fonction f est, sur | — oo ; 1[:

o continue (car dérivable);

o strictement décroissante (d’apres la question 3. b.);

o lim f(z)=0, lim f(z) = —0co et —2 € |—00;0].
T—r—00 rz—1

Ainsi, d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1'équation f(z) = —2 admet une
unique solution « sur lintervalle | — oo ; 1].

. f(0) = =1 d’apres la question 4.b. On sait donc que la solution sera a chercher dans 'intervalle ]0; 1].

A T'aide de la calculatrice, on trouve :
e f(0,31) ~ —1,98 > —2;
e f(0,32) ~ —2,03 < —2.
Un encadrement de o d’amplitude 1072 est 0,31 < a < 0, 32.

Corrigé de I'exercice 3.40 page 114

On a d’une part :

800 800
£(0) 1+ 15e0 16 :
D’autre part :
0,05 x 800 40

° 0,05f(1') 1 + 150,05z 1 + 150,05z

0,001 25 x 800 1
o 0,001 25f(z) = 1+ 15e-0052 1t 15e-0.05=

1 1+ 15e=0:05 — 1 15e~0:052

e 10,001 25f(z) =1— -

1+ 166 0:05 14 15e 0052 1+ Ipe 0.05%
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40 15e~0.052 40 x 15e~0:052

T T4 156005z 1+ 15e—005z (1 4 15¢—0,052)>
600 —0,052
= e—2 = f'(x) (d’apres le logiciel de calcul formel).
(14 15e~0,05z)
Avec ce nouveau modele f, Veffectif de cette population en 2050 peut étre estimé & f(50) soit environ 358.
lim (—0,05z) = —o0
Eae = lim (e_0705’”) =0.

X1~I>I£loo (eX) = O xr—r+00

e 0,05f(z) (1 —0,001 25f(z))

On en déduit que :
lim (14 15e7%%%%) =1

T—+00

et que

. 800
o (14—15e005> -

Donc lirf_l f(x) =800, ce qui prouve que la courbe C admet la droite d’équation y = 800 comme asymptote
Tr—r+00

horizontale en +oo.
600e 0,052

Sur [0 +oof, f'(z) = (1+ 15e-0.057)2"

Or, pour tout réel X, on sait que eX > 0, donc e~%%% > 0 pour tout z.
(1+ 15¢795%) > 0 donc f(z) > 0.

On en conclut que la fonction f est croissante sur [0 ; +ool.

On résout I'inéquation 15¢=%9% — 1 > 0.

15679957 _ 1 > (0 «—= 15¢7905% > 1

1

—0,05z
> e > —
~ 15

1
0,05z > In (15)
()
20,05
—1In (15)
0,05
z < 20 In (15).

~N

1111

On admet que la vitesse de croissance de la population de cette espéce, exprimée en nombre d’individus par
an, est modélisée par la fonction f’.

a. Pour étudier la convexité de la fonction f sur lintervalle [0 ; 400, on détermine le signe de la dérivée
seconde f”(z).

30e—0,05m
D’apres le tableau : f”(z) = ——————— (157095 — 1),
(1+ 15¢—0.05z)

D’aprés ce qui a été vu précédemment, f”(x) est du signe de (15e_0705m - 1).

T 0 201n(15) +00
f"(x) + 0 —

Ainsi,
o f est conveze sur |0;201n(15)[;
o f est concave sur |201In(15) ; +o0[;
o En 2z =20 In(15), f”(x) s’annule et change de signe, donc la courbe C admet un point d’inflexion.
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Si z = 20 In(15), 15e=%%%% — 1 = 0 donc 15e~%:05%201n(15) — 1

800 800
f(20In(15)) = 1+ 150 0.05x20m(15) 1 +1 400.

Donc le point de coordonnées (201n(15) ;400) est le seul point d’inflexion de la courbe C.

b. La direction de la réserve affirme :
« Au vu de ce modele, la vitesse de croissance de la population de cette espéce va augmenter pendant
un peu plus de cinquante ans, puis va diminuer ».

On établit le tableau de variations de la fonction f/ qui modélise la vitesse de croissance de la population
de cette espece, exprimée en nombre d’individus par an.

x 0 201n(15) +o0
f"(=) + 0 -

f T

Or 20 In(15) ~ 54,2 donc la direction a raison.

Corrigé de I'exercice 3.41 page 115
Partie A : étude du signe d’une fonction auxiliaire

g(x):x3(3+2—2+2>.

1
De plus, lim <n> = (0 pour tout entier naturel n non nul, donc :
xr

——00

. _ . 3y

De méme,

lim g(z) = lim (32%) = +oc.

@—+oo @— oo
g'(z) = 922 + 18z — 2. Son discriminant est :
A =0*—4ac=18% —4 x 9 x (—2) = 396.
Donc ¢'(z) admet deux racines :

—b—vVA —18—6v11 -3- 11

= t
o % 13 3 ¢ 2 3
On en déduit le tableau suivant :

x —00 x1 Z2 +00

J'(x) + 0 - 0 +
o g(r1) =~ 18,1

. /9(1’1)\ /+°O . glz)~ 1,9

gz ’
—00 U(xz)

o Sur |—oo;z1[, g est continue et strictement croissante. De plus, 0 € g(]—o0;z1]).
Donc, d’apres le corollaire d u théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation g(z) = 0 admet une unique
solution sur |—oo;x1][.
o Sur |z;;+00o[, le minimum de g est strictement positif. Donc sur cet intervalle, I’équation g(x) = 0 n’a
pas de solution.
Ainsi, il existe bien un unique réel « tel que g(«) = 0.
Une valeur approchée est o ~ —3, 3.
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Partie B : étude des variations d’une fonction

f:uxvavec:

Ainsi,

-2

fla) =252

‘l‘ a. Le discriminant du polynome 3X2 + 6X — 2 est :
A=62—4x3x(—2) =36+ 24 = 60.

Il admet donc deux racines :

—6—v60 —-3—+15
X, = = <0
6 3
et
-3+ V15
X, — SR
3
D’ou le tableau de signes suivant :
X 0 X 400
3X2+6X —2 - 0 +
b. Remarquons que, en posant X = \/x, on a :
3X?2+6X —2
/ _ AT es =8 X
(X)) = X et X > 0.
Ainsi, f/(x) est du signe de 3X2 + 6X — 2.
2
V15 -3 V15 -3 8 — 2v/15
Deplus, X = —— <= zx = = .
3 3 3
On en déduit alors le tableau suivant :
T 0 8—23\/ﬁ +00
f'(x) - 0 +

f"(z) est du signe de 3z/ + 9z — 2y/T + 2 = 3X> + 9X? — 2X + 2, en posant X = /7.
D’apres la partie A, pour X >0, 3X3 +9X2 — 2X +2 > 0, donc f”(z) > 0 sur [0;+oo[.
Par conséquent, f est convexe sur [0;+oo].
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ﬂ Introduction

} Définition

Définition 16

On définit la fonction logarithme népérien comme étant la fonction réciproque de la fonction exponentielle, c¢’est-a-
dire I'unique fonction :
In : Ry —R
r — Inx

pour laquelle :
V& >0, e®% =1In (ex) =,

DVariation de la fonction In

Propriété 22

La fonction In est continue et dérivable sur R*, et :

1
(In)'(z) = = pour tout z > 0.
T

Considérons les deux fonctions :

u(z) = In (e”) et v(z) =z
définies pour tout réel x.
On sait, par définition, que u(z) = v(z) et donc que v/(z) = v'(z).

D’apres la formule qui donne la dérivée d’une fonction composée,

o (z) = (%) x In’ (e7)

=¢e”In’ (¢”).
et
v'(z) =1
Ainsi,
u'(z) =0 (z) < e"In’ (%) =1
1
< In' (") = —
W () =1
1
— ln'(X):Y, avec X =¢e” > 0.
Ainsi,
1
vX In'(X) = —.
>0, In'(X) X
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Propriété 23

La fonction x — In(x) est strictement croissante et concave R* .

C’est la conséquence de la propriété précédente :
, 1
Ve >0, In'(z)=—>0
7

donc la fonction In est strictement croissante sur R .

b Egalité des opérandes et conservation de I'ordre

Propriété 24

Pour tous réels x et y strictement positifs,

In(z) =In(y) <=z =y et In(z) <In(y) <= z < y.

Cette propriété est nécessaire pour résoudre certaines équations avec logarithme népérien.

A Attention 11

Dans la résolution d’équations ou d’inéquations avec des logarithmes, il faut toujours s’assurer que les opérandes soient
strictement positives. Dans notre premier exemple, 2 +7 > 0 et 222 + 3 > 0 pour tout réel z ; on peut ainsi résoudre
I’équation sur R. Il en est de méme pour I'inéquation.

Exemple 32

On souhaite résoudre I'équation In(z2 + 7) = In(222 + 3).

« Domaine de résolution : 22 + 7 > 0 et 2z + 3 > 0 donc In(z? + 7) et In(22? + 3) sont définis sur R.
- Résolution :

In(z>+7) =In(22> +3) <= 22 +7=222+3
— 22 =1
<< r=2o0ux=—2.

Ainsi, Pensemble solution de 'équation In(x? + 7) = In(222 + 3) est :

g On souhaite résoudre 'inéquation In(z? + 10) > In(222 + 1).

- Domaine de résolution : 22+ 10 > 0 et 222+ 1 > 0 donc In(z% 4 10) et In(22% + 1) sont définis sur R.
+ Résolution :

In(z? +10) > In(22® +1) <= 2*+10>22° +1
= 2 <9
<~ z€]-3; 3

Ainsi, 'ensemble solution de I'inéquation In(x? + 10) > In(222 + 1) est :

S =1-3;3|
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Propriété 25

Soient y € R} et z € R. On a I'équivalence suivante :

y=¢e® <= z=In(y).

Démonstration 6

C’est la conséquence de la propriété sur 1’égalité des opérandes :

Vy>0, y=e" < In(y) =In (")
<~ In(y) = =.

Remarque 25

On en déduit notamment que :

Exemple 33

e’ =7 < z=In(7).

b Relations fonctionnelles

Propriété 26

Pour tous réels x et y strictement positifs, pour tout entier relatif n :
* In(zy) = In(z) + In(y)

< In (5) = In(z) — In(y)

. I G) = i)

o In(2™) =nln(z).

Démonstration 7

« Pour tous réels x et y strictement positifs,
en(@)+In(y) _ oIn(z) o oIn(y)
=z Xy.
D’ou, en prenant le logarithme népérien des deux membres de 1’égalité :

In (eln(m)+1n(y)) =In(z X y) < In(z) + In(y) = In(zy).

« Pour tous réels x et y strictement positifs,

In(z
eln(z)—ln(y) _ € @

eln(y)

D’ou, en prenant le logarithme népérien des deux membres de 1’égalité :

In (@)=} = In <§>) e In(z) —In(y) = In (g) .
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En prenant x = 1 et y = x dans 1’égalité précédente, il vient :

In (1) =1In(1) — In(z) = 0 — In(z) = — In(x).

T

Faisons un raisonnement par récurrence.

Initialisation : pour n =0, on a :
Yz >0, In(z") = In(z%) = In(1) =0 = 0 x In(x).

Hérédité : supposons que pour tout réel x > 0 et pour un entier naturel k, In(z*) = kIn(z).
Alors,

In (:L‘k+1) =1In (xk X x)
=In (:ck) + In(z) (d’apres la propriété du premier point)
= kIn(z) + In(z) (par hypotheése de récurrence)
= (k+1)In(x).

Conclusion : I’égalité est vraie pour n = 0 et I’hérédité est vérifiée donc, d’apres le principe de récurrence,
pour tout réel x > 0 et pour tout entier naturel n, In (:c”) = nln(x).

Exemple 34
+ In(39) =1n(3 x 13) = In(3) + In(13).
« In (%) =In(2) - In(3).
« In(3) = —1In(3).
+ In(256) = In (2%) = 8In(2).

A Attention 12

Faire preuve de rigueur lors de l'utilisation d’une relation fonctionnelle : ne pas scinder In(zy) en somme de deux
logarithmes sans avoir vérifié et mentionné la stricte positivité de = et y.

En effet, In(39) = In [(—3) x (—13)] mais on ne peut pas écrire que In(39) = In(—3) + In(—13)!
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ﬂ Limites

b Limites du logarithme népérien

Propriété 27

. _ i _ .
mlg{)lJr [In(z)] oo et i [In(z)] = 400
Démonstration 8
+ Soit un réel A > 0.
z>e? <= In(z) > In(e?)

<~ In(x) > A.

Ainsi,
VA>0, z>e? = In(z) > A.

C’est la définition de la limite infinie : Erf [In(z)] = +oo.

1
+ Posons X = —.
)

Alors,

Jim [In(z)] = lim [m <%)]

= Jim [ In(X)]

= —OQ.

v

Remarque 26
L’axe des ordonnées est donc asymptote a la courbe représentative de la fonction logarithme.

> Croissances comparées

Propriété 28

Pour tout entier naturel n,
1
lim (ﬂ) =0 et lim (x" In z) =0.

z—+00 " z—0
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ﬂ Représentation graphique

De la stricte croissante de la fonction In, de sa concavité, de ses limites et des valeurs remarquables du logarithme népérien,
on déduit sa représentation graphique dans un repere orthonormé :

A
5T y=¢

y = In 1

Y

Du fait que les fonctions exp et In sont réciproques (In (e””) = eln(®) — z), on déduit que, dans un repéere orthonormé, leur
courbe représentative sont symétriques par rapport & la premiére bissectrice (droite d’équation y = x).

M Dérivée de In(u)

Soit u une fonction définie et dérivable a valeurs strictement positives sur un intervalle I. Alors, sur I :

'U/,

(ln(u))l =

Soit f(x) =In(e® + 1).
Alors, f(z) = In [u(z)] avec u(z) = e® + 1 et u/(z) = €.
D’otu :
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Exercices types

Exercice type 16 » opérations algébriques

Ecrire les nombres suivants uniquement  1’aide de In(3).

In(9) i <%>

In(9) = In (3%) = 2In(3).
1
In (§> = —1In(3).
In (3v/3) =In(3) + In (v/3) =In(3) + 1111(3) = gln(?)).

2
In(36) — 21n(2) = In(36) — In(22) = In (‘%6) = In(9) = 21In(3).

In (3v/3) In(36) — 21n(2)

Exercice type 17 » résoudre une équation de base

Résoudre les équations suivantes.

Beeti-1=0 —6In(z) +3=0 B n@+3)=2mn@ - 1)
el _1=0 = et =1 —6In(z)+3=0 < —6ln(z) = -3
= et =e = ln(gc):__3
— —r+1= 1—6
= —r=-1 = 1n(m):§
==L = M) =3
<~ x:e%.

e« Domaine de résolution :

r+3>0
r—1>0

« Résolution :

In(x +3) =2In(x — 1)

Donc,

il faut que In(z + 3) et que In(a — 1) soient définis, donc que :

soit {x >3 donc x> 1.
x>1
{=>ln(:c+3)=ln[(:c—1)2]
= z+3=(z-1)
— r+3=22-22+1
— 22 -3r-2=0
3— V17 3+ V17
= = 2\/—<10u:r: +2 > 1.

S:{3+\/ﬁ}

2
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Exercice type 18 » étude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R% par :
f(z) =zn(z) — .

Déterminer la limite de f(z) aux bornes de son domaine de définition.
Résoudre I’équation f(z) = 0.
Calculer f'(z).

Donner les variations de f sur son domaine de définition et dresser un tableau de variations complet.
e Limites en 0.

z—0
lim(—z) =0

z—0

= (par somme) lim f(z) = 0.

lim [zIn(z)] = 0 (croissance comparée)
z—0

o Limite en +oc.

f(@) =z(ln(z) - 1).

xgar_loo [In(z) —1 o0

] = +oo }:* (par produit) lim _f(x) = +oc.

flx)=0 < zln(z) ==
< In(z) =1 (car z #0)
— z=ec.

f(@) =uv(z) — z avec : u(z) ==z v(z) = In(x)
Wix)=1 ' (z)= i
Ainsi,
f'(@) = (v +uw)(z) — 1

1
=1lxIn(z)+zx—--1
x

=ln(z)+1-1
f(z) = In(x)
f(z)>0 < In(z) >0
<— zx>1.
On a alors le tableau de variation suivant :
T 0 1 e +o00
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Exercices

Opérations algébriques, équations et inéquations

Exercice 4.1 (simplifications d’écritures)

Mettre les expressions suivantes sous la forme In(a).

© =

In(8) — In(2) In(25) — In(30) + In(10) 3In(4) — In(256)
In(6) + In(3) In(50) + In(2) — In(10) 21n(2) — In(16) + In(128)

Solution page 168

Exercice 4.2 (simplifications d’écritures)

Mettre les expressions suivantes sous la forme n1n(a), ol @ est un nombre premier et n un entier relatif.
In(8) — In(2) 21n(2) — In(16) + In(128) In(125) — 51n(5) + 41n(25)
3In(4) — In(256) In(27) — 81n(9) 4 141n(3) 7In(7) — 91n(49) + In(343)

Solution page 168

Exercice 4.3 (simplifications d’écritures)

Simplifiez les expressions suivantes :
In (621:) In (621:—4) —In (e2a:+4) M
= 2In (el 7)

Solution page 169

Exercice 4.4 (équations)
Résoudre les équations suivantes :
In(3z — 4) = In(2z + 1) [In(2)]” = 3In(z) +2=0
In(4 — 2z) = In(z — 1) 9
— 201 —51 -3=0
In(z?2 + 2 +1) =In(2? -2z +1) ﬂ @] n(@)
In(222 — 10z + 8) = In(3z2 — 3z — 18) K i (vz) = /In(z)

Solution page 169

Exercice 4.5 (équations & inéquations avec exponentielle) @
Résoudre les équations et inéquations suivantes :
B e —1)=2 B.c=5 B nG:-1)<o0 [ 4 R

Solution page 172
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Exercice 4.6 (inéquations)

Résoudre les inéquations suivantes :

In(52 + 20) > In(3z — 9) 4

In(8 — 2z) < In(5z — 25) 5
In(z% +1) < In(222 + z + 2)

In(222 — 3z + 1) > In(—52% + 8z — 3)
In(z? — 5z — 14) < In(222 — 10z + 8)
In(z? + 2 — 6) > In(—22? + 14z + 16)

Solution page 173

Calcul de limites

Exercice 4.7 (démonstration de cours)

On considere la fonction f définie par :

Etudier les variations de fsur [1;+o00].

En déduire que pour z > 1, 0 < In(z) < z.
In(z) 1
2% N

Déduire alors que pour x > 1, 0 <

Calculer alors lim <1n_33>
xr——+00 X

Solution page 175

© ®

Exercice 4.8 (croissance comparée a l'infinie
p

Invax2 — 1>

——00 2 —1

Calculer : lim <

Solution page 176

Exercice 4.9 (une limite hors programme)

En considérant la fonction f(x) =1n(1 4+ x) et son taux d’accroissement

lim (—ln(l X x)) .
z—0 xT

f(

z) — f(0)
z—0

, déterminer la limite :

Solution page 176

Exercice 4.10 (Limites et asymptotes)

Soit f la fonction définie sur ]0; 4oo[ par :

Déterminer la limite de f(z) lorsque x tend vers 0.
Donner une interprétation graphique de ce résultat.

f(z) en +oo.
Donner une interprétation graphique de ce résultat.

En transformant lexpression de f(x) afin de faire apparaitre une croissance comparée, calculer la limite de

Solution page 176
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Dérivation et étude de fonctions

Exercice 4.11 (calculs de dérivées)

Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

() =zln(z) — =z z) = In (22 In (22 +1
f() 1() f3() 1() fs(l’): £2+1)

In(x __
fa(w) = ; ) fa(z) =In (Vz +1) g fo(x) =In[In(z)]

Solution page 177

Exercice 4.12 (étude d’une fonction)

Faites ’étude compléte (étude de la parité, limites aux bornes du domaine de définition et sens de variations) de
la fonction f définie sur R par :
f() In (mz + 1)
) =—7—+=
x? +1

Solution page 179

Exercice 4.13 (étude d’une fonction)

On considere la fonction f définie par :
1
=In{1+—]).
fla) =t (147)

Déterminer son domaine de définition.
Calculer f/(z) puis déterminer le sens de variations de f sur son domaine de définition.

Déterminer les limites de f(z) aux bornes de son domaine de définition.
Dresser un tableau de variations complet de la fonction f.

Solution page 180

On considere la fonction f définie par :

Exercice 4.14 (étude d’une fonction)

f(@)=(z—1)In (2* — 22 + 1).

Donner le domaine de définition de f. On le notera D.
Calculer les limites de f aux bornes de D.
Calculer f'(z).

Trouver le signe de f’(z) sur D, puis en déduire les variations de f sur D.
Dresser un tableau de variations complet de f.

Solution page 181
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Exercice 4.15 (prise d’antibiotiques)

Lorsque I'on prend des antibiotiques, la concentration de bactéries présentes dans le corps d’une personne malade
diminue avec le temps en suivant le modele d’une fonction f définie, pour 0 < ¢ < 6, par :

ft)=ae* +b , a, b, k étant trois réels, avec a # 0,

ou t désigne le temps (exprimé en jour) et ou f(t) représente le taux de bactéries restantes.
Ainsi, f(0) = 1. On suppose que la totalité des bactéries sont éliminées apres 6 jours. Donc f(6) = 0.

Montrer que f(t) = ae? m(1-3)t 41 .

E On sait que 50 % des bactéries disparaissent au bout de deux jours.
1

En déduire que ae3n(1-3) + 37 4= 0.

Pour tout nombre réel z > 1, on pose :

1
Montrer que ¢'(z) = (1 + ) esn(1-3) _ 1
. /
a. Calculer xEI—&r-loog ().

b. On admet que ¢’ (z) = me?’
x(x —

En déduire les variations de la fonction ¢’ puis celles de la fonction g sur |1;4o0].

Montrer alors que Iéquation g(z) = 0 admet une unique solution, notée «, sur ]1,3;1,4][.
On admet que a =~ 1, 309.

Solution page 183

Exercice 4.16 (étude d’une fonction)

Soit f la fonction définie pour tout réel x > —1 par :
fl)=(r+1)In(z+1) — 6z — 1.

Calculer xl_l}In_l f(z) et zgrfoof(x)

Montrer que f'(z) =In(x +1) — 5.
En déduire les variations de f.

1
Montrer que 1'équation f(z) = 0 admet une solution sur {2 ;0} et une autre sur [395 ;400].

En donner une valeur approchée au millieme.

Solution page 184

Exercice 4.17 (étude avec fonction auxiliaire)

Partie A : étude d’une fonction auxiliaire

On consideére la fonction h définie sur |0 ; +oo[ par :

72x2+x~2

Montrer que sa dérivée est : h'(x) 573
- x
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© &

Etudier le signe de h/(x) sur ]0; +oo[ et en déduire les variations de h sur ]0; +ocl.
En déduire ensuite le signe de h(x) sur ]0; +oo].

Partie B : étude d’une fonction
On consideére la fonction f définie sur ]0;+oo| par :
f(z) = (2° +1) In(z) — z.
Calculer sa dérivée puis montrer 1’équivalence suivante :

() >0 <= h(z) > 0.

En déduire les variations de f sur ]0; +o0].
a. Déterminer lim f(x).
S z—0
b. Déterminer lim f(x).
T—+00
c. Dresser un tableau de variations complet de la fonction f sur ]0; +ool.

a. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution, que 'on notera «, sur ]0;4o0].
b. Montrer que « appartient & Uintervalle ]1;2[.
c. Donner une valeur approchée de o & 10~ pres.

Solution page 186

Exercice 4.18 (étude d’une fonction et tangente) @
On consideére la fonction f définie sur ]0; +oo| par :
F(z) = & — In(x)

et sa courbe représentative C dans un plan rapporté a un repere orthonormé (O; 7, 7).

a. Etudier les variations de la fonction g définie sur [0; +oo[ par :
g(z) = ze® — 1.

b. En déduire qu’il existe un réel positif unique a tel que : ae® = 1.
Donner un encadrement de o d’amplitude 1073,
c. Préciser le signe de g(x) selon les valeurs de .

E a. Déterminer les limites de f aux bornes de ]0;400[.
b. Calculer la fonction dérivée f’ de f et étudier son signe sur |0 ; +o00[ en utilisant la question 1. Dresser
le tableau de variations de f.

1
c. Montrer que f admet un minimum m égal & o + —. Justifier que : 2,32 < m < 2, 34.
@
Donner une équation de la tangente 7 & C en son point d’abscisse 1. Déterminer le point d’intersection de
T et de 'axe des abscisses.

Solution page 188
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Exercice 4.19 (détermination de coefficients)

Soit f la fonction définie par :

© &

f(z) = k1n(ax + b)

ou a, b et k sont trois nombres réels non nuls.

On sait que f(1) = 1. Montrer alors que a + b = k.

b

On sait de plus que f/(1) = 1. Montrer alors que a = o1

1
En déduire que b = () et puis que a = %e%.

k

1
a. Montrer que f(0) =1+ kln (1 — E)

1
b. On souhaite que f(0) &~ —. Est-ce possible ? Si oui, donner une valeur approchée de k au dixiéme pres.

Aide : on pensera a appliquer le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires sur une fonction
appropriée et sur Uintervalle [—1;—0,2] par exemple.

Solution page 190

Exercice 4.20 (étude avec fonction auxiliaire)
L’objectif de cet exercice est d’étudier la fonction f définie sur ]0; +oo[ par :
xIn(z)
f(x) - xQ + 1 .

Pour cela, on considére les fonctions g et h définies sur |0; +o0[ par :

g(xz) = (1 —2?)In(z) + 2% + 1 et h(z) = 2*[1 - 21n(z)].

. Calculer h/(z) puis en déduire les variations de la fonction & sur |0 ; +oo.
. Montrer qu’il existe une unique valeur a > 1 telle que h(«) = 0. Donner une valeur approchée de « a

0,001 pres.

. En déduire le signe de h(x) sur ]0;+oo].
. En vous aidant de la question précédente, trouver les variations de g sur ]0; +oo].
. En déduire que Iéquation g(z) = 0 admet deux solutions 5 et ~ telles que 0 < 8 < 1 et v > «, avec

_1
=75

Déduire de la question précédente les variations de f sur ]0;+ool.
Montrer que f(8) = —f(7).

Solution page 191

Exercice 4.21 (avec une fonction auxiliaire)

Partie A

On consideére la fonction g définie sur ]0; +oo] par :

g(z) =1—ze —2In(x).

Déterminer lirr%) g(x) et lim g(x).
T—r

r—+00

Déterminer les variations de g sur ]0; 4o00].

161


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=4.19
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=4.20
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=4.21

ol

1
Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur [2 ; 1} .

On notera « cette solution et on en donnera une valeur approchée a 0,01 pres.

Donner alors le signe de g(x) sur ]0; 4o0].

Partie B

On consideére la fonction f définie sur |0 ; +oo] par :

Déterminer lin}) f(x)et lim f(x).
o T—r

T—+o0

Montrer que f'(x) = @ et en déduire les variations de f sur ]0; 4o0].
- x
1+ae
88 Mont =
ontrer que f(«) 502

Solution page 193

Logarithme népérien et suites numériques

Exercice 4.22 (suites avec logarithme népérien)

On considere la suite (uy),, oy définie par :

ug = 1
VneN, upp1 =1In(u, +1).
Soit f la fonction définie sur |—1;+4o0[ par :
flz)=In(z+1) —=z.

Montrer que pour tout réel x strictement supérieur a —1, f(z) < 0.
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 0.
Montrer que (uy, ),y est décroissante. En déduire qu’elle converge.

Déterminer la limite de (uy),,cy-
Solution page 195

Exercice 4.23 (suite se ramenant a une suite géométrique)

On considere la suite (uy,),,, définie par :
=z

ug = de
{Un+1 = m
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 5.
Etudier les variations de (Un)y>0-
En déduire que (uy),>, converge.

Pour tout entier naturel n, on pose v, = In(u,) — In(5).
a. Montrer que (vn)n>0 est une suite géométrique. Préciser alors sa raison et son premier terme.
=
b. En déduire une expression de v,,, puis de u,,, en fonction de n.
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c. Calculer alors lim . .
n—+00 "

Ug X Uy X Ug X =+ X Up
on '

Pour tout entier naturel n, on pose P, =

Calculer lim P,.
n—-+oo

Solution page 196

Exercice 4.24 (suite de fonctions)

In (2% +1
Déterminer la limite en +o0o de la fonction ¢ : x — M
- x

Soit m un entier naturel non nul, n étant fixé pour cette question. On définit la fonction f,, sur [0;+o0[
par : ,
folz) =22 -2+ M
n
a. Déterminer la limite de f,, en +oo.
b. Calculer la dérivée de f,, sur [0;+o0].
c. Dresser le tableau de variations de f,.
d. En déduire que I’équation, d’inconnue z, f,(x) = 0 admet une unique solution «,, dans [0;+oo|.
e. Justifier que 0 < o, < 1.
Prouver que pour tout entier naturel n non nul, In (ai N 1) =2n(1 — ).

En déduire que fp41(ay) <0.
étude de la suite (o)

a. al'aide de la calculatrice, proposer sans justification, des valeurs décimales approchées & 10~2 pres de
Qq, Oy et @10-

neN*-

b. Démontrer que la suite (a;,) est croissante.
c. En déduire que la suite («,) est convergente.
d. Déterminer la limite de la suite ().

Solution page 197

Logarithme népérien et Python

On consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

Exercice 4.25 (limite d’une suite)

U()Zl

1
Up4+1 = 1n (1 + )
Un,

Ecrire un programme en Python permettant d’afficher les termes de u; a usg.

A Paide de ce programme, conjecturer la limite de (u,,).

On se propose de démontrer cette conjecture.
Pour cela, on pose pour tout entier naturel n :

Up = U2p et Wy = U2n41-

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, v, < 1.
On démontre de fagon analogue que w,, < 1.

1
Montrer que la fonction x — In (1 + ) est décroissante sur |0 ; +ool.
- x
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En déduire que (vy,) est décroissante.
On démontre de méme que (w,,) est croissante.

E Démontrer que w, < v, pour tout entier naturel n.

Montrer que (vy,), (wy) et (u,) convergent vers une méme limite.

Solution page 199

Exercice 4.26 (suite définie par une fonction)

Remarque 29

Lo

Cet exercice traite de la méme suite que celle vue dans I’exercice précédent, mais abordée d’une autre

maniere.

Partie A

On considere la fonction f définie sur R’} par :

f(z) =In <1+i>.

Déterminer les limites de f(x) aux bornes de son domaine de définition.
Calculer f’(x) puis déterminer le sens de variations de f sur RY.

Dresser un tableau de variations complet de la fonction f.

Partie B

On considere la fonction g définie sur R* par :

Montrer que g est strictement décroissante sur RY .

Montrer que I’équation g(z) = 0 admet une unique solution « sur [% ; 1].
*

En déduire que I’équation a est I'unique solution de I'équation f(x) = 2 sur R7.

Partie C

U0:1

On consideére la suite (u,) définie par : { U1 = f(un) , V€N

On définit alors la suite (v,,) par :
Vn eN, Up = Uy

Calculer vg, v1 puis vo. On donnera des valeurs approchées au milliéme.
Montrer que pour tout entier naturel n, v,41 = f (f (u2n))-

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

gvn—f—l gvn < 1.

N —

En déduire que (v,) converge.

En déduire que (uy) et (v,) ont la méme limite «, ol « est la valeur introduite dans la partie B.
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Partie D

On considere 'algorithme suivant :

Entrées
1 a nombre réel
2 n nombre entier
3 d nombre réel
Traitement
. a prend la valeur 1
5 n prend la valeur 0
6 d prend la valeur 1
7 Tant que d > 107°
8 d prend la valeur a
9 a prend la valeur 1n(1+1/a)
10 a prend la valeur 1n(1+1/a)
11 n prend la valeur n+l
12 d prend la valeur d-a
13 Fin du Tant que
Sortie
14 Afficher a

Un éleve affirme qu’il y a une erreur car les lignes 9 et 10 sont identiques.
Expliquer en quoi cet éleve se trompe.

Que doit-on écrire pour ne pas répéter ces deux lignes ?
Implanter cet algorithme en Python puis donner une valeur approchée de o & 1076 preés.

Solution page 201

Objectif bac

Exercice 4.27 (Extrait du sujet 1, Métropole 2025)

Soit f la fonction définie sur U'intervalle |0; +oo[ par :
f(z) = I{Q(IH(I))Z —3ln(x) + 2|,

ou In désigne la fonction logarithme népérien.
dans un repere orthogonal, on note :

o Cy la courbe représentative de f;
o Tp la tangente a C; au point B (e;e).
Résoudre dans R ’équation 2X2 —3X +2 = 0.
En déduire que Cy ne coupe pas l'axe des abscisses.
Déterminer, en justifiant, la limite de f en 4oc0.
On admettra que la limite de f en 0 est égale a 0.
On admet que pour tout = appartenant & ]0;+oc[, f/(z) =2(In(z))? + In(z) — 1.

1
a. Montrer que pour tout  appartenant a ]0;+oo[, f”(z) = —(41n(x) + 1).
x

b. Etudier la convexité de la fonction f sur Iintervalle ]0; +o00[ et préciser la valeur exacte de Iabscisse
du point d’inflexion.
c. Montrer que la courbe Cy est au-dessus de la tangente Ty sur U'intervalle ]0; +o0l.

Solution page 204
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Exercice 4.28 (Polynésie, sujet 1, septembre 2025)
On consideére la suite (u,) définie par ug = 5 et, pour tout entier naturel n :
Upt1 =2+ 1n (ui — 3) .
On admet que cette suite est bien définie.

Partie A : exploitation de programmes Python

Recopier et compléter le script Python ci-dessous pour que suite(k), qui prend en parametre un entier
naturel k, renvoie la liste des k premiéres valeurs de la suite (uy,).

Remarque : on précise que, pour tout réel strictement positif a, log(a) renvoie la valeur du logarithme
népérien de a.

Code Python 4-11

1 def suite(k):

2 L =1]

3 u=>5

4 for i in range(...... ):
5 L.append (u)

6 U= o,

7 return (...... )

ﬁ On a exécuté suite(9) ci-dessous. Emettre deux conjectures : 'une sur le sens de variation de la suite (uy,)
et I'autre sur son éventuelle convergence.

>>> suite(9)
[ 5, 5.091042453358316, 5.131953749864703,

5.150037910978289, 5.157974010229213, 5.1614456706362954,
5.162962248594583, 5.163624356938671, 5.163913344065642 ]

On a ensuite créé la fonction mystere(n) donnée ci-dessous et exécuté mystere (10000), ce qui a renvoyé
1

Cet affichage contredit-il la conjecture émise sur le sens de variation de la suite (u,) ? Justifier.

Code Python 4-12

1 def mystere(n):
2 L = suite(n)
3 c=1
4 for i in range(n - 1):
if L[i] > L[i + 1]:
c=0
return ¢

t

N

>>> mystere(10000)

1

Bl !
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Partie B : étude de la convergence de la suite (u,)

On consideére la fonction g définie sur [2; +oo[ par :
g(x) :2—|—ln(x2—3).
On admet que g est dérivable sur [2;4o00[ et on note g’ sa fonction dérivée.

Démontrer que la fonction g est croissante sur [2;+o00].

a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :

4<un<un+1<6

b. En déduire que la suite (u,) converge.

Partie C : étude de la valeur de la limite
On consideére la fonction f définie sur [2;+oo] par :
f(x) :2—|—1n(x2—3) — .

On admet que f est dérivable sur [2;4o00[ et on note f’ sa fonction dérivée.
On donne le tableau de variations de f suivant. On ne demande aucune justification.

T 2 3 400

a. Montrer que équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions sur [2; +o00[ que l'on notera « et
avec a < f3.
b. Donner la valeur exacte de « et une valeur approchée a 1073 pres de .
E On note ¢ la limite de la suite (uy,).
Justifier que f(¢) = 0 et déterminer £.
Solution page 205
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Corrigé de I’exercice 4.1 page 156

In(8) — In(2) = In <§> =|(In(4)

Bl 1n(6) + In(3) = In(6 x 3) = |In(18)

In(25) — In(30) + In(10) = In (% x 10) = ln( )

w| &

In(50) + In(2) — In(10) = In (501; 2) — n(10)
31n(4) — In(256) = In (4%) — 1
6

21n(2) — In(16) + In(128) (22) In (2*) + In (27)

Corrigé de I'exercice 4.2 page 156
In(8) — In(2) = In (2°) — In(2)
=3In(2) — In(2)

=(3-1)In(2)

31n(4) — In(256) = 31n (2%) — In (28)
=3 x 21n( —8

21n(2) — In(16) + In(128) = 21n(2) — In (2%) + In (27)
= 21In(2 ) 41n(2) + 71n(2)
=(2-4+47)In(2)

In(27) — 81n(9) + 141n(3) = In (3%) — 81n (32) + 141n(3)
= 31n(3) — 8 x 2In(3) + 14In(3)
= (316 + 14)In(3)

=|1n(3)
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B 1n(125) - 51n(5) + 41n(25) = In (5%) — 51n(5) + 41n (5?)
=31In(5) — 5In(5) + 81n(5)
=(3—5+8)In(5)
=161n(5)

7In(7) — 91n(49) + In(343) = 7In(7) — 91n (72) + In (7%)
= T7In(7 ) —181In(7) 4+ 31n(7)
= (7—18+3)In(7)
=|—81In(7)

Corrigé de I'exercice 4.3 page 156
m ln 2"’” = car In (eX) = X, quel que soit X.
u In(e?*™%) —In (e**™) =20 —4— (2z+4) = .

31n(ez+1) ~3(x+1) [3z+3
2In (el==)  2(1—-x) |[2—2z]

Corrigé de I'exercice 4.4 page 156
B 03z —4) =In(2z +1).

e Domaine de définition.

4
ss—4>0 _|*73 4
Il faut que , Soit , donc que z > —.
2x4+1>0 - 1 3
B> —o

2

Le domaine de définition de 1’équation est donc D = } % ;+00 [

o Résolution.
In(8z—4)=In(2z+1) <= 3r—-4=2z+1 < x=5.

5 € D donc ’ensemble solution de I’équation est :

In(4 — 2z) = In(xz — 1).

e Domaine de définition.

4—-2x>0 <2
Il faut que * , Soit R , donc que 1 < x < 2.
r—1>0 z>1

Le domaine de définition de I’équation est donc D =|1;2].
» Résolution.

In(d—-2z)=ln(z—-1) <= 4-2r=2-1 < 5=3r <~ x:5

5
3 € D donc ’ensemble solution de 1’équation est :
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In(z? +z +1) = In(2? — 2z + 1).
e Domaine de définition.

Il faut que {xz+x+1 >0
zc—2x+1>0
Or,
— le discriminant de 2% 4+ x + 1 est égal & —3 donc ce polyndme est toujours strictement positif.
— De plus, 22 — 22 + 1 = (z — 1)? donc seul z = 1 ne convient pas.
Le domaine de définition est donc D =R\ {1}.

» Résolution.
In(z2 +z+1) =In(z? -2z + 1)

= P24r+l=x2—-2c+1
= 3xr =0
= x = 0.

0 € D donc ’ensemble solution de I’équation est :

In(222 — 10z + 8) = In(3z2 — 3z — 18).

e Domaine de définition.

222 — 102 +8 > 0

1l faut que
d {3x2—3$—18>0

— Le discriminant de 2x2 — 10z + 8 est :
A1 =100 — 64 = 36

donc il admet deux racines réelles qui sont :

10—-6 10+ 6
1 ¢ 1
Le polynéome 222 — 10x + 8 est donc strictement positif sur |—oo; 1[ U ]4; +o0].

— Le discriminant de 322 — 3z — 18 est :
Ay =9+ 216 = 225

donc il admet deux racines réelles qui sont :

3-15 3415
-9 t
6 ¢ 6

=3.
Le polynéme 322 — 3z — 18 est donc strictement positif sur |—oo; —2[U]3; +o0l.

Le domaine de définition est donc :
D =]—00;—2[U]4;+o0].

¢ Résolution.
In(22? — 10z + 8) = In(3z2 — 3z — 18)
<= 222 — 10z +8 =322 — 3z — 18
<— 2+ Tz — 26 =0.

Le discriminant de 22 + 7z — 26 est :
A =49+ 104 =153
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donc il admet deux racines :

—7— /153 —7+/153
TIoVIN p g ZIEVIS

5 5 ¢ D.

L’ensemble solution de 1’équation est donc :

2

- (75)

[ln(x)]2 —3In(z) +2=0.
o Domaine de définition.
In(x) est défini pour tout réel z > 0 donc le domaine de d’finition de I’équation est D = |0; +o0|.
o Résolution.
Posons X = In(x).
L’équation devient :

et admet pour solutions :
X =1 ou X =2

Ainsi,
soit :
r=ecD ou z=e?eD.

L’ensemble solution de 1’équation est donc :

S:{e;eZ}

B 2[u()]* - 5In(z) -3 =0.
o Domaine de définition.
In(x) est défini pour tout réel z > 0 donc le domaine de d’finition de I’équation est D = |0; +o0|.
« Résolution.
Posons X =Inz.
L’équation devient :

et admet pour solutions :

1
X=3 X=—.
ou 5
Ainsi,
1
In(z) =3 ou In(z) = —3
soit :
r=e>eD ou z=e9%eD.

L’ensemble solution de 1’équation est donc :

S = {e3 ; e_0’5}
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In (vz) = /In(x).

e Domaine de définition.

Il faut que {\/E >0

,s0it x >0et x> 1.
In(z) >0 -

Le domaine de définition est donc : D = [1;+0o0].
o Résolution.

In (vz) = VIn(z) < {ln (\/E)} g In(z) (on a élevé au carré)
1 2
= [2 ln(x)} = In(z)
@?i“d@f*hﬂ)zo
< In(x) <i In(z) — 1) =0
— ln(ac)zOoulln( )—1=0
< z=1ou In(z) =4
<~ z=1€Douz=ce*ecD.

L’ensemble solution de 1’équation est donc :

S:{l;e4}

Corrigé de I'exercice 4.5 page 156

‘ 1‘ e Domaine de définition.

1
In(5z — 1) est défini pour tout réel x tel que 5z — 1 > 0, soit = > £

1
Le domaine de définition de 1’équation est donc : D = ] 5 ;00 [

o Résolution.

In(5z —1) =2 <= PGz — 2
— Hr—1=2¢?
— Sr=e’+1
)
1
xze ;_ e D.

Par conséquent, ’ensemble solution de 1’équation est :

2
1
S:{e+ }.
5
H o« Domaine de définition.
e~ " est défini quel que soit le réel x, donc le domaine de définition de I’équation est D = R.

¢ Résolution.

e " =5 <= In(e””) =1In(5)
— —z=1In(5)
e z=—In(5) €D.

172



Par conséquent, ’ensemble solution de 1’équation est :

S ={-In5}

e Domaine de définition.

1
In(3z — 1) est défini pour tout réel x tel que 3z — 1 > 0, soit = > 3

Ainsi, le domaine de définition de I’équation est D = ] 3’ +o00 [
o Résolution.
In(3z —1) <0 < &G <0
— 3Jz—-1<1
<— 3r<?2

— <2
T =5
3

2
L’intersection de I'intervalle ] —0; 3 [ et de D est I’ensemble solution de 'inéquation. On trouve :

5=3:dl
e Domaine de définition.

e5~" est défini quel que soit le réel 5 — z, donc que que soit le réel 2. Le domaine de définition de
I’inéquation est donc D = R.

Wl =
Wl N

o Résolution.

72 < In(") < In(2)
<— 5—z<1In(2)
— —z<In(2)-5
<~ z>5—-1In(2).

Par conséquent, ’ensemble solution de I'inéquation est :

S =[5—1n(2);+oo]|

Corrigé de I'exercice 4.6 page 157
In(5z 4 20) > In(3z — 9).
o Domaine de définition.
5x + 20 > 0

Il faut que , soit © > 3.
3x—9>0

Le domaine de définition est donc D = ]3; +o0.
o Résolution.
In(52 + 20) > In(3z — 9)
— 5 +20 >3z -9
— 2z > —29
29

Notons U = } —-——

5 ;o0 [ L’ensemble solution de I'inéquation est U N D, soit :

S =13;400]
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In(8 — 2z) < In(5z — 25).

e Domaine de définition.

— 2 4
Il faut que §—22>0 , SOit v , donc le domaine de définition est D = &.
5 — 25 >0 z>5H

« Résolution.

L’équation n’admet aucune solution car son domaine de définition est vide.

In(z2 + 1) < In(222 + x + 2).

¢ Domaine de définition.

2+1>0
Il faut que v ;r
204+ x+2>0

222 + x + 2 sont strictement négatifs.

, ce qui est toujours le cas car les discriminants des polynémes 22 4 1 et

Le domaine de définition est donc D = R.

« Résolution.
In(z? + 1) < In(222 + = + 2)
= 2+1<222 4242
— 224zx+1>0.

Le discriminant de 2 + = + 1 étant strictement négatif, tout réel = convient.
L’ensemble solution de cette inéquation est donc :

S=R|

In(222 — 3z + 1) > In(—52% + 8z — 3).

e Domaine de définition.

{u]1;+oo[.

DN | =

1
— Les racines de 222 — 3z + 1 sont 1 et X Ainsi, 222 -3z +1>0sur I = } —00;

— Les racines de —52% + 8z — 3 sont 1 et % donc —5z% +8x —3 > 0sur J = ] §; [

ot

Le domaine de définition est donc D =1NJ = @.
« Résolution.

Le domaine de définition étant I’ensemble vide, il ne peut y avoir de solutions a cette inéquation. Donc,

B (2% - 52 — 14) < In(222 — 10z + 8).
e Domaine de définition.

— Le polynéme 22 — 5z — 14 admet pour racines —2 et 7 donc il est strictement positif sur I =
]—o00; —2[U]7; 400l

— Le polynéme 222 — 10z + 8 admet pour racines 4 et 1 donc il est strictement positif sur J =
|—o0;1[U4; +ool.

Le domaine de définition de I'inéquation est donc :
D=INnJ=]-00;—=2[U]|7;+o0].

« Résolution.
In(z? — 5z — 14) < In(222% — 10z + 8)
<= 22 —b5x —14 < 222 — 10z + 8
<= 22 —b5x+22>0.
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Le discriminant de 22 — 5z + 22 est :
A=25-108<0

donc le polynéme est toujours strictement positif.

L’ensemble solution de I'inéquation est donc :

In(z% + z — 6) > In(—222 + 14z + 16).

e Domaine de définition.

— Le polynome 2 +2z — 6 admet pour racines 2 et —3 donc il est strictement positif sur I = |—o0; —3[U
12; 400
— Le polynome —2x2+142+16 admet pour racines —1 et 8 donc il est strictement positif sur J = ]—1;8].

Le domaine de définition est donc I N J, soit D = |2;8§].

o Résolution.
In(z? + z — 6) > In(—222 + 14z + 16)
= 224+ —6>—-222+14+16
— 322 -13x-22>0.

Le discriminant du polynéme 322 — 13z — 22 est :

A =169+ 12 x22=433>0

donc il admet deux racines :

13— /433

T 6 ¢D
et
1 vV
gy = BHVAB 4
6
Ainsi, 322 — 132 — 22 > 0 sur U = ]—o0 ;21| U |xa; +00].

L’ensemble solution de I'inéquation est donc U N D, soit :

13+ /4
3:} 3+6 33;8[

Corrigé de I'exercice 4.7 page 157

o)== 1.

Or,pourz >1,0< 1 < 1, et donc f'(z) < 0.
La fonction f est dor?c décroissante sur [1;+4o0].
f(1) = =1, done f(x) < 0 sur [1;+o0o[. Donc In(z) < z sur cet intervalle.
De plus, on sait que pour > 1, In(z) > 0.
0 <In(z) < z.

On en déduit alors que sur [1;+o0],

Posons & = v/u, u > 1.
Alors, de ce qui précede, on déduit que

Ainsi, en divisant par u, on a :
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Jm (7
1
Multiplier I’expression par — ne change pas la limite, donc lim
2 r—r+0o0

on encore :
0<
u
Que 'on mette u ou z importe peu. Ainsi,
In(z) 1
Vel , 0< < —.
2 QUi+l 2z NS
5 o . Inz
= 0 donc, d’apres le théoreme des gendarmes, lim [ — | =0
z—+oo \ 2%
1
(M) _a.
%

Corrigé de I'exercice 4.8 page 157
Nous savons (par croissance comparée) que, pour tout entier naturel n non nul,
In(X
(B99)

(

X1~1>I<Ikloo Xn
Posons X = v/x2 — 1. Alors,
lim (X) = +o0.
r—r—00
Donc,
. ln( 2 — 1) . In(X)
Corrigé de I'exercice 4.9 page 157
Le taux d’accroissement de f entre 0 et z est :
f(@)— £(0) _ In(1+a)
z—0 T
Ainsi, par définition,
) In(1+z)\
i (2552 = 0
Or, f'(z) = L donc
’ 1+ '
lim <ln(1 —|—x)> _ 1
x—0 X 1 —+ 0
i (ln(l +:c)) _q
z—0 xT

soit :

= —00

Corrigé de I'exercice 4.10 page 157
lim [In(z)] = —o0
z—0
= (par quotient des limites) | lim [f(z)]
z—0

Ce résultat signifie que la courbe représentative de f admet une asymptote (verticale) d’équation z = 0.

lim(2z+1)=1
z—0
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Ona:

Or, par croissance comparée,

et :

. x . x X1 . 1 1
lim ——— | = lim — | = lim — | ==

Ainsi, par produit des limites,

lim [f(z)] =0

T—r+00

Ce résultat signifie que la courbe représentative de f admet une asymptote (horizontale) d’équation y = 0 au
voisinage de +oo.

Corrigé de I'exercice 4.11 page 158
fi(x) =zln(z) — =.

La fonction x — zIn(z) est de la forme uv avec :

u(z) == ; u'(z) =1
o) =In() ; @)=
donc sa dérivée est : 1
(v'v+wv')(z) =1 x In(z) + z x - In(z) +1
Ainsi,
filz)=In(x)+1-1  soit fi(z) = In(z)
fi(z) =Inz.

T

1
fa(x) = n(z) donc fy est de la forme % avec :

donc :

1xz—In(z)x1
22
1 —In(z)
folx) = B —
f3(z) = In (2?) donc f3 est de la forme In(u), avec
u(z) =2 et u(z) =2z
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Donc :

ERE

fa(z) =In (v +1) donc fy est de la forme In(u) avec u(z) = vz + 1.

/
1
u est de la forme /g, avec g(z) = x + 1 donc v/(z) = 25\7/@ = NCES R
Ainsi,
/
") = (L
i@= (%)@
1
_ 2/ x+1
vr+1
1
/ —

2
fs(x) = hliijll) donc f5 est de la forme % avec :

u(z) =In (z° + 1) et v(z) = z2 + 1.

u est de la forme In(g), avec g(x) = 22 + 1 donc :

Ainsi,

2o x (z2+1) — 2z x In (2% +1)

241
(m2 + 1)2

2z — 2xIn(z? + 1)
(22 + 1)

2z[1 — In(a? 4+ 1)]

é(.’IJ) = (IQ I 1)2

fo(#) =1In[In(x)] donc fs est de la forme In(u) avec :

w(z) =In(z) et  u'(z)=
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Donc :

0= (%)@
S ln%x)
6(z) = a:h;(x)

Corrigé de I'exercice 4.12 page 158
o Parité de la fonction.

f(=z) = f(x) et le domaine de définition de f est centré en 0.
La fonction f est donc paire. On peut donc 1’étudier sur [0; +oo].

o Calculs des limites en +oo.

lim (zQ + 1) =400

Tr—r+00

- m(x) = |l @) =0
lim =0
X —+oco X
De plus,
In(1
fo =20 g

« Calcul de la dérivée.

In (2% + 1
flx) = na(sg;—Fl) donc f est de la forme % avec :
u(z) =In (z° + 1) et  wv(x)=2z>+1.

u est de la forme In(g), avec g(z) = 2 + 1 donc :

Ainsi,

2 x (#2+1) — 2z x In (2% + 1)

241
(a2 +1)°

2z — 2xIn(z? + 1)
(22 +1)2

2z[1 — In(z? +1)]
(2 +1)2

f'(z) =

« Sens de variation de la fonction.

Sur [0; +o0],
— 22z >0
— (@2 4+1)2>0
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donc f’(z) est du signe de 1 —In (2% 4+ 1).

1-In(z°+1) >0 < In(z*+1) <1
— z?+1<el
— 1’ <e—1

— O<r<ve—1.

De plus,
Infe—1+1)
Ve—1)= —  ~ T/
f( ¢ ) e—1+4+1
_2
e
2671

On obtient alors le tableau de variations suivant (en utilisant la symétrie d’axe des ordonnées) :

iy —00 —ve—1 0 e—1 400
f'(x) + 0 — 0 i 0 —

f(z) . / - \ , / - \ .

La courbe représentative de la fonction f est donnée ci-dessous a titre indicatif.

U4+

Corrigé de I'exercice 4.13 page 158

Afin que f(z) existe, il faut que :

1
It oo

1
1+4—-—>0 <
a5

Dressons le tableau de signes de ce dernier quotient (voir page suivante).

x —00 -1 0 +o00
z+1 - 0 + +

& - - 0 +

1

v + 0 - 0 +

z

Ainsi,
z+1

>0 <= z€]|-00;—-1[U]0; 400l
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Le domaine de définition de f est donc :

1 1
f =In(u), avec u(z) =1+ . et u/(x) = — Ainsi,

= 14:72%
0 -1

1
Sur Dy, 1+ — >0 et 22 > 0 donc f/(z) <O0.
x
Ainsi, f est strictement décroissante sur |—oo; —1[ et sur ]0; +ool.

‘3‘ o Limites aux infinis.

1
lim (1) =0donc lim [ln (1 + *)] =In(1) =0.
r——00 \ T T——00 X

De méme, lim f(z)=0.
T—r+o0

¢ Limite en —1.

1 1
lim () =—let lim (1 + ) =07". Ainsi, lim f(z) = —oo.
z—>—1 \ T r——1 X r——1

by <l r<—1

e Limite en O.

1
lim () = 400 donc lim f(z) = +oo.
z—0 \ & x—0
x>0

On en déduit le tableau de variations suivant :

T —00 -1 0

—0oQ

Corrigé de I’exercice 4.14 page 158

f est définie pour tout z tel que 22 — 2z + 1 > 0, c’est-a-dire lorsque (z — 1)% > 0.

Ainsi, D =R\ {1}.

‘2‘ o lim (x—1)=—-oco0et lim ln(gc2 —2x+1)= lim ln(:cg) = 400 donc

o Par un raisonnement analogue, | lim f(z) = +oo|
T—>+00

e f(z)=(z—-1)In[(z—1)?].
— Siz>1,
fl@)=2(x —1)In(z — 1).
En posant X =x — 1, on a :
f(X) =2XIn(X)
avec lim (X) = 0.

r—1
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Or, lim X In(X) = 0 (croissance comparée).
X0
Ainsi,

lim f(z) =

z—1
x>1

— Siz <1, on peut écrire que f(z) = (z — 1)In [(1 — z)?] (car 1 — x > 0) et donc :
f(z)=2(z—1)In(1 — ).

Par un raisonnement analogue a celui qui précede, en posant X =1 — x,

%gilf( z) =
f=uxwvavec:
u(@) =z —1 . o(2) = In(a? — 20 + 1) = In [g(z)] avec g(z) = 22 — 22 + 1
W(z) =1 . @)=t 2

glz) x2-22+1

Ainsi,

In(z®—22+1)+ (z—1) 2_:52—3324_1
_ 12 2(z —1)
=In[(z 1)]+(x—1)2
f(z)=In[(z—1)%] +2
f()>0<:>1n[x—12]+2>0
<~ In[(z-1)% >
—= (z-1)2>e?
= (r—1)> (e )
<:>(x—1—e 1)(w—1+efl)>0
D’ou le tableau suivant :
z —00 1—e! 1 1+e! ~+o0
r—1—e! - - - 0 +
z—1+e! - 0 + + +
f'(x) + 0 - | - 0 +

De méme, f(1+e71) = —2e71.
On en déduit alors :
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On aurait peut-étre été tenté de faire le tableau suivant :

x —00 1—et 1 14+e! +00

2e~! +00

—00 —2e~1

mais il ne faut pas oublier que « 1 » est une valeur interdite et qu’il faut donc nécessairement mettre
une double barre au niveau de z = 1.

Corrigé de I’exercice 4.15 page 159
m « On sait que f(0) = 1 donc ae**® + b =1, soit a + b = 1, ou encore b = 1 — a.

1 1
o De plus, f(6) = 0 donc ae®* +b = 0, soit ae®* = —b = a—1. Ainsi, % = 1— = et donc 6k = In (1 - )
a a

Finalement, k = 1ln (1 — 1).
6 a

On obtient alors :

ft) = aet2(1=3)t 11 ¢

vy 1
50 % des bactéries disparaissent au bout de deux jours, donc f(2) = 3 soit :

aedm(1-2)x2 L1 _ g = %

Ainsi,

aei 12(1-3) + % —a=0

Si on pose h(z) = zed 1n<1_%), alors h est de la forme uv avec :

u(z) =z et v(z) = esn(1-3)
avec u'(z) =1 et :
I ,
/ == % a3 egln(l—;)
vie) =g x T 1

_ 1 T o3ln(1-%)
322 z-—1

= i X 1 e% ln(l_l)
3z -1

D’ou :




Ainsi,

g(x)=h(z)—1  soit g (z) = e3n(1-3) <1 + L > -1

r—+o0

. 1 L
a. e lim <1+3x—3>_1’

1 1
o lim (1 — ) =1let lim In(X)=0donc lim In (1 = > =\0F
% %

T——+00 X—1 T—+00

De plus, lim (ey) =1donc lim [eéln(l_%)] =1.
Y—0

x——+00
1
Ainsi, par produit, lim ein(1-2) (1 4 =1, et donc
r—+00 3xr—3
9 ’ -
. -2
b. Siz > 1, alors 9z(z — 1) > 0 et donc ———— < 0.
9z(r — 1)

De plus, une exponentielle est toujours strictement positive, done ¢’ (z) < 0 sur |1;4o0].

Par conséquent, ¢’ est strictement décroissante sur ]1;+4o00[ et done, d’aprés la question précédente,
g'(z) > 0 sur cet intervalle.

On en déduit que g est strictement croissante sur |1 ; +o0].

g(1,3) = —0,002 612 69 < 0 et g(1,4) ~ 0,022 087 258 > 0 donc 0 est une valeur intermédiaire de g(1,3) et
g(1,4).
De plus, g est continue et strictement monotone sur [1,3;1,4] donc d’aprés le corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur [1,3;1,4].

Corrigé de I'exercice 4.16 page 159
‘1‘ o Calcul de lim f(x).
z——1

On sait (d’apres le cours) que )l(imOX In(X) = 0.
—
Par conséquent, en posant X =z + 1, liml(x +1)In(z+1)=0.
T——
De plus, lim (—6z —1) =5.
r——1

Ainsi, par somme, | lim f(z)=5]|.
z——1

. Icul de li o
Calcu em_ir_'r_loof(:c)

On commence par factoriser f(z) par x :

T——+00 ap xr—r+00

1
lim (1 + ) =1let lim [ln(a: + 1)} = 400 donc, par produit,

1
lim Kl + ) In(x + 1)} = +o00.
r—+00 €T

De plus, lim <6 — 1) = —6.

Tr—r+o0 xX
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1 1
Ainsi, par somme, lim [(1 + ) In(z+1)—6——| =+o0.
i

Tx—+00 xX

On en déduit par produit, que| lim f(z) = +oo|.

T—r+o0

Calculons f'(z).

o On commence par dériver g : =+ (z + 1)In(z + 1), qui est de la forme u X v, ou :

u(z)=x+1 ; v(z) =In(z + 1)
1N oy - L
u'(z) =1 ; U(I)ix—i—l

Ainsi,

g'(x) = (u'v +v'u)(x)

1
=1x1 1 1
xIn(x+1)+ (z+1) x pora
g (@) =In(z+1)+1.
o On en déduit la dérivée de f(z) par somme :
f'(@) =g () + (=62 — 1)’
=ln(z+1)+1-6
| /(@) =ln(z+1) -5
‘ 3 ‘ o Déterminons le signe de f/(z). Pour cela, résolvons par exemple I'inéquation suivante :

f(z)>0 < In(x+1)-5
<~ In(z+1)>5
s enlEtl) 5 b
— z+1>e°
— z>e’—1.

o On en déduit le tableau de signes de f’(x), puis le tableau de variations de f.

z -1 e® -1 400

1
o Montrons que l’équation f(z) =0 admet une unique solution sur [2 ;0} . Sur cet intervalle,

— f est continue et strictement décroissante ;
1 1
— de plus, f —2) ~ 1,65 et f(0) = —1 donc « 0 » est une valeur intermédiaire entre f (—2) et
f(0).
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Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(z) = 0 admet une unique

1
solution sur [—2 ;O]. Notons-la a.

A la calculatrice, on trouve a ~ —0, 196.
o Montrons que ’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur [395;400]. Sur cet intervalle,

— f est continue et strictement croissante;

— de plus, f(395) =~ —2,36 et f(400) = 2,58 donc « 0 » est une valeur intermédiaire entre f (395) et
£(400).

Ainsi, d’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation f(z) = 0 admet une unique

solution sur [395;400]. Notons-la .

A la calculatrice, on trouve 8 ~ 397, 397.

Corrigé de I'exercice 4.17 page 159

Partie A

‘ 1 ‘ h est dérivable sur ]0; 4+o0o[ comme somme de deux fonctions dérivables sur ]0; +o0].

, 1 (2z-1)(22%) —4z(z? -z +1)
h (.T) = ; + 4$4
1 458 202 —AsP 4 da? — A
T 4z4
1 2724z
T 44
_ 1 xr— 2
T 213
p 222 + 1 —2
h(x) = — o

Sur ]0; +oo[, 223 > 0 donc h’(x) est du signe de 222 + x — 2, dont le discriminant est :
A=1-4x2x(-2)=17.
Il a donc deux racines :
M- 07 N 14 VT

Tl = 4 ) T2 4

222 + x — 2 est du signe de « 2 » & Iextérieur des racines; or, z; < 0.
D’ou le tableau suivant :

x 0 ﬂ +00
4
) - 0 +

ST SINC S SC T

~ 0,43 > 0.

Ainsi, h(z) > 0 sur |0; 400l
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Partie B

f est dérivable sur ]0; +oo[ comme somme d’une fonction dérivable sur |0 ; +oo[ (z — —z) et d’un produit de
deux fonctions dérivables sur |0; +oo[ (z — 2% + 1 et @ — In(z)).

f(z) =2zIn(z) + (;UQ +1) « é 1

2 +1

=2z 1In(z) + 1

22—z +1
T

x2—x—|—1>

=2zln(x) +

212

fl(x) =2z (ln(m) 0

Ainsi :
2 1
V>0, f/(z) >0 2x (ln(z) + x2;+> >0
<= 2zh(x) >0
< h(z) > 0.

Dans la partie précédente, nous avons vu que sur ]0; +oo|, h(z) > 0.
Ainsi, f est strictement croissante sur |0 ; +o0|.

a. f(z) =z x zln(z) + In(z) — . Or,
lim [zln(z)] =0

50
et
ilg}) [In(z)] = —o0
Ainsi,
lim f(z) = —o0
z—0

b. f(z) ==z [(:Jc—i— i) In(z) — 1}.

Or,
m, (++3)
lim (z+—) =+
T ——+00 X
et
mgrfoo [In(z)] = +oo.
Ainsi,
1
lim {(m + ) In(z) — 1] = +00.
T——+00 x
On a donc :

lim f(z)=+oc0|

r—r+00
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c. On a le tableau suivant :

x 0 +o0o
f(@) +
f() fp —

a. f est dérivable et strictement croissante sur |0 ; +oo].
De plus, ilg%) f(z) <0et zgr}rloo f(z) > 0.

Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur a sur

]0; +o0[ telle que f(a) = 0.

b. f(1)=2In(1)—1=—-1<0et f(2) =5In(2) —2>0donc 1 < a < 2.

c. A laide de la calculatrice, on a : « ~ 1, 6.

Corrigé de I'exercice 4.18 page 160

a. ¢'(z) = e"(1+ ) donc ¢'(z) > 0 sur [0; +ool.
Ainsi, f est strictement croissante sur [0;+oo].

b. g est continue et strictement monotone (croissante ici) sur [0; +ool.

De plus, g(0)

—let g(1) =e—1> 0. Donc, d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,

il existe une unique valeur « sur [0; +oo] telle que g(a) = 0, soit cwe® = 1.

On trouve a =~ 0, 567.

c. g est croissante et g(a) = 0 donc g(z) < 0 sur [0; «f et g(x) > 0 sur Ja; +oo[.

a. e Calcul de la limite en 0.

lim [In(z)] =

x—0

—o0 et lim (e””) = 1 donc, par somme,
z—0

lim f(z) = 400
x—0
e Calcul de la limite en +o0.
On peut écrire :
In(z)
—e®(1—
fwy=e (1- 2
De plus,
1
lim ( n<$>> )
r——+00 T
et
eiC
lim () = 400,
T— 400 x
soit : .
lim (—) = 0.
z—+oo \e?
Ainsi, par produit, on a :
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1 r—1
_ o @ Ainsi, d’aprés la question 1, on a :

X X
x 0 —+00
/() — 0 +
fooT T g ——

1 1
=——1In (a> d’apres la question 1.b.

« €
1

== —In(1) +In(e*
~ ~In(1) +In (¢
1

m=—+a«
«

De plus, avec a = 0,567, on a m = 2, 33.
D’ou le résultat demandé.

Une équation de la tangente est :
y=f(a)(z—a)+ fla) , a=0.
Ainsi,
y=fO)@-1)+ Q1)

— y=(e—1)(z—1)+e—1Inl
— y=(e—lz—e+1l+e

(z)‘y:(e—l):c—i—l‘

Notons A(z;0) le point d’intersection de T avec I’axe des abscisses. Alors,

(e—lz+1=0&|z=

A titre indicatif, voici la représentation graphique de la courbe et de la tangente :
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Corrigé de I'exercice 4.19 page 161
f1)=1 < kln(a+b) =1

= ln(a+b):1

k

o [mo=]
— ka / _ ka -
f’(ﬂf)—ax+bdoncf(1)_1 = P

< ka=a+b
< ka—a=b
<~ (k—1)a=1b
b

<~ a:m

b
En remplacant a par 3 dans I’égalité obtenue a la question , on obtient :

1

b 1 b bk—1)  (k—1)et
o1 0T T T o T o
= b+bk—1)=(k—1)eF
— bk = (k—1)et
k—1
— |b= ? ¥
b 1 . 1 k-1
Commea—m—k_lxb,onendedultquea—mx A
B
Tk
k-1

1
B - f0=knb avech= ef =(1—=)e*
k k
:kln{<1—;>e%]
1 1
:kln(l—k>+klnek
1 1

f(0) = kIn (1—11) +1

1
b. On souhaite voir si I’équation kIn (1 — k) + 1 = 0,5 admet une solution.

kln(l—i) +1=0,5 <— kln(l—i) +0,5=0.
Posons alors :

1
g(k) =kln (1 = k:) +0,5.
Alors,




et donc :
. 1 1

T k—12  k(k—1)2

Ainsi, ¢’ (k) est du signe opposé & k. Notons au passage que g n’est pas définie sur ]0; 1].

1
Par conséquent, si k < 0, g”(k) > 0 donc ¢’ croissante. Or, si k est trés proche de —oo, z est proche de

0 et donc In <1 — ;) est proche de In1 = 0.

Ainsi, ¢’(k) > 0 donc g est strictement croissante.

De plus, g(-1) = —In2+ 0,5 < 0 et g(—0,2) = —0,2In(6) + 0,5 ~ 0,14 > 0. g étant continue et
strictement croissante sur [—1;—0,2], d’aprés le corollaire du théoréme de la valeur intermédiaire, il
existe un unique k sur [—1;—0, 2] tel que g(k) = 0.

Inutile de regarder sur |1 ; +o00[ car une valeur de k nous suffit. Mais si ’on regarde sur cet intervalle,

1 1
on voit qu’il n’y a pas de valeur possible car 1 — T < 1 donc In (1 = E) < 0 et donc g(k) < 0,5.

La calculatrice nous donne : k ~ —0, 4.

Corrigé de I'exercice 4.20 page 161

a. K(z)=2z[1-2In(z)] +2* x <2 X 1> W(x) >0 < —dzln(z) >0
v < In(z) <0carz >0

=2z — 4z ln(z) — 2z — O<z<l1

‘h’(x) = —4xIn(x) ‘

De plus,
o lim h(z) = lim (2® — 22%In(z)) = 0 car lim [2" In(z)] = 0 pour tout entier naturel n.
z—0 z—0 z—0
e h(1)=12[1-2In(1)]) = 1.
. B _ . 2y _ . . .
IETOO [1-2In(z)] oo et zgrfoo(x ) = 400 donc par produit, Igr}rloo h(x) 00.

D’ou le tableau suivant :

T 0 1 400
H(z) n 0 —
1
\»
h o —— o

b. h est continue et strictement décroissante sur [1;4o0].
De plus, h(1) =1 et lirf h(z) = —o0o, donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
Tr—r+00

il existe une unique valeur a > 1 telle que h(a) = 0. A la calculatrice, on trouve :
a=~1,649

c. De ce qui précede, on déduit le tableau suivant :

x 0 « +oo
h(z) + 0 -
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1
a. ¢'(z)=—2zln(z) + (1 —2%) x — + 2z
o
—2z%In(z) + 1 — 22 + 222

x
—2z%In(z) + 22 + 1
x
(1—2In(x))z? +1
%

Ainsi, ¢'(x) est du signe de h(zx) (car x > 0).

De plus,
o lim(1—2%) =1 et lim [In(z)] = —oo donc lim [(1 — 2°) In(z)] = —cc.
x—0 x—0 x—0
De plus, lim (22 + 1) = 1 donc par somme, | lim g(z) = —oc |
z—0 z—0

. gla) ~2,9>0
5 gl =af [(;2—1> ln(x)—|—1+x12].

1 1
lim ( — ) =—1let lim Inx = 400 donc par produit, lim [( — 1) ln(ac)} = —00.

T—+00 552 r—+00 T——+00 .’E2
De pl li 1 1 =1d li 1 11()4—14—1 =
e plus, zﬁnfoo + 2= onc par somme, aHHfoo 2 n(x ol —00.
Ainsi, par produit, | lim g(x) = —oco|.
r—+00
D’ou le tableau suivant.
@ 0 +00
9'(x) + 0 -
g2y | o 9>
b. Sur ]0; [, g est continue et strictement croissante. De plus, lir% g(z) = —oo et g(a) > 0 donc d’apres le
z—

corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une unique solution § sur ]0; a[ & ’équation

g9(z) = 0.
Il en est de méme sur Jo; +oo[. La solution est alors notée ~.

B =~ 0,301 et v~ 3,319
Nous savons donc que :
g(f)=0 donc: (1-pHInB+p2+1=0.

Ainsi,
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g(l) _ (1-B8)Inp+p2+1

B 2

1
Ainsi, — est solution de 1’équation g(z) = 0. Or, cette équation n’admet que deux solutions : § et 7. De

plus, 8 # % donc v = 7

, (In(z) + 1)(2® + 1) — 222 In(z)
i‘ f(x) = (z2 + 1)2
_ In(z) —2®In(z) + 2% + 1
@+ 17
(1—22)In(z) + 2% +1
(22 + 1)

iy 9(@)
f(l”)—w

Ainsi, f'(x) est du signe de g(x) d’ou :

1 0 B % +00o
' (z) - 0 + 0 -
0 1
/(@) T —— I —
(4] f(v)=f<1> _ sl _ZF
Ing ﬂz
T 1+
Y
-t
= —f(B).

Corrigé de I'exercice 4.21 page 161

Partie A

1| lir%(lfxe):l

oz g _
lim [ — 2In(z)] = +o0 pat somme, }jll)l’%)g(fﬂ) =%
z—0

EI_{I (1—2e) =—-0c0
lim [—2In(z)] = -0 Pat SOTgR: zllgloog(m) -
T—>+00

‘3‘ g(z) = u(z) +v(z), ot u(z) =1 —ze et v(z) = —2Inz.
u et v étant deux fonctions strictement décroissantes sur |0; +o00[, g est strictement décroissante sur ]0; +o00[
(comme somme de deux fonctions strictement décroissantes sur le méme intervalle).
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1
Sur [2 ; 1],
o g est continue et strictement monotone (décroissante ici) ;

1 e
. g(2>:1—2+2ln2%1,03>06tg(1):1—e<0

1
Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur @ dans [2 ; 1}
telle que g(a) = 0.

A T'aide de la calculatrice, on trouve : o ~ 0, 67.

On déduit de ce qui a été dit précédemment le tableau suivant :

x 0 « +00
g(z) + 0 —
Partie B
1| lir%(ln(x) + ze) = —00
T—> g g _
lim (22) = 0 donc, par quotient, ilg}) flx)=—00
z—0
<1n£ﬂ¢) + e) In(z) Lo
f(x) - xQ - T
1 1
lim (n(x)) =0 donc lim <n(gc) 3 > =¢
z—too \ T z—too \ T donc, par quotient, | lim f(z) =0
lim (z) =400 Bes
T—r+0o0
, 2% (1 +e) — 2z(In(z) + ze)
B /= p
z + x%e — 2z In(z) — 2z%
z — x%e — 2z In(z)
_ z(1 —2e—2In(x))
= o
1—2ze—2lIn(x)
= T
g(z)
fio) =23
On déduit alors de la partie A le tableau suivant :
x 0 Q +oo
f'(@) + 0 -
@
f(z) g — f(a) —
‘i‘ « est la valeur pour laquelle g(a) = 0.
gla) =0<=1—-—ae—2In(a) =0
— 2ln(a)=-1+ae
1
— In(a) = 2% (E)
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Ainsi,

In(a) + e
flay = LS
l—ae
= 2#-&-048 , d’apres Pégalité (E)
e
1 1—ae+ 2ae
= — X —
a? 2
fa) = 1-rae
 2a2
Corrigé de I'exercice 4.22 page 162
1 1—-(1 =
fl(z) = T4z~ = 1(+—; 2) =7 _:Cx et f(0) =In(14+0)—0=1In1=0, d’ou le tableau suivant :
T -1 0 +00
f'(@) + 0 -

Ainsi, pour z > —1, f(x) <O0.
Notons P, : u,, > 0.

o Initialisation : au up =1 > 0 donc la propriété est vraie au rang initial.
o Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, Py soit vraie. Alors :

up >0 <= up+1>1
<~ In(ux+1)>Inl
— Uk+1 > 0.

L’hérédité est alors vérifiée.
Ainsi, pour tout entier naturel n, u,, > 0.
Pour tout entier naturel n,
Upt1 — Up = In(uy + 1) —uy = f(ug).
Or, d’apres la question précédente, u,, > 0 et f(x) < 0 pour z > 0.

Par conséquent, w1 — u, < 0; la suite (uy), oy est donc strictement décroissante.

La suite est donc décroissante et minorée par 0.
Or, toute suite décroissante et minorée converge (théoréme de convergence des suites monotones) donc (un),, oy
converge.

On pose £ = lim (u,). Par définition,
n—-+o0o
lim (up,) = lim (up41)= lim [In(u, +1)] = £ (4.3)

n——+4oo n——+4oo n—-+oo

La fonction x +— In(z) étant continue sur ]0;+o0], on a :

lim [In(up, +1)] =In| lim (u,)+ 1] =In(¢+1). (4.4)

n—-+oo |:n~>+oo
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Des égalités 4.3 et 4.4, on déduit :

In(£+1)=¢ soit In(l+1)—£=0 ou encore : f(e) =o.
D’apres les variations de f, il n’existe qu’une valeur de = pour laquelle f(z) =0 : c’est x = 0.
Par conséquent, ¢ = 0.

La suite (un), oy converge donc vers 0.

Corrigé de I'exercice 4.23 page 162

Pour n =0, ug = 5e =~ 13,59 > 5 donc 'initialisation est faite.

Supposons que pour un entier k fixé, up > 5.

Alors, 5ug > 25 et /Bug > 5, soit ugiq > 5.

L’hérédité est alors vérifiée ; ainsi, pour tout entier naturel n, on a bien u, > 5.
Pour tout entier naturel n, on a :

Ul — Uy = /Oy, — U

(/B — un) (/5 + )

- VBuy, + up

- Suy, — u?
B VBUp + Uup
_ up(5—up)

 /Bup, + up

< 0 car u, > 5 d’apres la question précédente.

Ainsi, (up), oy est strictement décroissante.

La suite (uy), oy est minorée (par 5) et décroissante, donc elle converge.

a. Upt1 = In(upq1) —Ind
=In+vbu, —Inb

1
=3 In(5u,) —Inb

1

= §(In5+ln(un)) —In5
1 1

= iln(un) — 51n5
1

= §(ln(un) — 1n5)

1

= 5vn-

1
Ainsi, (vp), oy est une suite géométrique de raison ¢ = ~ et de premier terme :
vo = In(ug) — In(5) = In(5e) — In(5) = In(5) + In(e) — In(5) = In(e) = 1.

b. v, =vp X ¢" = om oar (Vn) pen €St géométrique.

De plus,
v, = In(u,) —In(d) < In(u,) = v, + In(5)
— u, = evntn0)

= u, = e’ x "

1
<~ |u, = be2"
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n——4oo \ 27 n—-+oo

D’apres la question précédente,

c. lim <1> =0donc lim (u,)=5e=05.

(n+1) facteurs

Ug X UL X U2 X+ X Up
5n
5ev0 x Helt x HeV? x --- X be'n
5n
571,+levo+v1+v2+~~+vn
5n
— [elotvituvzt - +un

(Vn) ey €tant géométrique,

1-¢"! 11— 1
vo+v1 +v2+ -+ v, =19 X 1q = 2?2(1 )
—q _1

Ainsi,

1
Or, lim ( ) =0 donc :

n—-+oo \ 2n+1

P, = 5e2(1-zmer).

Corrigé de I'exercice 4.24 page 163
On peut écrire :

_ [ 1+ )]

p(a) = -
~In (acQ) +In(1+ I%)
N %
1 1 1
:2nx+mG+J.
x x x
Or,
. Inz . p
e lim [ —— | =0 (croissance comparée)
Tr— 400 98
: 1 . 1 0 1 1
e lm (—)=0donc lim |ln(1+4+ — )| =1n(1) =0 et, par produit, lim |—In(1+ — || =0.
z—4oo \ 22 T——400 2 o400 | 2
Finalement,

a. Nous avons, pour n fixé :
o lim (22 —2)=+4o00;

T—>+00

+oo (car n > 0).

T—r+00 T—r+o0

e lim [ln(szrl)]:Jroo donc lim l

Ainsi, par somme,




2 !
b. La dérivée de = — In (22 + 1) (fonction de la forme In(u)) est la fonction z — 2736“ <u>
2 u

Ainsi,

2248
n(z? 4+ 1)

c. De la question précédente, on peut déduire que pour tout entier naturel n,

fl(z) > 0.
D’ou le tableau de variations suivant :
z 0 +00
fn(z) _2/+0° . fn(o):2x0—2+wi+1):_2,

d. La fonction f, est continue et strictement croissante sur [0; +00l.
De plus, « 0 » est une valeur intermédiaire entre f,(0) = —2 et HI_P ful(z).
T—r—+0o0
Ainsi, d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation f,(z) = 0 admet une unique

solution, que 'on notera «,, (pour renforcer le fait que cette valeur dépend du nombre n), sur [0; +o0|.
In(12 +1 In(2
o fa(l) =2x1—24 21"+ _1n@
n n
Ainsi, a, €105 1].

D’apres la question précédente,

> 0. Donc « 0 » est une valeur intermédiaire entre f,(0) et f,,(1).

fn(an) =0
2
<= 2an—2+W:0
| 2 %)
nhtl) 5y,
n

< |ln(a2+1)=2n(1-ay)

Nous avons :

In (a2 + 1)
n n) = 2 n 2 e
frt1 (an) = 2a + 1
2 1- n N o s
=20, — 2+ M (d’apres la question précédente)
n+1
2n (1 — aw,)
=-2(1-— _
( on) + n+1
2n
=(1—-a,) |2
( on) [ + n+ 1}
—2n—2+42n
= 17 _—
( on) ( n+1 >
_ 2(1 — )
- n+1
—2(1 - ay,
Or,0 < a, <1doncl-—a, >0. Deplus,n>0donc%<0.
Ainsi, fry1(ay) <0.
a. A laide de la calculatrice, on trouve :
ay ~ 0,77 ; ay ~ 0,92 ; a9 ~ 0,97.
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b. La fonction f,4+1 est strictement croissante sur ]0;1[.

De plus, fn+1(an) < 0 donc limage de «,, par fh,41 est négative, ce qui signifie que la solution a
Péquation f,,4+1(x) = 0 est supérieure a a,.

Ainsi, apy1 > ag.

La suite (a,)est donc croissante.

. On sait que 0 < «;, < 1 donc la suite («,,) est majorée. De plus, elle est croissante.

Or, toute suite croissante et majorée converge.

Donc (o) converge.

In (22 +1
. lim fp(z) =22 —2car lim [()) = 0.
n——+oo n—-+oo n
Or, a, représente la solution unique & I’équation f,(z) = 0. Donc, si on pose £ = lim (), alors :

n—-+oo

ngrfoo falz)=0=2 ="
Or,
lim f,(z) =2z —2

n—-+oo

donc 2¢ — 2 =0, soit £ = 1.

Ainsi; lim () = 1.

li
n—-+oo

Corrigé de I'exercice 4.25 page 163

Un programme possible est le suivant :

Code Python 4-14

1
2
3
4

ot

from math import log

u=1

for n in range(50):
u = log(1l + 1/u)
print(u)

‘ 2 ‘ Les derniers termes affichés sont :

.8064660055835747
.8064659864474527
.8064659995826947
.8064659905665218

.8064659967553208
.8064659925072619
.8064659954231757

On peut ainsi conjecturer que la suite converge vers une limite dont une valeur approchée est 0,806.
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Montrons que v,, < 1 pour tout entier naturel n.
o Initialisation : vg =ug=1< 1.
o Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, vy < 1. Alors,

'Uk<1<:)>UQk<].

|
AV
—_

1+— 22
U2k

1
In (1 + ) >In2
U2k

Ugpt1 = In2
1 - 1
U2k +1 = In2

1 1
1+ — <1+ —
U2k+1 In2

11111

1 1
vk<1<:)1n<1+ )gln(l—l—)
U2k+1

1
<:>u2k+2<1n 1+ — ) <1
In2

< Vpy41 < 1.
L’hérédité est alors vérifiée.

Ainsi, pour tout entier naturel n, v, < 1.
1
‘4‘ Posons f : x—In (1+).
T

1 1
Alors, f = In(u), avec u(z) = 1 + — et u'(z) = ——;. Ainsi,
] i

_ 1
fl(z) = —==.

1 1

Inutile d’aller plus loin car x > 0 donc —— < 0 et 1 + — > 0. Donc f'(x) < 0.
% x

Ainsi, f est strictement décroissante sur |0 ; +o0].

Montrons que (v,) est décroissante par récurrence.
e vg=ug=1et vy =uy =~ 0,89 donc vy < vg.
o Supposons que pour un entier k fixé, vy < vg.
Alors, ug(q1) < ugg et donc f(ugpi1)) > f(uzr) (car f est décroissante), soit :

U2k+3 > Uk+1-

Donc f(ugk+3) < f(u2ks1), S0t Ugkia < Ugk42, OU €NCOTE : Vgpo < Vg1
L’hérédité est donc vérifiée.

Ainsi, (v,,) est décroissante.
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Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, w, < v,.
o Initialisation : vg = 1 et wg =~ 0,69 < vg.
o Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, wy < vg.

Wi S Vg < Ugkt1 < U2k

fluggs1) = f(ugr) car f est décroissante
Ugk+2 2 U2k+1

f(uznt2) < fluak+1)

Ugk+3 S U2k+2

U(k+1)+1 S U2(k+1)

rreeee

Wiyl S Vg41-

L’hérédité est alors démontrée.

Ainsi, pour tout entier naturel n, w, < v,.
1
On démontre facilement (par récurrence encore) que u, > 0; en effet, ug > 0 et si up >0 alors 1 + — > 1 et
Uk

1
donc In (1 + ) > 0, soit ug41 > 0.
U

Ainsi, pour tout entier naturel n,

0<w, <v, <1. (1)
(wy,) est croissante et majorée par 1, donc elle converge.
(vp,) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge.

De plus,
Arg ()= B on)
et
xgl-&r-loo(wn) - xETw(u2n+1)

donc (uy,), (v,) et (wy,) ont la méme limite. Notons-1a .

La fonction In étant continue sur |0 ; +ool,

Corrigé de I'exercice 4.26 page 164

Partie A

T——+00

1 1
‘ 1 ‘ lim <) =0donc lim In (1 + > =In(1) =0.
z x

1
lim () = 400 donc lim f(z) = +o0.
z—0

z—0 €T
x>0
_ 1 —1
/ _ &
fiz) = 1+1 2(1+2)

1
On sait que sur R* , 1+ — > 0 donc f'(z) < 0.
i

Ainsi, f est strictement décroissante sur |—oo; —1[ et sur ]0; +o0l.
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On a le tableau suivant :

T 0 +00
+00
Partie B
g'(z) = f(z) -1
1
x4z
e 2’ —x
- z(z+1)
2
oy Ttx+1
Or, le discriminant de x? + x + 1 étant A = —3 < 0, ce polyndme est toujours strictement positif.

De plus, z(xz 4+ 1) > 0 sur R ; donc ¢'(z) < 0 sur R% ..
g est donc strictement décroissante sur R* .
‘ 2 ‘ g est strictement décroissante et continue sur [% ; 1}.
De plus,
+ g(3) =In@) -} ~0,6;
e g(1)=In2-1~-0,3.
Donc 0 est une valeur intermédiaire entre g (%) et g(1).
D’apres le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe alors une unique valeur « sur [% ; 1} telle

que g(a) = 0.
9(z)=0<= f(z) —2=0<= f(x) ==

Ainsi, a est aussi 'unique solution de 'équation f(z) = x sur [3;1].
Partie C

Vo = Ug = 1.
1
v = uz = f (ur) = F(F(u)) = F(F(1)) = F(In(2)) = In (1 T m@)) ~ 0,803,
va = ws = Flus) = F(F(uz)) ~ F(£(0,893)) ~ £(0,751) ~ 0, 846.

Un+1 = U2(n41)

= U2p+2
=unt2 , N =2n
= f(un+1)
= f(f(un))
Vny1 = f(f(u2n))
On pose (Py,) la propriété : « 3 < vpp1 < vy < 1.
o Initialisation.

D’apres la question 1, £ < vy <wvp < 1.
Par conséquent, (P,,) est vraie pour n = 0.
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o Hérédité.
On suppose que (Py,) est vraie pour un n fixé. Montrons que (P,41) l’est aussi.

<; Flusnea) > flusm) < f(1)  car f est décroissante
i (f ( )) F (F(uzns2)) < f (Fluan)) < F(F)

Or, vpt1 = f(f(u2s)) et donc vpt141 = f(f(u(n+1))),s S0it vt = f(f(u2nt2)).-

= £(£(3)) < vmre <omn < S7Q)

Or, (1) =In(3) done £ (f (1)) =In (1+1 (3)) ~0,65> L.
De plus, f(1) = In(2) donc f(f(1)) = In(1 + 5i5) ~ 0,89 < 1.

—

L’hérédité est alors vérifiée.
Ainsi, (P,,) est vraie pour tout entier naturel n.

De la question précédente, on déduit que (v,,) est décroissante (v,+1 < v,) et minorée.
Or, toute suite décroissante et minorée converge d’apres le théoreme de convergence des suites monotones.

Donc, (v,) converge.

‘ 5‘ Uy, = Usay, ainsi, ngr—i{loo(vn) = HBTW(UQn) = ngrfw(un)
Notons ¢ cette limite. Alors, ¢ > 0 d’apres la question 3 de cette partie.
Or, upy1 = f(uy) donc :

i) = 1 Aein)

— nEIJIrloo(unH) = Jf (ngrfoo(un)> car f est continue

(= f)
Or, nous avons montré que I’équation f(x) = x admettait une unique solution sur R*
Ainsi, £ = a.

La suite (v,,) converge donc vers a.
Partie D

La boucle « Tant que » a pour but de calculer les termes de la suite (vy,) ; en prenant 1 terme sur 2 de la suite
(un,), on obtient ceux de (vy,).

En ayant un terme v,, = ugay,, pour obtenir v, 41, on doit calculer f(v,) (ligne 9) puis f(f(vn)) (ligne 10), d’ott
les lignes 9 et 10 identiques.

On peut remplacer ces deux lignes par :

a + 1In(1+1/1n(1+1/a))
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En Python, cet algorithme donne :

Code Python 4-15

1 from math import log
2 a,n,d=1,0,1
3 while d > 10%x(-6):

4 d =a

5 a = log(l + 1/a)
6 a = log(1 + 1/a)
7 n=n+1

8 d=d-a

9 print(a)

Ce programme renvoie la valeur : 0.8064664829440021, ce qui nous permet de conclure que la valeur approchée
de o & 1076 pres est :
a == 0, 806466

Corrigé de I'exercice 4.27 page 165
Le polynéme 2X2 — 3X + 2 admet pour discriminant :

A=b—4ac=(-3)2-4x2x2=-7<0.
Donc 'équation 2X? — 3X + 2 = 0 n’admet aucune solution sur R.
Cy coupe l'axe des abscisses si I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution. Or,
flz) =0 x[?(ln(x))z —3In(x) + 2} =0
= 2(ln(x))2 —3ln(z) +2=0 (car x # 0)
<= 2X? - 3X +2 =0 en posant X = In(z).

Cette derniére équation n’admettant aucune solution, ’équation f(x) = 0 n’admet aucune solution.
Ainsi, C¢ ne coupe pas 'axe des abscisses.

Factorisons f(z) par In(z) :

) = e ki) [2 In(z) — 3 + m?x)} .

. xllgloo(x) = 400 et xEI—Poo [ln(x)] = +oo donc, par produit des limites,

lim [zIn(z)] = 4oo.

r—+o0

r—r+00 r—r 400

« lim [2In(z)] =+ooet lim ( e

2 2
ln(a:)> =l <X> = 0 donc, par somme des limites,

2
li 21 = —| = .
Jm [ n(zr) —3+ ln(m)} +o0

Ainsi, par produit des limites,

lim [f(z)] = +o0

r—+o0

H /) =2(1n@))? + In(z) - 1.
a. Dérivons f'(x).

La fonction # +— (In(z))? est de la forme u?

, avec u(x) = In(x), donc sa dérivée est 2u'u, soit

1
—2x = x1 "(z) = =.
& X = X n(z) car u'(x) .
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1
b. f"(z) >0 <= 4ln(z) +1 >0 car — > 0 sur |0; +o0
X

< In(z) > 7%
= T > e 1/4,
On en déduit alors que :
e sur }0;6*1/4 [, f/(x) < 0 et donc que f est concave;
e sur }9_1/4 ;+oo[, f(x) > 0 et donc que f est convexe;
o f"(e"¥/*) = 0 en changeant de signe donc que Cy admet un point d’inflexion d’abscisse 2 = e~1/4.

c. L’abscisse de B est e > e~ '/* donc T est comme toutes les tangentes & Cy sur ]671/4 ; Jroo[ en dessous
de Cy (car f est, sur cet intervalle, convexe).
Ainsi, Cy est bien au-dessus de T sur ]6*1/4 ; —|—oo[ , et donc sur [1;4o0[ C }6*1/4 ;00 [

Corrigé de I'exercice 4.28 page 166
Partie A

Le programme diment complété est le suivant :

Code Python 4-16

def suite(k):
L=10
u=>5

for i in range(k):
L.append (u)
u =2 + log(u*u - 3)
return L

N OOtk W N

D’apres ce que renvoie suite(9), on peut conjecturer que :
o (u,) semble croissante car les nombres contenus dans la liste représentent les termes successifs de la suite
et ils sont de plus en plus grands;
o (uy) semble convergente car ces nombres se rapprochent les uns des autres et semblent se rapprocher
d’un nombre dont une valeur approchée est 5,163.
Dans la fonction mystere (10000) :
o dans la boucle for, l'instruction range (n-1) signifie que i prend ses valeurs de 0 & n — 2 (n’oublions pas
que range (p) désigne les valeurs de 0 a p — 1);
e on parcourt donc la liste composée de tous les termes de ug a u,_o;
« on affecte la valeur 0 & la variable ¢ (qui contenait initialement la valeur 1) si un terme est plus grand
que son suivant ;
o comme la fonction renvoie la valeur 1, cela signifie que le test a échoué pour tous les termes et donc que
la suite est croissante.

Le fait que « mystere(10000) » renvoie la valeur 1 ne contredit donc pas la conjecture selon laquelle la suite
est croissante.
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Partie B

‘1‘ g =2+ 1In(u), avec u(z) = 2% — 3 et v/ (z) = 2x donc :

u'(z)

g'(x) =0+

Or, sur [2;4o0[, 2 —3 > 0 et 2z > 0 donc ¢'(x) > 0.
Ainsi, g est strictement croissante sur [2;4o00].
a. Posons (P,) : 4 < up < upy1 < 6.
o Initialisation.
up=5etu1 =2+In(uf —3) =2+1n(52 — 3) = 2+ In(22) = 5,1.
Ainsi,
4 g (27} < Uy < 6.
(Po) est donc vraie.
o Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel k fixé, (Py) est vraie, c’est-a-dire :

4 < up < upyr < 6. (HR)
Montrons alors que (Py1) est aussi vraie, c’est-a-dire :
4 < Upq1 < Upy2 < 6.
Partons de I’hypothese de récurrence (HR) :

4 < up <ugyr <6 = g(4) < glug) < g(urs1) < g(6) car g est croissante sur [4; 6]
= 2+ 1In(13) < upt1 < U2 < 2+ In(33)
= 4 < Upt1 < Upy2 <6 car 2+ 1In(13) ~ 4,56 et 2+ In(33) = 5,5).

L’hérédité est alors prouvée.
¢« Conclusion.

Po) est vraie et, pour un entier naturel £ > 0, (P) = (Pr+1) donc, d’apres le principe de récurrence,
+
Vn €N, (P,) est vraie, soit : 4 < up, < upy1 < 6.

b. Nous venons de montrer que (u,) est croissante (car u, < un,11) et majorée (car un < 6).
Ainsi, d’apres le théoreme de convergence des suites monotones, (u,) converge.

Partie C

o L’équation f(x) = 0 admet une solution évidente d’apres le tableau de variations de la fonction f. En
effet, f(2) = 0 donc v = 2 est une solution.

o Sur [2; 3], f est strictement croissante et f(2) = 0 donc ’équation f(x) = 0 n’admet pas d’autres solutions
que o = 2 sur cet intervalle.

o Sur [3; 400,
— f est continue et strictement décroissante ;
— f(3) >0et Hr_{l f(x) <0 donc 0 € f([3;+00]).

Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(z) = 0 admet une unique
solution f sur [3;+oo].
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e Nous avons déja dit que @ = 2 dans la question précédente.

A Daide de la calculatrice, on trouve une valeur approchée de l’autre solution & I’équation f(z) =0:
B = 5,164.
D’apres la partie B,
e VneN, u, € [4;6];
o Upt1 = g(uy,), avec g continue sur [4;6];
o (uy) est convergente vers un nombre /.

donc d’apreés le théoréme du point fixe, £ est solution de ’équation g(x) = x, et donc :

(=g(t) <= £=2+1In(¢?-3)
= 24+In(*-3)—(=0
— f(¢)=0
<— (=a=2oufl=[F~5164

Or, a € [4;6] et 8 € [4;6] donc £ = 5.
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ﬂFonctions sinus et cosinus

D Parité

Définition 17

On dit qu’'une fonction est paire si son domaine de définition D est centré en 0 et si, pour tout « dans D,

f(=z) = f(z).
On dit qu’une fonction est impaire si son domaine de définition D est centré en 0 et si, pour tout x dans D,
f(=2) = =f(=).

Propriété 30

o La fonction z — cos(x) est paire.

« La fonction x — sin(x) est impaire.

Fonction x +— cos(x).
Son domaine de définition est R, donc centré en 0.
De plus, nous avons :

Y

Ainsi, cos(—z) = cos(z). La fonction « — cos(z) est donc paire.
Fonction x +— sin(z).

Son domaine de définition est R, donc centré en 0.

De plus, nous avons :

Y

M'(—x)

Ainsi, sin(—z) = —sin(x) (car M et M’ sont symétriques par rapport & 1’axe des abscisses).
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b Périodicité

Définition 18
On dit qu’'une fonction f est T-périodique si son domaine de définition D est centré en 0 et si, pour tout réel de
D,
fle+T) = f(z).

Propriété 31

Les fonctions z — cos(x) et 2 — sin(z) sont 2w-périodiques.

La longueur du cercle trigonométrique est égale a 27. Ainsi, les nombres x et x + 27 auront la méme image sur le
cercle trigonométrique, ce qui signifie que :

cos(x) = cos(x + 2m) et sin(x) = sin(z + 2m).

De plus, les deux fonctions sont définies sur R (qui est centré en 0).
Donc x +— cos(z) et x — sin(x) sont 2r-périodiques.

On peut aussi dire que les fonctions sont périodiques de période 27.

b Courbes représentatives

o Le fait de dire que les fonctions x — cos(z) et & — sin(x) sont 2m-périodiques signifie que si on prend n’importe
quel intervalle d’amplitude 27, le motif de la courbe représentative trouvé sur cet intervalle pourra se répéter.

On peut alors tracer les courbes représentatives sur l'intervalle [—7 ; 7], et déduire la totalité des courbes par trans-

o (2km
lations de vecteurs u ( 0 ), keZr.
o Le fait de dire que = — cos(z) est paire signifie que sa courbe représentative est symétrique par rapport a l’axe des
ordonnées (car f(—z) = f(x)).
De plus, le fait de dire que x — sin(z) est impaire signifie que sa courbe représentative est symétrique par rapport
a Porigine du repére (car f(—x) = —f(z)).
On peut alors tracer les courbes représentatives sur I'intervalle [0; 7], et déduire les courbes par symétries (axiale ou

centrale).

Au final, les courbes représentatives sont les suivantes :

sin(x) 4 Motifs répétés par translations

Y

21

\
\3\

\
w
wol§
3

|
[SIE
S
[SIE
3
w
vl
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D Dérivées

Propriété 32

o La dérivée de la fonction x — cos(x) est la fonction x — — sin(z).

o La dérivée de la fonction z — sin(x) est la fonction x — cos(z).

Un moyen mnémotechnique pour se souvenir de cette formule est de dire que dériver revient a tourner de 90° dans

le sens des aiguilles d’une montre :
4511 \

— COS (0] cos

—sin /

Propriété 33

Soit w une fonction dérivable sur un intervalle I de R.

« La dérivée de la fonction & — cos [u(z)] est :
x — —u'(z) x sin [u(z)].
« La dérivée de la fonction & — sin [u(z)] est :

z — u/(z) x cos [u(z)].

Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = cos (e®). Alors,
f'(z) = —e”sin (7).

Soit ¢ la fonction définie sur R par : g(z) = sin(—3z + 5). Alors,

b Limites

T (Sm@’)) 1 - (M) ~0
z—0 T z—0 T

g'(z) = =3 cos(—3x +5).

On utilise la régle de 'Hospital (vue dans un exercice du chapitre 3) ou un taux d’accroissement.
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ﬂéquations et inéquations

b Equations du type cos(x) = cos(a)

ASin

M;

— COs (0] CcoS

My

Q=== ===

—sin

Propriété 35

L’équation cos(x) = cos(a) admet une infinité de solutions sur R, notées :

r=a+2krouzr=—-a+2kr , keZ.

Exemple 37

3
L’équation cos(z) = > admet pour ensemble solution sur R :

8:{%+2kﬂ'; —%+2k7r : kez}.

Remarque 34

Si I’on souhaite les solutions sur [0;27] ou sur n’importe quel autre intervalle, il suffit de prendre toutes les valeurs
de k pour lesquelles on obtient des valeurs dans l'intervalle.

Exemple 38
L’équation cos(z) = - admet pour ensemble solution sur [0;27] :
m  1lm
S=<=; — keZ;.
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Si a n’est pas un angle de référence (ou un angle qui peut s’y ramener), on ne peut résoudre 1’équation qu’en donnant des
valeurs approchées, sauf dans certains cas ou 1’énoncé nous guide pour trouver des valeurs exactes.

On souhaite résoudre 1’équation cos(z) = 0,3 sur |—m ;.
On peut utiliser :

la calculatrice : on entre la fonction f(z) = cos(x) — 0,3, on trace la courbe puis on demande les racines
(« ROOT ») [ on adapte en fonction du type de la calculatrice].

GRAPH 85 SD GRAPH 85 SD GRAPH 85 SD GRAPH 85 SD

Grarh Func _iY= = | = — = |
ViBcos #05.3 [f1=cos 58,3 Yl=cos X-@,3 Yl=cos H-@.3

#=-5.01T08163Y V=0 H=-1.266103673 V=0

#=1. 266103673 ¥=0

GRAPHIQUE USB. GRAPHIQUE USB. GRAPHIQUE USB.

uuvqou
LJ@D@BQW

[7 15 1o ToaToce]

[7 15 1o ToaToce]

le logiciel Xcas :

B Xcas 1.4.9-57 (winBd) — O
File Edit Cfg Help Toolbox Expression Cmds Prg Graphic Geo Spreadsheet Phys Highschool Turtle
Unnamed

7| save | Config - exact real RAD 12 xcas 4.125M | Kbd |

|l| fsolve (cos(x)=0.3,x,-pi..pi, newton solver)

| [-126610367278, 126610367278 ]

Python :

Code Python 5-17

On sait (par lecture graphique) qu’il y a 2 so-
1 from math import cos,pi lutions opposées, donc trouver la solution né-
2 from scipy.optimize import bisect gative (par exemple) suffit. On utilise alors la
3 fonction bisect(fonction, x0 , x1) du mo-
4 £ = lambda x : cos(x) - 0.3 dule scipy.optimize, ol x0 et x1 sont les bornes
5 = bisect(f,-pi,0) de lintervalle dans lequel se trouve la solution de
S print (a) léquation f(x) = 0.
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b Equation du type sin(x) = a

Propriété 36

L’équation sin(z) = sin(a) admet pour solutions sur R :

r=a+2krouzr=m—a+2kr , keZ.

— COS 0] CcOS

1
L’équation sin(x) = 5 admet pour ensemble solution sur

[0;2n] :
sz{g; 5;:}

—sin

b Inéquations du type cos(x) < cos(a) ou sin(x) > sin(a)

£ Methode 6

On place les points images des angles a et —a sur le cercle trigonométrique, et on visualise les points du cercle dont
le cosinus est inférieur ou égal a celui de a.

ASin

— cos coS

—sin
On souhaite résoudre I'inéquation cos(z) < - sur |—m ;7]
3
cos(x)gg — me}—x —%} U



Exercices types

Exercice type 19 » parité et périodicité

Soit f la fonction définie sur R par :
f(z) = 3sin <5a: — %) .
La fonction f est-elle paire ? Impaire ? Justifier.
Montrer que f est périodique de période 2%
Donner alors un intervalle d’étude de f possible.
Déterminer la dérivée de f.

On calcule pour tout réel z :

f(~) = 3sin (5(-2) - %)
= 3sin (—5:1: - %)

f(=x) # f(x) donc f n’est pas paire.
f(—z) # —f(z) donc f n’est pas impaire.

On calcule :

21
Ainsi, f est bien périodique de période -

27 27
f est périodique de période - donc on peut I’étudier sur tout intervalle d’amplitude 5

2
Un intervalle d’étude peut donc étre [O ; %} .
ﬂ f = 3sin(u) avec u(x) = bz — % et v/(x) =5 donc :

f'=3x [u x cos(u)]

soit :

J'(z) = 15cos (59: — %) .
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Exercice type 20 » dérivées

Déterminer la dérivée des fonctions suivantes.

. f(z) = 2sin(z) cos(x) o) = s ( 1 ) h(z) = cos?(x)

z2+1
f = 2uv avec u(z) = sin(z) ; u'(x) = cos(z)
v(x) = cos(z) ; v'(z) = —sin(x)
Ainsi,

f'= )22(uv+vu)( )
= 2[cos?(z) — sin*(z)]
=21 —sin®(z) — sin®(z)]
= 2[1 — 2sin?( ]

1
g =sin(u) avec u = —, ot v(z) = 2% + 1.
o v

Ainsi,

[v(x)]2 T2

et donc :

g (x) = u'(z) x cos [u(z)]
roon 2z 1

h = u3, avec u(z) = cos(z) et u/(z) = — sin(x).

Ainsi,

B (x) =3 x u'(z) x u*(x)

=3 x (—sin(z)) x cos®(z)

B/ (x) = —3sin(z) cos?(z)

Exercice type 21 » limite

Calculer lim (sm(4x)>‘

x—0 3z

sin(4x) sin(4z) 4 4  sin(X)
= - == X =4x.
32 1z X 3 3 X X en posant €T
in(X
Or, lim (sm( )> =1 d’apres le cours donc :
X—=0 X

lim sin(4x) _ Z_l o lim sin(4x) _ é 1= 4_1
z—0 3z 3 x—0 4x 3 3
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Exercice type 22 » équations

Résoudre les équations suivantes sur ’intervalle I donné

1 2—+3
cos(z) +1= 5, I =[0;2n] 1+ sin(5z) = 2\/_, I=
1
cos(:v)+1:§ < cos(z)=-—1
< cos(z) = —=
4m
= r=—_ouxr=—.
’ 1
L’ensemble solution de 1’équation cos(x) + 1 = 5 sur [0; 27| est donc :
2r  Arw
S=9—: =
55
2—+3 2—-+3
1+ sin(bx) = 2\/— < sin(bzx) = 2\/_ -1
2—-vV3-2
< sin(bz) = \gg
3
< sin(bzx) = _\/T—
<= sin(bz) = sin (—%)
Sx = —g+2k7r
— ou ,keZ
Sx =m — (—g) + 2k
o= X Zem
155
— ou , keZ
_ dm | 2km
155
o T m_ T
15 5 375 5 5 15 5
LR R N S OO
5 5 375 15 5 15 5
L’ensemble solution de I’équation 1 + sin(5z) = _2\/3 sur [—g ; g] est alors :
m 2m
s-{-%: %)
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Exercice type 23 » inéquations

Résoudre les inéquations suivantes sur l'intervalle I donné :

sin(z) > —g, I=[-m;n]

sin(z) > —?.

D’aprés le schéma, si x € [—7; 7],

cos(x) = —%.

D’apres le schéma,

1 2
cos(x) 2—5 — zc [O;%}U

47
3

;2%].

1
cos(z) > 5, 1 =[0; 2]

A

, Sin

— COS —T

_ s
7T+4

coS

— COS

—sin
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Exercices

Equations et inéquations trigonométriques

Exercice 5.1 (équations trigonométriques)

Résoudre sur [0; 27| les équations suivantes.

1 1
cos(x) = 3 Bl sin(z) = 3
Solution page 225

Exercice 5.2 (équations trigonométriques)
Résoudre les équations suivantes sur | — ;7] :

cos(x) = —\/73 B sin(x) =

ol

Solution page 225

Exercice 5.3 (équation se ramenant au second degré)

(e
Montrer que v/16 4 8v/3 = 2 4 21/3.

Résoudre sur [0; 27] équation :
4 cos?(x) + 2(\/§ —1) cos(z) — V3 =0.

Solution page 225

Exercice 5.4 (équation se ramenant au second degré) ***
On considére ’équation d’inconnue x suivante :
g1sin*(@) 4 geos’(@) — 30, (E)

Résoudre I'équation :
v? —30v 4 81 = 0.

En déduire les solutions de (E) sur [0;27].
Solution page 226

Limites

Exercice 5.5 (avec le cosinus)

© =

Calculer les limites suivantes :

lim (%) i& <cos(3x) - 1)

z—0 z—0 xT

Solution page 227
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Calculer les limites suivantes :

Exercice 5.6 (avec le sinus)

sin(5x)
. i—m( ) . il—>mo (sm w)) . ilino (sm )>

Solution page 227

Etude de fonctions

Exercice 5.7 (calcul trigonométrique)

Soit f la fonction définie pour tout réel x par :

© =

f(x) = (cos(z) + sin(w))2 + (cos(z) — sin(a:))Q.

Montrer que f est une fonction constante.
Solution page 227

Exercice 5.8 (étude d’une fonction)

On définit la fonction f par :
flz) = cos(x)
1 +sin(z)’

Déterminer le domaine de définition D¢ de f.

Montrer que f est périodique.

T 3w
Déterminer f’(z), puis en déduire le sens de variations de f sur ] 55 [

Solution page 228

Exercice 5.9 (parité et périodicité)

On consideére la fonction définie sur R par : f(x) = sin® z cos(3z).
Montrer que f est m-périodique et impaire.
Solution page 228

Exercice 5.10 (parité et périodicité)
On considere la fonction définie sur R par :
f(x) = cos® x cos(3x).

Montrer que f est m-périodique et paire.
Solution page 229

Exercice 5.11 (en sciences physiques)

En sciences physiques, notamment en électricité ou en acoustique, on rencontre souvent des fonctions f de la
forme :

f(t) = asin(wt + ¢)

ou ¢ est appelé la phase et w, la pulsation.
Montrer que pour tout réel ¢ :

(1) + W f(t) = 0.
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Exercice 5.12 (étude d’une fonction)

© &

On considere la fonction f définie sur } — [ par :

e~

)

1

sin(z) + cos(z)

~

(z) =

 sin(z) — cos(z)

Calculer f'(z).
En déduire alors le sens de variations de f.
Solution page 229

Exercice 5.13 (étude d’une fonction)

1
On consideére la fonction f(x) = cos(x) — 1+ 5:102 définie sur R.

Calculer f'(x) puis f(z).
Montrer que f”(x) > 0 pour tout réel = et en déduire les variations de la fonction f’.

Calculer f/(0) et en déduire les variations de f sur R.

1
Montrer alors que pour tout réel x, cos(z) > 1 — 59:2.

En considérant une autre fonction g(z), montrer de la méme fagon que pour tout réel z, cos(z) < 1— 5902 +
1
—
24
4

m < 1079, que cela vous inspire-t-il pour la

E Donner un encadrement de cos 5% Sachant que
T
valeur approchée de cos 0 4 1076 pres?

Solution page 230

Exercice 5.14 (avec une suite numérique et un soupcon de Python)
On souhaite étudier la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n,
Up+1 = COS U

Ecrire un programme Python permettant de calculer tous les termes jusqu’a usg.
On peut ainsi conjecturer que la suite converge.

Ecrire un programme Python permettant de calculer tous les termes jusqu’a ce que la différence entre deux
termes consécutifs devienne inférieure ou égale & 10~8, en affichant I'indice de chaque terme.

La suite semble-t-elle monotone ?

On pose pour tout entier naturel n :
Up = U2p.-

Exprimer v, 1 en fonction de v,,.

Montrer que la fonction f : x +— cos(cos(z)) est croissante sur ]0;1].

E Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < v,41 < v, < 1.

Déduire alors que la suite converge. Donner alors une valeur approchée de sa limite & 1076 pres.

Solution page 231
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On considere le programme Python suivant :

Code Python 5-20

Exercice 5.15 (pour aller plus loin)

def factorielle(n):
if n ==
return 1
return n * factorielle(n-1)

s =0
for k in range((n+1)//2):
s += (-1)*xk * x**(2xk+1) / factorielle(2*k+1)

1
2
3
4
5
6 def sin(x,n):
7
8
9
0 return s

1

On admet que la fonction factorielle(n) renvoie la valeur n!, c’est-a-dire le résultat de 'opération :

1x2x3x--x(n—1)xn.
Implémentez ce programme et testez-le en appelant :

e 5in(0.5236,5) e 5in(0.7854,5) e 5in(0.7854,100)

. i W ... T . T .
Calculez avec votre calculatrice 5 et 1 puis sin 5 et sin T Comparez les résultats obtenus avec ceux de

la question précédente. Qu’est-ce que cela vous inspire 7

2
Testez le programme avec sin(2.0944,100) (;T ~ 2, 0944).

Quelle conclusion peut-on faire ?
Testez le programme avec sin(40,100). Que cela vous inspire-t-il 7
Solution page 232

Objectif bac

Exercice 5.16 (Amérique du Nord, sujet 1, 2024)

Pour tout entier naturel n, on consideére les intégrales suivantes :
I, = / e "sin(z) dz, J,= / e " cos(z) dx.
0 0

Calculer Ij.

E a. Justifier que, pour tout entier naturel n , on a I, > 0.
b. Montrer que, pour tout entier naturel n , on a I,.1 — I, <O0.
c. Déduire des deux questions précédentes que la suite (I,,) converge.

a. Montrer que, pour tout entier naturel n , on a :
s
I, g/ e " dx.
0

b. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, on a :

s 1 —nT
_ —e

/ e "dpr=——.
O n

c. Déduire des deux questions précédentes la limite de la suite (I,).
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a. En intégrant par parties I'intégrale I,, de deux facons différentes, établir les deux relations suivantes,

pour tout entier naturel n > 1 :
o 1
I,=1+e¢ —nd, et I,=—J,.
n

b. En déduire que, pour tout entier naturel n > 1, on a

14e 7

In:
n2 +1

On souhaite obtenir le rang n & partir duquel la suite (I,,) devient inférieure a 0,1.
Recopier et compléter la cinquieéme ligne du script Python ci-dessous avec la commande

appropriée.

Code Python 5-22

1 from math import *

2

3 def seuil()

4 n=0

5 I=2

6

7 n=n+1

8 I = (1+exp(-n*pi))/(n*n+1)
9

10 return n

Solution page 234

Exercice 5.17 (Centres étrangers, sujet 1, 2024)

On considere 1'équation différentielle :
(Eo): ¥ =y

ou y est une fonction dérivable de la variable réelle x.

Démontrer que I'unique fonction constante solution de I’équation différentielle (Ep) est la fonction nulle.

Déterminer toutes les solutions de 1’équation différentielle (Ey).
On considere I'équation différentielle :

(E): o' =y —cos(z) — 3sin(z)

ou y est une fonction dérivable de la variable réelle x.

La fonction h est définie sur R par h(xz) = 2 cos(z) + sin(z).
On admet qu’elle est dérivable sur R.
Démontrer que la fonction h est solution de I’équation différentielle (E).

On considere une fonction f définie et dérivable sur R.

Démontrer que : « f est solution de (E) » est équivalent & « f — h est solution de (Ey) ».

En déduire toutes les solutions de 'équation différentielle (E).
E Déterminer 1'unique solution g de 1’équation différentielle (E) telle que g(0) = 0.
Calculer :

™

/0 [ — 2e” +sin(x) + 2 cos(x)} dz.

Solution page 236
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Corrigé de I'exercice 5.1 page 219

1
B cos(z) = 5 cos(x) = cos (g)
5
:}x:goux:—g—l—%’:g sur [0;27].
L’ensemble solution est donc :
om
S=4q—1 =
{55}
. . s
Bl sin(z) = - < sin(z) =sin (6)
5
@x:%oux:ﬂ'—%:% sur [0;27].
L’ensemble solution est donc :
™ 5T
S=<=; —
5
Corrigé de I'exercice 5.2 page 219
3 5
B cos(z) = —g <= cos(x) = cos (%)
= = on ouz=—2o2 sur | — m;
6 6 T
L’ensemble solution est donc :
5w 5w
S=——; —
-5 %)
2
Bl sin(z) = \/T— <= sin(x) = sin (%)

— T _37r ] ]
x—4oum—4 sur .

L’ensemble solution est donc :

Corrigé de I'exercice 5.3 page 219

(2+2v3)°=4+8/3+4x3

=16 + 8V/3.
Comme 2 + 2v/3 > 0,

(2+2v3)" =16 +8V3 <= 2+2V3=1/16 +8V3.

Pour résoudre sur [0; 27] I’équation :

4cos?(z) +2(V3 — 1) cos(z) — V3 =0,
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on pose :
X = cos(z).

Ainsi, I’équation est équivalente & :
4X?+2(V3-1)X —V3=0.

C’est une équation du second degré, dont le discriminant vaut :

A= [2(\/3—1)}2—4><(—\/§)><4
=4(3-2v3+1)+16V3
=12-8V3+4+16V3
=164 8V3
= (2+2v3)%.

Ainsi, il y a deux solutions distinctes & notre équation :

—2(V3-1)-(2+2v3) _ -4/3_ V3

= 8 T8 2
o 2AVA-) 4 (2+2v8) 41
’T 8 T8 2

Si on se ramene a présent a x, I'inconnue de départ, on a :

T

Cos(xl):fé 7= ouay ==
1 :L'—ZOUI'_E)j
COS($2)—§ 2 =75 2= 3

L’ensemble solution de 1’équation est alors :

Corrigé de I'exercice 5.4 page 219

Le discriminant de v — 30v + 81 est : A = (—30)%2 — 4 x 1 x 81 = 576 = 242.
30 —24

Donc I'équation v? — 30v + 81 = 0 admet deux solutions v; = =3 et vg = 27.
H En posant v = 8151’“2(””)7 et en tenant compte du fait que pour tout réel z, cos?(z) = 1 — sin?(z),

81

(F) <= v+ o= 30
< v®+81 =30v
< v —300+81=0
< v=3ouv=27
= (39" _ g ou (34 = 33
— 34sin2(w) - 31 ou 34sin2(w) — 33
<= 4sin*(z) = 1 ou 4sin®*(z) =3
1
— sin’(z) = 1o sin?(z) = z
. LI 1 V3 o V3
< sin(z) = —5 ou sin(x) = 5 ou sin(x) = ——5 ou sin(z) = -

N
N
(=]



L’ensemble solution de I'équation 815" (@) 4 81¢0° (@) = 30 gur [0; 27| est donc :

. 2T IR , T, 2 A GW
6676 6 3 3 3’ 3

Corrigé de I'exercice 5.5 page 219

cos(z) — 1
Nous allons nous appuyer sur le résultat du cours suivant : lim <()) =0.

z—0 X
3x)—1 —1
‘ 1 ‘ lim (cos(x)) = lim (cos(y)) =0 (en ayant posé y = 3x).
z—0 3z y—0 Y
3x) —1 3x)—1 -1
‘2‘ lim (cos(a:)) = lim (3 X cos(m)) =3 x lim (cos(y)) =0 (en ayant posé y = 3x).
z—0 a3 z—0 3x y—0 Y

Corrigé de I’exercice 5.6 page 220

. B . . sin(z)
Pour cet exercice, nous allons nous appuyer sur le résultat du cours suivant : lim =1.
z—0 T

En posant y = 5z, on voit que lir%(y) =0, dou:
z—

1y (152 _ (0 _,
z—0 5% y—0 y

D’apres le méme raisonnement que celui adopté a la question précédente, on peut écrire :

i (fl(?’x)) e |
x—0 3z
) 3z . 1 1
alzgl}) <sin(3x)> B mhg%) [Sin(&’f)] 1 L
3z
lim A\ T = lim EXL —llim 77:5
=0 \sin(7z) /)  «=0\7 " sin(7x) ) Ta—0\sin(7z) /)’
D’aprés un raisonnement analogue a celui de la réponse a la question précédente, on peut écrire :
o (2 —1
x—0 \ sin(7x)

fim (%)=L
@—0 \sin(7z) ) 7

Par conséquent,

Ona:

donc :

Corrigé de I'exercice 5.7 page 220
Développons f(z) :

f(@) = (cos(z) + sin(x))2 + (cos(z) — sin(a:))2
= cos® z + 2 cos(#)sim(7) + sin® z + cos® x — 2 cos(@)sin(T) + sin’ x
= 2(cos? x + sin® x)
=2x1
= 2

f est donc une fonction constante.

227



Corrigé de I’exercice 5.8 page 220

f(z) est défini quand 1 + sin(z) # 0.
Or, 1 +sin(z) =0 < sin(z) = -1 < z = —g + 2km, k € Z.

Ainsi, le domaine de définition de f est | Dy =R\ {—g + 2km, k € Z} L

On sait que cos(x + 2m) = cos(x) et sin(x + 27) = sin(x). Par conséquent, f(x + 27) = f(x).
Ainsi, f est 2m-périodique.

f est de la forme E, avec u(x) = cos(x) et v(xz) = 1 + sin(z).
v

u'v — uv’
Ainsi, f’ est de la forme 3 avec u'(z) = —sin(x) et v'(x) = cos(x).
—sin(x)(1 + sin(x)) — cos?
f(@) = in(a))
(1 + sin(z))
~ —sin(z) —sin’z — cos? x
B (1 + sin(z))?
_ —sin(z) — (sin® z + cos® z)
A (14 sin(z))?
i 1
= —(1812(;21(_;))2 car cos®x +sin®z = 1 pour tout réel z.
3 T 3T . .
Or, pour tout réel x € 505 |’ —1 < sin(z) < 1 done 0 < sin(x) +1 < 2.
. 9 , T 3T
De plus, (1 + sin(x))? > 0 donc f/(z) < 0 sur —555 |-
_— . At m 3w
Ainsi, f est strictement décroissante sur —3 ; > |

Corrigé de I'exercice 5.9 page 220

e Montrons d’abord que f est m-périodique.

f(z+m) = [sin(z + 71)}3 cos [3(z + )]

=[- sin(x)]3 cos(3z + 3m)

= —sin?

x cos(3z + )
= —sin® 2| — cos(3z)]

3 2 cos(3x)

| fz+m) = f(z)]

= sin

La fonction f est donc w-périodique; on peut donc restreindre l'intervalle d’étude de f & un intervalle d’am-
T T

272/
e Montrons que f est impaire. Le domaine de définition de f est centré en 0. De plus,

plitude 7, par exemple [f
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f(=z) = [sin(—m)]3cos(—3x)
= [ —sin(z)] ’ cos(3x)
= —sin® z cos(37)

| f(—2) = —f ()|

Corrigé de I'exercice 5.10 page 220

e Montrons d’abord que f est mw-périodique.

flz+m)

La fonction f est donc impaire; on peut donc ré-
duire l'intervalle d’étude précédent a sa moitié, donc

a {O;g]

= [cos(x + 7r)] % cos (3(x + 7r))
[ — cos()]” cos(3z + 3)

= = COS3

x cos(3z + m)

= —cos® z( — cos(3z))

3

= cos® z cos(3x)

‘f(x+7r)

= f(@)]

Donc f est m-périodique.

On peut donc réduire l'intervalle d’étude & un intervalle d’amplitude 7, par exemple {—g ; g} .

o Montrons que f est paire. D’abord, le domaine de définition de f est centré en 0.

[ cos(—)] X cos(—3x)
[ cos(z)] ° cos(3x)

= COS3

f(=z) = f(z)

Donc f est paire.

De plus, f(—x)

x cos(3x)

Corrigé de I'exercice 5.11 page 220
f(t) = asin(wt + ¢) donc :

f(t) = a x wcos(wt + ).

En effet, on sait que la dérivée de = + sin(z) est  — cos(x).
De plus, on sait que la dérivée de f(at +b) est af’(at +b).

Sur le méme principe, on a alors :

f”(t) = aw X ( — wsin(wt + 30))

Ainsi,

—aw? sin(wt + @) = —wW?f(2).

F) + W () = —w?f(t) + W’ f(t) = 0.

On dit alors que f est solution de I’équation 3" + w?y = 0, équation dont l'inconnue est une fonction .
Quand une équation de ce type admet comme inconnue une fonction, mais aussi sa dérivée et/ou sa dérivée

seconde, on parle d’équation différentielle.

Corrigé de I'exercice 5.12 page 222
f est de la forme Y avec :
v

On parlera de ce type d’équations dans le chapitre 6.
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u(z) = sin(z) + cos(z) v(x) = sin(x) — cos(x)
u'(x) = cos(x) — sin(x) v'(x) = cos(x) + sin(z)
Ainsi,

(=) (cos(z) — sin(z))(sin(z) — cos(z)) — (sin(x) + cos(z))(cos(x) + sin(z))
(sin(z) — cos(x))?
—(sin(x) — cos(z))%—(sin(z) + cos(x))?
(sin(z) — cos(z))?
—sin? x + 2sin(z) cos(x) — cos? z—sin? z — 2sin(x) cos(z) — cos?

(sin(z) — cos(z))?

=2 sin? 2 — 2cos®
~ (sin(z) — cos(z))?2
_ —2(cos®z + sin® z)
~ (sin(z) — cos(z))?2
—2 2 2
G D cos(x))2 car cos“z +sin“z = 1.

On en déduit que f'(x) < 0 sur } = Z [ (car —2 < 0 et (sin(z) — cos(z))? > 0).
Ainsi, f est strictement décroissante sur } —% ; Z [
Corrigé de I'exercice 5.13 page 222

f'(x) = —sin(z) + z et f'(x) = —cos(z) + 1.

On sait que pour tout réel z,

—1< —cos(z) <1
donc, en ajoutant 1 a chaque membre de cet encadrement, on a

0< f"(z) <2.
Donc f”(x) > 0 sur R, ce qui signifie que f’ est croissante sur R
1) =

—sin0+ 0 = 0. Or, f’ est croissante sur R donc :

x —00 0 +00
f'(@) - 0 +
f(@) T —

1
f(O):cosO—1+§><O2:1—1+O=().

Des variations de f, on déduit que f(z) > 0 sur R, dont :

1
cos(z) — 1+ 51'2 >0
soit :

Considérons la fonction g(z) =



1 . 1
Alors, ¢'(z) = —sin(z) + x — EIS et ¢’ (z) = —cos(z) +1 — §x2 = —f(z).
Ainsi, pour tout réel z, ¢”(x) < 0, ce qui signifie que ¢’ est décroissante sur R.
g'(0) =—sin0+0=0d’ou:

Par conséquent, g(x) < 0 sur R, ce qui signifie que :

1 1
<1--224 —2
COS(.’IJ) 2115 24.7}

De ce qui vient d’étre fait, on peut écrire :

2 2 4
VreR, lf%gcos(x)glfer"L.

s
En prenant z = =0’ cela donne :

2 s 2 7r4
<cos— <1— + .
5 000 50 5000 150 000 000

4

Puisque AT
150 000 000

7T.2

5 000

7r
< 1076, on peut alors considérer qu’une valeur approchée de cos% 4 1076 prés est

Corrigé de I'exercice 5.14 page 222
Un programme Python possible est le suivant :

Code Python 5-24

1 from math import cos

2 u=1

3 for n in range(30):

4 u = cos(u)

5 print(’n = {} et u = {}’.format(n,u))

0.5403023058681398 (correspond & u(1))
0.8575532158463933
0.6542897904977792

0.7390870426953322
0.7390838469650002

Un programme Python possible est le suivant :
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Code Python 5-25

1 from math import cos

2 u,n=1,0

3 while abs(u-cos(u)) > 10**(-8):

4 u = cos(u)

5 print(’n = {} et u = {}’.format(n,u))
6 n+=1

0.5403023058681398
0.8575532158463933
0.6542897904977792

0.7390851219886894
0.7390851407774467
0.7390851281211138

A la vue des termes calculés, la suite ne semble pas monotone.
En effet, ug < uq, uyp > ug, us < ug, ete.
Pour tout entier naturel n,

Un+1 = U2(n+1)

U2n+2
= U2n+1+1
= cos (u2,+1)

cos (cos(uzy))

Upt1 = cos (cos(vy,))

f(x) = cos(cos(z)) donc f/(z) = —sin(x) x [ — sin(cos(z))] = sin(z) x sin(cos(x)).
Sur ]0; 1], sin(x) > 0; de plus, cos(x) > 0 donc sin(cos(x)) > 0. Ainsi, f/(z) > 0.
La fonction f est donc croissante sur ]0;1].

o Initialisation : pour n =0, vg =1 et v;1 = 0,86 donc 0 < v; < vy < 1.
o Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, 0 < vpy1 < vg < 1.
Alors, f(0) < f(vkt1) < f(vg) < f(1) car f est croissante sur |0;1].
Or, f(0) = cos(cos0) ~ 0,54 > 0 et f(1) = cos(cos1) ~ 0,86 < 1.
Donc 0 < f(vgt1) < f(vg) < 1, 80it 0 < vgto < vgy1 < L
L’hérédité est alors vérifiée.

Ainsi, pour tout entier naturel n, 0 < v, 1 < v, < 1.

o D’apres ce qui vient d’étre démontré, (v,) est décroissante et minorée (par 0). Donc elle converge. Sa
limite est donc le nombre ¢ tel que £ = f(¢). Or, v,, = ug, donc la limite de (v,,) est celle de (u,, ). D’apres
les valeurs données par les algorithmes précédents, on en déduit que ¢ ~ 0,739 085.

Corrigé de I'exercice 5.15 page 223

En testant le programme, nous avons successivement :
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>>> sin(0.5236,5)
0.500003192986266

>>> sin(0.7854,5)

0.707144345044458

>>> sin(0.7854,100)
0.7071080798594735

~
~

V2
2

Avec la calculatrice, on trouve que % ~ 0,5236, % ~ 0,7854. De plus, sin% = 0,5 et sin% =
0,7071067811865476.
On constate alors que ’on retrouve a peu pres les mémes valeurs que celles obtenues a la question 1.

On peut alors supposer que la fonction sin(x,n) renvoie la valeur de sin(z), 'argument « n » pouvant
éventuellement servir pour affiner la précision de la valeur renvoyée.

Ona:

>>> sin(2.0944,100)
0.8660229549706501

T _ V3

2
Or, sin% = sin — 5 ~ 0,8660254037844386. Cela nous conforte dans 'idée que nous avons émise
précédemment : la fonction renvoie le sinus de la valeur x.

‘4‘ On a:

>>> sin(40,100)

-62.42184391235605

Un sinus étant toujours compris entre —1 et 1, ce dernier résultat ne doit pas nous inspirer quelque chose de
positif... La fonction semble avoir ses limites.

Par curiosité, j’ai souhaité savoir a partir de quelle valeur entiére de z la différence entre sin(z) et le résultat
renvoyé par la fonction était supérieur a 1. J’ai dii pour cela renommer ma fonction en « f(x,n) » car j’ai
importé la fonction sin du module math :

Code Python 5-26

1 from math import sin

2

3 def factorielle(n):

4 if n == 0:

5 return 1

6 return n * factorielle(n-1)

7

8 def f(x,n):

9 s =0

10 for k in range((n+1)//2):

11 s += (-1)*xk * x**(2xk+1) / factorielle(2*k+1)

12 return s

13

14 x=0

15 while abs( f(x,100) - sin(x) ) < 1:

16 x += 1

17

18 print("Pour x = {}, la fonction remnvoie {}; or, sin({})={}.\nLa différence est :
{}".format(x, f(x,100), x, sin(x), abs(sin(x)-f(x,100))))
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11 affiche = 39, avec une différence de 5,26 entre sin(39) et f(39,100). En modifiant légérement ce dernier
programme, on constate que pour x < 30, la différence est inférieure & 2 x 10~° ; ceci nous pousse & constater
que la fonction f (x,100) donne une trés bonne approximation de sin(z) pour des valeurs inférieures & 30.

Corrigé de I'exercice 5.16 page 223

Iy = /7T eVsin(z) dx
0

= /O7T sin(z) dx

=[- cos(x)];r
= —cos(m) — (= cos(0))
= ~(=1) = (-1)
a. Sur [0;7], pour tout entier naturel n,
e ™ >0
e 0 <sin(z) <1
donc e™"* sin(x) > 0.
Ainsi, par positivité de l'intégrale, / e "*sin(z) dz > 0.
0

b. Pour tout entier naturel n,

I, —I,= / e~ (D7 gin(z) da —/ e " sin(z) da
0 0

= / (e_(”H)w sin(z) —e™"* sin(a:)) dz (par linéarité de lintégrale)
0

= /07T e " sin(z)(e”" — 1) da.

Or, sur [0; 7],
o e "sin(x) > 0;
e 0<e™™<Kldonc —1<e®—-1<0.

Ainsi, e™"* sin(z)(e™® — 1) < 0 et donc,

/ e " sin(z)(e”* —1) dz <0
0

soit :
In+1 - In g 0

c. D’apres les deux questions précédentes, (I,) est minorée (par 0) et décroissante (car I, +1 — I, < 0, soit
In+1 g In)
Ainsi, d’apres le théoreme de convergence des suites monotones, (I,,) converge.

a. Pour tout entier naturel n,

0<z<7m = 0<sin(z) <1
= 0<e "sin(z) <1l xe ™
s s
= 0< e " sin(x) dxé/ e " dzx
0 0
us
— Ing/ e " dx
0




=

b. Pour tout entier naturel n,

c. Des questions a. et b., on a :

Or, pour tout réel = € [0; 7],
lim (e7™) =0

n—-+o0o
donc :
lim (1—e ™) =1
n— 400
Ainsi,

1—e™ ™ 1
lim (e): lim ( ):0.
n——+oo n n—4+oco \ N

Et d’apres le théoreme des gendarmes, on obtient :

a. Intégrons par parties de deux manieres différentes I,,.

« Premiére maniére.
On pose : u(z)=e" ; wulz)=-

v(x) =sin(z) ; V'(z)=co

Dans ce cas,

I

|

\

(DI

3

8

)

@,

(=]

—

&

=
—_
o 3

o
S—
3
| —

CDI

3

8

o

@]

)]

—

8

N—

(o}

&

I, =—Jp

¢ Deuxiéme méthode.
On pose :

Dans ce cas,

[I,=1+e —nJ,]|
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b. Des deux égalités précédentes, on déduit la suivante :
1 —nTm 1 —nm
—J,=1+e —nd, <— —J,+nJ,=1+e
n n

1
— <+n) Jpy=1+e™ "7
n

2
1

= nt Jp=1+4+e "7
<— J,=1+e " x 2”
n®+1

n1+ —nm

<:>Jn:7( ")

n?+1

Et donc :
PR T Xﬁ(1+e‘"”) |1+emm
"t ow n2+1 | n2+1

On souhaite calculer les termes de la suite (I,,) tant que I,, > 0,1 et s’arréter des que I,, < 0, 1. On doit donc
utiliser une boucle conditionnelle :

Code Python 5-27

1 from math import *

2

3 def seuil() :

4 n=20

5 I=2

6 while I >= 0.1:

7 n=n+1

8 I = (1+exp(-n#*pi))/(n*n+1)
9

10 return n

Corrigé de I'exercice 5.17 page 224

Soit f(x) = k une fonction constante, définie sur R, solution de (Ejp).
Alors,

soit :

Ainsi, f(z) = 0.

L’unique fonction constante solution de I’équation différentielle (Ep) est donc la fonction nulle.
D’apres le cours, les solutions de I’équation différentielle (Ey) sont les fonctions :

f(z) = Ce", CeR.
‘ 3 ‘ Pour tout réel x, on a :
B (z) = —2sin(x) + cos(z).
D’autre part,
h(z) — cos(x) — 3sin(x) = 2 cos(z) + sin(z) — cos(z) — 3sin(x)

= cos(x) — 2sin(x)

=N(z).

Donc h est solution de I’équation différentielle (E).
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Pour tout réel x, on a :

(f — h) est solution de (Ey) < (f —h) (z) = (f — h)(x)
= f(z) - N'(z) = f(z) - h(z)
< f'(z) — [M(z) — cos(z) — 3sin(z)] = f(z) — h(z)
= f/(2)=h{zT+ cos(x) + 3sin(z) = f(z)=hfry

car h est solution de (E)
f(x) = f(x) — cos(x) — 3sin(z)

—
<= [ est solution de (F).

Par conséquent, on a bien I’équivalence :
f est solution de (F) <= f — h est solution de (Ej).

D’apres la question précédente, chercher les solutions f de (E) revient a chercher les solutions (f —h) de (Eyp).

Or, d’apres la question ! :
(f —h)(z)=Ce", CeR.

On en déduit alors que :
f(z) =h(x)+Ce”, CeR

Toutes les solutions de ’équation différentielle (E) sont donc les fonctions :

‘ f(z) = 2cos(x) + sin(x) + Ce”, Ce R‘

m g est solution de I’équation différentielle (F) donc il existe un réel C tel que :
g(x) = Ce” + 2 cos(z) + sin(x).
De plus, g(0) = 0 donc g(0) = Ce® + 2 cos(0) + sin(0) = 0.

D’ou :
Cx142x140=0«<C=-2.

On a donc :

‘g(m) = —2¢” + 2 cos(x) + sin(x) ‘

Calculons :

I= /0’2' [f 2e” + sin(z) + QCOS(:L'):| dx

s

= [ —2e” — cos(z) + 2sin(ac)};

= —27% — cos (g) + 2sin (%) — (—2e" — cos(0) + 2sin(0))
= g =042 % 1L = (=2 = 11 4= 2 3¢ ()
=—2% +2+3

I=-27%+5
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ﬂ Introduction

b Définition

Définition 19

On appelle équation différentielle toute équation ou l'inconnue est une fonction et ou l'inconnue est dérivée au
moins une fois.

Remarque 37

L’inconnue est souvent notée y, mais ce n’est pas une généralité.

Exemple 42

o y =y + 2 est une équation différentielle d’ordre 1 (car la fonction est dérivée une fois).
Résoudre cette équation différentielle revient a trouver toutes les fonctions y dont la dérivée est égale a y + 3.

oy’ +y +y =z est une équation différentielle d’ordre 2 (car la dérivée seconde intervient).

Remarque 38

Les équations différentielles dont I'ordre est strictement supérieur a 1 ne sont pas au programme de I’enseignement
de spécialité de Terminale.

b Domaines d’application

e Autres notations

Plutot que d’écrire par exemple :

Yy =y+2
les physiciens aiment a écrire :

W42

a 4T

Dans ce cas, y désigne une fonction dont la variable est ¢ (trés souvent, le temps).

d
« % » désigne alors la dérivée de y(t) par rapport a la variable t.

On peut aussi voir la notation :
y(t) = y(t) + 2.
Le point au-dessus de la fonction y signifie que 'on a dérivé une fois la fonction; on mettra donc deux points pour la
dérivée seconde) :
d2y(t) dy(t) " ’

0 (1) =it) = L2 =

° Circuit RC en série (Sciences Physiques)

Lors de la charge d’un condensateur dans un circuit RC en série soumis & une tension constante F, ’équation différentielle
régissant la tension uc(t) aux bornes du condensateur est :

dog L B
a  RC'C T RC

A Daide de ce cours, vous saurez trouver ’expression de uc (t).
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e Oscillation simple non amortie (Sciences Physiques)

Les mouvements périodiques dont on néglige les effets de frottement qui vont le ralentir (comme 1’allongement du ressort
2(t) & un temps t) peuvent étre modélisés par 1’équation différentielle suivante :

de(t) _ 2
e =V x(t)

C’est une équation différentielle du second ordre. On ne saura donc pas la résoudre en Terminale... mais les solutions sont
les fonctions x(t) telles que :
x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) , A€R, BeR.

0 Equation de Malthus (SES)

La croissance d’une population, ou celle d’un capital a taux constant, peut étre modélisée (selon le modéle de Malthus)

par I’équation différentielle suivante :

dP
— _ kP
dt K

ou P est la population (ou le capital), ¢ le temps, et k une constante positive.

aéquations différentielles du type y’' = ay

Soit @ un nombre réel. Résoudre 1’équation y’' = ay d’inconnue y signifie trouver toutes les fonctions y dont la
dérivée est égale a ay.

Une différentielle est, dans le vocabulaire scientifique, une dérivée. C’est la raison pour laquelle une équation ou
I’inconnue est une fonction qui est dérivée au moins une fois est qualifiée d’équation différentielle.

y' + 1y = 0 est une équation différentielle du type ¥’ = ay avec a = —1 car :
Y 4+y=0 <= y = —y.

! - v . . . / 1

Yy =3y est aussi une équation différentielle du type v’ = ay avec a = o

Propriété 37

L’équation :
y =ay

admet pour solutions les fonctions de la forme :

y(x) = Ce®™, CeR.

Il existe donc une infinité de solutions, définies a une constante C' pres.
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L’équation différentielle ' = —y admet pour solutions :
y(z) =Ce™®, CeR.
On peut facilement vérifier en calculant sa dérivée :

y' (@) =—-Ce " = —y(a).

£ Equations différentielles du type y'=ay+b

Propriété 38

Soient a et b deux réels, a # 0. L’équation différentielle 3’ = ay + b admet pour solutions les fonctions y telles que :

y(x) = Ce® — 2, C eR.

L’équation différentielle 3’ = 3y + 7 admet pour solutions :

y(z) = Ce>® — g, CeR

On peut vérifier en calculant sa dérivée :
Y (z) = 3Ce®

puis en calculant :

On a bien : 3/ — 3y =7, soit v’ = 3y + 7.

AEquations différentielles du type y’ = ay + f

Définition 21 (équation homogéne associée)

Soit f une fonction. On appelle équation homogéne associée a 1’équation iy’ = ay+ f I’équation différentielle ¢y’ = ay.

Si on note (E) I’équation 3y’ = ay + f, on note (Eg) son équation homogene associée.
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Pour résoudre ’équation ¢y’ = ay + f, on utilise la méthode suivante :

£ Methode 7

e On résout d’abord (Ey).
On trouve les solutions de ’équation homogene associée a (E) :

yo(z) = Ce.

o On trouve une solution particuliére de (E).
On la note par exemple u; dans ce cas, on a :

u'(z) — au(x) = f(z).

¢ On ajoute les solutions.
Les solutions de (E) sont alors :

En Terminale, une solution particulieére vous sera proposée la plupart du temps.

On considere ’équation différentielle :
y =—2y+ 2. (E)

On résout I’équation homogeéne associée a (E).

admet pour solutions :

Solution particuliere de (E).

1 1 1
On pose y;(z) = 22 — e + 1 On souhaite montrer que y; est une solution particuliere de (E). On calcule
pour cela sa dérivée :
vi(o) =2 — =
1 9

Ensuite, on calcule :

1 1 1
—2y1(z) + 2% = —2 (a:Q ——z+ ) + 2?

1
= z°tzx— — o’
2
1
= 95 — —
2
=y (z)
y1 est donc bien solution de (E).
On conclut en ajoutant les deux résultats.
Les solutions de (E) sont donc :
1 1 1
y(z) = 5952 = §x+ 1 +Ce™?®, CeR.



Exercices types

Exercice type 24 » équation différentielle du type y’ = ay

Résoudre I’équation différentielle suivante d’inconnue y
y' + 3y = 0.
Trouver la solution f dont 'image de 0 est égale a 3.

Y +3y=0 < ' = -3y
= |ylz)=Ce ™ | Cec R‘ (d’apres le cours).

On cherche la fonction f(x) = Ce™3% telle que f(0) = 3.

f(0)=3 <= Ce =3
— (OCx1=3
— (C=3.

Ainsi,

f(z) =3e3"

Exercice type 25 » équation différentielle du type y’' = ay + b

Résoudre I’équation différentielle suivante d’inconnue y :

Yy —5y=1.
Trouver la solution f qui s’annule en 0.
Y —by=1<+= ¢y =5y+1
1
= |y(z) = Ce™* — E C € R | (d’apres le cours)

On cherche la solution f telle que f(0) =0 :

1
f(0)=0 Cef’xo—g—o
1
— (Ox1l=-
175
1
<= C_g.

Ainsi,
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Exercice type 26 » équation différentielle du type y’' = ay + f

On considere I’équation différentielle suivante d’inconnue y :
Yy =-2y+z (E)
Donner les solutions de ’équation homogene associée a (E) :

Y =2 (Eo)

1 1
Montrer que u(x) = 3% 1 est une solution particuliére de (E).

En déduire les solutions de (E).
Déterminer la solution f de (F) qui s’annule en 0.

D’apres le cours, I'équation (Eg) : 3y’ = —2y admet pour solutions les fonctions :

‘x»—>Ce_2’” , CeR

1 1
Afin de vérifier que u(z) = 3% est solution de (F), on doit vérifier que v'(x) = —2u(x) + x.

1
/ — —
W)=
et
1 1
—2u(z) +z=-2 <§x— Zl) +z
=4t
ztg e
1
=5
Ainsi,

u'(z) = —2u(z) + .
Donc u est bien une solution de (E).

D’apreés le cours, les solutions de (E) sont les fonctions :
y(r) = Ce ™ u(z) , CER

soit :

1 1
y(ac):C’e_M—i-§x—z—L , CeR

La solution f qui s’annule en 0 est telle que :

1 1
f(0)=0 <= Ce0+§xO—Z:0
1
= C_z_l'

Donc,

1 1 1
f(@) = Ze_h t5r—
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Exercices

Equations différentielles du type y’ = ay

Exercice 6.1

Résoudre les équations différentielles suivantes.

1 R B/=--7

B./=1y

Solution page 250

O =

Exercice 6.2

Résoudre les équations différentielles suivantes.

y/—Zy:O

y/+4y:0

y’+%y=0

Solution page 250

© =

Exercice 6.3
On considere I'équation différentielle suivante d’inconnue y :
Y +ay=0
Résoudre (F).
Trouver la solution f de (E) telle que f(1) = 1.

, a€eR

Solution page 250

© ®

Equations différentielles du type y’ = ay + b

Exercice 6.4

Résoudre les équations différentielles suivantes.

By-yv+1

2 =4y +1

Yy =-y+2

Solution page 250

Exercice 6.5

Résoudre les équations différentielles suivantes.

B-+3y=-5 Bsy+2y=1

By-yv+3

Solution page 251
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Exercice 6.6
On considere I’équation différentielle suivante d’inconnue y :
5y + 2y =T.

Résoudre (FE).
Trouver la solution f de E telle que f(—1) = 3.

Solution page 251

© =

Equations différentielles du type y’ = ay + f

Exercice 6.7
On pose :
y =2y — a3

2 4 4
En déduire toutes les solutions de (E).

1 3 3 3
Montrer que y;(z) = —a® + ~2? + ~x + 3 est une solution particuliére de

(E).

Solution page 251

© &

Exercice 6.8

On souhaite résoudre ’équation différentielle suivante :
y' + 5y = 12 cos(z)

Résoudre I’équation homogene associée a (E) : v’ + 5y = 0.

a. On pose f(z) = acos(z) + bsin(z).
Trouver la valeur de a et b pour que f soit solution de (E).
b. En déduire ’ensemble des solutions de (E).

Solution page 252

Bl

Exercice 6.9

On souhaite résoudre 'équation différentielle suivante :
y' — 2y = Tsin(x)

Résoudre I’équation homogene associée a (E) : y' — 2y = 0.

a. On pose f(z) = acos(z) + bsin(z).
Trouver la valeur de a et b pour que f soit solution de (E).
b. En déduire ’ensemble des solutions de (E).

Solution page 252

Exercice 6.10 (prendre des initiatives)

Résoudre I’équation différentielle :
y —5sy=ua

(E)

Solution page 253

© &
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Exercice 6.11

On souhaite résoudre I’équation différentielle suivante :
y' — 2y = 2?
Résoudre I’équation homogene associée a (E) suivante :
y —2y=20

Soit f(x) = ax?® + bz + c une solution particuliére de (E).
Trouver a, b et c.

Résoudre (E).

Solution page 253

Exercice 6.12

On souhaite résoudre I’équation différentielle suivante :
y — 2y = xe”
Résoudre I’équation homogene associée & (E) suivante :
y' —2y=0
Soient a et b deux réels, et soit u la fonction définie sur R par :
u(z) = (ax + b)e”.

a. Déterminer a et b pour que u soit solution de (E).
b. Montrer que v est solution de (Ey) si et seulement si u + v est solution de (E).
c. En déduire ’ensemble des solutions de (E).

Déterminer la solution de (E) qui s’annule en 0.

Solution page 254

Exercice 6.13 (changement de variable)

On considere 1’équation différentielle :
v = 3u — 0,005u>

1
On consideére les solutions v de (E) ne s’annulant pas. On pose alors y = —.
u

Montrer I’équivalence suivante :

u solution de (E) <= y' = —3y + 0,005.

En déduire les solutions de (E).

(E)

Solution page 255
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Objectif bac

Exercice 6.14 (Extrait du sujet d’Amérique du nord 2025, sujet 1)
On considére (F) 1’équation différentielle :
y+y' =Qe+3)e ",

ou y est une fonction de la variable réelle x.

Montrer que la fonction fy définie pour tout nombre réel = par :

fo(z) = (2% +3z) e "

est une solution particuliere de I'équation différentielle (E).

E Résoudre I'équation différentielle (Ey) :
y+y =0.

Déterminer les solutions de I’équation différentielle (E).

Solution page 255

O =

Exercice 6.15 (divers extraits de bac de 2024)

Les affirmations sont-elles vraies ou fausses ¢ Justifier vos réponses.

Affirmation 1. Soit (E) I’équation différentielle :

y —2y=—6z+1.

La fonction f définie sur R par : f(z) = ** — 62 + 1 est une solution de I'équation différentielle (E).

ﬁ Affirmation 2. On considére la fonction f définie sur |0; +oo[ par f(z) = z1n(z).
La fonction f est une solution sur ]0;+oo[ de ’équation différentielle :

xy —y=uw.
Affirmation 3. On considere la fonction f définie sur R par :
f(z) = bxre ™.
La fonction f est solution sur R de ’équation différentielle :

(E):y +y=>5e"".

Affirmation 4. On admet que la fonction f est solution de I’équation différentielle :

q

(E):y =—0,08y + — , ol ¢ est un réel positif.

50

Alors, f(z) = Ce= 0087 4 %, ol C €R.

Solution page 256

248


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=6.14
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=6.15

Exercice 6.16 (Centres étrangers 2025, sujet 1)
Partie A

On consideére I’équation différentielle :

1
E): o +048y = —
(E1): ¥ +0,48y 550"

ol y est une fonction de la variable ¢ appartenant & U'intervalle [0; 4o0].

1
On consideére la fonction constante h définie sur l'intervalle [0; +oo] par h(t) = 135"
Montrer que la fonction h est solution de I’équation différentielle (E1).
Donner la forme générale des solutions de I’équation différentielle ¢’ + 0,48y = 0.

En déduire ’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E1).

Partie B

On s’intéresse a présent a 1’évolution d’une population de bactéries dans un milieu de culture.
A un instant ¢ = 0, on introduit une population initiale de 30 000 bactéries dans le milieu. On note p(t) la quantité
de bactéries, exprimée en millier d’individus, présente dans le milieu apres un temps ¢, exprimé en heure.

On a donc p(0) = 30.
On admet que la fonction p définie sur I'intervalle [0; +oo[ est dérivable, strictement positive sur cet intervalle et

qu’elle est solution de ’équation différentielle (Ez) :
, 1
P'=gepp % (120 — p).
Soit y la fonction strictement positive sur lintervalle [0;4o00[ telle que, pour tout ¢ appartenant a lintervalle

[0;+o00[, on a p(t) = ﬁ

Montrer que si p est solution de 1’équation différentielle (E5), alors y est solution de I’équation différentielle

1
IR ! 48y = —.

E On admet réciproquement que, si y est une solution strictement positive de ’équation différentielle (E1),
alors p = — est solution de I’équation différentielle (Es).

Montrer que, pour tout ¢ appartenant a U'intervalle [0;4o0], on a :

120

= ————— avec K une constante réelle.
1 + K e—0.48t

p(t)

En utilisant la condition initiale, déterminer la valeur de K.
Déterminer . li+m p(t). En donner une interprétation dans le contexte de lexercice.
—+00

Déterminer le temps nécessaire pour que la population de bactéries dépasse 60 000 individus.
On donnera le résultat sous la forme d’une valeur arrondie exprimée en heures et minutes.

Solution page 257
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Corrigé de I’exercice 6.1 page 245

On utilise la formule du cours pour résoudre toutes ces équations.

0H/-5v <

B/--1=

B/-12y <

Corrigé de I'exercice 6.2 page 245

y’+4y=0 = Yy =4y =
y’—2y=0 = Y =2y

y’—i—%y:() = y =

y(z) =Ce>® |, CeR|
y(r)=Ce™™ | CcR|
y(r) = Ce'** | CeR|
y(z) =Ce ™ | CecR|
y(z) =Ce®*® , CeR|
_%y = |yl@)=Ce 3" | CeR|

Corrigé de I'exercice 6.3 page 245
D’apres le cours,

Y +ay=0 <= ¢y = —ay

On cherche la solution f telle que :

Ainsi,

que l'on peut aussi écrire :

Corrigé de I'exercice 6.4 page 245

D’apres le cours, on a :

<~

B/=v+r1 = y(:v)zce’”—%:|0ez—1 , CER)|

2|

3

2

1
2 =4y +1 <= ¢y =2y+ - <=y

yl)=Ce ™ |, CeR
f()=1 < Ce >t =1
— C=¢e"
flz) =e* xe
fla) =27
5 |z L
5 =|Ce*™ — Z 5 C eR|

(x) = Ce?® —

2
—-y+2 = y(x)=Ce_””—_—1=|Ce—m+2 , C€R|.
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Corrigé de I'exercice 6.5 page 245

-5 )
y/+3y:—5<:>y/=—3y—5<:>y(m):(7e_3w—j3:Ce—3x_§ , CeR
2 1 2 1/3 _2 1
2 4 2u=1 V= =o = — —3T — L = £ — R
3y+y =y 3y+3<:>y(:c) Ce™53 573 Ceg+2 , Ce
-3
y=y’+3<:>y’:y—3<:>y(x):Cer—T:’Cez+3 , CeR|
Corrigé de I'exercice 6.6 page 246
D’apres le cours,
2 7
5y/+2y:7<:>y’:_7y+,
5 5
7
<~ y(z)=Ce 5 -2 | CeR
5
_2, 7
— |y(x) =Ce 5 +§ , CeR
On cherche la solution f de (E) telle que :
- —3x(-1 T
f(=1)=3 < Ce™5 +§ 3

Ainsi,

que 'on peut aussi écrire :

Corrigé de I'exercice 6.7 page 246
1 | _ Ll g, 3,5 3 3 N3 53 3
y1(x) = 5%+ 1% +4x+8 donc : yj(x) = SRR

On a alors :
3 3 1 3 3 3

Ainsi, ¥ (z) = 2y1(x) — 23. La fonction y; est donc une solution de (E).

De la solution particuliere y; (), on déduit que I’ensemble des solutions de (E) sont les fonctions :
y(z) = y1(z) + yo(z)
ol yo(x) sont les solutions de I’équation homogene associée a (E), donc de la forme :

yo(z) = Ce**, CeR
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Ainsi, les solutions de (E) sont :

1 3 3 3
y(x):§x3+1x2+1x+§+0e2$, CeR

Corrigé de I'exercice 6.8 page 246
D’apres le cours, (Ep) a pour solutions :

‘yo(x) =Ce ™ |, Cc¢ R‘

a. f(z) = acos(z) + bsin(z) = f'(x) = —asin(z) + bcos(z).
f solution de (E) <= f'(z) +5f(z) = 12 cos(x)
<= —asin(z) + bcos(x) + 5(acos(x) + bsin(x)) = 12 cos(z)
< (ba+b—12)cos(x) + (—a + 5b)sin(z) =0

S5a+b=12
<~
a=5b
{26b =12
<~
a=5b
b=2L
= {a _ %i’)
13
Ainsi,
30 . . oI
f(z) = 13 cos(x) + 3 sin(x) est une solution particuliere de (E).

b. On déduit de ce qui préceéde que I'ensemble des solutions de (E) est ’ensemble des fonctions :

i 30 6 . —5x
y(z) = Y cos(z) + E sin(z) + Ce™*, C €R

Corrigé de I'exercice 6.9 page 246
D’apres le cours, (Fp) a pour solutions :

yo(z) =Ce*® | CeR

H a. f(z) =acos(z) + bsin(z) = f'(x) = —asin(z) + bcos(z).

f solution de (E) < f'(x) — 2f(z) = 7sin(x)
<= —asin(z) + beos(z) — 2(acos(x) + bsin(x)) = 7sin(z)
< (—2a+b)cos(r) + (—a —2b—T)sin(x) =0

{—Qa—I—b:O
<

—a—2b="7
b=2a
<
{—a—2(2a):7
b=2a
<~ 7
0= s
5



b= ——
f solution de (E) <= 75
N
)
Ainsi,
7 14 . o
f(z) = ~5 cos(xz) — — sin(x) est une solution particuliere de (E).

b. On déduit de ce qui préceéde que I'ensemble des solutions de (E) est ’ensemble des fonctions :

14
y(x) = —— cos(x) — gsin(x) +Ce**, C€R

Corrigé de I'exercice 6.10 page 246

o L’équation homogene associée (Ey) : y' — 5y = 0 admet pour solutions :

yo(z) = Ce®*, CE€R.

o On cherche une solution particuliere de (E) de la forme u(x) = az + b (car le second membre de (E) est une

fonction affine). Ainsi,

v (z) —bu(r) =2z < a—5(ax+b) ==z

—o5a —1 =0
< (-ba—-1)z+ (a—5b) =0 =
X Uik W {a—%zOzO
\ Vg
— {a A ¢
b = —%
) 11 . o
Par conséquent, u(z) = e est une solution particuliere de (E).

o On en déduit alors que les solutions de (E) sont :

1 1 52
= == e R
y(x) 533 2% +Ce’*, Ce

Corrigé de I'exercice 6.11 page 247
D’apres le cours, (Fy) a pour solutions les fonctions :
yo(z) =Ce*® | CeR

f(z) = az® 4 bz + ¢ est une solution particuliere de (E)
— V2 R, f'(z)—2f(z) = ?
< Vz R, (2ax+b) —2(az?® + bz +c) = 22
< Vz € R, —2az® + (2a — 2b)z + (b — 2¢) = 2°
—2a=1

— {2a—-2b=0 <= = b = 1b !
- = a=—— = qQ=—— C= —0=——
¢ 2’ 2’ 2"~ 1
b—2c=0
s Lo 1 1 . e
Ainsi, | f(x) = —5% — 5% est une solution particuliére de (E)
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D’apres le cours, les solutions de (E) sont les fonctions :

1 1
—ix—z—&—C’eh, CeR

[\v]

y(@) = F(@) + o(x) = — 3o

Corrigé de I'exercice 6.12 page 247
D’apres le cours, (Fy) a pour solutions les fonctions :

‘yo(x) =Ce®™ |, CeR

‘2‘ a. u'(x) = ae® + (ax + b)e” = (ax + a + b)e”.
u solution de (E) < Vz € R, u' — 2u = ze”
<~ Vz eR, (ax+a+b)e” —2(ax + b)e” = xe”
< Vz eR, (az —2azx +a+b—2b)e” = ze®

< VzeR, (—ax+a—b)e” = xe”

—a=1
e
{ab—O
< a=-letb=a=—1.

Finalement, on obtient :

‘u(m) = (—z—1)" ‘

b. (u+ v) solution de (F) < (u+v) —2(u+v) = ze”

— (v —2u)+( — 2v) = ze”
——

=T
—= vV -20=0

<= v solution de (Ejp).
c. D’aprés la question précédente, y est solution de (F) si et seulement si :

y(@) = ule) + v(x)

‘y(x) = (—z —1)e” 4+ Ce**

On souhaite que y(0) =0 <= (—0—1)e’ + Ce**? =0
— -1+C=0
—= C=1
Ainsi, la solution de (E) qui s’annule en 0 est la fonction :

fz) = (—z —1)e” +e*
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Corrigé de I'exercice 6.13 page 247
/

1
Si y = — alors y':—u—2 et alors v/ = —y'u?. Donc :
u u
u solution de (E) <= u’ = 3u — 0,005u”
/9 1 1
= —yu =3x--0,005x—
Y Yy
1 1 1
e _leiQ:v?)><*_07005><*2
Y Y Y

< —y =3y —0,005 (en multipliant par y?)
< y = =3y +0,005.

L’équation différentielle y' = —3y + 0,005 est de la forme 3’ = ay+ b, dont les solutions sont y(z) = Ce** — —

avec —é = 0,005 = L ; ainsi, ses solutions sont :
a 3 600’ \ '

1

_ -3z -
y(z) =Ce™™ + o55

C eR.

On en déduit alors que I’équation différentielle (E) admet pour solutions les fonctions :

1 600
y(r)  600Ce=3* +1

u(z) =

Corrigé de I'exercice 6.14 page 248
Pour tout réel z :

folz) = (2z+3) x e ™ + (2> 4 32) x (—e™¥)
= (2x+37x2—3x)efm
= (—x2 —x+ 3) e .

Pour tout réel x, on a donc :

fo(@) + fi(@) = (a® +32) e+ (~2? —z + 3) e®
= (x2+3x—x2—x+3)e_m
=(2z+3)e”".

La fonction fy est donc une solution de 1’équation différentielle (E).

(Eo):y+y' =0 < y =—y.
D’apres le cours, les solutions sont les fonctions de la forme :

x— Ce™ " , C eR.

(E) est une équation différentielle de la forme 3y’ = ay + f, ou fy est une solution particuliére.
Les solutions sont donc les fonctions :

x+— Ce ™" + fo(x) , CeR.
que l'on peut aussi écrire sous la forme :

zr— (2®+3z+C)e™ , C eR.
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Corrigé de I'exercice 6.15 page 248
f(z) = e?*®* — 62 + 1 donc f'(z) = 2e2® — 6. Ainsi,
f(x) = 2f(z) = 2" — 6 — 2(e* — 62+ 1)
= 2" — 6 — 2e*" + 122 — 2
=122 -8
# —6x + 1.
Donc f n’est pas solution de I’équation différentielle 3y’ — 2y = —6x + 1.

L’affirmation 1 est donc fausse.

1
f(@) =xln(z) = u x v avec u =z et v = In(z). Alors, u/(x) =1 et v'(z) = —. Alors,

Tz
!/ ! !/ 1
f(x) =v'v+wuw =n(z) +z x o= 1+ In(x).
Ainsi,

zf'(z) — f(z) =z x (1 +In(z)) — zIn(z)
=z +zln(z) — xzIn(x)

=x.

f est donc une solution de ’équation différentielle.

L’affirmation 2 est donc vraie.
f(z) = bze™® donc :
Ainsi,
fl(x)+ f(z) = (5 —5x)e ™ + bwe ™

=(5—5z+5x)e °

= be "
f est donc une solution de (E).

L’affirmation 3 est donc vraie.

L’équation (FE) est de la forme ' = ay + b, ot a = —0,08 et b = % Ainsi, d’apres le cours, les solutions de

(E) sont de la forme :

f(z)=Ce .
— Ce—0.080 _ 50
~0,08
7
50 x 0,08
4
1

— O 008z |

— 0670708I 4

L’affirmation 4 est donc vraie.
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Corrigé de I'exercice 6.16 page 249

Partie A

h —donch’()—0.0nadonc:

1

B (t)+0,48h(t) = 0+ 0,48 X — = ~—.
(t) +0,48h(t) = 0+ 0,48 x 7o = o0y

La fonction h est donc une solution de ’équation différentielle (E7).

Les solutions de I’équation différentielle 3 + 0, 48y = 0 sont, d’apres le cours, les fonctions de la forme :
fo(t) =Ce 0% = CcR.

Les solutions de 1’équation différentielle (E7) sont, toujours d’apres le cours, les fonctions de la forme :

1
F@t) = fo(t) + h(t) = Ce™ %% + 0 @ CER
Partie B
p solution de (Ey) = p' = 2—50;9(120 D)
! 1 1
v 1 11
yz2 250  y Y
! 1 1 1
— —y—xy =— x=(120— =) xy?
2 250 vy Y
— —y/ 1 120 .
Y = 9507 y
1
= —y/ 120y — 1
Y = 55120y — 1)
o 1201
Y= 72507 T 250
1
=y =—0,48y + —
"V Y 250
= 0,48
Y048y = 55
= y solution de (Ej).
Avec la réciproque admise dans cette question, on a :
p solution de (F3) <= y solution de (El)
— y(t) =Ce 0 4 120 d’apres la partie A
e L ge0ast + L
p(t) 120
1
= p)= —m T
0670748t L o0
1
= P(t) = ooy
120
— p(t) = 120
P = 1200048t 11
120
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120
P(0) =30 = 55— =30
120
= 17r =%
L LrK 1
120~ 30
120
<— 1+ K=—=4
+ 30

<— K=4-1=3.

lim (—0,48¢) = —o0
Ona:{‘7Fe donc, par composition,
lim (e ):O
X ——00

t_1}+moo (6_0’48t) = 0.

Donc, par produit et somme,
lim (1+3e %%%) =1.

t——+o0

Finalement, par quotient,

lim [p(t)] =120

t—+oo

Dans le contexte de I’exercice, cela signifie que la population de bactéries se rapprochera a longs termes vers
120 000.
120

& 120 =60 x (3e” """ +1)
= 2=23e 04 11

1 _ ous
3

1
< —0,48t =1In (3) = —In(3)

<~

_ )
-~ 0,48
Le temps nécessaire pour que la population de bactéries dépasse 60 000 individus est de 2,289 heures soit 2
heures et 17 minutes.

<~ 1

~ 2,289
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Définition 22

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Les solutions de I’équation différentielle ¢/ = f sur I sont appelées
les primitives de f.

Une autre définition possible est la suivante :

Définition 23

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Les primitives de f sont les fonctions F telle que F'(z) = f(z).

Exemple 47
Les primitives de f(z) = e” sur R sont les fonctions F' : z + e” + k, k € R.
En effet, si on dérive F'(x), on obtient : F’'(x) =e* = f(z).
g Les primitives de g(z) = cos(z) sur R sont les fonctions G : sin(z) + k, k € R car G'(z) = g(x).

Remarque 43

Il y a une infinité de primitives; on dit qu’elles sont définies d une constante prés (que nous avons noté k dans les
exemples précédents). Mais dés que 'on impose une condition sur une de leurs valeurs, il n’en existe plus qu’une.
Cette condition est parfois appelée condition initiale. Par exemple, la primitive G de la fonction g définie par
g(z) = cos(z) telle que G(7w) = 0 est G(x) = sin(x).

Théoreme 10

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur 1. r

b Primitives usuelles

Un tableau de dérivées usuelles donne, par lecture inverse, un tableau de primitives a connaitre.

La fonction usuelle Ses primitives
r—1 r—=x+k avec k € R
n aveczr € RsineN* e
T ctz#£0si —neN xl—>n+1+k avec k € R
1
x— —avecx >0 x—In(z) + k avec k € R
x
1 1
T — avec z # 0 = ——+k avec k € R
x x
- >0 —2yx + k keR
T +— —= avec & x x avec
NG
z — e’ r—=e’+k avec k € R
x + sin(z) x+— —cos(x)+k aveckeR
2+ cos(x) x> sin(z) + k avec k € R
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D Primitives et fonctions composées

Il est souvent possible de mettre en évidence la dérivée d’une fonction composée. Le tableau suivant regroupe les cas les
plus courants (u désigne une fonction dérivable sur un intervalle 7).

Fonction f Une primitive F Conditions
un+1
™ Z\ {-1
u'u p—— ne€Z\{-1}
u/
ﬁ 2\/6 u >0 sur [.
ul
— In |u u# 0sur .
u
u'et e
1 N
x— flax+b) a#0 | x+— —F(ax +b) | F primitive de u sur I.
a

Dans les exemples suivants, nous prenons u(r) = 2 + z + 1.
Exemple 48

Une primitive de f(z) = 2z +1)(2? + z + 1)5 est :

F(z) =~ (2> +z+ 1)6.

| =

2 1
ﬂ Une primitive de f(x) = 24

—————— se trouve en mettant f(x) sous la forme f(z) = 2z+1)(2*+z+1)
(22 +z+1)
On trouve alors :

F(z) = (2 +z+ 1)_2+1 = L

a2t 41
2 1
E Une primitive de f(z) = e

2 1
n Une primitive de f(z) il

= —— est:
J}Q—i—x—i—les

F(z)=I (2> +z +1).
Une primitive de f(z) = (22 + 1)e” o+ est :

E Une primitive de f(z) = sin(4z — 5) est :

F(z) = —le cos(4x — 5).
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Définition 24 (unité d’aire)

Dans un repére orthogonal (O;7, 7), on appelle unité d’aire aire du rectangle défini par les vecteurs 7' et 7.

Définition 25 (intégrale)

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ;b], et soit C sa courbe représentative dans un repeére
orthogonal (0;7, ).

L’intégrale de a a b de la fonction f est 'aire du domaine situé entre ’axe des abscisses et la courbe C sur Uintervalle
[a ; b]; elle est exprimée en unité d’aire (en abrégé : ua). On la note :

/ab f(z) da.

W~
|
>

unité d’aire \

1

Y

Propriété 39 (intégrale d’une fonction négative)

Soit f une fonction & valeurs négatives sur un intervalle [a;b]. Alors,

/abf(x) d:cz—/j!f(:c)l dz.

Exemple 49
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Propriété 40 (relation de Chasles sur les intégrale)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a, b, ¢ trois réels appartenant a I. Alors :

/abf(:c) dz = /acf(:c) dx+/cbf(x) dz.

A Attention 13

Il n’existe aucune condition d’ordre entre les réels a, b et c. La relation de Chasles n’impose pas d’avoir a < b < c.

Exemple 50

Quand la fonction f n’est pas de signe constant sur [a ; b], on utilise la relation de Chasles pour déterminer son
intégrale de a a b.

A
1 —
| | S
0 1 3 4
1+
3,5 0,5 2 3,5
/ f(z) dae = (x) dz + f(z) de+ f(z) da.
0 0 0,5 2
>0 <0 >0

L’intégrale désigne alors une aire algébrique, c’est-a~-dire une aire avec un signe (positif ou négatif).

Sur cet exemple, il semble que / f(x) dz > 0 car la somme de aire des domaines situés au-dessus de l’axe des

a
abscisses semble supérieure a celle du domaine situé en dessous.

Propriété 41 (parité et périodicité)

e Si f est impaire, alors :

f(z) dz = 0.

—a
e Si f est paire, alors :

_a f(z) dx = 2/0af(x) dz.

e Si f est périodique de période T', alors pour tout réel a :

/a - f(z) do = /0 . f(z) da.
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Exemple 51

La fonction x — sin(x) est impaire et 2w-périodique donc :

a a+2m 27
vV acR, / sin(z) dz =0 et / sin(z) dz = / sin(z) dz.
a 0

—a

Propriété 42 (linéarité de I'intégrale)

Quelles que soient les fonctions f et g continues sur [a;b], pour tous réels X et u :

/ab (Af(2) + pg(z)) dz = )\/abf(:c) dz + u/abg(x) de.

Exemple 52

1 1 1 1
/ (3:1:2—51:+1)d:17:3/ x2dx—5/xdx+/1dx.
0 0 0 0

Propriété 43 (positivité de I'intégrale)

b
» Si pour tout x de [a ;b], f(z) > 0, alors : / f(z) dzx > 0.

b
» Si pour tout x de [a ;b], f(z) <0, alors : / f(z) dz < 0.

Exemple 53

1
Sur [0 ; 1],:E2>Odonc/ z? dx > 0.
0

Propriété 44 (intégration des inégalités)

Si pour tout nombre réel x de [a ; 0], g(x) < f(x), alors :

/abg(x) dz < /abf(a:) dz.

Exemple 54

2 2
On sait que pour = > 0, In(z) < = donc / In(z) dz < / x dx.
1 1

Propriété 45 (inversion des bornes)

Exemple 55

3 5
/ x? dx:—/ 2% dz.
5 3
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b Calcul d’une intégrale

o Lien entre intégrale et primitive

Théoréme 11

Si f est une fonction continue sur [a;b] alors la fonction F, définie sur [a;b] par :

n@=/ﬂm&

est la primitive de f(z) qui s’annule en a.

Propriété 46

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b], et soit F' une primitive de f sur [a ; b]. Alors,

/b f(z) de = F(b) — F(a).

Remarque 44

F(b) — F(a) est aussi noté [F(a:)]z On a alors :

b
| 1) da = [P,

Exemple 56
1
On sait qu'une primitive de f(z) = 2% est F(z) = §x3 donc :
! 1
/ 22 dz = F(1) - F(0) = -.
0 3

° Intégration par parties

Théoréme 12

Soient u et v deux fonctions dérivables et de dérivées continues sur [a;b]. Alors,

/ab ' (x) x v(z) dz = [(uv)(a:)]z - /ab u(z) x v'(z) dz.

Exemple 57

On souhaite calculer :

En posant  /(z) =1 ; u(z) ==z

o@)=In(@) ;@)=
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le théoréme donne :

/ 1xln(x)dm:[xxln(m)]i—/ xxldx
1 1 &

e
=[elne—1ln1]—/ 1dzx
1

e
1

=e—(e—1)

/18 In(z) dz = 1.

—c- [1

Remarque 45
L’intégration par parties est un outil tres puissant. Si on s’inspire de ’exemple précédent, on peut écrire pour a > 0

et x>0: .
/ In(t) dt = zln(z) —z — (alna — a).

On peut alors conclure qu’une primitive de z — In(x) est la fonction z — zIn(z) — x.

bValeur moyenne d’une fonction

Définition 26

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a;b]. On appelle valeur moyenne de f le nombre u tel que :

b
h=ys | 1@ da.

Graphiquement, cette valeur correspond a la hauteur du rectangle de base b — a qui a la méme aire que le domaine situé
entre axe des abscisses et la courbe représentative de f sur [a ; b] :

J

b
L’aire du rectangle rouge est égale a / f(z) da.

a
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Propriété 47

Si f est une fonction T-périodique alors :

Remarque 46

En sciences physiques, la valeur efficace est définie comme étant la racine carrée de la valeur moyenne du carré de

1 b
la fonction : e = e / f3(z) dz.
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Exercices types

Exercice type 27 » calculs de primitives : fonctions usuelles

Déterminer les primitives des fonctions suivantes.

W f(z) =323+ 5224+ 7z — 1 2 _3_ 4 7 B f(x) = 2cos(x) + 3sin(z)
Bio=.-5+7
xt z3 z?
f(x):3x3—|—5x2+7a:—1<:>F(x)=3xz+5x§+7x?—x+k
= F(m)zim‘*-ﬁ-gx?’—l—gﬁ—x—f—k,keﬂ%

3 4 7 1 1
f(x)Z—_F+%:3XE—4XIL’72+7X%

x
—2+1
Done, F(z)=3xIn(z) —4 x 2+1—|—7><2\/5+k, keR

F(z) :3ln(x)+é+14\/§+k, keR
€T

f(z) = 2cos(z) + 3sin(z) ‘F(x) = 2sin(x) — 3 cos(z) ‘

Exercice type 28 » calculs de primitives : fonctions avec u’ et u

Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

_ 2z + 1 4 42
f(x)—(2a:+1)(x2+:r—|—1)3 f(g;)=(x2le)2 f(x)=ﬁ

f(x) = (22 + 1)(2® + 2 + 1)3 est de la forme u’ x u™ avec :
u(z) =2+ +1, u(r)=22+1, n=3.

Donc, une primitive de f est :

untt (1‘2 +a+ 1)3+1 1
F = = it F [ 2 1 4
(@) n+1 3+1 sl (z) 4(1: to+l)

2z +1
flz) = @ rzrl)y = (22 4+ 1)(2® + 2+ 1)72 est de la forme u’ x u™ avec :
u(z) =24z +1, u(z)=22+1, n=-2.

Donc, une primitive de f est :

n+1 2 172+1 2 171 1
Fla) = _ (@t _ @t soit Fla) = —
n+1 —24+1 -1 R |

4 2 !
flz) = ﬁl_—i—l est de la forme 2 x % avec :
wz) =2 +z+1, u(z)=22+1, wu(z)>0sur R

Donc, une primitive de f est :
F(z) =2In(u) soit F(z)=2In(z*> 4+ z + 1)
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Exercice type 29 » calcul d’une intégrale

Calculer : )
/ (62 + 3)e™ T dy.
0

Posons f(z) = (6x + 3)e” to+1 = 3(2z + 1)e®” T=+1, Alors, f = 3ue" avec :
wz)=2>+z+1, o'(r)=2z+1.

Donc, une primitive de f est :

Ainsi,

/1 f(z) dz = F(1) — F(0) = 3¢® — 3¢’ =|3e(e® — 1) |.
0

Exercice type 30 » intégration par parties

Calculer : )
I :/ re” do
0
Posons :
uz)=2z = d(z)=1
v(xz)=e" = wv(x)=¢e"
Alors,
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Exercices

Primitives

Exercice 7.1 (calculs de primitives usuelles)

O ®

Donner une primitive de chacune des fonctions f suivantes :

B i=>5 A ix)=-8-3 K=

f(:z:):3:1:+2 f(:z:)=31:2—51:—|—2 Ef(:z:)z—
4z 46
_— r) = ————————
H o= :17—1—81‘ —z+1 @ f@) :172—1—1 B s P31
Solution page 283
Exercice 7.2 (calculs de primitives avec coefficients)
Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur leur domaine de définition.

B =56z+12 H/o —5

3m+1)

1
1 pour x > _§

5
f(ffﬁ):ﬂ/?+1 f(a:):3

Solution page 283

Intégrales & primitives

Exercice 7.3 (calculs basiques d’intégrales)

Calculer chacune des intégrales suivantes :

./ ol /5(ew+x—3)dx
0 ex“‘x—i—l 3
1

/ e+ dy ‘4‘ (32° — 2z) dz
0 ~1

© =

Solution page 284

Exercice 7.4 (une intégrale avec le logarithme népérien)
Montrer que F(x) = zln(z) — x est une primitive de f(z) = In(x).
En déduire / In(z) dz

1

Solution page 285
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Exercice 7.5 (décomposition en éléments simples)

Soit f une fonction définie par :
1

@)= 23 —222 —5x4+6

Montrer que o = 1 est une racine du polynéme x> — 222 — 5z + 6.
En déduire ses deux autres racines, que ’on note g et ~, 8 < 7.
A B C
Déterminer les réels A, B et C' tels que f(z) = + + .
r—a -0 xT—7v
Aide : on pourra s’aider de (v — ) f(z), (x — 8)f(x) et (x — ) f(x).

5
En déduire la valeur de / f(z) da.
4

Solution page 285

© &

Intégrales & aires

Exercice 7.6 (lecture graphique et calcul)

Soit la fonction f définie sur R par :

e2w

f) = 1o

Sa courbe représentative sur [—3;2] est donnée ci-dessous :

1
A T'aide du quadrillage, donner une valeur approchée de / f(z) dz au dixiéme.
-2

ew

14ez’

Montrer que f(z) =e* —

1

En déduire la valeur exacte, puis une valeur approchée a 10~* pres de /
-2

f(z) da.

Solution page 287

O ®
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Exercice 7.7 (lecture graphique et calcul)

O =

Soit la fonction f définie sur R par :

1
f(x):m~

Sa courbe représentative sur [0;10] est donnée ci-dessous :

10
A T'aide du quadrillage, montrer que / f(z) dx > 0,5.
1

1 1

Montrer que f(z) =—— 1
— r

10
En déduire la valeur exacte, puis une valeur approchée & 10~% pres de / f(z) da.
1

Solution page 287

Exercice 7.8 (aire entre deux courbes)

Bl

41r 7’ 7 . 7’ .
g On a représenté ci-contre les courbes représentatives
\ des fonctions f et g définies par :
3__
1
flz)=— et g(x) = 0,502 —x + 1.
21 T
On a noté « 'abscisse de leur point d’intersection.
1=+ L’objectif de cet exercice est de déterminer la valeur
i ‘ de a telle que les deux aires colorées soient égales.
I . Cy
G T 1 1 ! 1 >
0 7 1 o 2 a 3

En vous aidant de la fonction 2 — 0,52% — 22 4+ x — 1, prouver algébriquement I’existence de c, puis
déterminer une valeur approchée de o au centieme.

Déterminer alors une valeur approchée de a.
Solution page 288
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Exercice 7.9 (approximation d’une aire)
)

L’objectif de cet exercice est de déterminer une approximation de l'aire du domaine D défini par :
D={0<2<1,0<y< f(a)}

ol

VzeR, f(z) = (ln(1+x))2.
On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; 7 ,7), avec pour unité graphique :
17 =171l = 10 cm.

Partie A : étude des variations de la fonction

Déterminer la dérivée de f sur [0;4o0].

En déduire les variations de f sur [0; 400l

Calculer f(0) et f(1), puis dresser le tableau de variations de f sur [0;1].
Calculer f/(0). En déduire ’équation de la tangente 7 & C au point d’abscisse 0.

Partie B : calcul de I'approximation de I'aire

On considere :

k
o Les points Ay (10 ;0) pour tout entier naturel k tel que 0 < k£ < 10;

k
o Les rectangles Ry de base [ApAk+1] et de hauteur f <10> pour tout entier naturel k tel que 0 < k£ < 9.
Sur le graphique précédent, dessiner les rectangles Ry, 0 < k < 9.

Calculer la somme des aires des rectangles Ry pour k compris entre 0 et 9. On donnera le résultat en unité
d’aire et en cm? & 1073 pres.

On suppose que la fonction F' définie par :
F(z) = (2 +1) [(n(e +1))* = 2In(z + 1) +2

est une primitive de f sur [0;1].
En déduire la valeur exacte, puis approchée a 1072 prés, de I'aire de D.

Solution page 289

Exercice 7.10 (aire d’un demi-disque)

On considere 'intégrale : .
I:/ Vidr — 22 dz.
0

Montrer que I représente ’aire d'un demi-disque, dont on donnera les caractéristiques, et calculer I.
Solution page 290
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Exercice 7.11 (prise d’initiative)

On consideére la fonction f définie sur R par :

1
xTr) =
dont la courbe représentative est donnée ci-dessous.
A
E———
/
/

Y

On considére le domaine :
D={M(z;y) | -5<2<2, 0<y< fz)}
représenté en bleu sur le schéma.

Montrer que laire A de D est égale a :

1+¢e?
= 1 .
A=5+ n<1+e5>

Déterminer lim A(t).
t——o0

On note Dy = {M (z;y) |t <2z <2, 0<y< f(x)}, pour t < 0. Soit alors A(t) I'aire de D;.

Solution page 290

© &

Intégrations par parties

Exercice 7.12 (pour s’entrainer)

A Tl'aide d’une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes.

I:/lzx\/}dx K:/le:cln(x) dz L:/le:c(ln(x))de

Solution page 292

© =

Exercice 7.13 (avec un sinus)

. T
A Taide de deux intégrations par parties successives, calculer S = / sin(x)e” dx.
0

Solution page 293
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Exercice 7.14 (linéarité de I'intégrale)

© &

En intégrant deux fois par parties, calculer :

3
K:/ 22 cos(2x) dz.
0

On note :

[ME

I= /2 z?cos?(z) dz et J:/ 22 sin?(z) d.
0 0

On donne :
Va € R, cos?(x) — sin?(z) = cos(2z).
a. Calculer I + J.
b. Calculer I — J.

c. En déduire 1 et J.
Solution page 293

Exercice 7.15 (trois IPP pour une intégrale)

e

Remarque 48

Dans cet exercice, on considerera connue 1’égalité :

Vz eR, sin(2z) = 2sin(z) cos(z).

On consideére les intégrales suivantes :

I= /2 cos?(x)e” dx ; J = /2 sin?(z)e” d.
0 0

Calculer I + J.
a. A laide d’une intégration par parties, montrer que :

w3

I=-1 —l—/ sin(2z)e” dx.
0

3
b. On pose K :/ sin(2x)e” dx.
0
A T’aide d’une double intégration par parties, montrer que :

K =27% —4] — 2.

c. En déduire la valeur de 1.

En déduire la valeur de J.
Solution page 294
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Valeur moyenne

Exercice 7.16 (prix moyen d’une machine-outil)
Une machine-outil achetée neuve 10 000 € admet un prix de revente modélisé par la fonction f définie par :
f(z) = 10e™ 02

ou f(x) est exprimé en millier d’euros et « en années.

Déterminer le prix de revente moyen de cette machine sur 8 ans depuis sa date d’achat.
Solution page 296

Exercice 7.17 (population moyenne)

En prenant comme année de référence ’an 2000, le nombre d’habitants en fin d’année 2000+ x d’une ville nouvelle
est approché par la fonction :

f(z) = 189347 on f(x) est exprimé en millier d’habitants.

Déterminer la population moyenne de cette ville entre 2050 et 2080.
Solution page 296

Exercice 7.18

1
Soit la fonction f définie sur ]1;+4o00[ par : f(z) =
xIn(x)
1+ In(z)
Montrer que f'(x) = @)

En déduire les variations de f sur |1;4o00].

En remarquant que f(z) = , calculer la valeur moyenne de f(z) sur [e; 10].

R =

In(x)

Dessiner ci-dessous un rectangle dont l'aire est la méme que celle représentée colorée.

Solution page 296
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Suites et intégrales

Exercice 7.19

On consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :
e
Uy = / 2" In(x) dz.
1

Donner le sens de variations de (uy,).

1
a. Montrer que la fonction F), définie par F,,(z) = <1n(:c) — +1> est une primitive de la fonction
- n

fn définie par f,(z) = 2™ In(z).
b. En déduire I'expression de u,, en fonction de n.

Solution page 298

Exercice 7.20

On consideére la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par :

1 ne
I, :/ © dz.
o e +1

Calculer I et Iy + I;. En déduire I.
Exprimer I,, + I,,4+1 pour tout entier naturel non nul n.

v o

e

Mountrer que (I,,) est croissante.

4

Montrer que pour tout réel x compris entre O et 1, on a :

n nr

e 3 e
e+1 e +1

n

< —e

DN =

En déduire un encadrement de I,,.

I,
En déduire lim (I,) et lim ()
n—-+00

n—+oo \ e

Solution page 298

Exercice 7.21

On considere les intégrales suivantes, définies pour tout entier naturel n :
T 3
I, = e "sin(z)dx ; J, = e " cos(z) dx
0 0

Calculer Ij et Jy.

Soit n un entier naturel non nul.

a. On pose F,(z) = —e " sin(z).
Calculer F! (x) et en déduire que : -
nl, —J,=—e "2,
b. On pose Gy (z) = —e™"* cos(x).
Calculer G}, (x) et en déduire que :
I, +nJ, = 1.

c. En déduire la valeur de I,, et J, en fonction de n.
Calculer lim (I,) et lim (Jy).
e n——+o00 n—-+oo

Solution page 300
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Exercice 7.22

Montrer que pour tout entier naturel n supérieur a 1, on a :
n n+1
/ In(t) dt < In(n!) < / In(t) dt.
1 1

Montrer que la fonction L définie par L(z) = xIn(x) — x est une primitive de la fonction x — In(z).

On considere la suite (uy,),,-, définie par :

In(n!
Up = (n) .
In(n™)
Montrer que (un)n>2 converge et donner sa limite. Solution page 301
Exercice 7.23
On consideére la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par :

I, = /j(ln(:c))" dz .

Pour tout entier naturel n, quel est le signe de I, 7
Montrer que (I,,) est décroissante. Que peut-on alors en déduire ?

1
En écrivant (In(x))™ sous la forme x x —(In(z))™ et a 'aide d’une intégration par parties, montrer que pour
- x

tout entier naturel n :
Liyi+(n+ 1)1, =e.

a. En considérant cette derniére relation de récurrence pour n = 0 et n = 1, montrer que Is = Iy — I.
b. Calculer I.
c. Montrer que la fonction L définie par L(xz) = zIn(z) — = est une primitive de la fonction In.
En déduire la valeur de I, puis celle de Is.

Solution page 302

Exercice 7.24 (recherche)

2 sur laquelle se trouve le point A(—1;1) et le point M d’abscisse

On consideére la parabole d’équation y = =
x> —1.
Déterminer une valeur approchée au millieme de x pour laquelle I'aire du domaine compris entre la parabole et
[AM] est égale a 1.

Solution page 304

Exercice 7.25

On considere la fonction ¢ définie sur [1; 400 par :
“ In(t)
= dt
Justifier 'existence de ¢.
1 a b ¢ . o -
Montrer qu¢e —— = - 4+ —— + ————, ou a, b et ¢ sont trois réels que ’on précisera.

tt+1)2 ¢t t+1 (t+1)%
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Soitx}l.

* dt
a. Exprimer en fonction de z la valeur de / —_—.
Lt +1)2
In(t)

20t +1)2
Calculer ®'(t) et en déduire une expression de ¢(x) en fonction de z.
1
c. Montrer que xgrfoo (1135?)2 =

En déduire que :

b. On pose @(t) = —

Solution page 304

Exercice 7.26 (fonction logarithme)

Partie A

Soit le polyndome P(z) = 2° + 2% + 2 — 1.

Déterminer P’(x), puis en déduire les variations de P sur R.

1
E Montrer que I’équation P(z) = 0 admet une unique solution, notée a, sur } 3 1 [

En déduire le signe de P(x) sur R.

Partie B

On consideére la fonction f définie sur ]0; +oo] par :
21n(x)
z[(In(z))2+1]
: (In(z))? + (In(z))* + In(z) — 1
2 [ (ln(a:))2 + 1]2 .
E A T'aide de la partie A, montrer que 1/ (z) est négatif sur Je®; 4o0].
Calculer alclg%) f(z) et wll)r_{loof(x)

Dresser un tableau de variations complet de la fonction f sur ]0;+o00[ (on ne calculera pas f(«)).

fz) =

Montrer que la dérivée de f est f'(z) = —

9 In(x)

En remarquant que f(z) = W, déterminer une expression en fonction du réel ¢ supérieur ou égal
T o n(r))” +

¢
a 1 de lintégrale : I(t) = / f(x) da.
1

E Déterminer la valeur exacte puis approchée a 0,01 pres de ¢ tel que I(t) = 1.
Solution page 306
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Exercice 7.27

ol

On considere la fonction f définie sur [O ; g] par :

L’objectif de cet exercice est de calculer :

Montrer que pour tout réel x de U'intervalle [O; g [,

1 sin(z)
f($) = COS2(.’E) | COSQ({E)'
o 1 sin(z)
a. Montrer qu'une primitive de g(x) = cos?(z) est B = cos(z)’

b. En déduire une primitive F' de f sur [0; g [

On pose I(t) = /t f(z) dz.
0

in(t) —1
Montrer que I(t) = % +1
En déduire la valeur de I = tlim I(¢).

Solution page 308

Objectif bac

Exercice 7.28 (Extrait du sujet du bac Amérique du nord 2025, sujet 1)

© =

On considere la fonction f définie pour tout nombre réel = par :
flz)=(z*+3z+2)e ™

Démontrer que la limite de la fonction f en 400 est égale a 0.
On admet par ailleurs que la limite de la fonction f en —oo est égale a +oc0.
On admet que la fonction f est dérivable sur R. On note f la fonction dérivée de f sur R.
a. Vérifier que, pour tout nombre réel z, f/(z) = (—2® -z +1)e "
b. Déterminer le signe de la fonction dérivée f’ sur R puis en déduire les variations de la fonction f sur
R.

Expliquer pourquoi la fonction f est positive sur I'intervalle [0; +o0l.

On notera Cy la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal (O; 7, 7). On admet
que la fonction F' définie pour tout nombre réel  par F(x) = (—xQ —br — 7) e~ % est une primitive de la
fonction f.

Soit o un nombre réel positif.
Déterminer aire A(«), exprimée en unité d’aire, du domaine du plan délimité par laxe des abscisses, la
courbe Cy et les droites d’équation x = 0 et x = o

Solution page 309
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Exercice 7.29 (Polynésie 2025, sujet 1)

On munit le plan d’un repére orthonormé.
Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f,, définie sur [0;+oo[ par :

folx) =e™" et,pour n =1, f,(z)=a"e "

Pour tout entier naturel n, on note C,, la courbe représentative de la fonction f,.
Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A : étude des fonctions f, pour n > 1

On considére un entier naturel n > 1.

a. On admet que la fonction f,, est dérivable sur [0;+ool.

Montrer que pour tout = > 0,
Filx) = (n— )z le .

b. Justifier tous les éléments du tableau ci-dessous :

x 0 n “+00
7 (x) + 0 -

Justifier par le calcul que le point A(l ; e_l) appartient a la courbe C,,.

1
Partie B : étude des intégrales / fn(x)dz pour n > 0
0

Dans cette partie, on étudie les fonctions f,, sur [0; 1] et on considére la suite (I,,) définie pour tout entier naturel

n par :
1 1
I, :/ fn(2) dx:/ z"e” " du.
0 0

Sur le graphique en ANNEXE (voir en fin d’énoncé page suivante), on a représenté les courbes Cy, C1,Csa, C1o
et ClOO'

a. Donner une interprétation graphique de I,,.
b. Par lecture de ce graphique, quelle conjecture peut-on émettre sur la limite de la suite (I,,) ?

Calculer Ij.

a. Soit n un entier naturel.

Démontrer que pour tout z € [0;1] :
0< ™! <™.

b. En déduire que pour tout entier naturel n, on a :
0 < InJrl < In
Démontrer que la suite (I,,) est convergente, vers une limite positive ou nulle que ’on notera ¢.

En utilisant une intégration par parties, démontrer que pour tout entier naturel n on a :

1

© &
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a. Démontrer que si £ > 0, 'égalité de la question 5 conduit a une contradiction.

b. Démontrer que ¢ = 0. On pourra utiliser la question 6.a.

On donne ci-dessous le script de la fonction mystere, écrite en langage Python.

On a importé la constante e.

Code Python 7-28

from math import exp

3

PR}
~
o —
~
(OB
~ ~
i o
N )
oW n |
ol >
() g H
1] 4
(]
(0] T
< 0 © b~

L = [I]

0

for i in range(n):

10 I=(+ D*I - 1/e
L.append(I)
return L

11
12

Que renvoie mystere (100) dans le contexte de ’exercice ?

Annexe

02 03 04 05

0.1

Solution page 310
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Corrigé de I’exercice 7.1 page 270

B [r@) 5]

1 3
2| F(:]:):3><§x2—|—2xsoit F(z) = -x% +2z|

2

1 1 1
Bl Flo) = —- x 228 +8x —w4—gx2+x soit | F(z) = ——x° + 22 —

3 6 4

A F)=-8x %xz — 3z soit

F(x) = —4x% — 3z |

5| F(x):x3—gx2+2x.

2z 5

5
f(m):—ﬁxe_i_l:—iXEavecu

ul

B @) =-3x <—$> donc F(:c):—3><_:_3

1

T x|

4r + 6
9 :—:2
f(x) 22+ 3z +1 8

Donc F(z) = 2 x 2¢y/u(x) soit | F(z) =4va?2 4+ 3z + 1|

Corrigé de I’exercice 7.2 page 27

f(z) =53z + 1)3.

On pose u = 3z + 1. Alors, v/ = 3. Ainsi, nous pouvons écrire :

Une primitive de u’ x u™ est

)
B /o=

Posons v = 2x + 1. Alors, u/

,u/

2Vu

Une primitive de

DD g5 v(z) avec u
vaz2+ 3z +1 Vu(r)

(r) = 2% + 1 donc

0

(r) =22+ 3z +1et u'(z) =2z +3.

1
f(z) =5x gu’ x u® = gu’ x ul.

un+1

5 Bet1)t ~ 5 )
F(x)—ngsmt F(x)—12(3x—|—1) L
=2et:

5><%u' 5 u’

T donc une primitive de f est :

est v/u. Une primitive de f est donc :

F(z) = —Vul

7
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-5
f@) =g

3z +1)3

Posons v = 3z + 1. Alors, v’ = 3 et :

/ 2

U u e

— = u' x u™3 est — donc une primitive de f est :
U

Une primitive de

5 (Bz+1)72 5
F = — — _— = " w—E VY .t F
@=—5x—0 21 X Bor iz | F@)
7
f(@) = 3r+1°
Posons v = 3z + 1. Alors, v’ = 3 et :

Txiw o7 W

_ rgw T W

/
u

Une primitive de — est In(u) (pour w > 0) donc une primitive de f est :
u

7
F(x) 3 In(3z + 1)
Corrigé de I’exercice 7.3 page 270
o e’ +1
Cherchons avant tout une primitive de f(z) = ————.
e+zx+1

/

Si on pose u(x) =€” +x + 1, alors v/(x) = e” + 1 donc f = “
U

Par conséquent, une primitive de f est F' = In(u), soit :

F(z)=In(e® + z+1).

Ainsi,
- |
=In(e +2) — In(2)
/Oleze:_j;ildlen(e—;_Q)

Une primitive de e**+? est :

1 ..
f(x) = et — F(zx) = —e** T2,
a
1
Ainsi, une primitive de f(z) = e***! est F(z) = 562“‘1 et donc :

/1 e? T dz = F(1) — F(0)

1, 1
—ie —56

12z+1d_1 2_q
/Oe v = se(@—1)
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5
3| / (e* +z —3) dz = F(5) — F(3), avecF(x):ew—i—%xQ—?)x
3

25 9
— 5 -~ 1 _ 3 Z_9
<e+2 5) (e+2

5
/ (ex+x—3) der=e®>—e3+2
3

. 1
/ (3;53 = 2:5) dz = F(1) — F(-1), avec F(z) = Zm4 _ 2
-1

1
/ (32° —2z) dz =0

-1

Remarque 51

Il n’est pas incohérent de trouver une intégrale égale a 0. Cela signifie que sur 'intervalle considéré, la
courbe représentative de la fonction est tantot positive, tantét négative, et que l'aire des parties sous
I’axe des abscisses est égale a celle des parties au-dessus :

meme aire

méme aire

Corrigé de I'exercice 7.4 page 270

H F(z) =zln() -z
F est une primitive de f si F/ = f. On calcule donc F'(z) :

F/() =1 xIn(z) +2x 1 ~1=In(z) + 1~ 1 =In(x) = /(a).

Ainsi, F' est bien une primitive de f.

/le In(z) dz = F(e) — F(1)

=(elne—e)— (1ln1—1)
=(exl—e)—(1x0-1)
—0- (-1)

/1e In(z) de =1

Corrigé de I’exercice 7.5 page 271
Soit P(z) = 23 — 222 — 5z 4 6. Alors, P(1) =13 —2x 12— 5x 1+ 6 = 0.
Ainsi, @ = 1 est une racine de P.

De la question précédente, on peut conclure que P(x) = (z — 1)(2? + bx + c).
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En développant, on a :

Px)=z*+bz’+cx—a®—br—c
=234+ (b— 122+ (c— bz —c.

h=1==2
c—b=-5
—c=6

Soit b= —1 et ¢ = —6. Ainsi, P(x) = (z — 1)(2? — x — 6).

Par identification, on a alors :

Le discriminant du second facteur est A = 25, d’ou les racines suivantes :

1-—VA 1 A
B = f=—2 et y= +\F:3.
2 2
Les trois racines de P sont donc :
la=1,8=-27=3.]
Déterminons les réels A, B et C tels que :
1 A B C
f(x)_(x—l)(a:+2)(x—3)_:E—1+:C+2+aj—3'
1 Bz—-1) C(z-1)
. =1 =—————=A .
(= 1Df() (x+2)(z —3) + B 2% * z—3
Si x = 1, cela nous donne : —LG =A|
B 1 _Az+2)  C(z+2)
’ (x+2)f(x)_(a:—1)(a:—3)_ x—1 Q x—3
1
Si x = —2, cela nous donne : ﬁ:B'
1 A(x —3) Bz —3)
° p— — = C.
@3 = hesy - o1 T wrz T
1
Si x = 3, cela nous donne : 1—0:0.
Ainsi :
—1 1 1
1@ == " Be+9 T 0E -39

1 3 2 5
On peut écrire f(z) sous la forme : f(x) = 30 (m—3 + i x—1>'

Ainsi, une primitive de f(z) est :

F(z) = i[3111(31073)+21n(:v+2)fE)In(xfl)].

30

— % [31n(2) 4 21n(7) — 51n(4)] — % [3In(1) 4 21In(6) — 51n(3)]
= % [3In(2) + 21In(7) — 101n(2) — 21In(2) — 2In(3) + 51n(3)]
/45 f(z) dz = % [—9In(2) + 3In(3) + 21n(7)]
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Corrigé de I'exercice 7.6 page 271

On peut compter entre 138 et 140 petits carreaux dans le domaine colorié.
Or, 1 petit carreau correspond a 0,1 x 0,1 = 0,01 unité d’aire.

1
140 x 0,01 = 1,4 donc on peut écrire que / f(z)de =~ 1,4
—2

o e” _ e (1 +ex) e”

_1+e5” 1+e” _l—i—ef”
ex+e2x_eac
1+e®

e2z

1+e?
= f(=).
/_Zf(x) dz = F(1) — F(-2), avec F(z) =e® —In (1 +€")
=e¢l—In (1 + el) = [6_2 —In (1 + 6—2)]
=e—In(l+e)—e*+In(l+e7?)

! 1+e2
A
/_Qf(x)dm—e e +1n<1+e>

A la calculatrice, on trouve :

1
/ f(z) dz ~ 1,3966

-2

Corrigé de I'exercice 7.7 page 272

Un petit rectangle de la grille représente 0,25 x 0,1 = 0,025 unité d’aire.

Nous pouvons compter un peu plus de 20 de ces rectangles dans le domaine colorié, ce qui nous laisse a penser
que celui-ci a une aire supérieure a 20 x 0,025 = 0,5 unité d’aire.

Ainsi,
10
f(z) dz > 0,5
1
1 1 1
- — = tr o ac On obtient bien I’égalité :
z 14z z@+1) z(1+4+2)
1tz —=z
z(z+1)
= f().
1 1
f(@) z l+4z

10
/1 f(z) dz = F(10) — F(1), avec F(z) = In(z) — In(z + 1)

=Inl0—-In1l1—(In1—-1n2)
=Inl10—Inl1l+1In2
~ 0,5978.
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Corrigé de I'exercice 7.8 page 272
« est la solution de ’équation f(x) = g(x).

1 2
<— —=0,z"—xz+1
T
— 1=0,52%—22+=z (en multipliant par x # 0)
— 0,503 — 224+ —-1=0

Posons :
h(z) =0,52° — 2% +z — 1.
Alors,
B (z) = 1,522 — 2z + 1.

Le discriminant de h'(x) est :

A=4-6=-2<0
donc h/(z) est toujours du signe de « 1,5 », soit toujours positif.
Ainsi, h est strictement croissante sur R.
h est continue et croissante sur [1;2]; de plus, h(1) = —0,5 < 0 et h(2) =1 > 0 donc 0 € Jh(1);h(2)[.
Par conséquent, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation h(z) = 0 admet une
unique solution sur [1;2]. C’est cette valeur que ’on note a.
On trouve a la calculatrice o ~ 1, 54.

[0
‘ 2‘ Sur [0,25; ], f(z) > g(z) donc laire & gauche correspond a / [f(z) — g(z)] da. Posons :
0,25

u(x):f(x)—g(x):é—(0,5x2—x—|—1):é—0,5x2+x—1.

1 1 1
U(z) =In(z) — 0,5 x gzc?’ + 5:02 —z=In(z) — 6303 +-2% —2.

Alors,

[ 1) = 4(e)] do = U(e) - U0.25)

~ —0,53 — (—1,6)
~ 1,07.

a

Sur [a;a], g(z) > f(x) donc laire & droite correspond & / [9(z) — f(z)] d=.

(a3

Une primitive de g(z) — f(z) est —U(z) (U(z) ayant été calculée précédemment) donc :
[ @) - @) do = ~U(@ - (- U(@)

1 1
:—1H(a)+6a3_§a2+a_0,53

[e% a

On cherche & déterminer a telle que / [9(z) — f(z)] dz = / [9(z) — f(z)] dz,c’est-a-dire telle que :
0,25 a

/00;5 l9(2) = f(2)] dw:/a [9(z) = f(z)] dz = —ln(a)+éa3— %a2+a—0,53: 1,07

1 1
<~ —lIn(a)+ 6(13 - 5(12 +a—1,6=0.
Bien siir, il est hors de question de résoudre cette équation algébriquement. On prend donc la calculatrice et

1
on lui demande d’afficher les valeurs (par pas de 0,01) de la fonction x — —In(z) + 61:3 - §x2 +z—1,64

partir de z = 2 (par exemple) car on peut imaginer que a > 2 d’apres la représentation graphique.
On trouve alors que a = 2, 85.
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Corrigé de I'exercice 7.9 page 273

Partie A : étude des variations de la fonction

f est de la forme u?, avec u(z)

Donc f' = 2u'u, avec u/(z) =

Dot :

Siz>0,alorsz+12>1etdoncln(z+1)>0.

1
x+1

In(z + 1).

_ 2In(x+1)
Coz+1

Ainsi, f/(z) est strictement positive donc f est strictement croissante sur [0;4o0].
f(0) = (In(0+1))*>=0et f(1) = (In(1 + 1))*> = (In2)2. On a le tableau de variations suivant :

s 2In(0+1)
B/0-—0

T

0 1

f

In 2)?
0/( )

= 0 donc la tangente & C en 0 est horizontale. Or, f(0) = 0 donc T est ’axe des abscisses.

A titre informatif, la courbe représentative de f ainsi que la tangente 7~ sont représentées ci-dessous :

A

0,5

0O

Y

Partie B : Calcul de I'approximation de I'aire

]

0,5

Ry Ry Ry

R4 Rs Rs R~ Rs Rg 1

Y
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L’aire du rectangle Ry est :
1 k
Ay = 0 X f (10) )

! , k
ou To représente la mesure de la largeur et f T0 sa longueur.

La somme des aires des rectangles est :

~ 0,165 x 100 cm?

| A~ 16,487 cm? |

1
/ f(z) dz = F(1) — F(0)
0
=2(In2)? —4In2+2
~ 0, 188.
L’aire de D est donc égale a 2(In2)? — 4In(2) + 4 w.a., soit environ 0,188 u.a.

Corrigé de I'exercice 7.10 page 273
Considérons la fonction f(z) = vA4x — 22 définie sur [0;4].
Considérons un point M (x;y = f(x)) sur la courbe représentative de f. Alors,
y= Vi,
y? =4z — 22
0 =22 — 4z + 32,
0=(-22 -4+,
4=(z—2)>2+y°%

SRR
VoV WV VWV
© ©o © ©o o

Cette derniére équation cartésienne est celle du demi-cercle de centre A(2;0) et de rayon r = 2.

De plus, I représente 'aire du domaine délimité par la courbe représentative de f et 'axe des abscisses sur [0;4],
donc l’aire de ce demi-cercle.

wr
Ainsi, I = - soit :

I =27
Corrigé de I'exercice 7.11 page 274
On peut écrire f(z) sous la forme :
1 l+e*—e” e ? u'(x
= = = 1 — = 1 = 1 _a:.
f(@) 14+e= 14+e= 14+e2 + u(z)’ avec u(z) te
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Par conséquent,

Ona:

= [:tt +1In (1 + e_z)]f

:2+ln(1+e*2) —t—ln(l—l—e*t)

1+e 2
=(2— 1 Pa—
( t)+n(1+et>

021;1
=2-t)+n ]
ei

et 14¢€?
=2—-t)+In|—=
( %%HQ¥X1+@)

et 1+ ¢?
:(2—t)+1n62—|—ln<1+et)

2
_(2—t)+t—2+ln<1+e>

1-+et
1+¢€?
:1 _—
A(t) n<1—|—et>

tli{noo (et) = 0 donc :

lim A(t) =In(1+¢?)

t——o0
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Corrigé de I'exercice 7.12 page 274

I= /1 x+/z dz. Posons : u(z) = /x ) = %
U/(x) =z v(z) = %xg

Alors,

I=2V2— % = i[
5 1
= 2v2 — 3
4 1
I=c (2[— 2)
e 8\/55— 2
‘2‘ K = /exln(x) dz. Posons :
u(z) = In(z) ' (2) l
1
(@) =o v(r) = 51’2
Alors,
K = (@)@ - [ w@u() da
1, s ge
= [23: 1n(a:)]1 — 5/1 42 @l
1 111 ©
=% =3 sz]l
= %eQ - i(e2 -1)
e ezz 1
L= /10x(ln(m))2 dz. Posons :
u(z) = (111(33))2 u'(x) =2 x In(z) x %
v(z)==2 v(z) = %372

292



Alors,

= %13 1n2(x)} — [ zln(z) da
1
=K
1, e+1
—2° T4
I e? —1
4
Corrigé de I'exercice 7.13 page 274
S = /4 sin(z)e” da. Posons : u(z) = sin(x) v (x) = cos(z)
0 V' (z) = e v(z) =e”
Alors,
S = [sm(ac)e’”]o% — /4 cos(z)e” dx .
0
=T
Calculons alors I en posant : u(z) = cos(z) u'(z) = —sin(z)
v'(z)=¢" w(z)=¢€"
x T
I= [cos(x)eﬂg —/ —sin(z)e” dx
0
= [cos(a:)eﬂg —i—/4 sin(z)e® dx
0
S [cos(x)eﬂf +S
Ainsi,
S = [sin(x)e“”]o% - ([cos(x)ez]f + S)
S S [Sin(x)e”]g - [cos(m)ew]g -8
25 = [sin(z)e” — cos(x)eﬂf
17, . L]
S = 5 [(sm(m) — cos(z))e }0
_ 1 .o L i 0
S—g((smz—cosz)e (smO cosO)e)
T :V_l
1
=3

Corrigé de I'exercice 7.14 page 275

Posons pour x € {0; g} :

u(z) =22 et wv(z)= %sin(2x).

Alors :
u(x) =2z et v'(z)=cos(2x).
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E

. , . . ™ . . N
Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle |0, —| et les fonctions v’ et v’ sont continues sur ce méme
2

intervalle. Donc, par intégration par parties, on a :
=

K = /2 x? cos(2x) dx = [x2sin(2x)] —/2 xsin(2z) dz.
0 0

[SE]

Pour calculer I'intégrale / xsin(2z) dx, il est nécessaire de procéder & une seconde intégration par parties.
0
Posons :

)= o t(x)z%cos(?:z:).

Alors :
s(x)=1 et t(x)=—sin(2z).

7r
Les fonctions s et ¢ étant dérivables, a dérivée continue sur l'intervalle [O, 5}, on a, par le théoréme d’inté-
gration par parties :

K = —/2 xsin(2z) dx
0

= [g:; cos(2x)} 7/2 %cos(2x) dz

0

— —Z - - [sin(Zx)}o
W
VL
a. Par linéarité de I'intégrale, on a :
H 2 2 2 Z 9 1 5%
I+J=/ 2 (cos®(z) + sin®*(x)) dx:/ z® dx = {x3] = —.
0 0 3 0 24

On sait que pour tout x,
cos(2x) = cos?(z) — sin’(x).
Donc, d’apres .l, par linéarité de 'intégrale, on a :

I1—-J= /2 22 (COS2($) —Sin2(x)) dx = /2 22 cos(2x) da = _%.
0 0

b. On en déduit que :

71'3 s 7T3 ™

Corrigé de I'exercice 7.15 page 275
Par linéarité de I'intégrale, on a :

™

I+J= /5 (cos®(z) + sin®(z))e” da = /E e’ dx :.
0 0

a. Posons : u(r) = cos?(z) v (z) = —2sin(x) cos(z) = — sin(2x)

v'(z) =€” v(z) =€”
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Alors,

I,
2

I= I:COSQ(m’)em:| - /0% —sin(2z)e” dx

(=}

M)

I=-1 —|—/ sin(2x)e” da
0

Remarque 52

De cette égalité, on peut déduire :

w3

I+1= / sin(2z)e” da.
0

b. K = /2 sin(2z)e® dz. On pose :
0

w(z) =sin(2z)  u/(z) = 2cos(2z)

x

v(z)=e v(r) =¢"

A laide d’une IPP, on a :

(V)

K = [sin(Zm)ez] - 2/2 cos(2z)e” dx
0

o

z
= —2/ cos(2x)e” dax.
0
Posons maintenant :

u(z) = cos(2z)  u/(z) = —2sin(2x)

v'(z) = e® v(z) = €”

Alors, on obtient a ’aide d’une seconde IPP :

K=-2 ([cos(2x)ez]0% + 2/0% sin(2z)e” dx)

=-2(—e? —14+2(I+1)).

z
En effet, d’apres la question !a., on peut remplacer / sin(2z)e” da par I 4+ 1 (voir remarque).
0

On obtient finalement :

K=2%F%+2-41 -4 « |K =27 — 41 2|

c. On en déduit que :
I=-1+27%—4I-2

soit :

51 = 2% —3
et donc :

- 27 — 3

5
De égalité I + J = e™/? — 1, on déduit :
2e% — 3 3e% — 2
J=e"?_1— it |J=
e 3 sol 3
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Corrigé de I'exercice 7.16 page 276
Le prix de revente moyen est donné par la valeur moyenne de f sur [0;8] :

8
u=ﬁ/0 f(z) dz

1 8
= f/ 10e=%2% dg
0

8
1
=3 [F(8) — F(0)], avec F(z) =10 x (O 2) e 02 = _50e~ 02
1 - ~0,2%0
=§[—50e 0.2x8 _ (—50e%270)]
50 16 . 50
T TR
~ 4,988.

On peut donc estimer a 4 988 € le prix moyen de revente de cette machine-outil sur 8 ans.

Corrigé de I'exercice 7.17 page 276
La population moyenne de la ville entre 2050 et 2080 est la valeur moyenne de f sur [50;80] :

1 80 0,034
= [ 18003 g
a 80—50/50 ¢ .
1

1 9 000
= = = '3 =1 _ = 0,034z _ 0,034z
30 [F(80) — F(50)], avec F(z) = 18 x 0,03413 TR
_ L % 9 000 [€0:034X80 _ 0,034x50]
30 17
~ 171, 289.

On peut donc estimer a 171 289 le nombre moyen d’habitants de cette ville entre 2050 et 2080.

Corrigé de I'exercice 7.18 page 276
1 /
f est de la forme f = =, avec g(z) = zIn(x). Donc f’ est de la forme —9—2.
g g

g est de la forme uv avec :

Donc ¢’ est de la forme v'v + uv’
Ainsi,

Par conséquent,

H x> 1 donc In(z) > In1, soit In(z) > 0.
De plus, (zIn(x))? > 0 donc f/(z) < 0 sur ]1;+o0l.
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On a alors le tableau suivant :

x 1 —+00
f! -
/ T

1

e /
| lng(vx) = % X lngx) = x%(w) = f(z) donc f est de la forme % avec u(z) = In(z).

Par conséquent, une primitive de f(z) est F(z) = In [u(z)], soit :

F(z) =In[In(z)].

Ainsi, la valeur moyenne de f(z) sur [e;10] est :

10
== ) f@a
= = [F(10) - F(e)

= 01 [In(In10) — In(lne) |

10 —e \7’1/
N
_ In(In10)
- 10-—e

H La valeur moyenne correspond a la hauteur du rectangle dont l'aire est égale a celle du domaine entre ’axe
des abscisses et la courbe représentative de f sur [e;10].

Ici, =~ 0,11, d’ou le rectangle suivant :

04
0,3

0,2

0,11 +
0,1

y
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Corrigé de I'exercice 7.19 page 277
Upt1 — Up = / 2" in(z) dz 7/ 2" In(z) dz
1 1

- / (z"*'In(z) — 2" In(z)) dz  par linéarité de lintégrale
1

= / (x —1)z" In(x) dx.
1
Sur [1;e],z—12>0, 2™ >0 et In(x) > 0 donc (z — 1)z" In(z) > 0.
Par conséquent, / (x —1)a" In(x) dz > 0 (par propriété du cours) et donc up41 — uy, = 0.
1

Ainsi, (u,) est croissante.

‘ 2 ‘ a. F,, est de la forme uv avec :

donc :

= 2" In(x)

= [Fa(@)-

F,, est donc bien une primitive de f,.
b. On déduit de la question précédente :

Un = Fo(e) — Fi(1)

entl 1 1 1
= Ine——)——(Inl-—
n—+1 n—+1 n—+1 n—+1

ne"tl 41

T )2

Corrigé de I'exercice 7.20 page 277

1 ez ” 1
a. e 11:/0 ew_'_ldx:[ln(c —|—1)]0:1n(c+1)—1n2.

1
Ainsi, | I; =1n (e—;— ) .

1
e +1
o I+ 1 = dz = [z]}.
o+ 11 /Oex+1 z = [z]p

1
On en déduit alors : Iy =1 — I, soit | I =1 —In <e+ ) A
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1
Ainsi, | I, + I, = — (" = 1) |
n

a. In+1—In:/lem(ew_l)dm.
0

e’ +1
Or, sur [0;1], on a :

enr>0
e —120
e“+12>20

Ainsi, I,+1 — I, > 0 donc (I,,) est croissante.

b. O<z<1<:)e < e” <el car t— el est croissante

—1+1<e+1<e+1

car e > 0

1 - 1 <1
TerlSert1 N2
— X X ;€
e+1 et +1 2

1 ! e
<= /e””:dxg/

e+1 0 0 ex—l—l
e —1 e —1
= <Il, < ——

nle+1) =" 2n

g c ; g €
On sait (croissance comparée) que lim (

n——+oo

lim

n—

et

. (e" -1
lim
n——+oo 2n

Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison,

De plus,

Ainsi,

n

Nea)
) =+

n

) = +400. Ainsi,

nx 1 1
dz < = / e’ dz
2 0

=400

lim (I,) = 400
n—-+oo
. 1—e™™
et li
n—+oo \ n(e + 1)
lim <n> =0
n—+oo \ e”
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Corrigé de I'exercice 7.21 page 277

Iy = /0’2’ sin(x) dz = [— cos(:z:)]og =cos0— (f cosf) =1

s

Jo = /02 cos(z) dz = [sin(z)]

a. F/(z) =ne " sin(z) —e

Ainsi,

b. G (z) = ne”"* cos(x) + e " sin(x).

Ainsi,

c. Ona:

En faisant (Eq) — n(E2), on a :

D’ou :

De plus, en faisant (F3) + n(E7), on a :

d’ou :

‘3‘ lim (—ne_”g) =0 donc :

n—-+4oo

De méme,

B B
/ e " cos(z) da +/ e "sin(z) da
0 0
1=nJ,+1,
+ J, = e "% (EQ)
A4+nHI,=1—ne "z
I = 1—ne "%
1+ n?2
(1+n?)J,=e"% +n,
n+e "z
In 1+4n?
lim (I,)= 1 L =0
lim (J,)= lim ( " ):O
n——+00 n4o00 \ 1+ n?
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Corrigé de I'exercice 7.22 page 278

Dans un premier temps, remarquons que :
In(n!) =In(1x2x3x:---x(n—1)xn)=1In(l)+1In(2) +In(3) +--- + In(n — 1) + In(n).

Tragons la courbe représentative de la fonction ¢ — In(¢) sur [1;+oo][ et tragons les rectangles de largeur 1 et
de hauteur respective In(k) et In(k + 1) pour k allant de 1 a n :

Y,

‘ In(1) +In(2) + - + In(n) ‘

-

On voit ici que la somme des aires des rectangles est supérieure a ’aire comprise entre la courbe, ’axe des
abscisses, le point de coordonnées (1;0) et la droite d’équation & = n, ce qui se traduit par I'inégalité suivante :

In(n!) 2/ In(t)dt.
J1

Y

1 2 TN n n+1 E:
In(1) +In(2) + -+ - + In(n) ‘

On voit ici que la somme des aires des rectangles est inférieure a l’aire comprise entre la courbe, 'axe des
abscisses, le point de coordonnées (1 ;0) et la droite d’équation z = n, ce qui se traduit par 'inégalité suivante :

n+1
In(n!) < / In(t) dt.
1

Ainsi :

/" In(t) dt < In(n!) < /”“‘1 In(¢) dt
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L'(z) = (z ln(x))/ -1
zlxln(x)Jrle—l
x
=In(z)+1-1=1n(z).
Ainsi, z — xIn(z) — x est bien une primitive de 2 — In(z).

De I'encadrement de la question et du résultat obtenu a la question , on déduit :

1 n 1 n+1
In(t) dt < up < In(t) dt.
In(nn) /1 a(t) “ In(nm) /1 a(t)
Or,
/ In(t) dt = [tIn(¢) — ¢]} = nln(n) —n+1
1
n+1
/ In(t)dt = [tn(t) — 7™ = (n+ D In(n+1) —n
1
Donc :
nln(n)—n+1< <nln(n+1)—|—ln(n+1)—n
nln(n) i nln(n)
1 1 In(n + 1) 1 1
- < fallh I
. In(n) + nln(n) = In(n) (1 * ) In(n)
Or :
In(n+1) Infn(1+4)] _ In(n) +In(1+2) 1 In(1+41)
In(n) In(n) In(n) In(n)
De plus :
In(1+1
lim 1 =0 ; lim 1 =0 ; lim M:l+ lim n(+")—1
n—+oo In(n) n—+oo n1n(n) n—too In(n n—too  In(n)

D’apres le théoreme des gendarmes, on a alors :

it 5 =

Corrigé de I'exercice 7.23 page 278
Sur [1;e], In(z) > 0 done (In(z))™ > 0 pour tout entier naturel n.

Ainsi, | I, = / (In(z))" dx > 0|
1

= :enm"+1x—enxnx
B:..-. /1<1<>> d /1<1<>>d

(car (In(x))™ > 0 sur cet intervalle), et donc I,,11 — I, < 0.

La suite (I,,) est donc décroissante.
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1 e gl .
Posons u'(x) = ~(In(z))" et v(z) = . Alors, I,, = || v'(z)v(x) dx et par intégration par parties :
%

I = f(e) - (1) - / u(e)le) dz

(In(z))"* 1

avec u(x) = 1 v(z)=1et f(z) =u(z)v(z) = — 1m(ln(x))"+1.
Donc :
L= — xex (e — —— x 1 x (In1)™+ — / L (In(@))™*! x 1 da
" n+1 n+1 1 n+1
=S~ L /e(ln(ac))""’1 dz
" n4+1 n+1l)
e 1
n — - 7171
n+l n+1 B

Ainsi, en multipliant par (n + 1) chaque membre de cette derniére égalité, on obtient :

“n+1ﬂﬁ+Lﬁlze

a. La relation de récurrence de la question précédente donne :
e pourn=0:»Iy+1; =e;
e pourn=1:21+ 1, =e.
Ainsi, Iy + I, = 211 + I, soit :

=In(z)+1-1
L'(z) = In(z)

Donc L est bien une primitive de la fonction In. On en déduit alors :

I :/ In(z) dz
1

= L(e) — L(1)
=¢lne—e—1In1+1

Ainsi,
L=I1)—1,
=e—1-1
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Corrigé de I'exercice 7.24 page 278
Avant tout, représentons le domaine en question :

M

M(z;2?) et A(—1;1). La droite (AM) a pour équation y = mt + p ou :

ym —ya 2 —1
m = =
T —TA x+1

et donc :
x?—1 x2+x

z+1 z+1°

p=ya—mxa =1+

Ainsi,
x2—1t+x2+x.
z+1 z+1

_1 2
/ x? x +x_t2 gt
1 x+1 x+1

s, 22=1 , o’+u

= t t
[ 3" Tam +x+1}1
_ Lo
6

(AM) : y=

L’aire du domaine coloré est alors :

(3 4+ 32% + 3z +1).

Ainsi,

Alz) =1 < 23 +322+32-5=0.
Posons :

f(z) = 2® + 32% 4+ 3z — 5.

Alors,

fl(x) =322 +6z+3=3(z+1)2>0.
f est donc croissante sur R; comme lim f(z) = —o0 et hrf f(x) = 400, d’apres le corollaire du théoréme des

Tr—r—00 T—r+00

valeurs intermédiaires, il existe une unique solution sur R & I’équation f(x) = 0.
A Taide de la calculatrice (par exemple), on trouve : z & 0, 817.

Ainsi, le domaine a une aire égale a 1 lorsque M a une abscisse d’a peu pres 0,817.

Corrigé de I'exercice 7.25 page 278

In(t
. La fonction t +— a _5 t)) est continue sur [1;+oo[ comme quotient de deux fonctions continues sur ce méme

intervalle, donc continue sur [1;z], pour tout réel x > 1. Ainsi, ¢ est définie.
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2

3

a b ¢ a(l+t)?+bt(1+t)+ct

?+1+t+(1+t)2_ t(1+1)2
a(t?> + 2t +1) + bt + bt +ct
- (1 +1)2
_(a+ b2+ (2a—|—b+c)t—|—a
B t(1+t)2
Si ’'on veut que cette derniére expression soit égale a ﬁ, alors, on doit avoir :
a+b=0
20a+b+c=0
a=1

Soita=1,b=—1etc=—-1dou:

a. D’apres ce qui précede, on a :

/1 1+t / /1+t /1(132)2

— (o - 1+ O = |~
=In(z) —In(z+1)+1In2+ 152

I

1 1
=|ln X + ——+1In2— -
z+1 z+1

2

—L1 5 2(t+1)2 +1n(t) x 4(t + 1)
4(t 4+ 1)4

—2(t+1)2+4(t+ 1) In(?)
4t(t +1)4

In(t) 1
(t+1)3  2t(t+1)2

=  In(t 10° 1
/1<I>(t)dt=/l (t+(1))3 dt—§/1 e

P'(t) =

On déduit alors :

1
2

@(m)—¢(1)=¢($)_;(ln( il)+i1+ln2_;>
;( ) 2+2 12—%+<I>(w)
% ( ) 2+2 12 411_2(1;(4-3:1)2




. . , . In(x)
c. On sait, par croissance comparée, que lim =0.
r—r 400 xT

. T — T L
De plus, ZEIEOO [ wkffoo 2 wgl}}oo T 0.
M, 1w 2B g
T——+00 i (:E + 1)2
1
D’Ofl, hm Il(x) 0]

z—+oo (x4 1)2 -

On en déduit alors :

. . In(z) . 1 z . 1 1 1
| = | _ 1 —In| —— | —(In(2) — =
zﬁlr}rlooqs(x) miTOO( 2(x+1)2>+z%1r3002 n<x+1>+xﬁlr}rloo <2x+2)+2 <n( ) 2>

—0 =0 =0

Corrigé de I'exercice 7.26 page 279

Partie A

P est dérivable sur R car c’est un polynéme. Sa dérivée est :
P'(z) = 32° + 2z + 1.
Le discriminant de P’(z) est :
A=22-4x3x1=4-24=-20<0.

Donc P’(z) > 0 sur R, ce qui signifie que P est strictement croissant sur R.

Brd)-()+@) +@)-1--}<0

De plus, P(1) =2 > 0.

1
Or, P est dérivable (donc continue) et strictement croissant sur } 3 1 [ donc, d’apres le corollaire du théoréme
1
des valeurs intermédiaires, ’équation P(x) = 0 admet une unique solution sur ] 5 1 [

D’apres les questions précédentes, on peut dire :
o P(X) <0sur]—o0;al
o P(X)>0sur]a;+oof.
Partie B

f est dérivable sur ]0; +o0o[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur cet intervalle. Sa dérivée est :

2 x L x [z ((In(z))2 +1)] — 2In(z) |:(ln($(:))2 Y14 <2ln(z))}

x

TR 22 (In(@))2 + 1)
_ 2(In(z))? + 2 — 2(In(x))? — 2In(x) — 4(In(z))?
22 ((In(z))? + 1)
1g) = _oI0(@)* + (In(@))? + In(z) — 1
fla)=-2 22 ((In(z))2 + 1)*
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D’apres la question précédente, nous pouvons dire que :

P(In(z))
22 ((In(@))? +1)*°

flz) = -2

ou P est le polynome défini dans la partie A. Donc f/(z) est du signe contraire de P(In(z)).

(03

Or, nous avons dit que P(z) > 0 pour x > «. Ainsi, P(In(z)) > 0 pour In(x) > «, soit z > e*.
Ainsi, f'(z) <0 pour x > e®.

21In(x) 2

B f(x) = = — pour = # 1.
z((In(z))?+1) «xln(z)+ (D)

Or, lim zln(z) =4ocet lim 2 4.

r——+00 xr—r—+00 111(1‘)
Ainsi, xgrfoo f(z)=0|
. - S
De plus, ilg%)xln(m) =0 et 115% @) 0
Ainsi, | lim f(z) = —o0 |.
z—0

Nous avons le tableau suivant :

x 0 (e} +00
f'(x) + 0 -
f(2) g —— O —
u'(z) 21n(x).

On remarque que f(z) = W)’ avec u(x) = (In(x))? +1 > 0 et donc u'(z) = -

Ainsi, une primitive de f sur ]0; +o0o[ est F(z) = In ((In(z))? + 1). Donc :

I(t) = /1 f(x) dz = F(t) — F(1) = In ((In(t))2 + 1)

B t)=1 << n(me)??+1)=1
<~ (In(t) ' +1=e
— (In(t))®=e—1.
On a alors :

In(t) =ve—1 ou In(t) = —ve—-1,

soit :
t=e ou t=-e

Or, par hypothése, ¢t > 1 donc t # e~ Ve~ 1L,
Ainsi, t = evVe™! & 3,7.
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Corrigé de I'exercice 7.27 page 280
Pour tout réel x de 'intervalle [0; g [,

1
1@) = @
1 1 — sin(x)
= X -
1+sin(z) 1 —sin(z)
1 —sin(x)
1 —sin®(z)
_ 1 —sin(x)
cos?(x)
1 sin(z)
fz) = cos?(z)  cos?(z)’
a. Soit U(x) = tan(x) = sin(z) . Alors
cos(z) ’
G(x) = (sin(z) )/ cos(x) 2— sin(z) (cos(z) )I
cos?(x)
cos?(x) + sin?(x 1
o)) 1
cos?(x) cos?(x)
Ainsi, U(x) est bien une primitive de u(z).
— g 1
b. Une primitive de h : x +— sitel(o) est H :x+— — car :
cos?(x) cos(x)
u/
h=— avec w: x> cos(z) et v :x— —sin(x).
u
Ainsi, une primitive de f sur [0; g[ est :
1 sin(x) 1
F = = = _
(z) (z) cos(z) cos(x) cos(x)
soit :
sin(z) — 1
F =
(z) cos(z)

sin(f) -1 sin(0) —1 _ sin(t) — 1

I(t)=F(t) - F(0) = cos(t) cos(0) cos(t)

+ 1.

Ecrivons :

sin(t) =1 sin(t) — sin (
cos(t) cos(t) — cos (

~—

SR SE]
SN—"

s

sin(t) — sin ( y ;
t— 2 cos(t) —cos (5)

[SIE
S—

Par définition du nombre dérivé,

T
t—)% t—§

lim (sin(t) — sin (g)) _ cosg g
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cos(t) — cos (Z —3
lim ()—ﬂ(g) = —sin~ = —1 donc lim ——QW =-L
i (220 2 5 oo —eon (3)

Ainsi, par produit,
i -1

lim (SRO=1Y g 1)—o.
cos(t)

s
t—5

On en déduit alors que :

Corrigé de I'exercice 7.28 page 280
2

2

f(x):(x2—|—3x+2)e_””=§—w+3e% .

)

1
lim (ex) = +o00 donc, par inverse, lim () =0.
x—+00 z— 400 \ eT

n
. 8 . , . X .
De plus, on sait d’apres le cours (croissances comparées) que lim | — | = 0 pour tout entier naturel n non
) + T
r—+o00 \ e

nul.

Ainsi, par produit et par somme,

a. f=uxwvavec u(z) = 2?4+ 3z +2 ; u'(z) =22+ 3
v(r)=e" c v'(z) = —e
Donc, pour tout nombre réel z,
f(@) = (v +v'u)()
2z +3)e™ + (22 + 3z +2) (—e ™)
235—1—3—952—333—2)6_“

= (
=
fl@)=(-2*-z+1)e®

b. e > 0 sur R donc f/(x) est du signe du polynéme du second degré —a? — = + 1, dont le discriminant
est :

A=(-1)2-4x(-1)x1=14+4=5>0.

Le polynéme admet donc deux racines :

__14VE_1-VB L 1-VE_ 1446
T T 2 =2 2
Le coefficient dominant est négatif; on en déduit donc :
a8 —00 T T2 +00
signe de B 0 + 0
f'(x)
+00 f(x2)
variations \
de f / \
fla1) 0

0 € ]y ;29[ et f(x) = 2 donc d’apres les variations de la fonction f, f(x) > 0 (en effet, elle est croissante a
partir de z = 0 puis décroissante de limite 0).
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La fonction f est positive sur I'intervalle |0 ; +00], et donc sur [0;«].
L’aire A(c), exprimée en unité d’aire, du domaine du plan délimité par 'axe des abscisses, la courbe C; et les

(e
droites d’équation z = 0 et © = « est donc égale a / f(z) da.
0

Ala) = /0 " () dz
e
= F(a) — F(0)

= (—a2 — 5a — 7) e+ 7.

L’aire cherchée est égale a (—a2 —b5a — 7) e~ + 7 unités d’aire.

Corrigé de I'exercice 7.29 page 281

Partie A

‘1‘ a. fp=uXxXwvavec: u(z) = 2" ; v(z) =e™*
/

fu(@) = (u'v + v'u)(2)
=nz" ' xe " +a" x (—e ") = (nz"" ! —a")e™”

= (n x "l — g x xn_l)e_x

fi(z) = (n = a:)x"flefm

b. La fonction exponentielle est a valeurs strictement positives sur R, donc :
Ve [0;4+00[, e *>0.

Sur [0; +oo[, 2"~ > 0.
Ainsi, f](z) est du signe de (n — x).

n—x>0 <= n>uz,

donc f] (z) > 0 sur [0;n], et donc, sur cet intervalle, f, est strictement croissante. Il en découle que f,
est strictement décroissante sur |n ; 4+o00l.

De plus,
o fu(0)=0"xe"=0.

1 n\"
o fa(n)=n"xe"=n"x—= <7) .
en e
z" x"
o fn(z) = — et, d’apres le cours (croissances comparées), lim | — | = 0 pour tout entier naturel
e’ z—+oo \ e¥
n non nul.
H Pour n entier naturel non nul,
fa(l)=1"xet=1xet=e1

Le point de coordonnées (1 ; e_l) appartient donc a la courbe C,,.
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Partie B

a. La fonction fy est & valeurs positives sur [0; 1], donc I correspond a laire, exprimée en unités d’aire, de
la surface délimitée par la courbe Cy, I'axe des abscisses, et les deux droites verticales d’équation z = 0
etz =1.

b. I, représente l'aire de la surface délimitée par C,, I'axe des abscisses et les droites d’équation x = 0 et
x = 1. Cette surface semble décroitre & mesure que n augmente jusqu’a disparaitre.

On conjecture alors que la limite de I, est nulle.

1
‘2‘ 10:/ e ¥ dx
0

[
—(=e) - (-¢)

— el

a. Soit n un entier naturel.

ze0;1] < 0<zr<1

— Oxz"<exz"<1lxz" carz" >0

— oo e]

b. D’apres ce qui précede,

‘ 4 ‘ D’apres la question précédente, pour tout entier naturel n :
o 0< I, donc la suite (I,,) est minorée par 0;
o I,11 < I, donc la suite (I,,) est décroissante.
La suite est donc décroissante et minorée (par 0). D’aprés le théoréme de convergence des suites monotones,
elle est donc convergente, vers une limite ¢ supérieure ou égale a 0.
Soit n un entier naturel 7.
On pose : u(z) = " ; u'(z) = (n+ 1)z
xT ! e

v(z) = —e” 2 v'(z) =

Alors, par intégration par parties,

Iy = /0 u(x) x v'(z) do

1

= [u(az) X v(x)]

= [x”'“ X (—e_”’)}

1
=(-1""xe ) - (—0" xe )+ (n+ 1)/ z"e”" dz  (par linéarité)
0

—/Olu'(x) x v(z) dz

1

—/Ol(n—i—l)x” x (—e™®) dz

0

1
In+1 = (’I’L + 1)In — g
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A -

Supposons que la limite ¢ est strictement supérieure a zéro.

Alors, par limite du produit, on a :
lim (n+ 1)L, = +oo.

n—-+o0o

Puis, par limite de la somme :

1
lim ((n + 11, - e> = +o00.

n—-+oo

1
Or, I,41 = (n+ 1)I,, — —. On en déduit alors que :
e

n,Er-il-loc(In+1) = too,

La suite (I,,) est donc divergente de limite +00, ce qui est contradictoire avec le résultat trouvé précé-
demment (question 4) qui stipule que (I,,) converge.

. Nous avons démontré (question 4) que la limite de (I,,) est un nombre £ > 0. Ensuite, nous avons supposé

que ¢ # 0 (questions 6.a.), ce qui nous menait & une contradiction.
Ce raisonnement (par ’absurde) montre alors que £ = 0.

Que fait mystere(100) ?

Quand on entre dans la fonction, on stocke dans la variable I la valeur de Iy, et on initialise la variable L
comme une liste contenant Ij.

Ensuite, on exécute la boucle itérative « for i in range(100) » : la variable i va prendre les valeurs entieres
0, 1, 2, ... jusqu’a 100 — 1 = 99.
On va donc exécuter 100 fois les instructions contenues dans cette boucle :

dans un premier temps, on calcule le terme suivant de la suite (I,). Lors de la premiére exécution (i = 0),
ona:I = (0+1)*I - 1/e qui signifie que le nouveau terme est égal a 1 fois Pancien terme (celui déja

e
récurrence obtenue a la question 5);

1
stocké dans I) auquel on enléve —. Cela se traduit mathématiquement par : I; = Iy — —( relation de
e

on ajoute ensuite la valeur trouvée a la liste L. Ainsi, lors de la premiére exécution, L contient Iy et I;.

La dernieére valeur de i étant « 99 », la derniére valeur de I sera I1gg (car pour i = 0, on a calculé I, pour

i:

1, on calcule I, ...).

L’appel de mystére (100) renvoie donc la liste des 101 premiers termes de la suite (de Iy & I100).

Si on a la curiosité de voir ce que fait réellement ce programme, on obtient :

>>> mystere(20)

[0.6321205588285577, 0.26424111765711533, 0.16060279414278833, 0.11392894125692266,
0.08783632385624829, 0.07130217810979911, 0.059933627487352314, 0.05165595124002387,
0.045368168748748605, 0.04043407756729511, 0.03646133450150879, 0.033195238345154365,

0.03046341897041005, 0.028145005443888316, 0.026150635042994086, 0.024380084473468955,
0.022201910404060943, 0.009553035697593693, -0.19592479861475587, -4.090450614851804,
-82.17689173820752]

Les derniéres valeurs sont négatives (donc incohérentes dans le cadre de notre exercice).

Cela s’explique par le fait que la représentation des nombres réels en informatique (comme le nombre e)
n’est pas parfaite et les erreurs d’approximation s’accumulent jusqu’a donner des résultats totalement
faux.
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ﬂDroites dans |’espace

b Caractérisation

Propriété 48

Toute droite D de 'espace est définie par un point A et un vecteur .
On dit que @ est un vecteur directeur de la droite.
D est ’ensemble des points M de 1’espace tels que :

D Droites paralléeles

Définition 27

« Deux vecteurs de l’espace sont dits colinéaires s’ils ont la méme direction.

R 4

AM =kii, keR.

« Deux droites de ’espace sont dites paralleles si leurs vecteurs directeurs respectifs sont colinéaires.

A Attention 14

Dans ’espace, deux droites qui ne se coupent pas ne sont pas nécessairement paralleles.

H

G

A B

Dans le cube ci-dessus par exemple, les droites (EF) et (BC) ne sont pas paralléles bien qu’elles ne se coupent pas.

ﬂPlans dans I'espace

P Combinaison linéaire de deux vecteurs

Définition 28 (combinaison linéaire de vecteurs)

Soient @ et ¢ deux vecteurs de ’espace.
On dit que W est une combinaison linéaire de i et ¥ s’il existe deux réels A et p tels que :

W = N + i,
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P Caractérisation d’un plan dans I’espace

Propriété 49

Tout plan de I’espace est défini par un point A et un couple de vecteurs non colinéaires (i, ¥/).

On dit que le plan est dirigé par le couple (i, ¥)

Remarque 54

—

Pour tout point M du plan défini par un point A et un couple de vecteurs (@, ¥'), AM est une combinaison linéaire
de 4 et v. v

Définition 29

—

Soit un plan défini par un point A et un couple de vecteurs (u, ¥)
« (u,7) est appelé une base du plan.

« (A;d,0) est appelé un repére du plan.

b Plans paralleles

Définition 30

Soient deux plans de P’espace Py, dirigé par (ui,v7), et Pa, dirigé par (u3,v3).

P1 et Ps sont paralleles <= u5 et v sont deux combinaisons linéaires de u; et v;.

Propriété 50

Soient deux plans paralleles de ’espace P; et Po. Si P est un plan coupant P; et Py alors U'intersection de P et Py
est une droite paralléle & ’intersection de P et Ps.

b Plans sécants

Théoréme 13 (du toit)

Soient P et P’ deux plans.
Soient (d) C P et (d') C P’ telles que (d)//(d").
Si P et P’ sont sécants suivant une droite (A) alors (A)//(d) et (A)//(d).
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ﬂCoplanarité et repere de I'espace

b Coplanarité

Définition 31 (vecteurs coplanaires)

Trois vecteurs u, v et w de I’espace non deux & deux colinéaires sont dits coplanaires si I'un est une combinaison
linéaire des deux autres.

Remarque 55

Si deux des trois vecteurs sont colinéaires alors les trois vecteurs sont nécessairement coplanaires.

Définition 32 (droites et points coplanaires)

Deux droites sont dites coplanaires si elles appartiennent & un méme plan.
Trois points sont dits coplanaires s’ils appartiennent au méme plan.

Propriété 51

Deux droites paralleles sont nécessairement coplanaires.
Deux droites sécantes sont nécessairement coplanaires.

D Repeére de I'espace

Propriété 52

Si @, ¥ et « sont trois vecteurs non coplanaires de Iespace, pour tout vecteur ¢ de Pespace il existe un triplet unique
de réels (a ;b ;c) tel que t = atl + bv + cud.

Définition 33

Un repére de Pespace est défini par un point A et un triplet de 3 vecteurs non coplanaires (@, U, 0).

Propriété 53

Dans le repére (A ;u,v,w), pour tout point M de lespace il existe un triplet unique de réels (z ;y ;z) tel que
AM = xu + yv + 2.

Définition 34 (coordonnées d’un point et d'un vecteur de I'espace)

—
Daus le repére (A ; @, v, @), si un point M est tel que AM = xt + yU + 2w alors (z;y; z) constitue les coordonnées
du point M, mais aussi du vecteur AM dans ce repere.

Les calculs sur les coordonnées dans ’espace se font comme les calculs sur les coordonnées dans le plan.
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ﬂReprésentations paramétriques de droites

-

L’espace est muni d’un repeére (O 1,7 E) Soit D la droite passant par le point A de coordonnées (x4 ;ya ;z4) et de
vecteur directeur @ de coordonnées (a ;b ;c).

Théoreme 14

r=xp+at
M(z;y;2) €D <= Sy=ya+0bt, teR.
z2=zp+ct

C’est une représentation paramétrique de D.

A Attention 15

Cette représentation paramétrique n’est pas unique et dépend du vecteur directeur et du point choisi sur la droite !

Exemple 58

La droite caractérisée par la représentation paramétrique suivante :

r=—-14+3t
y=2—-t , teR.
z=0+Tt
3
passe par le point A(—1;2;5) et a pour vecteur directeur @ | —1
7

Remarque 56 (point d’intersection de deux droites)

Les deux droites (d) et (d’), qui ont pour représentations paramétriques respectives celles données ci-dessous, sont-
elles sécantes 7

x=—-1+t¢ x=4-—3t
(d): Qy=16+2t ,teR c (d)y:¢y=16-5t' ,t'eR
2=—-2—4t z=-22+1

Notons I I’éventuel point d’intersection de ces droites. Alors,

xy=—1+t zr=4—3t
JteR, Syr =6+ 2t et Jt' eR, < y; =16 — 5t/
zr = —2—4t zr = —22 4+t
—1+t=4-3t
Il faut donc voir si le systeme ¢ 6 + 2¢t = 16 — 5¢/ admet une solution.

—2—4t=-22+1¢
Pour le savoir, il faut prendre uniquement deux équations sur les trois :

—1+t=4-3t t+3t'=5
<~
6+ 2t =16 — 5t/ 2t + 5t =10

et résoudre le systéme; on trouve ici : t =5 et t’ = 0.
On doit ensuite vérifier que la troisieme équation est vérifiée pour ces valeurs :

—2—4t=-224+1 <= -2-4x5=-22+40 < —-22=-22.

C’est donc ici le cas. Par conséquent, les deux droites sont sécantes et leur point d’intersection est obtenu par exemple
en prenant ¢’ = 0 dans la représentation paramétrique de (d') : il s’agit du point de coordonnées (4;16; —22). .

317



Exercices types

Exercice type 31 » montrer qu’un point appartient a un pla

Soit ABC'D un tétraedre quelconque.
On considere le point M défini par 1’égalité vectorielle suivante :

AM =3BM +CM.

Montrer que M appartient au plan (ABC).

£ Methode 8

Pour montrer qu'un point M appartient a un plan (ABC'), on peut montrer que AM (ou BM, ou CM) est
une combinaison linéaire de deux vecteurs non colinéaires de ce plan (par exemple AB et AC).

Le point M étant défini par ’égalité vectorielle AM = 3BM+C M, nous allons montrer que AM est une combinaison
linéaire de deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC).
Pour cela, nous allons utiliser la relation de Chasles (trés utilisée en géométrie dans 'espace).
AM =3BM +CM
=3(BA + AM) + (CA + AM)
('idée est de passer par le point A pour ne faire apparaitre que des vecteurs AM)

AM = 3BA + CA + 4AM.
On en déduit alors que :

AM — 4AM = 3BA+CA
«— _AM =3BA+CA

— W:3Z§+ﬁ‘

AM étant une combinaison linéaire de deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC), M appartient a (ABC).

Montrer que trois vecteurs sont coplanaires repose sur la méme méthode.

Exercice type 32 » trouver une représentation paramétrique

Dans un repére orthonormé (O 7,7, 75), on considére les points A (—1;2;—3) et B (4;—1;2)
Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AB).

5
On détermine avant tout les coordonnées d’un vecteur directeur de la droite : AB | —3
5
D’aprés le cours, une représentation paramétrique de (AB) est donc :
T=x4+trip x=—-145t
y=yattyzz , tER &< |qy=2-3¢ , teR.
z=za+tzzp z=—-34+5t
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Exercice type 33 » position relative de deux dro

On consideére les droites (d) et (A) de représentations paramétriques suivantes :

x=5—3t r=2-k
(d:Sy=4+2t , teR et (A):qy=-1+3k , keR.
z=-1-t¢ z=—-6+k

Déterminer la position relative des droites (d) et (A).

£ Methode 9

Déterminer la position relative de deux droites revient a voir si elles sont paralleles, sécantes ou ni paralleles ni
sécantes.

e (d) et (A) sont-elles paralleles ?

-3
Un vecteur directeur de (d) est © | 2 | (coefficients du parameétre t).
-1
—1
Un vecteur directeur de (A) est ¥ | 3 | (coefficients du parameétre k).
1

Afin de voir si les droites sont paralleles, on doit voir si les vecteurs directeurs sont colinéaires. On peut alors
regarder le rapport de deux des coordonnées :

Le rapport des abscisses étant différent de celui des ordonnées, les vecteurs ne sont pas colinéaires.
Si ces rapports avaient été égaux, il aurait fallu calculer celui des cotes (des z).
Si tous les rapports sont égaux, les vecteurs sont colinéaires.

Conclusion : (d) et (A) ne sont pas paralléles.

o (d) et (A) sont-elles sécantes ?
Pour le vérifier, on cherche s’il existe deux parametres t et k tels que :

5-3t=2—k k—3t=-3 (L) k—3t=-3 (L)
442t=—-143k <= (-3k+2t=-5 (L2) <= {-3k+2t=-5 (L2)
—1—t=-6+k —k—t=-5 (L3) —4t = -8 (L3) + (L1) + (Ls)

(L) <= t=2
=
(L)) <= k=-3+3t=-3+6=3

1l existe donc bien deux parametres (¢t = 2 et k = 3) qui donnent les mémes coordonnées.
Ainsi, (d) et (A) sont sécantes.

Pour trouver les coordonnées de ce point d’intersection, il suffit de remplacer ¢ par 2 dans la représentation
paramétrique de (d) (ou k par 3 dans celle de (A)).
On trouve :

r=5-3x2=5-6=—1

y=4+2x2=4+4=218 = Le point d’intersection a pour coordonnées (—1;8;—3).
z=—-1-2=-3
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Exercices

Vecteurs, droites et plans

Exercice 8.1 (combinaison linéaire de vecteurs)

On considére le cube ABCDEFGH ci-contre.

Exprimer TK en fonction de AB , AD et AE.

Iel Soit I le milieu de [GC], soit J le point défini par :
E H Zj = xﬁ , 0<x<1
K I et soit K le point défini par :
—> 2 ——>
J . EK = -FH.
Exprimer Al en fonction de AB, AD et AE.
e Exprimer C'J en fonction de E, AD et AE.
A D Exprimer KJ en fonction de E, AD et AE.

Solution page 324

© =

Exercice 8.2

On considére un prisme ABCDEF'. Soit I le milieu de [BE].

Montrer que ci , FE et AD sont coplanaires.

Solution page 324

© =
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Exercice 8.3 (parallélisme)

ABCDEFGH est un pavé droit.

Démontrer que les plans (AFH) et (BDG@) sont paralleles.

Solution page 325

O =

Exercice 8.4 (vecteurs coplanaires)

Soit ABCD un tétragdre. On définit le point E par la relation vectorielle :

—

1 —s
AFE = ZDC.

Montrer que A—E: E—d et /Tﬁ sont, coplanaires.

Solution page 325

Représentations paramétriques de droites

Exercice 8.5 (représentations paramétriques de droites)

Dans chacune des questions suivantes, déterminer une représentation paramétrique de la droite D, passant par

le point A et de vecteur directeur .

-1 0
A0;2;-1) et T [ 2 A(=3;1;5) et @ | —2
-1 3

1

A2;-3;4) et T | 2

-3

Solution page 325

Exercice 8.6 (droites confondues)

Soient (D1) et (D2) de représentations paramétriques respectives :

NI +

+ ol
NI
~

(Dl) , t€ R (DQ)

IS NS
Il
T lw

Montrer que (D;) et (Dz) sont confondues.

Solution page 326

O =
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Exercice 8.7 (droites sécantes)

Soient (D1) et (D2) de représentations paramétriques respectives :

(D1)

r=—-243t
y=1-2¢t ,
z=T+4t

teR

(Do)

r=—-8—3t
y=5+1t
z=-142t

)

' €R.

Montrer que (Dy) et (Dz) sont sécantes et donner les coordonnées de leur point d’intersection.

Solution page 326

O =

Exercice 8.8 (position relative de deux droites)

Soient (D1) et (D2) de représentations paramétriques respectives :

r=2-—>5t r=5+1
(Dy) y=—-14+t , teR (D2) y=—4-—2t t €R.
z=4-—3t z=1+1t
Sont-elles paralleles 7 Sont-elles sécantes ?
Solution page 327
Exercice 8.9 (base)
On considére le cube ABCDEFGH suivant :
H G
D | C
? K
1R
B y
Ve — /‘/ ”””” F
A J B

I et J sont les milieux respectifs des segments [AD] et [AB].
On définit les points K et L par les égalités suivantes :

— 11—
GK—ZGF

b

— 1

@’+ﬁ+§,ﬁ.

Justifier que IJ et TK forment une base du plan (IJK).

Montrer que TT est une combinaison linéaire de I1.J et IK.

Interpréter ce résultat.
Le milieu de [AG] appartient-il au plan (IJK)? Justifier.

Solution page 327
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Exercice 8.10 (dans un tétraédre)

ABCD est un tétraedre. I et J sont les milieux respectifs des segments [BD] et [CD].
FE et F sont deux points définis par les égalités :

9EA+3EB=0 ; —2FA+3FC=0.

Démontrer que les points E, F, I, J sont coplanaires.
La droite (AD) coupe le plan (EFI) en K.

a. Démontrer que les points E, I, K sont alignés et que les points F, J, K le sont aussi.

b. Démontrer que AK = gﬁ

Solution page 328
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Corrigé de I’exercice 8.1 page 320
Bl 47 = 4D + DC + CT (relation de Chasles)

— — 11—
:AD+DC’+§C'G

ﬁ:@+m§+§ﬁ

2 CJ=CD+DA+AJ (relation de Chasles)
— —AB - AD + zAl

=-E—E+m<ﬁ+ﬂ§+%ﬁ>

CTJ>=(.’E—1)14_B>+(.’E—1)14_D>+314_E‘>

3| KJ=KE+EA+AJ (relation de Chasles)
— 24D - AE + 741

:—%E—EM(E%@’JF%E)

KJ= <x—§)AD+xAB+(§—1)ﬂ7’

Bl 'K-IG+GH+HK

m’zéﬁ_ﬁ_ém

Remarque 60

Il n’y a pas qu’une seule fagon d’utiliser la relation de Chasles pour décomposer un vecteur. Selon le « chemin »
que 'on emprunte, le raisonnement peut étre plus ou moins long.

Corrigé de I'exercice 8.2 page 320 .
Nous allons exprlmer les vecteurs CI FE et AD comme des combinaisons linéaires de mémes vecteurs.

. CI = C’B + §BE.
. FE- 0B,
. A0 - BE.
On remarque alors que :
Cl—FE+ lm

ci etant _une comblnalson linéaire de FE et AD et que ces deux derniers ne sont pas colinéaires, on peut en déduire
que CI FE et AD sont coplanaires.
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Corrigé de I'exercice 8.3 page 321
Montrons que les deux plans sont dirigés par le méme couple de vecteurs.

D’apres la relation de Chasles :
AH = AE + EH,

ABCDEFGH est un pavé droit donc ﬁ = B7 + F@, et finalement :

AH = BC.

On montre de méme que I*Tﬁ = ﬁ
Par leur position sur le pavé, les points A, H et F' ne sont pas alignés, donc les vecteurs Xﬁ et ﬁj} ne sont pas

colinéaires et dirigent le plan (AHF'). De méme, les vecteurs BC et B dirigent le plan (BDG). Les deux plans
étant dirigés par le méme couple de vecteurs, ces plans sont paralléles.

Corrigé de I'exercice 8.4 page 321

A E, EC et AD sont coplanaires si et seulement si I'un des vecteurs est une com-
— B binaison linéaire des deux autres.
D C AD = g ol J?E + C’Z
= AFE + EC — 4AFE
= EC — 3AE.

= . . . 7’ . — T . . 7 .
AD est donc une combinaison linéaire de EC et AE, qui ne sont pas colinéaires,
donc les trois vecteurs sont coplanaires.

Corrigé de I'exercice 8.5 page 321
Nous savons qu’une représentation paramétrique de droite passant par le point A (x4 ;Y4 ; 24) et de vecteur directeur

a
u | b | est de la forme :
c
r=x4+at
y=ya+bt ,teR
z2=2zp4+ct
On a alors :
= —1
B o:{ y=2+2t , teRr
z=—-1-—1
z=-3
Bo:{ y=1-2t, teRr
z=5+3t
r=2+1
HBo:{ y=-3+2t, teRr
z=4—3t
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Corrigé de I'exercice 8.6 page 321
D’apres leurs représentations paramétriques,

3/2
e (D1) a pour vecteur directeur U | 5/4 |,
1
6/5
e (D7) a pour vecteur directeur v | 1
4/5

7 donc les vecteurs sont colinéaires, ce qui signifie que (D;) et (Ds) sont paralleles.

1
De plus, le point A (2 =7 ;0) € (Dy).

Vérifions que A € (Dy).
Pour cela, vérifions que ses coordonnées vérifient la représentation paramétrique de (Ds) :

S 4
On remarque que v = 3

3 _9 6
2=5 5! .
,l—t/ :>t/__,
4 - 4°
0=1+2¢
5 5

On trouve une valeur de ¢’ et une seule; par conséquent, A € (Ds), ce qui signifie alors que (D7) et (Dz) sont
confondues.

Corrigé de I'exercice 8.7 page 322
Utilisons la méthode du cours pour montrer que les droites sont sécantes. Montrons que le systeme :

—2+43t=-8-3t
1-2t=5+1¢
T4+ 4t=—1+2t

admet une unique solution. Pour cela, considérons le systeme formé uniquement des deux premieres équations :

J— — — N — / /:_
{ 243t 8 — 3t (:}{3t+3t 6

1-2t=5+1¢ —2t—t' =14
t+t'=-2
= { =2t 4
— t—2t—4=-2
t'=-2t—4
B g1
=0

La troisieme équation donne alors :
TH4t=-142 < 7T4+4x(-2)=-142x0 < —-1=-1.

Cette derniere égalité étant vraie, t = —2 et t’ = 0 sont les solutions du systéme. Les deux droites sont alors sécantes
et leur point d’intersection est obtenu en replacant par exemple ¢’ par 0 dans la représentation paramétrique de
(D2) : 1(-8;5;-1).
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Corrigé de I'exercice 8.8 page 322

o Les droites sont-elles paralléles ?
Pour le savoir, il faut regarder si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.
-5 1
Le vecteur directeur de (Dy) est @ [ 1 | et celui de (Dz) est ¥ | —2
-3 1

donc les vecteurs ne sont pas colinéaires. Les droites ne sont donc pas paralleles.

o Les droites sont-elles sécantes ?
Pour le savoir, nous devons résoudre le systeme :

2—5t=5+1t
—1+t=—-4-2¢
4-3t=1+1¢

Si on ne considere que les deux premieéres équations, on a :

2—-5t=5+t 5t 4+t = -3
—1+t=—-4-2¢ t+ 2t = -3

La troisieme équation donne alors :
, 4 1
4-3t=1+t <:)4+1:1—§<:>5:_§_

Cette derniere égalité étant fausse, le systéme n’admet aucune solution et donc les droites ne sont pas sécantes.

Corrigé de I'exercice 8.9 page 322
I et J sont sur le plan (ABC) alors que K n’y est pas. Ainsi, IJ et TK ne sont pas colinéaires; ils forment
donc une base du plan passant par ces trois points, le plan (IJK).
Une facon de faire est d’exprimer les vecteurs 17 , TK et IT en fonction de E, AE et AD (par exemple).
e [J=-AB—--AD
7 2 2
. TE = AB+ AB + 14D
4
o IL=TA+ AL = —§AD+§AB+AE+ZAD: §AB+AE+%AD.
Si IT est une combinaison linéaire de I.J et K alors :
I\ p) €R, IL = \IJ + uIK

s 3(Au) ER, ;ZE+Z§+2E:A<;X§—;E> +M<Z§+E+ifﬁ>

<— I (\u) ER, 5AB+ 1AE + Z;AD = <2)\+;I,>AB+MAE+ (—2/\+ 4;1,)AD

A

T v

<~ J(\p) €R,
= —%)\—O—iu

PN R NS

(les coefficients des vecteurs doivent étre égaux un & un)
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On trouve alors u = 1 et par suite, A = —1. Alinsi,

Fr—

Il =-TJ + IR |

TT est donc bien une combinaison linéaire de 1.J et TK.
On peut alors conclure que le point L est sur le plan (IJK).

Notons M le milieu de [AG]. Regardons s'il existe deux réels a et b tels que :
IM = alJ +bIK

— ;E+;ﬁ:a<éﬁ—;ﬁ>+b<ﬁ+ﬁ+iﬁ>

b= la+
= {1=b
0=—2a+1b
1 1
b==,a=0,0=-.
= 2,a 0,0 3

IM n’est donc pas une combinaison linéaire de I7J et ﬁf, donec M ¢ (IJK).

Corrigé de I'exercice 8.10 page 323
Avant tout, un schéma peut aider. Pour cela, il faudra savoir comment construire les points E et F :

—2EA+3EB=0 <= —2(EB+BA)+3EB=0

= ﬁ—2ﬂ:6

< BE =2A4B
—2FA+3FC=0 < —2(FC+CA)+3FC=70

— FC-2CA=70

— CF =24C.

On a alors la figure suivante.

Des égalités vectorielles précédentes, on peut conclure :
EF=EB+BC +CF
= 2BA + BC +24C
=2(BA+AC) + BC
=2BC + BC
=3BC.

Ainsi, les vecteurs EF et BC sont colinéaires. Donc (EF) /] (BC).
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Or, (BC) // (I.J) donc (IJ) // (EF).

Les quatre points I, J, B et C sont donc coplanaires.
a. Complétons la figure :

D’apres la question précédente, E, F, I et J sont coplanaires donc J € (EFI). La droite (F'J) est donc
contenue dans le plan (EFT).

Or, (F'J) est incluse dans le plan (ACD); ainsi, son intersection avec (AD) — le point K — l'est aussi.
Les points F, J et K sont donc alignés.

De méme, F, I et K sont alignés.
b. Placons-nous dans le repere (A;AB, AC, AD), ou :

B(1;0;0) ; D(0;0;1) ; C(0;1;0) ; E(3;0;0) ; F(0;3;0)

zp+ap yp+yp zp+zp\ (1 1) | 11
I( 2 2 72 )_<2’0’2 EACEE

o La droite (JF).

0-0 0
Un vecteur directeur est JE | 3 — 121 =\ 5/2
0—1/2 —1/2
Une représentation paramétrique est donc :
r=0+tx0
. _ 5
(JF) y=3+3t , teR
_ 1
soit :
z=0
. _ 5
z= —%t
o La droite (EI).
(3~ 1/2 5/2
Un coeflicient directeur est IE [ 0—0 | = 0
0-1/2 —1/2
Une représentation paramétrique est donc :
=3+ 3t
(EI) y=0+t'x0 , teR
z=0-— %t’
soit :
=23+ 2t/
(EI) y=0 , teR
z=—1t

2

329



K e (El)et K € (JF) donc :

(EK:O:?)—F%t/
yk =3+32t=0 S ¢

zx = —st= -3¢

On en déduit alors les coordonnées de K en utilisant par exemple la représentation paramétrique de
(EI) :
3
K ({00, |.

Ce qui signifie que AR = gA—ﬁ
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ﬂProduit scalaire dans lI'espace

b Définition

Le produit scalaire a été défini en classe de 1'® dans le plan.
Sa définition ainsi que les propriétés restent inchangées dans ’espace.

Définition 35

Soient 2 et ¥ deux vecteurs de I’espace.
Le produit scalaire de U et U est le nombre :

—

IS

T =T x | T x cos (&, 7).

P Propriétés algébriques

Propriété 54 (projeté orthogonal)

Soient @ et U deux vecteurs de ’espace. . .
Soient A, B et C trois points de ’espace tels que AB = U et AC = v.
Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB).

Alors,

« T-V=ABxAHsi0< (U, 7) <

<
— = LT —
. u-v:—ABxAH51§<(u,

Pour tous vecteurs u, U et w de I’espace, et pour tous réels \ et u

o 4 -U =7 u (propriété de symétrie)
o
U

- -

o 12+ 7N =11212 + 2% - T+ [T
(T+ W) =4 7+ 4@ (distributivité) o [T -7 =|T|*-27 -7 +||7]?

o (AT) - (p?) = Au(T - ¥) (bilinéarité) c (T+7)- (T -7) =2 - 7|

<

Propriété 56 (formules de polarisation)

Pour tous vecteurs @, U et @ de I'espace :

1
o 7T = ([ + 1717 = 17 = 7P)-

1
« 7T =S (1T + TP - 1217 - 171)-

°
S
Il

—> 1 —> —> —
77 = (1T + T~ |7 - 7).

Propriété 57 (formule analytique du produit scalaire)

x
=
Dans un repére orthonormé (O; 7, 7, k), on considére deux vecteurs @ |y | et T
z

/

7
y' |. Alors,
z/

U =xr +yy +22.
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Exemple 59 (produit scalaire)

-1 3
Soient ©w | 2 | et ¥ [ 5 |. Alors,
1 -7

T-T=-1x3+2x5+1x(-7)=-3+10—7=0.

ﬂOrthogonalité dans I'espace

P Orthogonalité de deux vecteurs

Définition 36

Soient deux vecteurs U et v de I’espace.
On dit que ¥ et ¥ sont orthogonaux si @ - v = 0.

Dans I’exemple 59 précédent, les vecteurs sont orthogonaux.

b Orthogonalité de deux droites

Définition 37

Soient (d), dont un vecteur directeur est %, et (d’), dont un vecteur directeur est ¥, deux droites de I’espace.
On dit que les droites sont orthogonales si U - ¥ = 0.

Propriété 58

o Deux droites (d) et (d') de Iespace sont orthogonales si et seulement s’il existe une droite (A) paralléle a (d)
et perpendiculaire a (d’).

¢ Si deux droites sont paralleles, alors toute droite orthogonale a I'une est orthogonale a 'autre.

o Si deux droites sont orthogonales, alors toute droite parallele a 'une est orthogonale a l’autre.

b Orthogonalité d’un plan et d’une droite

Définition 38
Soit P un plan de I'espace, de base (U, T)’) et soit (d) une droite de I’espace, de vecteur directeur 7.
On dira que (d) est orthogonale & P si et seulement si 77 - @ =7 - ¥ = 0.

Propriété 59

o Une droite est orthogonale & un plan si et seulement si elle est orthogonale a deux droites sécantes de ce plan.
o Si une droite est orthogonale a un plan, alors elle est orthogonale a toute droite de ce plan.

« Si deux droites sont paralleles, alors tout plan orthogonal a I'une est orthogonal a l'autre.
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Définition 39 (vecteur normal)

Soit P un plan de I’espace et soit 77 un vecteur de ’espace.
On dit que 7 est un vecteur normal & P si, pour tout vecteur p de P, 7 - p = 0.

b Orthogonalité de deux plans

Définition 40

Soient deux plans P; et Po de I’espace.
On dit que P; et P, sont orthogonaux si 'un contient une droite orthogonale a I'autre.

Propriété 60

« Si deux plans sont paralléles, alors toute droite orthogonale a I'un est orthogonale & I’autre.

o Si deux plans sont orthogonaux & une méme droite, alors ils sont paralléles entre eux.

Propriété 61
Soient deux plans P; et P, de I'espace, de vecteurs normaux respectifs 7y et ns.

P, et P, sont orthogonaux <= 7y - o = 0.

Cette derniére propriété sera tres utilisée pour démontrer 'orthogonalité de deux plans.

ﬂEquations cartésiennes d’un plan

D Définition

Propriété 62

) P N 2 > — >
L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O 30,7, k)
a
Soit P un plan de vecteur normal 7 | b
@

Alors, pour tout point M (x;y; z) de I'espace, il existe un réel d tel que :

MeP < ax+by+cz+d=0, oudeR.

Définition 41

«ax + by + cz+d=0» est appelée une équation cartésienne du plan P.
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b Distance d'un point a un plan

Définition 42 (projeté orthogonal d’un point sur un plan)

Soit P un plan de I'espace et soit A un point de I’espace. .
Le projeté orthogonal de A sur P est 'unique point H de P tel que AH est orthogonal a P.

Propriété 63

Soit P un plan de I’espace et soient A un point de ’espace et H son projeté orthogonal sur P.

VM eP, AM > AH.

Définition 43 (distance d’un point a un plan)

Soit P un plan de I'espace et soient A un point de ’espace et H son projeté orthogonal sur P.
AH est appelée la distance de A a P, et on peut noter :

d(4;P) = AH.

b Intersection d’une droite et d’un plan

£ Methode 10

On consideére :

e le plan P d’équation cartésienne : 5z +y —2+3 =0;
1
o la droite D passant par le point A(0;1;3) et de vecteur directeur @ | 0
3

On souhaite trouver les coordonnées du point d’intersection I de D et P.

On vérifie d’abord que P et D se coupent en un point.

5
Un vecteur normal & P est 7 [ 1 | ; donc,
—1

U-m=5x14+1x04+(-1)x3=2#0

D n’est donc pas parallele a P : il y a donc un point unique d’intersection.

Déterminons les coordonnées de I.

=1t
La représentation paramétrique de D est : { y =1 , teR.
z=3+3t

Etant donné que I appartient & D, il existe un réel k tel que I a pour coordonnées (k;1;3k+3).

En substituant les valeurs de x, y et z en fonction de k dans I’équation cartésienne de P, on a :
1
5k+1—(3+43k)+3=0 < 2k+1=0 < k:_i'

Finalement, on a :




a Distances

b Distance entre deux points

Propriété 64

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (0; 7,7, ?) Soient deux points A(x4;y4;24) et B(zp;yp;zp). La
distance entre A et B est donnée par ’égalité :

AB = \/(zp — )% + (yp — ya)? + (25 — 24)%.

P Distance d’un point a un plan

Propriété 65

Lespace est muni d'un repére orthonormal (O; 7, 7, Tc’)
Soit P un plan d’équation cartésienne ax + by + cz +d = 0, et soit A(za ;ya ; za) un point quelconque de ’espace.
La distance du point A au plan P est :

| axp +bya + czpa +d |

Y RN RN

Notons H le projeté orthogonal de A sur P. Alors, (AH) est orthogonale & P, donc admet pour vecteur directeur
un vecteur normal & ce plan, soit @ (a;b;c) et donc (AH) a pour représentation paramétrique :

T =xA +at
Yy = ya + bt 5 t e R.
z = zpa +ct

H étant le point d’intersection de cette droite et de P, on a :

axpa +bya +cza +d
a2 + b2 + c2

a(xa+at)+b(ya +bt)+c(za+ct)+d=0, soit : t = —
On a alors :

AH? = (zg — 2a)” + (v — ya)” + (21 — 2a)°

A — _aaxA+byA+czA+d 2+ _ba:cA+byA+czA—|—d 2+ _CaxA—l—byA—{—czA—l-d 2
B a? 4+ b + ¢ a? + b2 + ¢2 a? + b2 + ¢2

(axA + bya + cza + d)2
(a2 +b% + 02)2
(aa:A + bya + cza + d)2

AH? = (a® + 0% + &)

AH? =
a? + b2 + c2
AH — laza + bya + cza +d|
N R
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Exercices types

Exercice type 34 » utiliser le produit scalaire dans I'espace

On considere le pavé droit ABCDEFGH ci-dessous tel que :

AB =17 , AD =5 , AE = 4.
- G
E E F Calculer EB - FG.
| Que peut-on en déduire ?
/: _______________________ Calculer DG - HC.
'D C Calculer AF - HB.
A
B

£ Methode 11

Comme dans le plan, calculer un produit scalaire dans un tel contexte (quand on dispose d’un polyedre — ici, un
pavé droit) nécessite tres souvent 'utilisation de la relation de Chasles. On doit donc trés souvent décomposer
les deux vecteurs en suivant les arétes du polyedre.

ﬁﬁ:(ﬁ—kﬁ)ﬁ En effet,
—FEF-FG+FB-FC o (EF) et (FG) sont orthogonales (car EFGH est
—04+0 un rectangle), donc EF - FG =0,

o (FB) et (FG) sont orthogonales (car FBCG est

=0. Aty
un rectangle), donc FB - FG = 0.

DG-HC = (DC + CG) - (HG + GC)
=DC-HG+DC-GC+CG-HG+CG-GC
=DC x HG4+0+0— CG? (car DC et HG sont colinéaires de méme sens et CG = —G—C>)
=49 — 16
= 33.

AF-HB = (AB + BF) - (HD + DA + AB)
—AB-HD + AB-DA+ AB-AB + BF -HD + BF - DA + BF - AB
—AB-EA+0+ AB?>—BF -BF + BF -CB 40
=0+0+AB>-BF*+0+0
=74
= 33.
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Exercice type 35 » montrer que deux droites sont orthogonales

ABCD est un tétraédre régulier. Le point I est le milieu du segment [C'D].
A

Montrer que (CD) est orthogonale au plan (ABI).
En déduire que les droites (C'D) et (AB) sont orthogonales.

C

Le tétraedre ABCD est régulier donc les triangles ACD et BC'D sont équilatéraux.
I est le milieu de [C'D] donc (CD) L (AI) et (CD) L (BI).
De plus, (BI) et (AI) sont sécantes.
Ainsi, (CD) est orthogonale & deux droites sécantes d’'un méme plan (ABI). Elle est donc orthogonale au
plan lui-méme.
(AB) est une droite du plan (ABI) et (CD) est orthogonale au plan (ABI).
(CD) est donc orthogonale & toute droite de (ABI), en particulier (AB).

Exercice type 36 » vecteur normal a un plan

H G
E | F
‘:: - 4: - On considere le cube ABCDEFGH ci-contre.
L i B N . Montrer que AH est un vecteur normal au plan (CDE).
‘D | c
4 B

ADHE est un carré donc ses diagonales se coupent perpendiculairement. Ainsi, AH et ED sont orthogonaux.
De plus,
i - BC — (AD + DH) - DC
— AD-DC + DH - DC
=040 (car ADCB et DCGH sont des carrés)
=0.

Ainsi, AH est orthogonal a DC et ED. Ces deux derniers vecteurs n’étant pas colinéaires, ils forment une base du
plan (CDE).

On en déduit alors que AH est orthogonal au plan (CDE) et donc qu’il est un vecteur normal & ce plan.
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Exercice type 37 » distance d’un point a un plan

H J G

ABCDEFGH est un cube. K est le milieu de [AD]. I et J sont les milieux
| \ : respectifs de [EF] et [GH].
| ) _ L est le centre du carré BCGF'.

\ Montrer que KT est un vecteur normal au plan (BCI).
/ \\ On se place dans le repere (A; zﬁ, E, E)

' C a. Donner les coordonnées des points K et L.

K Donner alors une représentation paramétrique de la droite (KL).
y ' b. Déterminer une équation cartésienne du plan (BCI).
c. En déduire la distance de K au plan (BCI).

A

Bl KL -KAi+AB+BL
— _DA+AB+ =BC + -BF
sDA+AB+  BC + 5
Y75 By y: Sy ;7o SRy -y
) 2 2
—_— 11—
:AB—|-§BF.

Ainsi,

~ AT AB BT + JBF - BAL BT car AB = BF
-, BF - BA
=0 car B_F) et ﬂ sont, orthogonaux.
+ KL-BC = (A + 35F) - BC
- AB-BC + ;BF - BC
=0 car AB et BF sont orthogonaux a BC.

Ainsi, KT est orthogonal a Bl et BC , deux vecteurs non colinéaires, donc formant une base du plan (BCT).
KL est donc normal au plan (BCI).

a. -Ef:%;ﬁdoncK(O;%;O).

1-0 1
On en déduit que KL 1/2—1/2 ], soit KL| 0
1/2-0 1/2

Une représentation paramétrique de (K L) est donc :

T =Tk +rrzt r=t
(KL) : Qy=yr + ygpt soit y=3 , teR
z=zg + 2zt z:%t
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—_ 1
KL 0
1/2

est normal au plan (BCT) donc une équation cartésienne de (BCIT) est de la forme :

1
1x+0y+§z+d:0.

1
B € (BCI) donc zp + 5%B +d=0, soitd = —xp — 378 = —1.

Une équation cartésienne du plan (BCT) est donc :

1
m+§z—1:0.

. D’apres la formule du cours,
+ Ll —1
| TK 2 2K |

d(K;(BOD)) = )

[0+ 0—1]

ot
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Exercices

Exercice 9.1 (plans orthogonaux)

© =

On donne ci-dessous une équation cartésienne de deux plans (P;) et (Pa).
Pour chaque question, dire si (Py) et (P2) sont orthogonaux

(P1):3x—y+2=7
= P):—z+3y+22=1
(P1):x+y+2=1
= (P20 —-3y+z2=4
(P1): 2z —2y+3z=4
L (P2):20—3y—32=2

Solution page 346

Exercice 9.2 (distance d’un point a un plan)

Pour chacune des questions suivantes, calculer la distance entre le point A et le plan (P).
(P) : =3z+by+z=1; A(-3;2;1).
(P) : be—y+32—2=0; A(2;2;—2).
Solution page 346

Exercice 9.3 (intersection d’une droite et d’un plan)
Donner les coordonnées de ’éventuel point d’intersection de la droite (d) de représentation paramétrique :
r=1+2¢
y=—-2+t , teR
z=—-243t

et du plan (P) d’équation cartésienne 2x — 3y + z = 2.
Solution page 347

Exercice 9.4 (plans orthogonaux)

On considére deux plans (P1) et (P2) d’équations cartésiennes respectives :
(P) : Bz +t?y+(1—-t)2—5=0 (Pe) : Pz + (1+t)y—32+1=0,

ol ¢ est un réel.
Déterminer les valeurs éventuelles de ¢ pour lesquelles les deux plans sont orthogonaux.
Solution page 347
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© &

Exercice 9.5 (alignement, représentation paramétrique d’'une droite)

-
Dans un repére orthonormé (O 1,7, k:), on considere les points suivants :

A(2;-1;0) B(-1;1;1)  C(3;-2;-1)

Montrer que A, B et C' ne sont pas alignés.
Déterminer alors une représentation paramétrique du plan (ABC).

Soit E(0; —1;1).
Vérifier que E n’appartient pas au plan (ABC).

a.
On considére la droite passant par F et orthogonale au plan (ABC). On pose H(a;b;c) son point

b.
d’intersection avec le plan (ABC').

Déterminer les valeurs de a, b et c.
Déterminer alors une équation paramétrique de la droite (EH).
Solution page 348

Exercice 9.6 (équation cartésienne de plans)
Déterminer une équation cartésienne du plan passant par le point A(1;—2;3) et paralléle au plan (P)

d’équation : 2x + 5y — 3z =T.
Déterminer une équation cartésienne du plan passant par le point A(—1;—1;1) et orthogonal au plan (P)

d’équation : z +y — z = 1.
Solution page 350

Exercice 9.7 (pyramide dans un cube)

Soit ABCDEFGH un cube comme représenté ci-dessous.

H J G
K 4
D ,’\\ . / C
II \\\ : I//
) N /// On place les points I, J et K respectivement au milieu des cotés [DC],
] : ! /// [(GH] et [DH]. On fixe le repére (A; E, E, E)
,’l /\ilil ,,,,,,,,, ---JF
tl 2 E
A B
1
Montrer que le vecteur o —% est un vecteur normal au plan (AEJ).
0

En déduire une équation cartésienne du plan (AEJ).

On admet que la distance du point K au plan (AEJ) est égale a NG

En déduire le volume de la pyramide AEJIK.
Donner une représentation paramétrique de la droite D, perpendiculaire au plan (AFE.J) et passant par K.

En déduire les coordonnées du point d’intersection de D avec le plan (AEJ).
Solution page 350
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Exercice 9.8 (plan médiateur)

On appelle plan médiateur d’'un segment [AB] le plan passant par son milieu de vecteur normal AB.
On consideére les deux points A(—1;3;1) et B(3;5;—3).

Déterminer les coordonnées du milieu I de [AB].
En déduire une équation cartésienne du plan médiateur.

a. On consideére un point M sur ce plan. Montrer que AM = BM.

b. Réciproquement, montrer que si M est un point de ’espace tel que AM = BM alors M est sur le plan
médiateur de [AB].

Solution page 351

Exercice 9.9 (prendre des initiatives)

On considere le cube ABCDEFGH suivant, dont la mesure d’'une aréte est considérée comme unité. On note
o = AGH.

(AG) est-elle orthogonale au plan (BDE)?
Déterminer une mesure de o au degré pres.

Solution page 353
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Objectif bac

Exercice 9.10 (extrait du bac Métropole 2022, sujet 1)

—

Dans l'espace rapporté a un repere (O; 7,7, k), on consideére :

o le point A de coordonnées (—1;1;3),

r=1+2¢
o la droite D dont une représentation paramétrique est : ¢ y=2—-¢ teR.
z2=2+2t

On admet que le point A n’appartient pas a la droite D.

a. Donner les coordonnées d’un vecteur directeur u de la droite D.
b. Montrer que le point B (—1;3;0) appartient & la droite D.
c. Calculer le produit scalaire AB - 7.
g On note P le plan passant par le point A et orthogonal a la droite D, et on appelle H le point d’intersection
du plan P et de la droite D. Ainsi, H est le projeté orthogonal de A sur la droite D.

a. Montrer que le plan P admet pour équation cartésienne 2z —y + 2z —3 = 0.
7 19 16
b. En déduire que le point H a pour coordonnées (9 ; 9 ; 9).
c. Calculer la longueur AH. On donnera une valeur exacte.
Dans cette question, on se propose de retrouver les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point
A sur la droite D, par une autre méthode.
On rappelle que le point B (—1;3;0) appartient & la droite D et que le vecteur U est un vecteur directeur
de la droite D.
a. Justifier qu’il existe un nombre réel k tel que HEB = k.
AB- @
b. Montrer que k = W
U

c. Calculer la valeur du nombre réel k et retrouver les coordonnées du point H.
8
On considére un point C' appartenant au plan P tel que le volume du tétraedre ABCH soit égal a 9
Calculer l'aire du triangle ACH.

1
On rappelle que le volume d’un tétraedre est donné par : V = 3 x B x h, ou B désigne l'aire d’'une base et

h la hauteur relative & cette base.

Solution page 353

© @
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Exercice 9.11 (extrait du bac Métropole 2022, sujet 2)

On considére un cube ABCDEFGH et on appelle K le milieu du segment [BC].
On se place dans le repére (A; AB,AD, AE) et on consideére le tétraedre FFGK.

H G

A B

On rappelle que le volume d’un tétraedre est donné par :

Vz%xli’xh

ou B désigne 'aire d’une base et h la hauteur relative a cette base.
Préciser les coordonnées des points E, F, G et K.

2
Montrer que le vecteur 7 | —2 | est orthogonal au plan (EGK).
1

Démontrer que le plan (EGK) admet pour équation cartésienne : 2o — 2y + 2z — 1 = 0.
Déterminer une représentation paramétrique de la droite (d) orthogonale au plan (EGK) passant par F.

Montrer que le projeté orthogonal L de F sur le plan (EGK) a pour coordonnées (g ; % ; g)

2
E Justifier que la longueur LF est égale a 3

. 1
Calculer l'aire du triangle FF'G. En déduire que le volume du tétraedre FFGK est égal a 5

E Déduire des questions précédentes I'aire du triangle FGK.

g On considére les points P milieu du segment [EG], M milieu du segment [EK] et N milieu du segment
[GK]. Déterminer le volume du tétracdre FPMN.

Solution page 355

© &
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Corrigé de I’exercice 9.1 page 341

‘1‘ (P1):3z—y+2="7
(P2): —z+3y+2z=1
3 =1
Un vecteur normal a (P;) est @ [ —1 |, et un vecteur normal & (P2) est ¥ | 3
1 2

U-T=3x(-1)4+(-1)x3+1x2=—4#0.

7 et U ne sont donc pas orthogonaux ; les plans ne le sont donc pas non plus.
‘2‘ { (P1):z+y+z=1

(Pg):2x—3y+z2=4

1 2
Un vecteur normal & (P1) est @ | 1 |, et un vecteur normal & (Pz) est v | —3
1 1

T-T=1x241x(-3)+1x1=0.

7 et v sont donc orthogonaux ; les plans le sont donc aussi.

3] { (Py) :2x —2y+32z=4
P2):

( 20 — 3y —32=2
2 2
Un vecteur normal & (P;) est @ | —2 |, et un vecteur normal a (P3) est ¥ [ —3
3 -3

T-T=2x2+(-2)x(-3)+3x(=3)=1#0.

7 et U ne sont donc pas orthogonaux ; les plans ne le sont donc pas non plus.

Corrigé de I’exercice 9.2 page 341
Bl P : 3z+5y+2=1;A(-321).

axra +bya +cza +d —3x(=3)+5x2+1-1
d(A,P): | > > > | = | ( )2 5 5 |
Va2 12t ¢ (—3)2+52+1
19

Bl P :50-y+32-2=0; A(2;2,-2).

| axa + bya + cza +d |

d(A;P) = va?+b24c?
_|5x2-243x(-2)—2]|
VDT

d(A; P)=0

Cela signifie donc que A € (P), ce qui n’est pas difficile a vérifier en injectant directement les coordonnées de
A dans Péquation cartésienne de (P) (c’est le numérateur), et en trouvant 0.
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Corrigé de I'exercice 9.3 page 341
Notons I(xr;yr; zr) Uéventuel point d’intersection de la droite et du plan.

Alors,
ry =142t
Ie(d) < Syr=-2+t , teR (1)
zr = —2+43t
et :

ITe(P) < 2z;—3yr +2;1 =2
= 2(1+2t) - 3(-2+1¢t)+(—2+3t) =2
= 244+6-3t—2+3t=2
= 4t=-4
— t=-1.

En remplacant ¢ par —1 dans le systéme (1), on a :

3?[——1
Ie(d) < Sy;=-3
zZr -5

Ainsi, ‘I (=1;=3;-5) ‘

Corrigé de I'exercice 9.4 page 341
On sait que deux plans sont orthogonaux si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.

3
Un vecteur normal & (Py) est @ | t* |;
1-t
t2
Un vecteur normal & (P2) est ¥ | 1+t
-3
0T =32 +t2(1+1t)—3(1—1t)
=13 +4t* + 3t — 3.
Posons alors :
f(&) =3 + 4>+ 3t —- 3.
f est continue, lim f(t) = —oco et lim f(¢) = 400 donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
t——o0 t—+o0

au moins une valeur de ¢, pour laquelle f(ty) = 0. Etudions les variations de f :
f(t) = 3t + 8t + 3.
f/(t) est donc un trindéme de degré 2, de discriminant :
A=b"—4ac=8—4x3x3=064—36=28.
f'(t) admet donc deux racines réelles :

“b-VA _-8-v28 —4-VT

t = _
! 2, 6 3

et
. b+ VA 8428 -4+ T
>~ "2 6 3
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On en déduit alors le tableau suivant :

—4+V7

Des valeurs de ce tableau, on déduit qu’il existe une unique solution & ’équation f(t) = 0, supérieure & 3

A Taide de la calculatrice (par exemple), on arrive & une valeur approchée : tg = 0, 547.
Avec cette valeur, les plans sont ainsi :

Corrigé de I'exercice 9.5 page 342

[ -1-2 (-3
Ed AB(1- (1) | soit AB | 2
1-0 1
(1
AC [ -1
~1

1 -1 —
=3 #+ -5 donc les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.

Par conséquent, les points A, B et C ne sont pas alignés.
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AB et AC sont deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) donc ils forment une base de ce plan. De plus,
A € (ABC) donc une représentation paramétrique du plan (ABC) est :

z=2-—3t+t
y=—-1+2t—t | (t;t') eR?
z=t—1t
H E0,-1;1).
a. Si E € (ABC) alors il existe deux réels ¢ et ¢’ tels que :
0=2-3t+1t t'=3t—2
—l=—-142t—+¢ soit 2t =1t
1=t—¢ 1—¢—tf

Des 1% et 2¢ équations, on déduit que :
qt—2=2t soit =F)
et donc
' =2x2=4.
La 3¢ équation donne alors :
1=2—-4,

On arrive alors & une égalité fausse, donc il n’existe pas de réels ¢ et ¢’ tels que les coordonnées de F
satisfont la représentation paramétrique de (ABC') que nous avons donnée a la question précédente.
Ainsi, E n’appartient pas au plan (ABC).

b. Par définition, (EH) est orthogonale au plan (ABC') donc :

AB-EH=10 —3a+2b+c+1=0
AC - EH=0 a—b—c=0

Or, H € (ABC) donc il existe deux réels ¢ et t' pour lesquels :

a=2-3t+1t
b=—-1+2t—1t
c=t—1t
Le systeme précédent devient alors :
—3(2-3t+t)+2(-1+2t—t)+(t—-t)+1=0 - 14t —6t' =7
(2-3t+t)—(—1+2t—t)—(t—t')=0 2%+ ¢ = —1

1
On trouve alors t = 3 et t' =0, dou:

3 1
a=2-2=-
2 1 1
b=-14+1=0 et donc | H | =;0; =
1 22
c= -
2
1
2
c. FH | 1 | donc une représentation paramétrique de (EH) est (en prenant les coordonnées de E) :
_1
2
B = %k
y=—-1+k , keR
z=1-— %k:
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Corrigé de I'exercice 9.6 page 342

Notons (Q) le plan passant par le point A(1;—2;3) et parallele au plan (P) d’équation : 2z + 5y — 3z = 7.
Son équation cartésienne vérifie :
axa+bysa+cza+d=0

soit :
a—2b+3c+d=0. (1)

On sait de plus que (Q) est parallele a (P) donc leurs vecteurs normaux sont colinéaires :

a 2 a =2k
JkeR* [b| =k]| 5 < (b=5k
¢ -3 c= -3k

En remplacant a, b et ¢ dans 1’équation (1), on a :
2k — 2(5k) + 3(—3k) + d =0

soit d = 17k.
En prenant par exemple k = 1, on a alors :

[(Q) : 20+ 5y —32+17=0]

N

Notons (Q) le plan passant par le point A(—1;—1;1) et orthogonal au plan (P) d’équation : z +y — z = 1.
Son équation cartésienne vérifie :
ara+byp +czp+d=0

soit :
—a—b+c+d=0. (1)

Les deux plans sont orthogonaux donc leurs vecteurs normaux le sont aussi :
1 a

1 ]1-1b6]=0<«= a+b—c=0 <= c=a+0b.
-1

L’équation (1) devient alors d = 0.
Une équation cartésienne de (Q) est donc, par exemple en prenant a =b=1etc=a+b=2:

‘(Q) crx+y+22=0

Corrigé de I'exercice 9.7 page 342

0
Les vecteurs E 0] et :47

1
De plus, - AE =0x1+0x (=3) +1x0=0et - Al =L x14+1x (=) +0x0=0.
u

Ainsi, % est orthogonal aux vecteurs AFE et Al ; donc

ne sont pas colinéaires et A, F et I appartiennent au plan (AEJ).

O Nl

est normal au plan (AEJ).

a
L’équation cartésienne du plan (AEJ) est de la forme az +by +cz+d =0, 00 @ | b | est un vecteur normal
¢
au plan. Ainsi :

1
(AEJ):x—§y—|—d:0.
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De plus, A € (AEJ) donc ses coordonnées vérifient 1’équation d’ot : d = 0. On a alors :

1
(AEJ):x—§y=O

Le volume de la pyramide AEJIK est :

1
V=-xBxh
SRS
ou B est laire de la base (ici AEJI) et h la hauteur (celle que nous avons calculé dans la question précédente).
Donc :
VZEXAEXAIXLZEXEXL.
3 V5 3 2 V5
Ainsi :

Vv="-

Nous savons qu’une représentation paramétrique de D est de la forme :

r=xg + at
y=yx +0t ,teR

z=2zKg +ct
a
ou K(vk;yr,zx) € Det ot @ [ b | est un vecteur directeur de D. Ainsi :
c

teR

SIS
Il

N =
|
o[
~

Nommons H le pied de la hauteur de la pyramide AEJIK issue du sommet K. Alors, H € D et H € (AEJ),
ce qui se traduit de fagon analytique de la fagon suivante (on remplace x par t et y par 1 — %t dans I’équation

cartésienne de (AEJ)) :
1 1
t—=(1-=t)=0.
o (120) =0

On trouve alors : 5
t—g.
D’ou : )
xH:g
v =1-}xf=1-}=
ZH:§
Ainsi :

Corrigé de I'exercice 9.8 page 343
E§ 4(-1;3;1) et B(3;5;-3). Le milieu I de [AB] a donc pour coordonnées :

—14+3 345 1+ (=3) .
I : c soit | 1(1;4;—1
( 2 N L 2 )’bOltm

Une équation cartésienne du plan médiateur (P) est de la forme :
(P) : ax+by+cz+d=0
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a

ou 7 [ b ] est un vecteur normal au plan. Or, AB | 2 | est normal au plan médiateur, donc :
c —4

(P) : dz+2y—4z+d=0.

De plus, I € (P) donc :
dxy+2y; — 421 +d =0 < d= —16.

Finalement,
(P) : 4 +2y—42—-16=0

que l'on peut aussi écrire (en divisant tous les coefficients par 2) :

(P) : 20+y—2:-8=0]

‘3‘ a. Soit M (x;y;z) € (P). Alors, d’apres I’équation cartésienne donnée précédemment :

y=2z—2x+8.

« AM? = (z—z4)®+ (y—ya)’ + (2 — 24)°
=(x+1)2+(@y—3)72%+(z—1)2
=(z+1)2+(22-2x+8-3)2+ (2 —1)?
=(@z+1)24+(22—-2c+5)%+ (z —1)?
=522 4+ 522 — 18z + 182 — 8xz + 27.

e BM?=(z-3)*+(y—5)°+ (2 +3)°
= (z—3)2+(22—2c +8—5)2 + (2 + 3)2
—3)2 + (22 — 280 3)2 |2 + 3)4

= ("Zj
=522 4+ 522 — 182 + 182 — 8zz + 27.

On a alors AM? = BM?, donc AM = BM.
b. Supposons que M A = M B. Alors,
MA? = MB? < MA*>-MB?*=0
— MA>-MB*=0
s (A4 NIB) - (WA - 37B) = 0
< (MI+TA+MI+1IB)- (MA+BM)=0
— 2MI-BA=o.

Ainsi, les vecteurs MT et BA sont orthogonaux. Or, (P) est le plan passant par I est orthogonal & AB
donc (M) est incluse dans (P). M appartient donc & (P).

Des deux derniéres questions, on peut conclure I’équivalence :
M € (P) plan médiateur de [AB] <= MA = MB.

Autrement dit, le plan médiateur d’un segment est I’ensemble des points équidistants des extrémités de
ce segment.
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Corrigé de I'exercice 9.9 page 343 N
Pour cet exercice, nous allons nous placer dans le repére (A; AB,AD, AE).

1
H A |1
1

-1 -1
De plus, BE|[ 0 | etBD| 1 | nesont pas colinéaires et forment donc une base du plan (BDE).
1 0

GA-BE=1x(-1)+1x0+1x1=0;
AG-BD=1x(-1)+1x14+1x0=0.

Ainsi, AG est orthogonal aux vecteurs d’une base du plan (BDE); il est donc orthogonal a tous vecteurs de

ce plan.
(AG) est donc orthogonale au plan (BDE).
N -1 N =1l
BlcA(-1]etGH | 0 | donc:
=1 0
GA-GH = (—1) x (=1) 4+ (=1) x 0+ (=1) x 0 = 1.
De plus, N
GA-GH = GA x GH x cos(a) = V3 x 1 x cos(a).
=1
Ainsi,

(@) d'ot ( L) ~ 550
COos(&x) = ou . — arccos S — ~ .
V3

Sl

Corrigé de I'exercice 9.10 page 344

a. D’apres sa représentation paramétrique, un vecteur directeur de la droite D est :

b. Remplagons z, y et z par les coordonnées de B dans la représentation paramétrique de D :

—1=1+2¢
3=2-t¢
0=2+4+2t
On trouve avec t = —1. Il existe donc bien un parametre ¢ qui donne les coordonnées de B, donc B € D.
Y e (-1) (0
c. AB 3—-1 ,soit AB | 2 |. Ainsi,
0—-3 -3
N 0 2
AB - u=| 2 —1]=0x2+42x(-1)+(-3)x2=-2-6=-8
-3 2
2
a. Par construction, @ [ —1 |, vecteur directeur de D, est un vecteur normal au plan P. Donc, d’aprés le
2
cours, une équation cartésienne de P est :
2 —y+2z4+d=0 , d € R.
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De plus, A € P donc ses coordonnées vérifient cette équation :
204 —yYa+224+d=0 <= -2—-14+64+d=0 < d=-3.
Finalement, une équation cartésienne de P est bien :
20 —y+22—-3=0.

b. HeDdonc H(1+2t;2—¢t;2+2t),t €R.
De plus, H € P donc ses coordonnées vérifient 1’équation cartésienne précédente :

1
2xH—yH+22H—3:0<:>2(1+2t)—(2—t)—|—2(2+2t)—3:0<:>t:_§.
Par conséquent, H (1 — 2;2+ £;2— 2), soit H (£;%2;19).

c. AH = \/zH—:L’A) +(y )2+ (zg — z4)?

Gy

53

9

a. H et B sont deux points de la droite D ; par conséquent, H B est colinéaire a tout vecteur directeur de
D, donc & .

A1n81 il existe un réel k tel que HEB = k2.

b. HB=k¥@ < HB T =k¥ -0
s HB ¥ =ku?
— HB T =k|Z|
HB-u
I A
c. A la question 1.c, nous avions trouvé : HB - @ = —8. Ainsi,
L -8 -8
224 (-1)24+22 9
Ainsi,
N 717171-1 ] 2
HB =ku 3—yg | =—=| -1
9
O—ZH 2
gy =18
<~ (3-yg =32
o — 1
o —§-1-1
<~ qyg =3-3=%
16
ZH 9

Dans le tétraedre ABCH, on peut considérer que ACH est une base et que la hauteur relative est (BH) car
B et H sont sur D et que D est orthogonale & P, donc au plan (AHC).

Ainsi, si B représente l'aire du triangle ACH et V le volume du tétraedre ABCH,

3V
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7 16
T+1 15

S —— 9
Or, BH [ ¥ —3 |, soit BH | -
16 169
9 9
N . 2 2
Ainst, BH = /2 ($)°+ (3" =
Dot 8
I xS
B=—2=1
=

L’aire de ACH est donc égale a 1 unité d’aire.

Corrigé de I'exercice 9.11 page 345
Par lectures graphiques, on a :
« AE = 0AB + 0AD + 1AE donc E(0;0;1);
« AF = 1AB + 0AD + 1AE donc F(1;0;1);
« AG = 1AB + 1AD + 14E donc G (1;1;1);
. ﬁ:lﬁJr%EwLOﬁdoncK(l;%; )
7 est orthogonal au plan (EGK) si et seulement si il 'est a deux vecteurs non colinéaires de ce plan.

1 2
e BG|1| - ®B|-2|=1x24+1x(-2)+0x1=2-2=0;
0 1
A 2
e KG[3| W -2|=0x2+3x(-2)+1x1=-1+1=0.
1 1

Ainsi, 7 est orthogonal aux vecteurs EG et K_Cf, non colinéaires donc formant une base du plan (EKG). 1l
est donc normal a ce dernier plan.

D’apres la question précédente, et d’apres le cours, une équation du plan (FKG) est :
2¢ —2y+1z+d=0 ; deR
2

— R
car | —2 | est normal & ce plan.
1

De plus, E € (EGK) sont ses coordonnées doivent vérifier I’équation :
2tp —2yp+2p+d=0 < d=—1.
Finalement, une équation cartésienne du plan (EGK) est donc bien :
2p =2y %=1l =0,
Une représentation paramétrique de la droite (d) orthogonale au plan (EGK) passant par F est de la forme :
r=xp + at
y=yr +bt , teR
z=zp +ct

a
ou U | b | est un vecteur directeur de (d).
c
Comme (d) est orthogonale au plan (EGK), un vecteur directeur est aussi un vecteur normal au plan. On
peut donc prendre % = 7.
Finalement, on trouve :

r=1+4+2t
(d) : y=—2t , teR
z=1+t
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Le point L est l'intersection de (d) et du plan (EGK).
e Le(d) — L(1+2t;-2t;1+1¢),teR.

e Le(EGK) « 2(14+2t) —2(=2t) + (1 +)—1 =0 < t:f%.

5 4 7
Par conséquent, L | = ;=;= |.

9°'9°9
-1 . _%
— 0| soit LF %
—1

air

Ainsi,

[\~]

Reli Sel el o]

©l

SICRONCOR:

L’aire du triangle EF'G est égale a :
2 2’

La distance qui sépare le point K du plan (EFG) est égale & BF, donc a 1.

Ainsi, le volume du tétraedre EFGK est :

1 1 1
V=-x_-x1l=_.
2 2 6
m Le volume du tétraedre FFGK est aussi égal a :
1 1
V=-=-xB x FL.
63 EGK
Donc,
3xd '3
Beax = —52° =7
3
m Placons les nouveaux points pour mieux y voir :
H, G
1 P
: AN
! \\
o L
C
BRI By
BENNY -
| Mg
| ~
R RREEEEE S & BP N,
// D S
/ K
A B

1
Ainsi, PM N est une réduction de EGK de facteur 2 donc :

N2
Bpun = (2> X Beak

et donc le volume du tétraedre PMNF est :
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ﬂPrincipes de base

La combinatoire est la partie des mathématiques qui permet d’étudier les diverses configurations de sous-ensembles d’élé-
ments d’un ensemble fini.

Les dénombrements permettent d’énumérer le nombre de configurations possibles de ces sous-ensembles.

P Cardinal d’un ensemble

Définition 44

Le cardinal d’'un ensemble A est le nombre d’éléments contenus dans A.

On le note :
Card(A).

Exemple 60

Si A désigne I'ensemble des cartes qui constituent un jeu de 32 cartes alors Card(A) = 32.

Définition 45

On dit qu'un ensemble A est fini si Card(A) est un entier naturel.

P Principe additif

Propriété 66

Soient A et B deux ensembles finis disjoints, c’est-a-dire n’ayant aucun élément commun, tels que Card(A) = n et
Card(B) = m. Alors, le nombre de fagons de prendre un élément dans A ou un élément dans B est égal & n + m.

Exemple 61

Dans ma bibliotheque, il y a 20 romans et 10 bandes dessinées.
Je peux donc y choisir un livre de 20 + 10 = 30 facons différentes.

b Principe multiplicatif

Propriété 67

Soient A et B deux ensembles finis tels que Card(A4) = n et Card(B) = m.
Le nombre de fagons de prendre un élément dans A et un élément dans B est égal a n x m.

Exemple 62

Dans ma bibliotheque, il y a 20 romans et 10 bandes dessinées.
Je souhaite prendre un livre de chaque sorte. Il y a donc 20 x 10 = 200 possibilités.

358



Le principe multiplicatif peut se représenter sous la forme d’un arbre des possibilités :

b1
ay : m possibilités
bm
n X m possibilités
by
an . m possibilités
——

n possibilités

On peut aussi considérer un tableau & n colonnes et m lignes : il comporte n x m cellules.

ﬂ Dénombrement

b Factorielle

Définition 46

La factorielle d’'un nombre entier n est le nombre :

nl=1x2x3x4x---x(n—1)xn.

Exemple 63
Bl=1x2x3x4x5=120.

P Permutation

Définition 47

Soit F un ensemble a n éléments, n € N*.
Une permutation de E est une liste ordonnée ('ordre compte) composé des n éléments de E contenant une fois
chacun des éléments de E.

Exemple 64
Si E ={1;2;3} alors F = (2;3;1) est une permutation de E.

Remarque 64

FE est une permutation de F.
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Propriété 68

Il y a n! permutations d’un ensemble & n éléments.

bp—uplet (ou p-liste)

Définition 48

Soient n et p deux entiers naturels non nuls et soit £ un ensemble a n éléments.
Un p-uplet (ou une p-liste) de E est une liste ordonnée de p éléments pris parmi les n éléments de E.

Exemple 65

Un digicode & 4 chiffres est un 4-uplet de ’ensemble {0; 1;2;3;4;5;6;7;8;9}.
Le 4-uplet (1;1;1;0) est différent du 4-uplet (0;1;1;1).

Propriété 69

Le nombre de p-uplets pris dans un ensemble & n éléments est égal a nP.

Exemple 66

Il y a 10* = 10 000 possibilités pour un digicode composé de 4 chiffres.

b Arrangement

Définition 49

Soient n et p deux entiers naturels non nul, et soit £ un ensemble a n éléments.
Un arrangement de p éléments de E est un p-uplet d’éléments distincts.

Exemple 67

Le podium d’une course a 20 participants est un arrangement constitué du premier arrivé, puis du deuxieme et enfin
du troisieme.

Propriété 70

Le nombre d’arrangements de p éléments pris dans un ensemble a n éléments est :

n!

Exemple 68
A3y =20 x 19 x 18 = 6 840.

Il y a donc 6 840 podiums possibles pour une course a 20 participants.
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Définition 50

Soient n et p deux entiers naturels non nuls tels que p < n, et soit £ un ensemble a n éléments.

Une combinaison de p éléments de E est un ensemble non ordonné a p éléments distincts pris parmi les n éléments
de E.

Exemple 69

Sur un jeu de 32 cartes, une main de 5 cartes est une combinaison.

Propriété 71

Le nombre de combinaisons de p éléments d’un ensemble F a n éléments est égal a :

(n>_Ag nl nn—1)--(n—p+1)

p)  p pln-p! p!

Exemple 70

32  32x31x---x(32-5+1)

5 5!
Il y a donc 201 376 mains de 5 cartes possibles sur un jeu de 32 cartes.

Propriété 72

Pour tous entiers naturels n et p tels que p < n et n #£ 0,

2 (6) =7

k=0

= 201 376.

Propriété 73 (relation de Pascal)

Pour tous entiers naturel n et p tels que p < n et n # 0,
G)-Goa)+ ()
= + .
p p—1 P

n
De la propriété 73, on déduit un tableau regroupant les différentes valeurs de (
p

> suivant les valeurs de n et p : c’est le

triangle de Pascal.

0
1
2
3
4
5%
6

Début du triangle de Pascal
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Pour construire et afficher un triangle de Pascal, on peut utiliser le programme Python suivant :

Code Python 10-29

1 def trianglePascal(n):

2 T = [[0] * (n+1) for p in range(n+1)]
3 for n in range(n+1):

4 if n ==

5 T[n]l[0] =1

6 else:

7 for k in range(n+1):

8 if k == 0:

9 T[nl[0] =1

10 else:

11 T[n] (k] = T[n-1] [k-1] + T[n-1][k]
12 return T

13

14

15 T = trianglePascal(15)

16

17 for i in range(len(T)):

18 print (T[i] [:i+1])

Pour résumer, on retiendra le tableau suivant :

Ordre Modele Exemples Formules

. tirage sans
Permutation oul 8¢ anagramme nl
‘ remise
. tirage avec
ia oui . digicode nP
p-liste remise &
- oui tirage sans di a n
Arra,ngen]ent AP . podium d'une course
n remise |
(n—p)!
. . . |
e n tirage sans main dans un jeu de n
Combinaison non . l( _ )l
D remise cartes p:(n—p):

362



Exercices types

Exercice type 38 » principes additifs et multiplicatifs

Pour chacune des questions suivantes, indiquer le principe de dénombrement & utiliser et effectuer le calcul.
La carte d’un restaurant propose 5 entrées différentes, 4 plats et 3 desserts.
a. Luc n’a pas le temps de faire un repas complet : il prend soit une entrée, soit un plat, soit un dessert.
Combien de choix a-t-il 7
b. Virginie a le temps de prendre une entrée, un plat et un dessert.
Combien de menus différents peut-elle composer ?

Dans une classe de 35 éleves, 20 étudient ’allemand, 15 ’espagnol et 8 aucune de ces deux langues.
Combien d’éleves étudient ’allemand et 1’espagnol ?

a. On utilise ici le principe additif : Luc choisit une entrée ou un plat ou un dessert. Il a donc :
5+ 4 + 3 = 12 choix possibles.

b. Un menu est un produit cartésien des ensembles { entrées }, { plats } et { desserts }. Il y a donc :

5 x 4 x 3 = 60 menus possibles.

I’ensemble de la classe est un ensemble C.
Les éleves faisant allemand constituent un ensemble A.
Les éléves faisant espagnol constituent un ensemble E.
Les éléves ne faisant ni allemand ni espagnol constituent un ensemble R.
On a alors : Card(C) = Card(A) 4+ Card(E) — Card(AN E) + Card(R)
35=20+15—Card(ANE)+38
= Card(ANE)=35—-35+8=28.

Exercice type 39 » reconnaitre le modele combinatoire

Un code secret pour un coffre-fort est composé de 4 chiffres, chacun pouvant étre de 0 a 9.
Combien de codes différents peut-on créer ?

Cing amis (Alice, Bob, Charles, David, Eve) veulent s’asseoir sur un banc de 5 places.
Combien de facons différentes peuvent-ils s’asseoir ?

Dans une course de 10 athletes, seuls les 3 premiers seront récompensés.
Combien de podiums différents peut-on obtenir ?

Un professeur doit choisir 3 éleves parmi 25 pour former un groupe de travail.
Combien de groupes différents peut-il former ?

Le code secret est un 4-uplet d’un ensemble & 10 éléments (10 chiffres).
Il y a donc 10* = 10 000 codes possibles.

1l s’agit ici d’une permutation d’un ensemble a 5 éléments. Il y a donc 5! = 120 possibilités.

Il s’agit ici d’un arrangement de 3 éléments d’un ensemble a 10 éléments.
Il 'y a donc A3, = 10 x 9 x 8 = 720 podiums possibles.

L’ordre ne compte pas ici, donc il s’agit d’'une combinaison de 3 éléments dans un ensemble a 25 éléments.

2
Il y a donc ( 35> = 2 300 groupes possibles.
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Exercices

Principe additif et principe multiplicatif

Exercice 10.1 (I'imprimeur)
Un imprimeur doit imprimer des calendriers pour une méme société tous les ans. Afin de réduire ses cofits, il
décide de créer tous les modeles possibles la méme année.
Combien de pages différentes doit-il confectionner pour le mois de janvier ?

Combien de pages différentes doit-il confectionner pour le mois de février ?

Solution page 371

Exercice 10.2 (au restaurant)

Un restaurant propose a sa carte un menu ou il faut choisir une entrée, un plat et un dessert.
Sont proposés trois entrées, six plats et 2 desserts.
Combien de repas différents peut-on constituer 7
Solution page 371

Exercice 10.3 (dans la bibliothéque)

Dans la bibliotheque de Gaspard, il y a 20 polars, 7 livres sur 'art et 5 livres sur les routards.
Il souhaite ne prendre que deux livres de catégories différentes.
Combien de possibilités a-t-il 7
Solution page 371

Exercice 10.4 (coordonnées aléatoires)

Voici un programme Python qui permet de choisir au hasard les coordonnées d’un point dans le plan muni d’un
repere :

Code Python 10-30

1 from random import randint
2 x = randint(-10,10)
3 y = randint(-10,10)

Combien de coordonnées peut-on obtenir ?
Solution page 371

Exercice 10.5 (nombres a 6 chiffres)

Combien y a-t-il de nombres entiers a 6 chiffres?
Combien de nombres entiers a 6 chiffres comportent des chiffres tous distincts ?
Combien existe-t-il de nombres entiers a 6 chiffres dont les chiffres consécutifs sont de parité différente ?

Solution page 371
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Arrangements, permutations, combinaisons et p-uplets

Exercice 10.6 (QCM)

Dans chacune des questions suivantes, quatre propositions de réponses sont faites, dont une seule est exacte.
Laquelle 7

Ludwig a pris quarante-cinq photos de son voyage en Allemagne et veut en imprimer cing pour les mettre
dans un cadre. Le nombre de possibilités de cadres pouvant étre obtenu est :

a. 5% b. 45° c. (¥) d. A3

D’une urne contenant cinquante boules numérotées de 1 a 50, on en extrait dix sans les remettre. On note
les numéros ainsi obtenus sur un papier de sorte a avoir une suite. Le nombre de suites possibles est :

a. 10%° b. 50 c. (50 d. AL

Dans le jeu télévisé « Des chiffres et des lettres », on demande huit fois aux candidats de choisir au hasard
s’il veulent une voyelle ou une consonne. Le nombre de « mots » possibles a I’issue de ces huit choix est :

a. 26! b. 268 c. (%) d. A§;
Le nombre d’anagrammes du mot « STYLO » est :
a. 5! b. 5° c. (26) d. A3

Solution page 372

Exercice 10.7 (nombres de nombres binaires)

© =

Un octet est une suite de huit chiffres (appelés bits), chacun pris dans Pensemble {0;1}, comme par exemple :
01101001.
Combien y a-t-il d’octets différents ?

Solution page 372

Exercice 10.8 (mots de passe)

O =

Sur une plateforme numérique interne d’une société, on impose aux salariés la composition de leur mot de passe :
il faut que ce dernier comporte :

o une lettre non accentuée prise dans l’alphabet latin (comportant 26 lettres), en majuscules ou minuscules ;
e un symbole parmi : « §», « #», « & », « 7 » et « ! »;
o un chiffre compris entre 0 et 9 (inclus).

Le mot de passe est donc composé de trois caractéres (comme : « Z#0 »).
Combien de mots de passe peuvent ainsi étre créés?
Solution page 372

Exercice 10.9 (tournoi sportif)

Lors d’un tournoi sportif, 12 équipes doivent affronter une fois les 11 autres.
Combien de matches doit-on organiser ?

© =

Solution page 372
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Un joueur dispose de cinqg cartes prises parmi 52. On dit que c’est une main de cinq cartes.

Exercice 10.10 (mains d'un jeu de cartes)

Combien de mains existent-il 7
Combien de mains ayant exactement un Roi existent-t-il 7
Combien de mains ayant exactement 2 Piques existent-il ?

Combien de mains ayant exactement 2 Piques et 1 Cceur existent-il ?

Solution page 373

Quatre garcons et trois filles doivent s’asseoir en ligne sur sept chaises.

Exercice 10.11 (s’asseoir sur les chaises)

De combien de fagons peuvent-ils s’asseoir ?
Meéme question si les gargons et les filles doivent rester groupés.

Meéme question si les gargons et les filles doivent étre disposés de fagon alternée.

Solution page 373

Exercice 10.12 (le congreés des gens polis)

Chaque année, I’association des gens polis de Paris organise un congres et comme chaque année, tous les partici-
pants doivent se serrer la main qu’une seule fois.
Cette année, il y a 50 participants.
Combien de poignées de mains vont étre données 7
Solution page 373

Un clavier comporte neuf touches : 1, 2, 3, 4, 5, 6, A, B et C.
Un code obtenu a 'aide de ce clavier est une suite d’une lettre et de trois chiffres.

Exercice 10.13 (le clavier a neuf touches)
Combien de codes différents peut-on former 7

Combien y a-t-il de codes sans le chiffre « 1 » 7

Combien y a-t-il de codes comportant au moins une fois le chiffre « 1 » ?

Combien y a-t-il de codes comportant des chiffres distincts ?

Combien y a-t-il de codes comportant au moins deux chiffres identiques ?

Solution page 374

Exercice 10.14 (nombre de mots)

Un programme permet de générer un mot de 1 a 10 lettres en choisissant aléatoirement chacune des lettres dans
un alphabet comportant 26.

Déterminer un ordre de grandeur du nombre de mots possibles.
Solution page 374
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Exercice 10.15 (réponses possibles a un QCM)

Un QCM est composé de 20 questions. Chacune d’elles propose 4 réponses possibles, dont une seule est correcte.
Un - e éléve répond au hasard a toutes les questions.

Combien y a-t-il de fagons de répondre a ce QCM ?
Combien y a-t-il de possibilités ou exactement 5 réponses sont correctes ?
Combien y a-t-il de possibilités ot au moins 10 réponses sont correctes ?

Quelle est alors la probabilité d’avoir au moins 10 bonnes réponses en répondant au hasard a chacune des
questions de ce QCM 7

Solution page 375

Exercice 10.16 (les groupes d’échecs)

Roméo et Juliette sont dans une équipe d’échecs composée de 15 personnes (dont elles).
Pour participer a un grand concours, un groupe de 6 personnes doit étre formé.

Combien de groupes différents peut-on former ?
Combien de groupes contenant Roméo et Juliette peut-on former ?
Combien de groupes ne contenant que Roméo ou que Juliette peut-on former ?

Solution page 375

Exercice 10.17 (le jeu du Tarot)
Un jeu de tarot contient 78 cartes :
o 21 atouts,
o la carte que l'on appelle I’ezcuse,

o 14 cartes de chacune des 4 couleurs (coeur, pique, treéfle et carreau).

Combien de tirages simultanés de six cartes d’un tel jeu peut-on obtenir contenant deux atouts et quatre
trefles ?

Combien de tirages simultanés de six cartes d’un tel jeu peut-on obtenir contenant exactement un atout et
au moins trois as?

Solution page 375

Exercice 10.18 (une puce sur une grille)

Une puce se trouve sur une grille n X p en bas a gauche et compte rejoindre le point le plus a droite en haut en
utilisant un chemin de distance minimale (donc de longueur n + p).

Combien y a-t-il de chemins possibles ? Solution page 376
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Exercice 10.19 (alternance entre pairs et impairs)

Une urne contient 2n boules numérotées de 1 a 2n qu’on tire successivement sans remise.
Combien de tirages peut-on faire pour lesquels un numéro pair est toujours suivi d’'un numéro impair et un
numéro impair d’'un numéro pair ?

© &

Solution page 376

Exercice 10.20 (n urnes)

On dispose de n urnes numérotées de 1 a n dont chacune peut accueillir autant de boules que 1’on veut.
De combien de maniéres peut-on y ranger p boules indiscernables 7

08

Solution page 376

Exercice 10.21 (formule de Vandermonde)

VneN, kz:;] (Z>2 = (2:>

On pourra pour cela considérer (x + 1)2" et son développement.

08

Montrer que :

Solution page 377

Exercice 10.22 (anagrammes)

ol

Combien d’anagrammes y a-t-il au mot « ABYME » 7

Combien d’anagrammes différentes y a-t-il au mot « NAPPE » 7

Combien d’anagrammes différentes y a-t-il au mot « KAYAK » 7

Combien d’anagrammes différentes y a-t-il au mot « UBUESQUE » ?
Solution page 377

Exercice 10.23 (nombre d’atomes)

H

On estime & 107 le nombre d’atomes dans 1'Univers visible.
Combien de cartes différentes devrait avoir un jeu pour que le nombre de permutations possibles dépasse cette
valeur 7 Conseil : n’ayez pas peur de prendre des initiatives!

©

Solution page 378

Exercice 10.24 (constituer des groupes)

De combien de fagons peut-on partager 12 personnes en trois groupes, un groupe de 2 et deux groupes de 57
E Méme question avec trois groupes de 4 personnes.

Solution page 379
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Objectif bac

Exercice 10.25 (Extraits de divers sujets 2025)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.
Chaque réponse doit étre justifice. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

Soient E et F les ensembles : E = {1;2;3;4;5;6;7} et F' = {0;1;2;3;4;5;6;7;8;9}.

Affirmation 1 : il y a davantage de 3-uplets d’éléments distincts de E' que de combinaisons a 4 éléments
de F.

Dans une classe de terminale, il y a 18 filles et 14 garcons.
On constitue une équipe de volley-ball en choisissant au hasard 3 filles et 3 gargons.
Affirmation 2 : il y a 297 024 possibilités pour former une telle équipe.

Lorsqu’une personne achete son billet en ligne, un code de validation lui est envoyé par SMS afin qu’elle
confirme son achat.

Ce code est généré de facon aléatoire et est constitué de 4 chiffres deux a deux distincts, le premier chiffre
étant différent de 0.

Affirmation 3 : le nombre de codes différents pouvant étre générés est 5 040.

Deux équipes de footballeurs de 22 et 25 joueurs échangent une poignée de main a la fin d’'un match. Chaque
joueur d’une équipe serre une seule fois la main de chaque joueur de I’ autre équipe.

Affirmation 4 : 47 poignées de mains ont été échangées.

Une course oppose 18 concurrents. On récompense indistinctement les trois premiers en offrant le méme
prix a chacun.
Affirmation 5 : il y a 4 896 possibilités de distribuer ces prix.

g Une association organise une compétition de course de haies qui permettra d’établir un podium (le podium
est constitué des trois meilleurs sportifs classés dans leur ordre d’arrivée). Sept sportifs participent au
tournoi. Jacques est I'un d’entre eux.

Affirmation 6 : il y a 90 podiums différents dont Jacques fait partie.

Une anagramme d’un mot est le résultat d’une permutation des lettres de ce mot.
Exemple : le mot BAC possede 6 anagrammes : BAC, BCA, ABC, ACB, CAB, CBA.
Affirmation 7 : le mot EULER possede 120 anagrammes.

Solution page 380
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Exercice 10.26 (Extrait du sujet 2 d’Afrique du sud, novembre 2025)

On considére I’ensemble des nombres entiers relatifs non nuls compris entre —30 et 30 ; cet ensemble peut s’écrire
ainsi :
{-30; —29; —28;...;—1;1;...;28;29;30}.
Il comporte 60 éléments.
On choisit dans cet ensemble successivement et sans remise un entier relatif a puis un entier relatif c.
Combien de couples (a;c) différents peut-on ainsi obtenir ?
On consideére I’événement :
M : « Péquation az? + 22 + ¢ = 0 possede deux solutions réelles distinctes »,

ou a et ¢ sont les entiers relatifs précédemment choisis.
Montrer que ’événement M a lieu si et seulement si ac < 1.
Expliquer pourquoi I'événement contraire M comporte 1 740 issues.

Quelle est la probabilité de I’événement M ? On arrondira le résultat & 1072,
Solution page 381

369


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=10.25
https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=10.26

Exercice 10.27 (événement d’une entreprise)

Une entreprise organise un événement ou 8 personnes sont invitées, dont 4 hommes et 4 femmes. On cherche a
former des groupes et des équipes pour différentes activités.

Partie A : formation d’un groupe

Combien de manieres différentes peut-on former un groupe de 5 personnes parmi les 8 personnes invitées,
sans distinction de sexe?

Combien de maniéres différentes peut-on former un groupe de 5 personnes qui contient exactement 3 hommes
et 2 femmes?

Partie B : ordre et sélection

Lors d’un jeu, 3 personnes sont sélectionnées parmi les 8 invitées et elles doivent étre classées en fonction de leur
performance.

Combien de fagons différentes peut-on choisir et classer ces 3 personnes ?

Dans combien de cas le classement est composé de 2 femmes et 1 homme ?

Partie C : organisation d’une activité

Pour une autre activité, 3 personnes sont tirées au sort parmi les 8 invités, mais cette fois ’ordre dans lequel elles
sont choisies importe.

Combien de listes ordonnées (p-uplets) de 3 personnes peut-on former parmi les 8 invités ?

Quelle est la probabilité que les 3 personnes choisies soient toutes des femmes ?

Partie D : cas pratique

L’organisateur veut constituer une équipe de 4 personnes, mais avec certaines contraintes :
e L’équipe doit comporter au moins une femme.
e L’ordre n’a pas d’importance dans la composition de cette équipe.

Combien de facons différentes peut-il former une telle équipe ?
Solution page 382
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Exercice 10.28 (regroupement de personnes)

Les habitants d’un village sont classés en trois catégories différentes, notées A, B et C.
On constitue un groupe de 12 personnes prises au hasard sur un total de 30 personnes qui ont bien voulu se
réunir. Dans le groupe de 30 personnes,

o 7 sont de la catégorie A,
o 15 sont de la catégorie B,
« 8 sont de la catégorie C.

Combien de groupes de 12 personnes peut-on constituer parmi les 30 personnes qui se sont réunies ?

E Combien de groupes de 12 personnes peut-on former avec une seule personne de la catégorie A et cing
personnes de la catégorie C?

Solution page 383
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Corrigé de I’exercice 10.1 page 364

Le mois de janvier peut commencer par « Lundi », « Mardi », ... ou « Dimanche », soit 7 possibilités.
L’imprimeur doit donc imprimer 7 pages différentes pour le mois de janvier.

Le mois de février comporte 28 ou 29 jours; il y a donc deux types de pages a créer :

e pour les mois & 28 jours, il doit créer 7 pages différentes (car le mois peut commencer par 7 jours
différents) ;
e pour les mois a 29 jours, il doit aussi créer 7 pages différentes.

Finalement, il doit créer 7 + 7 = 14 pages différentes.

Corrigé de I'exercice 10.2 page 364
Il y a 3 entrées possibles, 6 plats possibles et 2 desserts possibles, donc il y a 3 X 6 X 2 = 36 repas différents.

Corrigé de I'exercice 10.3 page 364
On utilise le principe multiplicatif pour chaque couple possible (ot 'ordre ne compte pas).

o Ily a 20 x 7 = 140 possibilités pour les couples polars/art ;
o Ily a 20 x5 =100 possibilités pour les couples polars/routards;
o Il'ya7x5 =235 possibilités pour les couples art/routards.

Ensuite, on applique le principe additif : on a le choix entre les couples polars/art ou polars/routards ou art/routards,
ce qui fait : 140 4+ 100 + 35 possibilités.

A Attention 17

Le mot « OU » correspond & une addition ;
Le mot « ET » correspond a une multiplication.

Corrigé de I'exercice 10.4 page 364
Ce programme choisit au hasard un nombre entier entre —10 et 10 (inclus). Il y a donc 21 possibilités pour = et

pour y.
Le nombre total de possibilités est donc 21 x 21 = 441.

Corrigé de I'exercice 10.5 page 364

De 100 000 & 999 999, il y a 9 x 10° = 900 000 nombres.
Il y a en effet 9 possibilités (de 1 & 9) pour le premier chiffre, puis 10 possibilités (de 0 & 9) pour les 5 autres
chiffres.

On souhaite que les 6 chiffres soient tous distincts.

Il y a 9 choix possibles pour le premier chiffre (de 1 & 9), puis 9 choix possibles pour le deuxiéme chiffre (de
0 & 9 sans le chiffre choisi en premier), puis 8 choix possibles pour le 3¢ chiffre, etc.

D’apres le principe multiplicatif, il y a donc 9 x 9 x 8 x 7 x 6 x 5 = 136 080 nombres possibles.
‘i‘ e Si le premier chiffre est pair : on a le choix entre 2, 4, 6 ou 8, donc 4 possibilités.
Pour le deuxiéme chiffre, on a le choix entre 1, 3, 5, 7 ou 9, donc 5 possibilités.
Pour le troisiéme chiffre, on a le choix entre 0, 2, 4, 6 ou 8, soit 5 possibilités.
etc.
Il'y a donc 4 x 5° = 12 500 nombres possibles.
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e Si le premier chiffre est impair : on a le choix en 1, 3, 5, 7 et 9, donc 5 possibilités.
Pour les 5 autres chiffres, on a aussi le choix entre 5 chiffres.
Il y a donc 5% = 15 625 nombres possibles.
Ainsi, en tout, il y a 12 500 + 15 625 = 28 125 nombres possibles.

Corrigé de I'exercice 10.6 page 365

Réponse (c). En effet, on choisit 5 éléments d’un ensemble de 45 éléments et 1'ordre ne compte pas. Le
nombre de sous-groupes de 5 éléments possibles est donc ( 5 )

Réponse (d). En effet, on choisit 10 éléments d’un ensemble de 50 éléments et 'ordre compte. Il s’agit donc
d’un arrangement. Le nombre de sous-groupe de 10 éléments possibles est donc ALJ.

Réponse (b). En effet, il y a 26 possibilités pour la premiére lettre, puis 26 pour la deuxiéme, etc. jusqu'a
26 possibilités pour la huitieme. Il y a donc 262 possibilités d’issues. Les issues sont des 8-uplets.
Autre solution plus intuitive : on peut énumeérer tous les cas.

« 0 voyelle et 8 consonnes : il y a 20% possibilités.
8
« 1 voyelle et 7 consonnes : 6' x 207 x (1) (le coefficient binomial est 1& pour dire que I'on peut mettre
la voyelle en 8 positions différentes) ;

8
« 2 voyelles et 6 consonnes : 62 x 20° x <2> g

' 8
- 8 voyelles et 0 consonne : 6% x 20° x (8>

Le nombre total de possibilités est donc la somme :

8
> 6k x 2087F x (2) = (6 + 20)8
k=0

d’aprés la formule du binéme de Newton. On arrive au méme résultat que précédemment, & savoir 268.

Réponse (a). Il s’agit de compter le nombre d’anagrammes d’un mot ot chaque lettre n’apparait qu'une
seule fois, donc il y en a n!, o n est le nombre de lettres (donc ici : 5!).

Corrigé de I’exercice 10.7 page 365
Un octet est composé de huit bits et il y a deux possibilités pour un bit : 0 ou 1.
Il y a donc 2% = 256 octets possibles.

Corrigé de I'exercice 10.8 page 365

Il y a 2 x 26 = 52 lettres possibles (si on compte les majuscules et les minuscules).

Ensuite, il y a 5 possibilités pour le symbole et enfin, 10 possibilités pour le chiffre pris parmi les dix disponibles.
Il y a donc 52 x 5 x 10 = 2 600 possibilités pour un « mot » de trois caracteres.

Il faut ensuite dénombrer les permutations du mot : il y en a 3! = 6.

Ainsi, il y a 6 x 2 600 = 15 600 mots de passe possibles.

Corrigé de I’exercice 10.9 page 365

L’équipe 1 doit affronter 11 équipes; il y a donc 11 matches a prévoir pour cette équipe.

L’équipe 2 doit affronter 10 équipes en plus de 1’équipe 1 déja comptée précédemment : 10 matches.
L’équipe 3 doit affronter 9 équipes en plus des équipes 1 et 2 déja comptées : 9 matches.

Etc.
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On voit alors que 'on doit prévoir 11 +104+9+---+1

11X 12

5 = 66 matches.

2

12
Autre fagon de voir : il faut constituer des sous-ensembles de 2 équipes prises parmi les 12 : il y a ( > = 66

facons de procéder.

Corrigé de I'exercice 10.10 page 366

On choisit 5 cartes parmi 52 et ’ordre ne compte pas. Il s’agit donc ici d’une combinaison.

Ty a donc (22 52 2 598 960 mai ibl
a donc = - = malins possibles.
Y 5) " 51(52—5)! 2

On impose dans cette question le fait qu’il y ait un Roi. Comme 'ordre ne compte pas, on peut considérer
que la premiére est un Roi (il y a 4 choix possibles car il y a 4 Rois dans un jeu de cartes). Nous voulons
exactement un Roi; par conséquent, il ne faut pas qu’il y en ait parmi les autres cartes : on choisit donc 4
cartes parmi les 52 — 4 = 48 cartes qui ne sont pas des Rois.

4
Ainsi, il y a 4 X ( 48) = 778 320 mains comportant exactement un Roi.

Nous souhaitons ici exactement deux Piques. Comme l'ordre ne compte pas, on peut considérer que ce sont
13
les deux premieres cartes. Il y a 52 +-4 = 13 Piques donc il y a ( 9 ) possibilités pour ces deux cartes. Pour

les 3 autres cartes, il faut les choisir parmi les 52 — 13 = 39 cartes restantes qui ne sont pas des Piques.

13
Ainsi, il y a <

39
9 > X (3) = 712 842 mains possibles contenant exactement 2 Piques.

Nous souhaitons ici 2 Piques et 1 Coeur. Selon le méme principe que celui utilisé dans la question précédente,
on peut dire que le nombre de mains comportant exactement 2 Piques et 1 Coeur est égal a :

13 13 26
<2) X <1> X (2) = 329 550.
N—— N~ N~

2 Piques 1 Coeur 2 autres

Corrigé de I'exercice 10.11 page 366

Il y a 7 personnes & permuter donc il y a 7! = 5 040 fagons de s’asseoir.

Il y a deux groupes (filles et gargons), donc 2 fagons de les disposer. Dans le groupe des filles, il y a 3! fagons
de les disposer et dans le groupe des gargons, il y en a 4!.

Il y a donc 2 x 3! x 4! = 288 facons de s’asseoir.

Dans cette question, deux garcons ne peuvent pas étre a coté, et deux filles non plus.

Imaginons que les chaises soient numérotées de 1 a 7. Supposons que les garcons s’assoient sur les chaises avec
un numéro impair : il y a 4! fagons de les disposer. De méme, il y a 3! fagons de disposer les filles sur les
chaises dont le numéro est pair.

Au final, il y a 4! x 3! = 144 facons de les asseoir.

Corrigé de I'exercice 10.12 page 366
Il y a deux fagons de raisonner pour cet exercice.

Raisonnement combinatoire.
Le nombre de poignées de mains est égal au nombre de sous-ensembles & deux éléments que I'on peut former

dans un ensemble a 50 d’éléments, & savoir (52()) =1 225.

Il y a donc 1 225 poignées de mains.
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o Analyse numérique.

Le premier participant peut serrer la main a 49 personnes. Ensuite, le deuxiéme peut serrer la main aux 48
personnes restantes. Le troisieme peut serrer la main aux 47 autres, etc. jusqu’aux deux derniéres personnes
qui ne peuvent donner qu’une poignée de mains.

Il'y a donc 49 + 48 + 47 + - - - + 2 + 1 poignées de mains possibles. Or,

n(n—i—l)'

14+24+3+ - +n=——>

49 x 50
Il y a donc % =1 225 poignées de mains.

Corrigé de I'exercice 10.13 page 366

‘ 1 ‘ Il y a 3 lettres possibles pour la premiére entrée (le premier caractére du code) et on a le choix entre 6 chiffres
pour chacun des 3 chiffres suivants.

Il y a donc 3 x 63 = 648 codes possibles.

Il y a toujours 3 lettres possibles pour la premiere entrée, puis 5 choix possibles pour chacun des 3 autres
entrées.

Il y a donc 3 x 5% = 375 codes sans « 1 ».

Il y a encore 3 lettres possibles pour la premiére entrée. Ensuite, on peut raisonner par contradiction : nous
avons vu aux questions précédentes qu’il existe 375 codes sans le chiffre « 1 » et qu’il y a 648 codes possibles.

Il y a donc 648 — 375 = 273 codes ayant au moins un chiffre « 1 ».

Il y a 3 lettres possibles pour la premiere entrée, et il faut compter le nombre d’arrangements de 3 éléments
pris parmi 6 pour avoir un code ou tous les chiffres sont distincts (’ordre compte et on peut assimiler ceci a
un tirage sans remise, ce qui justifie que c’est bien un arrangement).

6!
Ily adonc 3 x A =3 x 3= 360 codes possibles oti tous les chiffres sont distincts.

Ici encore, on raisonne par contradiction : le contraire de I’événement « le code comporte au moins deux
chiffres identiques » et I’événement : « le code comporte des chiffres distincts ».

Il y a donc 648 — 360 = 288 codes comportant au moins deux chiffres identiques.

Corrigé de I'exercice 10.14 page 366
e Si le mot généré ne contient qu’'une lettre alors il y a 26 possibilités.
« Sile mot contient deux lettres alors il y a 262 possibilités.

« Si le mot contient trois lettres alors il y a 262 possibilités.
« Si le mot contient dix lettres alors il y a 2610 possibilités.

Ainsi, le nombre total de mots possibles est :
26 +26% 4 26° + - - - +26'°.

Pour rappel, si (u,) est une suite géométrique de raison g # 1 alors :
qn+1 -1
Uy +up +ug + -0 F Uy = Ug X ﬁ

La somme que nous souhaitons calculer est la somme des premiers termes de la suite géométrique (u,,) de premier
terme ug = 26 et de raison ¢ = 26. Ainsi,

2610 — 1
26— 1
~ 1,5 x 10

26 + 262 + 262 + - - - + 2610 = 26 x
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Corrigé de I'exercice 10.15 page 367

Il y a 4 fagons de répondre pour chacune des 20 questions. C’est un 20-uplet sur un ensemble a 4 éléments
(les 4 propositions).
Donc il y a 420 =1 099 511 627 776 facons de répondre & ce QCM.

Dans cette question, il ne doit y avoir que 5 bonnes réponses; celles-ci peuvent étre en n’importe quelles
20
positions parmi les 20 questions. Il y a donc ( 5 ) possibilités pour ces 5 réponses correctes.

Les 15 autres questions doivent étre fausses; il y a donc 3 choix possibles pour chacune des 15 questions
restantes, soit 3'° possibilités.

20
D’aprés le principe multiplicatif, il y a alors ( . ) x 31 facons de répondre pour avoir 5 bonnes réponses.

20
D’apres ce que nous avons dit a la question précédente, il y a ( k) x 320=F facons de répondre pour avoir k

bonnes réponses.
D’apres le principe additif, le nombre de fagons de répondre afin d’avoir au moins 10 bonnes réponses est égal
a:

20 20
Z <k> x 320—F — 15 244 087 642.
k=10

La probabilité d’avoir au moins 10 bonnes réponses en répondant au hasard a chacune des questions de ce

QCM est donc égale a :
15 244 087 642

1099 511 627 776

~ 0,014

Corrigé de I’exercice 10.16 page 367

‘ 1 ‘ On doit ici constituer un groupe de 6 personnes prises parmi les 15; c¢’est donc une combinaison. Il y a donc

1
( 65> = 5 005 groupes possibles.

Romeéo et Juliette doivent nécessairement étre dans le groupe, donc cela revient a constituer un groupe de 4
éleves (en plus de Roméo et Juliette) parmi les 15 — 2 = 13 éléves restants.

13
Il y a donc (4 > = 715 groupes possibles.
‘ 3 ‘ On ne souhaite ici dénombrer que les groupes ne contenant que Roméo et les groupes ne contenant que Juliette.

2 13
Pour les groupes ne contenant que Roméo ou Juliette, il y en a <1> = 2. Il y a ensuite < 5 ) facons de placer

13

2
les 13 autres personnes. Il y a donc <1> X ( 5

> = 2 574 groupes ne contenant que Roméo ou que Juliette.
Corrigé de I'exercice 10.17 page 367

Deux atouts et quatre trefles.

21 14
Ici, nous sommes dans un schéma classique : il y a ( 9 ) possibilités de choisir deux atouts et < 4 ) possibilités

R x 14 =210 210
2 4 )

de choisir quatre trefles.
il y a donc :

tirages possibles.
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Exactement un atout et au moins trois as.

o Nombre de tirages contenant exactement un atout et exactement 3 as :

21 4\ (78 —21 -4
(Yo () (P2 c s

o Nombre de tirages contenant eractement un atout et eractement 4 as :

(1) -

Il y a donc 115 752 + 1 113 = 116 865 tirages correspondant a ce que 1’on veut.

Corrigé de I'exercice 10.18 page 367

Symbolisons par « D » le mouvement de la puce qui consiste a se déplacer vers la droite d’une unité, et par « H »
le déplacement d’une unité vers le haut.

Le mouvement final est donc représenté par une succession de n + p « D » et « H », comme par exemple :
« DDHDHHDD » pour représenter le déplacement donné en exemple :

La question revient donc a trouver le nombre d’anagrammes de ce « mot » de n + p lettres.
D’apres la méthode donnée dans le corrigé de I'exercice 10.13, il y en a :

(n+p)!
nlp! ~

Corrigé de I'exercice 10.19 page 368

o Tirages dont la premiére boule porte un numéro pair.
Il y a n nombres pairs donc il y a n tirages commencant par un nombre pair.
Il y a ensuite n nombres impairs possibles pour le deuxiéme numéro.
Pour le troisiéme numéro, on a le choix entre (n — 1) nombres pairs ; idem pour le quatriéme.
etc.
Il y a donc n! x n! tirages dont le premier numéro est pair.

e Tirages dont la premiére boule porte un numéro impair.
Le raisonnement est le méme que précédemment : il y a n! x n! tirages dont le premier numéro est impair.

o Par conséquent, il y a Q(n !)2 tirages possibles.

Corrigé de I'exercice 10.20 page 368
Notons uy le nombre de boules dans 'urne k, 1 < k < n.
Décidons alors de représenter les situations possibles par le mot :

B..BSB..B S-S B...B
S—— o S——

uy lettres B us lettres B un lettres B

La lettre « B » désigne une boule et « S » désigne une séparation entre les urnes pour bien les distinguer.
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On code les répartitions par un mot de longueur p +n — 1 contenant :

o p lettres « B »;

o n — 1 lettres « S ».

La réponse est donc :

()=o) =S

Corrigé de I’exercice 10.21 page 368
D’apres la formule du binéme de Newton :

(@ + 1) = i (2:)33]“

k=0

2
Ainsi, le coefficient de degré n du développement de (z + 1)2" est égal & ( n)
n

Nous pouvons aussi écrire :

(@+1)2" = ((z+1)")° = (i (Z)ﬂ)g

k=0

Ainsi, le coefficient de degré n du développement de (x + 1)?" est égal a E <Z) < " k>
7=
k=0

Or, <

n
Donc ce coefficient vaut finalement Z <n> .

L= ()

k
k=0

D’ou I’égalité demandée.

Par un raisonnement analogue, on peut aussi montrer 1’égalité suivante :

e £)-(2)

Corrigé de I'exercice 10.22 page 368

Le mot « ABYME » contient cinq lettres distinctes. Le nombre d’anagrammes est donc égal au nombre de

permutations de ces cing lettres.
Il y a donc 5! = 120 anagrammes au mot « ABYME ».
Le mot « NAPPE » contient cinqg lettres, mais elles ne sont pas toutes distinctes : il y a quatre lettres distinctes.

Ainsi, parmi les 120 permutations, il y en a qui sont identiques. Comme il y a deux lettres identiques, il y
aura deux fois les mémes permutations (par exemple « P;PoNAE » et « PoP;NAE » donnent 'anagramme
« PPNAE »). Il faut donc diviser par 2 le nombre de permutations.

5!
Il y a donc 5 = 60 anagrammes différentes au mot « NAPPE ».

Le mot « KAYAK » comporte cinqg lettres dont trois sont distinctes.

Selon le méme principe expliqué & la question précédente, il faut diviser les 120 permutations par 2 (car il y
a deux « K ») et encore par 2 (car il y a deux « A »).

5
1l d
y adonc o——

= 30 anagrammes différentes au mot « KAYAK ».

Le mot « UBUESQUE » comporte huit lettres dont deux sont répétées : le « U » est présent trois fois et le
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« E » Pest deux fois. S’il faut diviser le nombre de permutations par 2 (car il y a deux « E »), il ne suffit pas
de diviser encore par 3 car il y a trois « U ». En effet, il faut diviser par 3! = 6.
Pour mieux comprendre ceci, on peut prendre I'exemple du mot « AAAB » qui admet théoriquement 4! =

4 x 3 x 2 permutations et qui admet pour anagrammes : « AAAB », « AABA », « ABAA » et « BAAA ». 1l

4x3x2 4
y donc4=———=—.
€n a aonc 3 % 2 31

2 x 3!

Ainsi, il y a = 3 360 anagrammes différentes au mot « UBUESQUE ».

£ Methode 13 (non officiellement au programme)

n!
Si un mot de n lettres comporte k lettres identiques, il y a o anagrammes différentes de ce mot.
] n!
S’il comporte k lettres identiques et p autres lettres identiques différentes des premieres alors il y a ool
I'x p!

anagrammes différentes.

On peut raisonner différemment en disant que trouver une anagramme du mot revient a :
placer 3 lettres « U » parmi les 8 positions possibles : il y a (g) possibilités ;
placer 2 lettres « E » parmi les 8 — 3 = 5 positions restantes : il y a (g) possibilités ;

trouver le nombre d’anagrammes sur les 5 — 2 = 3 lettres restantes : il y a 3! possibilités.

On arrive alors a (2) X <;> x 3! = 3 360 anagrammes différentes.

Corrigé de I'exercice 10.23 page 368
Notons n le nombre de cartes différentes. Le nombre de permutations est alors égal a n!.

Il faut donc résoudre I'inéquation :
n! > 10™.

Pour résoudre cette inéquation, on peut faire appel au logarithme népérien :

n! > 10" <= In(n!) > In(10™)
<= In(1) +In(2) + In(3) + - -- + In(n) > 791n(10).

On peut alors faire appel a un programme Python pour déterminer la premiere valeur de n pour laquelle I'inégalité
est vraie.

Code Python 10-33

1 from math import log
2 n=1

3 s=0

4 while s < 79%log(10):
5 n+=1

6 s += log(n)

7 print(n)

Ce programme affiche la valeur « 59 ».

Il faut donc que le jeu comporte 59 cartes différentes pour que le nombre de permutations dépasse le nombre
d’atomes dans 1’Univers visible.
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Si vous n’avez pas encore vu la notion de logarithme népérien, le programme suivant affiche aussi « 59 » :

Code Python 10-34

1
2
3
4
5

f,n=1,1
while f < 10%%79:
n+=1
f x=n
print(n)

Remplacez « 79 » par « 1 000 » dans les deux programmes et vous verrez pourquoi le premier est plus inté-
ressant...
Spoiler alert : le second risque de prendre pas mal de temps, méme avec un bon processeur !

Corrigé de I'exercice 10.24 page 368

Avant de traiter ’exercice, on peut prendre I’exemple d’un groupe de 4 personnes, notées a, b, ¢ et d. Si on
veut constituer deux groupes de deux personnes, on a les possibilités page suivante.

Groupe 1 aroupe 2

a avec b c avec d
a avec ¢ b avec d
a avec d b avec ¢

Il y a seulement 3 possibilités alors que nos calculs nous pousseraient peut-étre a dire qu’il y en a (3) X (;) =6
(on choisit 2 personnes parmi les 4 pour constituer le premier groupe et pour le second, on en choisit 2 parmi
les deux restantes). Avec cette derniére méthode, il faut comprendre que 'on considére que les cas « Groupe
1: a avec b, Groupe 2 : c avec d » et « Groupe 1 : ¢ avec d, Groupe 2 : a avec b » sont distincts alors que non.
Il faut donc diviser par deux le nombre de possibilités trouvées par cette méthode.

Revenons maintenant a notre exercice : il y a (122) fagons de constituer un groupe de 2 personnes prises parmi
les 12, puis (150) fagons de constituer un autre groupe de 5 personnes prises parmi les 10 restantes, et enfin
une seule fagon de constituer le dernier groupe de 5 personnes.

(12) <10)
2)*\5
——— = 8§ 316.
2
Pour cette question encore, prenons un cas simple. Considérons un groupe de 6 personnes, notées a, b, ¢, d, e

et f, que 'on souhaite partager en groupes de 2. Les différents groupes possibles sont donnés dans le tableau
suivant :

Le nombre total de groupes possibles est donc :

aroupe 1 | Groupe 2 Groupe 3

c avec d e avec f
a avec b ¢ avec e d avec f
c avec f d avec e
b avec d e avec f
@ eNEC © b avec e d avec f
b avec f d avec e

+
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sroupe 1 ‘ Groupe 2  Groupe 3

b avec ¢ e avec f
a avec d b avec e c avec f

b avec f c avec e

b avec ¢ d avec f
@ A @ bavecd | cavec f

b avec f c avec d

b avec ¢ d avec e
a avec f bavecd | cavece
b avec e c avec d

Nous avons mis en rouge les groupes distincts : il y en a 15. Or, avec une méthode de dénombrement « clas-

Sl(]lle »7 on ()bllendralt .
X X —9() 1)][)6 [)() l)e o
2 g S SS. S

Le nombre de groupes possibles est donc égal a :

(0) 7)) ()G ()

6 3!

Revenons maintenant & notre exercice : nous voulons constituer 3 groupes de 4 personnes, ce qui nous amene

au calcul suivant :
<12> ) <8) ) <4>
4 4 4 =5 T75.

3!

Il y a donc 5 775 groupes possibles.

Corrigé de I'exercice 10.25 page 369
Il y a 7 éléments dans E, donc il y a 7 x 6 x 5 = 210 3-uplets d’éléments distincts de E.

1
Il y a 10 éléments dans F' donc il y a < 40) = 210 combinaisons a 4 éléments de F'.

Finalement, laffirmation 1 est fausse.

On souhaite ici constituer un groupe de 3 filles (prises parmi 18) et de 3 garcons (pris parmi 14). L’ordre ne
compte pas donc le nombre d’équipes est :

3 14
(18) X <3> =297 024.

Le code a 4 chiffres doit comporter 4 chiffres distincts, le premier chiffre étant différent de 0. On a donc le
choix entre :

L’affirmation 2 est donc vraie.

o 9 chiffres pour le premier (de 1 & 9);
o 9 chiffres pour le deuxiéme (0 et les 8 autres qu'il reste si on exclut le premier choisi) ;
o 8 chiffres pour le troisiéme (en excluant les deux qui ont été choisis pour le premier et le deuxiéme chiffre
du code) ;
o 7 chiffres pour le quatrieme.
Le nombre de codes possibles est donc :

Ix9x8xT7=4536.

L’affirmation 3 est donc fausse.
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Chaque joueur de I’équipe ayant 22 joueurs serre la main de chaque joueur de l'autre équipe (avec 25 joueurs).
1l s’agit donc d’un produit cartésien.
Il y a donc 22 x 25 = 550 poignées de mains.
L’affirmation 4 est donc fausse.

On cherche ici non pas un podium mais un groupe de 3 personnes parmi les 18 concurrents. Il y a donc

18
=816
(5)

groupes possibles.
L’affirmation 5 est donc fausse.

On impose ici que Jacques fasse partie du podium. Il reste donc 2 places. On cherche donc un arrangement
a deux éléments dans un ensemble & seulement 6 éléments (le groupe total auquel on enléve Jacques). Il y a

donc :
6 x5=30

possibilités.
3
Mais il nous reste a placer Jacques, et il y a ( 1) = 3 manieres de le placer.

Finalement, il y a 30 x 3 = 90 podiums possibles.
L’affirmation 6 est donc vraie.

Une anagramme du mot EULER est une permutation : il y en aurait 5! si 'on distinguait les deux « E », ce
qui n’est pas le cas. On les compte donc deux fois en prenant 5! anagrammes.

5!
Finalement, il y a 3= 60 anagrammes au mot EULER.

L’affirmation 7 est donc fausse.

Corrigé de I'exercice 10.26 page 369

On a le choix entre 60 entiers pour le premier nombre a.
Il n’y a pas de remise (donc a # ¢); il y a donc 59 choix possibles pour c.
Il y a donc 60 x 59 = 3 540 couples différents.

L’équation a deux racines réelles distinctes si et seulement si le discriminant est supérieur a zéro :

A=4—4ac>0 <= 4(1—ac) >0 <= 1—ac>0 < ac< 1.

M<:>ac>1.

Il faut donc trouver le nombre de couples vérifiant ac > 1, mais en fait ac > 1 puisque ’on ne peut avoir
(=1;—1) ni (1;1).

Si 'on choisit en premier un entier négatif (30 choix), le second terme sera choisi dans les 29 entiers négatifs
restant, soit 30 x 29 = 870 couples.

Il en est de méme si les deux termes choisis sont positifs.

L’événement M sera réalisé pour 870 + 870 = 1 740 couples.
D’apres le résultat précédent, I’événement M sera réalisé pour 3 540 — 1 740 = 1 800 couples.
Donc :
~ 1800 30

M - = — 1.
P(M) = 306 = 59 ~ 0
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Corrigé de I'exercice 10.27 page 370
Partie A

On cherche a former un groupe de 5 personnes parmi 8, sans distinction de sexe. Le nombre de combinaisons
8
possibles est donné par : (5> = 56.

Il y a donc 56 facons de former ce groupe.

Pour former un groupe de 5 personnes comprenant exactement 3 hommes et 2 femmes, on doit d’abord choisir
3 hommes parmi les 4, puis 2 femmes parmi les 4 :

BREREE

Il y a donc 24 facons de former ce groupe.

Partie B

Si 'on doit choisir et classer 3 personnes parmi les 8 invités, le nombre d’arrangements est donné par :
8 X 7 x6=336.

Il y a donc 336 facons de choisir et de classer ces 3 personnes.

Pour classer 2 femmes et 1 homme, on doit d’abord choisir 2 femmes parmi les 4, puis 1 homme parmi les 4,
et enfin les classer. Le nombre total de possibilités est donc :

<;l>><<411)><3!:6><4><6:144.

Il y a donc 144 facons de former et classer ce groupe.

Partie C

Il s’agit ici d’un tirage sans remise ordonné, donc d’un arrangement
8 X 7 x 6 =336.

Il y a donc 336 listes ordonnées possibles.

Le nombre de 3-uplets ou les 3 personnes sont des femmes est :
4x3x2=24.

La probabilité que les 3 personnes choisies soient des femmes est donc :

24 1

336 14
Partie D

On doit former une équipe de 4 personnes parmi les 8, avec au moins une femme. Le nombre total de combinaisons
pour former une équipe de 4 personnes parmi 8 est :

()

Le nombre de combinaisons ne contenant que des hommes (choisir 4 hommes parmi 4) est : 1.
Le nombre de fagons de former une équipe avec au moins une femme est donc :

70 — 1 = 69.
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Corrigé de I'exercice 10.28 page 370

Combien de groupes de 12 personnes peut-on constituer parmi les 30 personnes qui se sont réunies ?

On doit constituer des groupes de 12 personnes parmi les 30 présentes. L’ordre de ces personnes ne compte
pas et il n’y a pas de répétitions possibles. Il s’agit donc ici d’une combinaison (sur le méme modele que les

mains d’une carte).

30
Il y a donc (12> = 86 493 225 groupes possibles.

Combien de groupes de 12 personnes peut-on former avec une seule personne de la catégorie A et cing personnes
de la catégorie C'?

Nous devons choisir 1 personne (parmi les 7 de la catégorie A), puis 5 personnes (parmi les 8 de la catégorie
C), puis 6 personnes (parmi les 15 de la catégorie B).

1
<I) X (i) X (65> =1 961 960 possibilités.

Il y a donc :

383



Succession d’épreuves

indépendantes et loi binomiale

1 Succession d’épreuves indépendantes . . . . . ... ... ............ 385
1 Epreuvede Bernoulli . . . . . . .. 385
2 Schémade Bernoulli . . . . . . L 385
2 LoiBinomiale . . . . . . . ... e e e e 386
1 Loide Bernoulli . . . . . . L 386
2 Loi binomiale . . . . . . e 386
3 Simulation de la planche de Galton en Python . . . . . . . . . . . .. ... 389
Exercices types . . . . . . . . . L e e e e e e e e e e e e e e e e 390
Exercices . . . . . . @ . i i i e e e e e e e e e e e e e e 391
Approfondissements . . . . . . L L L L 394
Objectif bac . . . . . . . 397
Corrigés des exercices . . . . . . . o i it it i e e e e e e e e e e e e e e 398

Dans ce chapitre




ﬂSuccession d’épreuves indépendantes

b Epreuve de Bernoulli

Définition 51

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire ot seules 2 issues sont possibles : le succés (S) et 1'échec (S).

S — Succes

§ — Echec

Sur une chaine de production de smartphones, on en choisit un au hasard. L’épreuve consistant a regarder s’il
est défectueux est une épreuve de Bernoulli : il est défectueux (S) ou non défectueux (S).

Dans une trousse, on choisit au hasard un stylo. L’épreuve consistant a regarder s’il est rouge est une épreuve
de Bernoulli : soit il I'est (S), soit il ne l'est pas (S).

D Schéma de Bernoulli

Définition 52

On répete n fois une méme épreuve de Bernoulli dans les mémes conditions (on dit : de fagon indépendante). Cette
succession d’épreuves est appelée un schéma de Bernoulli.

On représente un schéma de Bernoulli de la maniere suivante :

r

e
S

Exemple de 3 successions d’épreuves de Bernoulli

/N /\

I
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ﬂ Loi Binomiale

D Loi de Bernoulli

Définition 53

On considere une épreuve de Bernoulli dont le succes est de probabilité p.
On note X la variable aléatoire représentant l'issue de cette épreuve : X(Q) = {0;1}.
La loi de probabilité de X est appelée loi de Bernoulli et est donnée par le tableau suivant :

X=k 0 1
P(X =k) Sl

L’épreuve de Bernoulli et la loi de Bernoulli tirent leur nom du mathématicien Jacques Bernoulli (1654 — 1705).

D Loi binomiale

Définition 54

On consideére une épreuve de Bernoulli dont la probabilité du succes est p. On répete n fois de fagon indépendante
cette épreuve, et on note X la variable aléatoire représentant le nombre de succes a l'issue de cette succession
d’épreuves.

On dit que la loi de probabilité de X est la loi binomiale de parameétres n et p, et on note X < B (n;p).

N

A Tissue de ces n épreuves, X peut valoir 0, 1, 2, ... jusqu’'a n :

X(Q) ={0;1;2;---3n — Lyn}

Propriété 74 (nombre de chemins a k succes)

n
Si on répete n fois de maniére indépendante une épreuve de Bernoulli alors il y a (k) chemins comportant

exactement k succes.

En effet, on regarde combien de « mots » de n lettres (prises dans 'alphabet {S;S}) comportent exactement k lettres

n
« S » : Pordre compte et les lettres peuvent se répéter. Il s’agit donc d’une combinaison, d’oti un nombre égal a < k)

Propriété 75 (formule de Bernoulli)

Soit X < B (n;p).
Alors, pour tout entier k compris entre 0 et n,

P(X=k) = (Z)p’“u —p*,

Dans la pratique, les calculatrices permettent de donner une valeur approchée de P (X = k) tres facilement.

386



Par exemple, sur la Numworks, pour une variable aléatoire suivant la loi binomiale B (30;0, 12) :

+|— a Probabilités
X .ff \\h Lois de probakilité

discrétes et continues

Calculs Fonctions Pythan

A Tests

d 4k N Tests statistigues
m J """ Intervalles

*_2_* Intervalles de confiance

Statistigues

Choisir les parametres

Binomiale

o 30
Uniforme Nombre de répétitions
Exponentielle P .12

Probakilité de succeés
Normale

Suivant

Chiz

En cliquant sur « Suivant », on peut calculer par exemple :
« P(X<5):

Binomiale

30 p = 0.12

P(X< 5 )= @.8569231
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Mais en bougeant le curseur vers la gauche et en cliquant sur ’icone, puis en descendant tout en bas :

Binomiale

3\ p=0.12
P(X<5 )= 0.8569231
) 4 8 12 16 28 24 28

o on peut calculer par exemple P (X = 5) :

Binomiale

n=30p=0.12

© P(X= 5 Y= 0.1451464

o En sélectionnant, parmi les choix proposés en cliquant sur I’icone a gauche, le deuxiéme en partant du haut, on peut
calculer par exemple P(3 < X < 6) :

Binomiale Binomiale
30 p =0.12 30 p = 0.12
P(X=5 )= 0.1451464 CP(3 $X<6 )= 0.65469:
) 4 B 12 16 20 24 28 B 4 B 12 16 28 24 28
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Propriété 76 (espérance, variance et écart-type)

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B (n;p). Alors,
« son espérance mathématique est :
E(X)=nxp;

o sa variance mathématique est :
V(X)=nxpx(1-p)

o(X)=+nxpx(1—p).

e son écart-type est :

Exemple 72

Dans une urne, il y a 7 boules bleues et 3 rouges.
On choisit au hasard une boule de cette urne puis on la remet, et on répete cette expérience 10 fois de facon

indépendante.
La probabilité de choisir une boule bleue lors d’un tirage est p =0, 7.
Si X représente le nombre de boules bleues obtenues a 'issue de ces 10 tirages au sort, alors X suit la loi B(n;p) et

son espérance est :
E(X)=10x0,7=1.

b Simulation de la planche de Galton en Python

Je vous encourage a regarder la page de mon site :

https://www.mathweb.fr/euclide/simulation-de-la-planche-de-galton-en-python/
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Exercices types

Exercice type 40 » reconnaitre une succession d’épreuves indépend

On dispose d’une urne contenant 10 boules indiscernables au toucher : 7 rouges et 3 jaunes.
On effectue un tirage aléatoire de 5 boules de cette urne, et on regarde leur couleur.
Parmi les méthodes suivantes, quelle est celle qui correspond & une succession d’épreuves indépendantes ?

e Méthode A : on tire 5 boules simultanément.
e Méthode B : on tire 5 boules les unes apres les autres sans les remettre.

e Méthode C : on tire 5 boules les unes apres les autres en les remettant au fur et a mesure.

1l s’agit de la méthode C : en effet, en choisissant une boule et en la remettant, on conserve 'univers (constitué des
10 boules de 'urne).
L’épreuve de Bernoulli qui est répétée 5 fois de maniere indépendante est ici :

« On tire une boule de I'urne et on regarde sa couleur. »

Exercice type 41 » justifier qu’une variable aléatoire suit une loi bi

On dispose d’une urne contenant 10 boules indiscernables au toucher : 7 rouges et 3 jaunes.
On effectue un tirage aléatoire avec remise de 5 boules de cette urne, et on note X la variable aléatoire représentant
le nombre de boules jaunes obtenues a l’issue de cette expérience.

Quelle est la loi de probabilité de X ?
Calculer P(X = 3).
Calculer P(X > 1).

Dans cette question, on tire n boules (et non plus 5).
Déterminer le plus petit entier naturel n pour que P(X > 1) > 0,999.

L’expérience consistant & tirer une boule au hasard dans I'urne est une expérience de Bernoulli (deux issues :

la boule est jaune ou elle ne l'est pas) dont la probabilité d’un succes est p = 10 (car il y a 3 boules jaunes
sur les 10 boules de l'urne).

Elle est répétée de maniére indépendante donc ’expérience globale est un schéma de Bernoulli.

Ainsi, la variable aléatoire X représentant le nombre de succes suit la loi binomiale de paramétres n = 5 et

p=0,3.
P(X =3)= (Z) x 0,33 x (1—0,3)53=0,132 3.
B rx>1)=1-PX<1)=1-P(X=0)=1-(1-0,3)°=1-0,75 = 0,831 93.
P(X>1)=1-P(X=0)=1-0,7"

Ainsi, P(X > 1) 20,999 <= 1-0,7" > 0,999
< 0,7" < 0,001
<= In(0,7") < In(0,001)
<= n xIn(0,7) < In(0,001)

= n> —hlll(l%?g)l) (car 0 < 0,7 < 1 donc In(0,7) < 0)
— n >19,36.

Le premier entier n tel que P(X > 1) > 0,999 est donc n = 20.
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1 1 Exercices

Exercice 11.1 (QCM)

Pour chaque question, donner la bonne réponse parmi les propositions faites.

L’espérance mathématique de la variable aléatoire suivant la loi binomiale de parametres n = 10 et p =0, 2
est :

a. 0,02 b. 0,2 c. 2 d. 20

La variance de la variable aléatoire suivant la loi binomiale de parametres n = 20 et p = 0,15 est :

a. 3 b. 2,55 c. 17 d. 0,1275

Solution page 398

© =

Exercice 11.2 (tirage dans une urne)

Une urne contient 3 boules bleues et 7 boules vertes. On tire successivement au hasard et de fagon indépendante
5 boules de cette urne en les remettant dans 'urne apres avoir regardé leur couleur.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules bleues tirées a la fin de cette expérience.

Décrire X (donner la valeurs possibles de X).
Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

Calculer alors :

Solution page 398

O ®

Exercice 11.3 (au tennis)

Alain et Benjamin pratiquent assidiiment le tennis. On estime que la probabilité qu’Alain gagne une rencontre
est 0,6. Ils décident de jouer trois matches dans 'année (les résultats des matches sont indépendants les uns des
autres) et de faire une cagnotte pour s’offrir un repas en fin d’année. A la fin de chaque match, le perdant versera
20 €.

Benjamin s’interroge sur sa dépense éventuelle en fin d’année.

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de matches gagnés par Benjamin et D la variable
aléatoire correspondant a la dépense de Benjamin.

Quelles sont les valeurs possibles de X ? Exprimer D en fonction de X et en déduire les valeurs possibles de
D.

Démontrer que la probabilité que Benjamin dépense 40 € est 0,432.
Calculer I'espérance de dépense en fin d’année de Benjamin.

Solution page 398

© ®
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Exercice 11.4 (jeu radiodiffusé)

Lors d’un jeu radiodiffusé, on estime que le candidat, quelle que soit la question posée, a deux chances sur trois
de donner la bonne réponse. Il gagne 50 euros par réponse exacte.
L’animateur du jeu lui pose successivement cing questions.

Calculer la probabilité que le candidat ait cinq bonnes réponses.
Quelle est la probabilité que le candidat gagne 250 euros ?

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre de réponses exactes au bout des cing questions. Quelle
est la loi de probabilité suivie par X ? Justifier la réponse.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire Y qui compte le gain total du joueur.
Calculer I'espérance de gain du joueur.
Solution page 399

O =

Exercice 11.5 (lancers d’une piéce)

Un joueur lance trois fois de suite une piece équilibrée. Chaque fois que le joueur obtient Face, il gagne 2 points,
sinon il perd 1 point.
Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur a l’issue d’une partie. Déterminer la loi de
probabilité de X et son espérance F(X).

Solution page 399

© =

Exercice 11.6 (quel drone choisir ?)

Un drone A est muni de deux moteurs et un drone B est doté de quatre moteurs. Chaque moteur a la probabilité
p de tomber en panne. Les pannes surviennent de fagon indépendante.
Chaque drone arrive a destination si et seulement si strictement moins de la moitié de ses moteurs tombe en
panne.
Quel drone doit-on choisir (en fonction de la valeur de p) ?

Solution page 400

© =

Exercice 11.7 (chaine de fabrication)

Le responsable de fabrication de I'usine ELECTOP est chargé de controler une chaine de production fabriquant
un composant électronique. Sur 10 000 composants pris au hasard, il constate que 7 sont défectueux. Il suppose
donc que la probabilité d’avoir un composant défectueux fabriqué par cette chaine de production est égale a
0,000 7.

Le mois suivant, il choisit au hasard sur cette chaine de production 20 composants.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de composants défectueux.

Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.
E Calculer P (X > 2).
Solution page 400

O ®
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Exercice 11.8 (trajet a vélo)

Un éleve se rend a vélo au lycée distant de 3 km de son domicile & une vitesse supposée constante de 15 km/h.
Sur le parcours, il rencontre 6 feux tricolores non synchronisés. Pour chaque feu, la probabilité qu’il soit au vert

est —.
3

Un feu rouge ou orange lui fait perdre une minute et demie. On appelle X la variable aléatoire correspondant au
nombre de feux verts rencontrés par 1’éléve sur son parcours et T la variable aléatoire égale au temps (en minute)
mis par I’éleve pour aller au lycée.

Déterminer la loi de probabilités de X.
Exprimer T en fonction de X.
Déterminer I’espérance mathématique E (T) de T et interpréter ce résultat.

L’éleve part 17 minutes avant le début des cours.
Calculer la probabilité que 1’éléve soit en retard au lycée.

Solution page 400

Exercice 11.9 (dans un hépital)

Dans un hépital, lors d’'une pandémie d’une maladie appelée « STAS-3 », 63% des patients qui arrivent aux
urgences présentent les symptémes de cette maladie, dont 78 % sont réellement atteints par la STAS-3.
Parmi les autres patients, 7% s’avérent atteints de cette maladie.

On choisit au hasard parmi tous les patients du service des urgences une personne.
On note :

e S Tévénement : « la personne choisie présente des symptémes de la STAS-3 »,
e M I’événement : « la personne est réellement atteinte de la STAS-3 ».

Construire un arbre de probabilités représentant cette situation.

Quelle est la probabilité que la personne choisie présente des symptomes de la STAS-3 et soit réellement
atteinte de cette maladie ?

Montrer que la probabilité que la personne choisie soit réellement atteinte de la STAS-3 est égale a 0,5173.

La personne choisie n’est pas atteinte de la STAS-3. Quelle est la probabilité qu’elle ait présenté des
symptomes lors de son arrivée aux urgences.

L’hopital regoit 100 € de prime pour chaque patient atteint de la STAS-3 en plus de 100 000 € de forfait pour
faire face a cette pandémie. On choisit au hasard 20 personnes aux urgences. Il y a tellement de personnes que
I’on peut assimiler ceci a un tirage aléatoire avec remise. On note :

o X la variable aléatoire représentant le nombre de personnes réellement atteintes par la STAS-3,
e G la variable aléatoire qui représente la prime gagnée par ’hpital.

Quelle est la loi de probabilité de X ?

ﬂ Exprimer G en fonction de X. Calculer alors la prime moyenne que pourrait recevoir ’hépital sur ces 20
patients.

Calculer P (X = 5), P (X < 5) et P (X > 10). On arrondira les résultats & 10~* pres.
E Déterminer le premier entier k pour lequel P (X < k) > 0, 95.

Solution page 401
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Approfondissements

Exercice 11.10 (avec une suite et une dérivée)

Le jeu des petits chevaux nécessite un dé. Dans ce jeu, un joueur doit faire un « 6 » pour sortir de son enclos et
commencer la partie. Tant qu’il n’a pas fait de « 6 », il continue de lancer le dé (& tour de role avec les autres
joueurs) jusqu’a ce qu’il en obtienne un.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de lancers de dé jusqu’a obtention d'un « 6 ».
Déterminer la probabilité pour que le joueur obtienne un « 6 » au premier lancer. En déduire P (X = 1).
E Déterminer la probabilité pour que le joueur obtienne un « 6 » au second lancer. En déduire P (X = 2).

k-1
5 1
Expliquer pourquoi, pour tout entier naturel k, P (X = k) = (6) X 5

On pose u, =P (X =n). et S, = i (X =k).
k=1

a. Montrer que (un)n>1 est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme et la raison.

b. En déduire une expression simplifiée de S,,.

c. Montrer que lim S, =1.

n—4oo
1 n 5 k—1

On admet que l'espérance mathématique de X est E (X) = = lim Z k (6) .
k=1

6 n—+oco
n
On pose alors fi.(z) = zF, ott k € N*, et F,(x) = 3 fr(x).
k=1

a. Calculer f/(z), la dérivée de fi(x), en fonction de k.
1—(n+1)z"™ + na"tt

b. En déduire que F/(z) = (1—1)2

pour tout x # 1.

On admettra que lim n <5) =0.
n— 6

+oo

c. En déduire E (X).
Solution page 402

394


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=11.10

Exercice 11.11 (simulation d’une variable aléatoire)

Lors d’un jeu, le gain d’'un joueur quelconque est modélisé par la variable aléatoire X dont on donne la loi de
probabilité ci-dessous :

—20 ] 0 5 | 100
0,78 | 0,09 | 0,07 | 0,06

Vérifier que lespérance mathématique de X est E (X) = —9,25 et que son écart-type est o(X) ~ 28, 78.

On considere la fonction Python suivante :

Code Python 11-35

1 from random import random

2

3

4 def simul():

5 x = random()

6 if x <= 0.78:

7 return -20

8 elif x > 0.78 and x <= 0.87:
9 return 0

10 elif x > 0.87 and x <= 0.94:
11 return 5

12 else:

13 return 100

Expliquer en quoi cette fonction simule la variable aléatoire X.

On considere fonction Python suivante :

Code Python 11-36

1 def echantillon(n):

2 L=1_[]

3 for _ in range(n):

4 L.append( simul() )
5
6

return sum(L)/n

Expliquer a quoi correspond echantillon(n) pour un n assez grand dans le cadre de cet exercice.

Solution page 404
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On considére une variable aléatoire X suivant la loi binomiale B (n;p).

Exercice 11.12 (probléme de surréservation)

Soit a un réel strictement positif.

Ecrire une fonction Python seuil (n,p,a) retournant le premier entier k tel que
PX>k)<a.

Pour cela, on dispose d’un module Python nommé « probastat », que I’on pourra télécharger sur la page :

https://www.mathweb.fr/euclide/2021/04/09/
probabilites-et-python-au-lycee-loi-binomiale-et-variables-aleatoires/

et de son objet « binom », grace auquel on peut définir une variable aléatoire suivant la loi B (n;p), et de
sa méthode « proba__cdf(k) » qui permet de calculer P (X < k).

>>> from probastat import binom
>>> X = binom(50,0.42)

>>> X.proba_cdf (10)
0.0008877309619108356

Cela signifie que P (X < 10) ~ 8,877 x 1074,

g Une compagnie aérienne, dont on taira le nom pour ne pas ternir sa réputation, a I’habitude de vendre plus
de billets que de places dans un avion.
L’avion X555 comporte 300 places. On note n le nombre de billets d’avion vendus, nombre pouvant étre
supérieur a 300.
On note X, la variable aléatoire représentant le nombre de clients ayant acheté un billet et se présentant
au guichet lors de 'embarquement. On suppose que X,, suit la loi binomiale B (n;0,9).
A Paide de la fonction Python précédente, déterminer le plus petit entier n tel que P (X > 300) < 0, 05.

Solution page 405

Exercice 11.13 (loi géométrique)

On considere la variable aléatoire X représentant le nombre d’épreuves de Bernoulli de parameétre p nécessaires
pour obtenir le premier succes.
On dit que X suit la loi géométrique de parametre p.

Montrer que P (X = k) = p(1 — p)¥~1, pour tout entier k > 1.

-~ k—1 1
g On admet que ]; kx = m
Déterminer alors ’espérance mathématique de X.
Dans un urne sont mises 15 boules rouges et 5 boules noires, indiscernables au toucher.
On tire au hasard une boule de cette urne en la remettant tant que la boule choisie n’est pas noire.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules tirées a ’issue de cette expérience.
Calculer E (X) et en donner une interprétation.

Solution page 406
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Objectif bac

Exercice 11.14 (Extrait du sujet 2 d’Asie, juin 2025)

Pendant une épidémie, on admet que la probabilité d’étre atteint du chikungunya sur 'ile de La Réunion est de
0,36.
On considére un échantillon de n individus choisis au hasard, en assimilant ce choix a un tirage au sort avec
remise. On désigne par X la variable aléatoire dénombrant le nombre d’individus infectés dans cet échantillon
parmi les n tirés au sort.
On admet que X suit une loi binomiale de parameétres n et p = 0, 36.
Déterminer a partir de combien d’individus n la probabilité de I’événement « au moins un des n habitants de cet
échantillon est atteint par le virus » est supérieure a 0,99. Expliquer la démarche.

Solution page 407
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Exercice 11.15 (Extrait du sujet 2 des Centres étrangers, juin 2025)

On g’intéresse a la transmission d’une séquence de 250 caractéres d’un ordinateur & un autre.

On suppose que la probabilité qu'un caractére soit mal transmis est égale a 0,01 et que les transmissions des
différents caracteres sont indépendantes entre elles.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de caractéres mal transmis.

On admet que la variable aléatoire X suit la loi binomiale. Donner ses parameétres.
Déterminer la probabilité que tous les caracteéres soient bien transmis.
On donnera lexpression exacte, puis une valeur approchée a 1073 prés.

Que pensez-vous de 'affirmation suivante : « La probabilité que plus de 16 caracteéres soient mal transmis
est négligeable » 7

Solution page 407
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Exercice 11.16 (Extrait du sujet 1 de Polynésie, juin 2025)

On réalise une étude en interrogeant au hasard 100 enfants des Etats-Unis.

On admet que ce choix se ramene a des tirages successifs indépendants avec remise.

On note X la variable aléatoire donnant le nombre d’enfants atteints d’allergie alimentaire dans 1’échantillon
considéré.

On admet que la probabilité de choisir un enfant atteint d’une allergie alimentaire est égale a 0,09.

Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

Quelle est la probabilité qu’au moins 10 enfants parmi les 100 interrogés soient atteints d’allergie alimen-
taire ?
Arrondir le résultat & 1074,

Solution page 407
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Corrigé de I’exercice 11.1 page 391
Réponse (c). D’apres le cours, si X — B(n;p) alors E(X) = np.
Donc ici, E(X) =10 x 0,2 = 2.
Réponse (b). D’apres le cours, si X — B(n;p) alors V(X) = np(1 — p).
Donc ici, V(X) =20 x 0,15 x (1 —0,15) = 2,55.

Corrigé de I'exercice 11.2 page 391

‘ 1 ‘ X =4{0;1;2;3;4;5}. En effet, sur 5 tirages successifs avec remise de la boule tirée, on peut n’avoir aucune
boule bleue comme en avoir 1, 2, 3, 4 ou 5.

L’expérience consistant a choisir au hasard une boule de I'urne est une épreuve de Bernoulli dont le succes

3
est S : « avoir une boule bleue », dont la probabilité est p = 0= 0,3.

Ainsi, si l'on répete de fagon indépendante 5 fois cette expérience, cela constitue un schéma de Bernoulli;
ainsi, la variable aléatoire représentant le nombre de succes obtenus a l’issue de ce schéma suit la loi binomiale
B(5;0,3).

Bl X< B(5:0,3) donc P (X = k) = <”

k)pk(l —p)"F avec p = 0,3. Ainsi :

5
a. P(X=0)= <0> x0,3°%x (1-0,3)°%=1x1x0,7° =0,168 07.

3
1-P(X<1)=1-P(X=0)=1-0,168 07 = 0,831 93.

b. P(X=3)= <5) x 0,33 x 0,72 = 0,132 3.

I
g
>

\Y

=
|

Corrigé de I'exercice 11.3 page 391
X ={0;1;2;3}.
D =20(3 —X) donc D = {0;20;40;60}.
Bl P (D = 40) = P (60 — 20X = 40)
= P (—20X = —20)
=P(X=1)

= <‘Z’> x 0,4 x 0,62

=0,432.
El E (D) = E (60-20X)
= 60 — 20E (X) par linéarité de 'espérance
=60 —20 x (3 x0,4)
= 36.
Benjamin peut donc s’attendre a dépenser en moyenne 36 € par an.
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Corrigé de I'exercice 11.4 page 392
Le jeu est une succession de 5 expériences identiques et indépendantes.

« Donner cinqg bonnes réponses » correspond a la liste de cinq résultats « Donner la bonne réponse », et a

donc pour probabilité :
2)°_ 32
3) 243

Le candidat gagne 250 euros lorsqu’il a cinq bonnes réponses, donc la probabilité qu’il gagne 250 euros est :

32
243"
Chaque question correspond a une épreuve de Bernoulli dont le succes est « Donner la bonne réponse », et a

pour probabilité 3"

2
Comme il y a 5 répétitions indépendantes, la variable aléatoire X suit la loi binomiale B (5 ; 3>

Comme chaque réponse exacte fait gagner 50 euros, si on note y; les valeurs prises par Y, on a y; = 50x;.
Connaissant la loi de X, on en déduit la loi de Y dans le tableau suivant :

; 0 1 2 3 1 5
vi 0 50 100 150 200 250
PEC=all 5\ 1| (5) 2| (3\2| (3\2| (2] (52
C=w)l ()35 \1)35| \2)35| \3)38| \4)35| \5) 38
Valewrs |0 604 | 0,041 | 0165 | 0329 | 0320 | 0,132
approchées

Pour calculer I’espérance de Y, on peut prendre les valeurs numériques du tableau et appliquer la formule,
mais il est plus rapide de constater que comme y; = 50z;, alors :

p1y1 + - + psys = 50(p1z1 + - - + psxs) = S0E(X).

Or, on sait que si X suit la loi binomiale de parametres n et p, son espérance vaut np. Par conséquent,

2 500

Corrigé de I'exercice 11.5 page 392

Le lancer d’une piece équilibrée est une épreuve de Bernoulli de parametre 0,5 dont le succes est « Obtenir Face ».
Si on répete le lancer trois fois, de fagon indépendantes, la variable Y qui donne le nombre de fois y; ou Face est
obtenu suit la loi binomiale B(3 ;0,5).

En notant x; les valeurs de la variable aléatoire X, on peut dresser le tableau suivant :

Y; 0 1 2 3
3 3 3 3
P(Y = : 3 3 3 3
¥ =) (O)o, 5 (1)0, 5 (2)0, 5 (3)0, 5
55 —3 0 3 6
P(X =z;) | 0,125 0,375 0,375 0,125

L’espérance de X est donc :

E(X)=-3x0,125+3 x 0,375 + 6 x 0,125 = 1, 5.

399



Corrigé de I'exercice 11.6 page 392
Le nombre de pannes X4, py est une variable aléatoire suivant une loi binomiale car « les pannes surviennent de
fagon indépendante ».

o Drone A : X4 — B(2;p) (car il y a 2 moteurs).
La probabilité qu’il y ait strictement moins de la moitié de ses moteurs qui tombe en panne est :

Pa=P(Xa=0)=(1-p?

o Drone B : Xp — B(4;p) (car il y a 4 moteurs).
La probabilité qu’il y ait strictement moins de la moitié de ses moteurs qui tombe en panne est :

Pp=P(Xa<1)=PXp=0)+PXp=1)=1-p"+4p(1 —p)° = (1 -p)*(1+3p).
Ainsi,
Pp—Psa=(1-p)*(1+3p) — (1—p)*

(1—p)(1+3p) —1]
(2 —3p).

Il
—
—
|
G
=
o

=(1-p)°p
Pp — P4 est du signe de 2 — 3p donc :

2
e Pb—P4>0 <<= p< 3’ auquel cas le drone B doit étre choisi;

2
e Pb— P4 <0 < p> 3’ auquel cas le drone A doit étre choisi;

2
o Sip= 3" le choix du drone est indifférent.

Corrigé de I'exercice 11.7 page 392

L’expérience consistant a choisir au hasard un composant électronique est une épreuve de Bernoulli dont le
succes est : « le composant est défectueux » et donc la probabilité est p = 0,000 7.

Ainsi, répéter 20 fois de facon indépendante cette expérience constitue un schéma de Bernoulli et le nombre
de succes obtenus est représenté par une variable aléatoire suivant la loi binomiale 5 (20 ;0,000 7).

Brx>2=-1-PX<1)
=1-(PX=0)+P(X=1))

20 20
=1- K ) x 0,000 7 x (1 — 0,000 7)% + ( 1) x 0,000 7' x (1 — 0,000 7)*?

0
~ 1 — (0,986 092 710 141 + 0,013 814 968 419 9)
~ 0,000 09.

Corrigé de I'exercice 11.8 page 393

2
X suit la loi binomiale B (6; 3). En effet, 'expérience consistant a arriver a un feu tricolore et a regarder sa
couleur est une épreuve de Bernoulli dont le succes est ici S : « le feu est vert » et dont la probabilité est égale
a 3 d’apres 1’énoncé.

Sans feu tricolore, le temps nécessaire pour parcourir 3 km avec une vitesse de 15 km/h est 60 + 5 = 12
minutes (en effet, si on fait 15 km en 60 minutes, 3 km seront faits en % de 60 minutes).

A ces 12 minutes, il faut ajouter 1,5 minute par feu rouge ou orange. La variable aléatoire représentant le
nombre de feux rouges ou oranges est (6 — X) donc :

T=1241,56-X) soit: T=21—1,5X.



D’aprés une propriété du cours, E (T) = E (21-1,5X) = 21 — 1, 5E (X).
2
Or, E(X) =6 x 3 = 4. Ainsi, E(T) =21 — 1,5 x 4, soit E (T) = 15.
L’éleve peut donc s’attendre a arriver au lycée 15 minutes en moyenne apres son départ.
‘4‘ On cherche P (T > 17).

P (T > 17)

P (21 —1,5X > 17)
P(—1,5X > 17 = 21)
(—1,5X > —4)

=P
4
—P(xX< =
( <1,5>

crfe

=P (X <2) carX est un nombre entier
=0

=P(X=0+P(X=1)+P((X=2)
73
729 ’
Corrigé de I'exercice 11.9 page 393
L’arbre représentant la situation est le suivant :
M
0,78 —
s <
/ 0,22
0,63 T
Q
0,37 M
\ 0,07 —
S
0,93
M

On nous demande ici de calculer P(SN M) :

P(SN M) = P(S) x Ps (M)
=0,63 x 0,78

\P(S nM) = 0,4914\

Ona:

P(M)=P(SNM)+ P(SNM)
=0,4914 + 0,37 x 0,07

| P(M) = 0,5173|

La probabilité pour que la personne choisie au hasard soit réellement atteinte de la STAS-3 est donc de 0,5173.
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_ P(SnM)

Py (S) = W
0,63 x0,22
~1-0,5173

‘PM(S)zO,ZSH‘

L’épreuve consistant a regarder si une personne est réellement atteinte de la STAS-3 est une épreuve de
Bernoulli dont la probabilité du succes est 0,5173 (calculée & la question précédente).

On répete ici de maniere indépendante 20 fois cette épreuve donc X suit la loi binomiale de parametres n = 20
et p=0,5173.

D’apres I’énoncé, G = 100 000+ 100X . En effet, 'hopital regoit 100 000 € quel que soit le nombre de personne
atteinte de la STAS-3, auxquels s’ajoutent 100 € par personnes atteintes, soit 100X €.

Par conséquent,

E(G) =E(100 000 + 100X)
=100 000 + 100E(X) (par linéarité de P’espérance mathématique)
= 100 000 + 100 x (20 x 0,5173)
— 101 034,6

L’hopital peut alors espérer recevoir 101 034,60 € sur ces 20 personnes.
A la calculatrice, on a :
« P(X=5)=~0,0103.
o« P(X <5)=~0,0141.
o« P(X >10)=0,6478.

Pour déterminer le premier entier k pour lequel P (X < k) > 0,95, on peut calculer pour commencer :
P (X £ 10) ~ 0,5263.

On prend k£ = 10 car il y a en tout 20 patients. On voit que la probabilité n’est pas supérieure a 0,95 ; on peut
alors prendre k = 15 (& mi-chemin entre 10 et 20) :

P (X < 15) ~ 0,9970 > 0, 95.

On prend alors k = 14 :
P (X < 14) ~ 0,9703 > 0, 95.

On prend alors k = 13 :
P (X <13) ~0,9222 < 0,95.
0

Le premier entier k pour lequel P (X < k) > 0,95 est donc k = 14.

Corrigé de I'exercice 11.10 page 394

1
La probabilité d’obtenir un « 6 » au premier lancer est 5 (en supposant que le dé est équilibré). Donc

1

PX=1)= e
Obtenir un « 6 » au second lancer sous-entend que ’on a obtenu une autre face que « 6 » au premier lancer,
de probabilité 1 — 1 = §
6 6
La probabilité d’obtenir un « 6 » au second lancer est donc égale a % X é = %
5

Ainsi, P(X =2) = %"
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Obtenir un « 6 » au k-iéme lancer signifie avoir obtenu (k — 1) autres faces que « 6 » avant, dont la probabilité

k-1
est égale a 5
5 .

5 k—1
Ainsi, P(X =k) = <6> X

oy = (5> WL
6 6

| =

Ainsi,
5\7 1
unt1 _ (3)" %5
T s\l
Un o (3)" xg
5
=5
. A . 5 . 1
Donc (un)n>1 est une suite géométrique de raison g = 5 et de premier terme u; = 5

b. D’apres le cours, la somme des n premiers termes d’une suite géométrique est égale a :

1— I,aisonnombre de termes dans la somme

1°T terme X :
1 — raison

Sy représente la somme des n premiers termes de (uy,),,~; donc :
>

1 1—(§)n
S, ==X &
e
_ (5\"
1,10
6 5

n—-+00

5 5\"
c.0<6<1d0nc lim () =0.

Ainsi, lim S, =1.
n—-+oo

@ a. fr(z) = 2% donc f](z) = ka*~1.
b. Fo(z) = fi(z) + fa(z) + - + fulz)

—z+2> 423+ 42"
:x(1+x+x2+-~~+x”71)

o Il = @
=z
1-2z
SL’—(En+1
l1—2
z— 2"\’
D F! =—-.
onc F) () ( T2 )
Loy il
F,(x) est de la forme Y done F! = M avec :
v v
u(z) =z — 2"t donc v/ (x) = 1— (n+ 1)z";
v(xz) =1—x donc v'(z) = —1.
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On a alors :

[1 —(n+ 1)3:"] (1—2x)— (_1)(ng _ xn—i—l)

" (1—=z)?
_1—(m+Dz"—z+(n+ 1)zt +z — zg"t!
a (1—x)?
1—(n+1)z"™ + nz"t!
F/ =
n(x) (1 — 1‘)2

n

c. Fl(z)=fi(x)+ fox)+--+ fl(x)=1 +22 4322+ +nz" = kakfl .

k=1
5 n 5 k—1
Donc : F), (6) = Zk <6>
k=1

_1-B—m + 1)(

_ 5" ()™
%

a ; 5 (d’apres la question précédente)
n n+1
_5=(+DE)" +n(§)
= 1
36

n
Or, lim <§) =0donc lim F) (
n—+4o0o 6 n—-+oo

1 n 5 k—1
Donc E (X) = = lim k <E) =

n—-+oo
k=

| ot

N—
I
@
S

Corrigé de I'exercice 11.11 page 395

A T'aide de la calculatrice, en entrant les données de la loi de probabilité de X dans le menu « Statistiques »,
on trouve bien les valeurs données dans ’énoncé. Sur la Numworks, par exemple, cela donne :

Données Données Histogramme Boite Stats
Valeurs Wl Effectifs N1 T
-28 a.78 Effectif total 1

8 8.03 M-inimum -20

5 8.a7 Ma3x imum 100

lee .06 Etendue 120

Moyenne -9.25

Ecart type 28.77B25

Variance B28.1875

Premier quartile -20



Dans la fonction proposée, la variable x contient un nombre pseudo-aléatoire compris entre 0 et 1, qui peut
donc représenter une probabilité.

Dans cette fonction Python, on effectue un test sur la valeur contenue dans x :

si z € [0;0,78], la fonction retourne « —20 », c’est-a-dire la valeur de X pour laquelle P (X = —20) =
0,78;

siz €]0,78;0,78 + 0, 09], la fonction retourne « 0 », ¢’est-a-dire la valeur de X pour laquelle P (X = 0) =
0,09;

si x €]0,78+0,09;0,78 + 0,09 + 0,07], la fonction retourne « 5 », c’est-d-dire la valeur de X pour
laquelle P (X = 5) = 0,07;

siz €[0,78+ 0,09+ 0,07;0,78 4+ 0,09 + 0,07 4 0,06], la fonction retourne « 100 », c’est-a-dire la valeur
de X pour laquelle P (X = 100) = 0, 06.

C’est pourquoi cette fonction Python simule bien notre variable aléatoire X.

C’est comme si on devait choisir un point sur le segment [0; 1] partagé ainsi :

0 078 087 094 |

La fonction Python echantillon(n) prend un nombre entier n comme argument et appelle n fois la fonction
simul () définie précédemment. Elle met tous les résultats dans une liste L.

La boucle étant finie, elle retourne « sum(L) /n », c’est-a-dire la moyenne de toutes les valeurs contenues dans

I

Pour un n assez grand, cette fonction retourne donc une valeur se rapprochant de I’espérance mathématique
de X.

Par exemple, on obtient :

>>> echantillon (10%*7)

-9.2495405

Corrigé de I'exercice 11.12 page 396

Avant toute chose, notons que : P(X > k) <a < P(X<k)>1—a.
Cela va m’étre utile pour ma fonction Python.

En

effet, a ’aide du super module probastat, on peut définir notre fonction ainsi :

Code Python 11-39

1
2
3
4
5
6
7

from probastat import binom
def seuil(n,p,a):
X = binom(n,p)

k=0

while X.proba_cdf(k) < 1-a:
k=k +1

return k

Par exemple,

>>> seuil(50,0.42,0.95)

15




Il faut ici déterminer le plus petit entier n tel que seuil(n,0.9,0.05) > 300.

Code Python 11-40

1 n = 300

2 while seuil(n,0.9,0.05) < 300:
3 n=n+1
4

5

print(n)

On trouve alors n = 324. C’est-a-dire que pour 324 billets vendus, la probabilité pour que le nombre de clients
se présentant & I’embarquement soit strictement supérieur a 300 est inférieure & 0,05, soit 5%.

Corrigé de I’exercice 11.13 page 396

Soit k un entier naturel compris entre 1 et n.
L’événement « X = k » est obtenu si &k — 1 épreuves se sont terminées par un échec, de probabilité 1 — p, et
que la k-iéme épreuve s’est terminée par un succes.
D’apres le principe multiplicatif, on a alors :

PX=k)=1-p)x(1—p)x - x(1-p)xp=p(l—p)L

(k—1) facteurs

X ! fk‘ ket s
=p > car B =
[1-(1-p)] k=1 5 &
" 1
:p —
P2
E (X) :%

Nous manipulons ici une somme infinie car il se peut que le succes n’arrive jamais, et donc que le nombre
d’épreuves soit infini.

5
X suit clairement une loi géométrique de parametre p = 20 = 0, 25.
1

Donc E (X) = — = 4. Cela signifie qu’il faudra choisir en moyenne 4 boules pour obtenir finalement une noire.
p



Corrigé de I'exercice 11.14 page 397
On cherche ici a résoudre I'inéquation :

<

— 1—(1-0,36)" >0,99

e 1-0,64" > 0,99

<~ 0,64" < 0,01

< nln(0,64) < In(0,01)

. 5 In(0,01)
Z 1n(0, 64)

<« n > 10,32.

car In(0,64) <0

Ainsi, a partir de 11 individus, la probabilité de I’événement « au moins un des n habitants de cet échantillon est
atteint par le virus » est supérieure a 0,99.

Corrigé de I'exercice 11.15 page 397

X suit une loi binomiale de parametres n = 250 et p = 0,01. En effet, on répete de maniere indépendante
250 fois 'expérience consistant a regarder si un caractere est mal transmis, dont la probabilité du succes est
p = 0,01 d’apres ’énoncé.

250
Brx=0-= ( 0 ) x 0,010 x (1 —0,01)259-0 = 0, 99250 ~ 0, 081.

On calcule P(X > 16) = P(X > 17).

Avec la calculatrice, on trouve :
P(X >17) ~ 1,04 x 1077,

ce qui est en effet négligeable.

Corrigé de I’exercice 11.16 page 397

On répete 100 fois de maniére indépendante I'expérience de Bernoulli consistant a regarder si un enfant est
atteint d’allergie alimentaire, dont la probabilité du succes est p = 0, 09.

Ainsi, X (qui représente le nombre de succes a l'issue de cette succession d’épreuves indépendantes) suit la
loi binomiale de parameétres n = 100 et p = 0,09.

La probabilité qu’au moins 10 enfants parmi les 100 interrogés soient atteints d’allergie alimentaire est :

P(X >10) ~ 0,412 5.
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ﬂTransformation de variables aléatoires

b Transformation affine

Définition 55 (rappels sur I’espérance mathématique)

Soit X = {x1;x2;...;zy,} une variable aléatoire discrete telle que P (X = x;) = p; pour 1 < ¢ < n, n € N*.
L’espérance mathématique de X est le nombre F(X) défini par :

n
i=1

Exemple 73

X est une variable aléatoire de loi de probabilité :

X=w| 2 [ 3|4 |5]|6 7|8 [9]10]11]12]
B L | L[ L[t (L[ [T[1[1]L
: 036 18 12 19 36 6 36 | 9 12 18 | 36
1 1 1 1 1
Al EFX)=2X —43X —4+4Xx —+---4+11Xx —+12x —
ors, B(X) =2x gg+3xgdx gt -+l xgg412xag
E(X)="1
Définition 56 (transformation affine)
Soit X = {x1;x2;...; 2, } une variable aléatoire discréte, et soient a et b deux réels.

La variable aléatoire Y définie par Y = aX + b est la variable qui prend les valeurs y; = ax; + b, pour tout entier ¢
compris entre 1 et n inclus.

Propriété 77 (espérance et variance d’une transformation affine)

Soit X = {x1;x9;...;z,} une variable aléatoire discréte, et soient a et b deux réels.
o L’espérance de Y = aX +best : E(Y) = E (aX+b) = aE (X) + b.
 La variance de Y est : V(Y) = V (aX+b) = a?V (X).

Exemple 74

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale 5 (200, 25).
Soit Y =3X +0,7. Alors,

E(Y)=3E(X)+0,7=3x (20 x 0,25) + 0,7 = 15,7.
V(Y) =32V (X) =9 x (20 x 0,25 x (1—0,25)) = 33,75.



P Somme de deux variables aléatoires

Définition 57 (somme de deux variables aléatoires)

Soient X = {z;}1<i<n et Y = {y; }1<j<p deux variables aléatoires.
On définit la somme de ces deux variables aléatoires comme étant la variable aléatoire :

X+Y = {z; + y; hi<i<n-
1<j<p

Exemple 75

Si X ={1;2} et Y = {—1;0; 1} alors les différentes sommes possibles des valeurs sont :
1+(=1)=0,1+0=1,1+1=2,2+(-1)=1,2+0=2,2+1 =3 donc :

X +Y ={0;1;2;3}.

Propriété 78

Soient X et Y deux variables aléatoires.
L’espérance de la variable aléatoire X + Y est :

E(X+Y)=EX)+E(Y).

Exemple 76

Xavier et Yvonne vont au restaurant. Xavier hésite de facon équiprobable entre les menus a 18 €, 24 € et 36 €.
Yvonne hésite, quant a elle, de fagon équiprobable entre les menus a 24 € et 36 €.

On note X et Y les variables aléatoires représentant le prix du menu choisi respectivement par Xavier et Yvonne.
Alors, X = {18;24;36} et Y = {24;36}. De plus,

1 1 1 1 1
E(X):§><18+§><24+§><36 E(Y):§x24+§><36
=6+8+12 =12+18

= 26 = 30.

Ainsi,
E(X+Y)=EX)+E(Y) =26+ 30 = 56.

On peut ainsi dire que le prix moyen de la facture de ce repas est 56 €.

Définition 58 (variables aléatoires indépendantes)

Soient X et Y deux variables aléatoires.
X et Y sont indépendantes si :

Propriété 79

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes.
La variance de la variable aléatoire X + Y est :

V(X +Y)=V(X)+ V().
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ﬂlnégalités de concentration

b Inégalité de Markov

Théoréme 15 (inégalité de Markov)

Soit X une variable aléatoire discrete d’espérance finie, et a valeurs positives. Alors :

E(X)

Va>0, P(X>a)< p

Notons :

k=1

On peut couper cette somme en deux sommes : la premiere comportant toutes les valeurs de X inférieures strictement
a a et la seconde comportant les valeurs de X supérieures ou égales a a, ce qui donne :

EX)= Y wP(X=mz) + Y axP(X=u).
T >a rrp<a

On sait que X > 0, ce qui signifie que pour tout entier £ compris entre 1 et n, zy > 0.
De plus, une probabilité est toujours supérieure ou égale a 0.
Ainsi, pour tout entier k € [1;n], 2, P(X = x) > 0, ce qui implique que :

Z .’L‘kP(X = J}/c) > 0.

rp<a

On déduit que :
E(X)> Y aP(X = ).

Tk 2a

Or, dans cette somme, xp > a, ce qui implique :

E(X)> Y aP(X =)

TR >a

soit :
De plus, par définition :

ce qui implique alors :

On en déduit alors, en divisant par a # 0 :
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P Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoréme 16 (inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

Soit X une variable aléatoire d’espérance p et de variance V(X).
Quel que soit le réel § > 0,

P(1X—p] 25) <

Démonstration 14

On considére la variable Y = [X — E(X )]2
Par définition, Y est une variable aléatoire & valeurs positives et :

E(Y) = B[(X ~ E(X))?] = V(X).
L’inégalité de Markov appliquée & Y donne alors :

E(Y)

Va>0, P(Y>a)<
a

—V¥a>0, P((X-EB(X)’>a)< Ve,

Posons alors a = 62 avec § > 0. On obtient alors :

vi>0,  P((X-E(X)’ >48)<
Or,
(X -E(X))’>8 < |X-EX)| 2

car 0 > 0. Cela donne alors :
V(X)

62 v

De ce théoreme (fondamental), on peut notamment conclure que pour une variable aléatoire quelconque X d’écart-type
o et d’espérance p :

V4> 0, P()X—E(X)| > 5) <

2

o
P(|X —p| 220)<(20)2

soit : .
P(|X—u| 220)<Z.

Cela signifie alors que la probabilité que X s’écarte de sa moyenne d’au moins 20 est inférieure a 0,25.

Remarque 74

Par simulation (manuelle ou informatique), on s’apergoit en fait que cette probabilité est trés souvent majorée par
0,05.
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ﬂLoi des grands nombres

b Cas général

Définition 59 (moyenne empirique variables aléatoires indépendantes)

Soient X1, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes. On pose alors :

Sn=) Xe=Xi1+ - +Xn et M,=
k=1

M,, est appelée la moyenne empirique des variables X; (1 <4 < n).

Propriété 80
Soient X7, Xo, ..., X, n variables aléatoires discretes réelles indépendantes ayant toutes la méme loi d’espérance

w et de variance V (X). Alors,

V (X)
— > < )
,u‘ /6> S 52

X+ + X,

Vo >0, P(’
n

X+ Xp+ -+ Xy
. .

On pose M,, =

Par linéarité de ’espérance, on a :

=

8
I
&

X+t X
n

E(Xi+ -+ X,)

[E(X1) + - + B(X,)]

T 33 |=3|=

1
) == Xnp
n

=
8
I
=
_|_

De plus, comme les X}, sont indépendantes, on a :

D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a M,,, pour tout 6 > 0, on a :

V)

P(| My =] 26) < —2=.
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P Loi des grands nombres

Théoréeme 17 (théoréeme de Khintchine, ou loi des grands nombres)

Soient X7, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes de méme loi, d’espérance p. Alors, pour tout réel § > 0,
X +---+X
Tz p(‘ﬁ_u’ >5> = 0.
n——+oo n

C’est une conséquence de la propriété précédente.

b Cas de variables aléatoires suivant la méme loi binomiale

Propriété 81

Soient X7, Xa, ..., X,, n variables aléatoires suivant la méme loi de Bernoulli de parameétre p (c’est-a-dire que
P(X; =1)=p).
On pose S, = X1 +---+ XnetMn——;W X"'
Alors,
np(l — p)
Vé >0, P(|Sn np|>5)<5—2.
P _ p(1—p)
My, > 0) < .
( | Pl ) nd2

Exemple 77

On lance 100 fois un dé équilibré, & quatre faces de couleurs différentes. On note X; (1 < i < n) qui vaut :

« 1 si la face obtenue lors du lancer ¢ est rouge;

» 0 sinon.
Ainsi,
1
PX;=1)= 7l 0,25.
On note S1gop le nombre de faces rouges obtenues a l'issue de ces 100 lancers.
On a alors : 100'5¢ 025 X075
X X
Vé >0, P(|5’100—100x0,25| 26)< ’52 .
soit : 18.75
V5>0, P(|5100—25|>5)< 572 5
En prenant par exemple § = 5, cela donne :
18,75
P(|S100—-25] 25) < —5— =075
D’ou :
1—P(20 < S100 < 30) 0,75
et donc :

P(21 < S10 < 29) > 0, 25.
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Exercices types

Exercice type 42 » transformation affine

Chaque jour, Louis emprunte un trajet pour aller de son domicile au lycée qui compte 7 feux tricolores.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de feux tricolores qui sont a 1’orange ou au rouge rencontrés
sur son trajet.

On admet que E(X) = 3,6 et V(X) = 2,5.

Si tous les feux sont au vert, Louis met 35 minutes a vélo.

On note T la variable aléatoire représentant le temps (en minutes) total du trajet.

On admet qu’en moyenne, chaque feu orange ou rouge lui fait perdre 30 secondes.

Exprimer 7" en fonction de X.
En déduire E (T) ainsi que V (T).

T =35+0,5X. En effet, aux 35 minutes (quand tous les feux sont au vert), il faut ajouter 30 secondes autant
de fois qu’il arrive a un feu orange ou rouge.

On déduit alors, par linéarité de I’espérance, que :
E(T) =E(35+0,5X) =35+ 0,5E (X) = 35 x 0,5 x 3,6 = 36, 8.

De plus,
V(T) =0,5*V (X) = 0,25 x 2,5 = 0, 625.

Exercice type 43 » inégalités de concentration

Soit X une variable aléatoire d’espérance 50 et de variance 10.
Donner une majoration de la probabilité P( | X — 50 | > 10).
En déduire une minoration de P(41 < X < 59).

On utilise tres souvent 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour donner une majoration d’une probabilité du
type P(| X —p| = 6). Cela donne ici :

10
¥6>0,  P(|X-50] >0)< .

La question suggere que I'on prenne § = 10, ce qui donne :

10
P(|X=50| >10)< —  soit P(|X—50] >10)<0,1.

On déduit de la majoration précédente que :
P(|X-50] 210)<0,1 < 1—-P(|X-50| <10)<0,1

<— P40<X<60)>1-0,1
— P41 <X <59) >0,9.
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Exercices

Somme de variables aléatoires

Exercice 12.1 (la base)

On considére 5 variables aléatoires (Xj)1<r<s suivant toutes la loi binomiale B (1 000;0,75).
Soit la variable aléatoire S5 = X7 + Xo + - -+ + X5.
Calculer I'espérance de Ss.
Solution page 422

O ®

Exercice 12.2 (en boulangerie)

Dans les boulangeries de la chaine « Obonpin », les baguettes sont de temps en temps un peu trop cuites... A
vrai dire, elles le sont avec une probabilité de 0,07.

Un contréleur de la marque « Obonpin » rend visite & 20 boulangeries d’'un méme département et vérifie 30
baguettes dans chacune d’elles. On suppose que dans chaque boulangerie, le nombre de baguettes réalisées est
suffisamment grand pour assimiler ceci a un tirage aléatoire avec remise.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de baguettes un peu trop cuites a l'issue de ce controle.

Déterminer I'espérance mathématique de X, ainsi que sa variance et son écart-type.
Solution page 422

© =

Exercice 12.3 (le jeu télévisé)

Un jeu télévisé est composé de deux manches :
¢ Premiére manche : le ou la candidat - e choisit d’ouvrir une des trois portes identiques qui se trouvent
devant lui ou elle. Derriere chaque porte se trouve un panneau indiquant le montant gagné : « 0 € », « 100
€ » ou « 500 € ».
On notera X la variable aléatoire représentant le gain de cette premiere manche.
e Seconde manche : le ou la candidat-e fait tourner une roue partagée en plusieurs sec-
teurs angulaires. Chacun des secteurs correspond a une somme : « 0 € », « 100 € »,
« 200 € », « 500 € » et « 1 000 € ».
10
Ici, les secteurs ont une surface telle que la probabilité de gagner x € est égale & —, pour z # 0, la
x
probabilité de gagner 0 € étant ce qui reste.
On notera Y la variable aléatoire représentant le gain de cette seconde manche.
On note Z = X 4+ Y le gain a l'issue de ces deux manches, X et Y étant indépendantes.

Calculer le gain moyen d’un - e candidat - e a ce jeu.
Solution page 422

© =
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Exercice 12.4 (trajet pour aller travailler)

Chaque jour de la semaine, Hubert prend le train pour aller travailler. Selon les statistiques réalisées sur sa ligne,
o la probabilité que le train ait 5 minutes de retard est égale a la moitié de celle qu’il ait aucun retard ;
o la probabilité que le train ait 2 minutes de retard est égale au triple de celle qu’il ait 7 minutes de retard ;
o la probabilité qu’il ait 7 minutes de retard est égale au cinquieéme de celle qu’il n’ait aucun retard.

On suppose qu’il n’y a pas d’autres cas possibles.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de minutes de retard du train d’Hubert un jour pris au
hasard.

Déterminer la loi de probabilité X.
Calculer I’espérance de X.
Calculer le retard moyen du train d’Hubert sur un échantillon de 20 jours ouvrés (donc sur un mois).

Solution page 422

© &

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Exercice 12.5 (vrai ou faux?)

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?
Soit X une variable aléatoire discréte d’espérance E(X) = 9 a valeurs positives.
Alors, selon 'inégalité de Markov, P(X > 10) < %
Soit X une variable aléatoire discréte d’espérance E(X) = 7 et de variance o2 = 9.
Alors, d’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, P( | X -7 > 18) < 0,028.
Solution page 423

© =

Exercice 12.6 (dé équilibré)

On jette 3 600 fois un dé équilibré. Minorer la probabilité que le nombre d’apparitions du numéro 1 soit compris
entre 480 et 720 a l'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
Solution page 423

O ®

Exercice 12.7 (pieces d'une usine)

On suppose que le nombre de pieces sortant d’une usine donnée en ’espace d’une semaine est une variable
aléatoire d’espérance 50.
A Taide de I'inégalité de Markov, majorer la probabilité que la production de la semaine prochaine dépasse
75 pieces.
On sait, de plus, que la variance de la production hebdomadaire est de 25. A T’aide de l'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev, minorer la probabilité que la production de la semaine suivante soit comprise entre
41 et 59.

Solution page 424

© =
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Exercice 12.8 (particules émise par une substance radioactive)

Pour étudier les particules émises par une substance radioactive, on dispose d’un détecteur. On note X la variable
aléatoire représentant le nombre de particules qui atteignent le détecteur pendant un intervalle de temps At. Le
nombre maximal de particules que le détecteur peut compter pendant un intervalle de temps At est de 103. On
suppose que X suit une loi d’espérance et de variance égales a 100.

Donner une majoration de la probabilité que X atteigne au moins 900.

O =

Solution page 424

Exercice 12.9 (entreprise de télécommunication)

Une entreprise de télécommunications souhaite estimer la proportion de clients satisfaits de leur service. Elle sait
que la probabilité qu'un client soit satisfait est de 70 %. L’entreprise interroge un échantillon de 100 clients.

O ®

Déterminez une borne supérieure de la probabilité que le nombre de clients satisfaits dans 1’échantillon s’écarte
de plus de 10 unités de la moyenne.
Solution page 424

Exercice 12.10 (composants électroniques)

Une entreprise de fabrication de composants électroniques sait que la probabilité quun composant soit défectueux
est de 5 %. L’entreprise teste un lot de 200 composants.

© =

Déterminer une minoration de la probabilité que le nombre de composants défectueux dans le lot soit compris
entre 5 et 15.
Solution page 425

Exercice 12.11 (trouver un nombre de lancers de dé)

Bl !

On lance de maniere indépendante n fois un dé équilibré a six faces.
n
Déterminer une valeur de n pour laquelle la probabilité d’obtenir entre 0 et 3 fois le nombre « 1 » soit supérieure
a 0,99.
Solution page 425

Exercice 12.12 (dé équilibré)

Un dé équilibré a six faces est lancé n fois.

© &

On note M, la variable aléatoire moyenne des résultats des n lancers.
Calculer E (M,,) et V (M,,).

Déterminer le plus petit nombre entier n tel que 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev assure que :

Interpréter la valeur de n déterminée dans le contexte de 1’exercice.

Solution page 426

Exercice 12.13 (usine de vis)

Une usine fabrique des vis dont la longueur (en mm) est modélisée par une variable aléatoire X d’espérance
© =50 mm et d’écart-type ¢ = 2 mm.
On préléve un échantillon de n = 100 vis, et on note M, la longueur moyenne de cet échantillon.
A Daide de linégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer qu'avec une probabilité d’au moins 75 %, la longueur
moyenne de I’échantillon ne s’écarte pas de plus de 0,4 mm de la valeur cible 50 mm.

Solution page 427
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Exercice 12.14

2

off

Soit X une variable aléatoire réelle. On suppose que X admet une espérance E(X) = p et une variance V(X) = o
Soit a > 0.

Soit A > 0. Démontrer que P(X —p>a)=P(X —p+A=a+ ).
Vérifier que E((X — p+ A)?) = 02 + A2,
Mote e pour tout A > 0, P(X >)<U2+/\2
ntrer que pour tou —pza) L ——.
3 que p ; I CESNE
Aide : on pourra utiliser le fait que P(Z > a) < P(Z? > a?) pour toute variable aléatoire Z.
202
a?+ o2’

Pour quelles valeurs de a obtient-on une meilleure inégalité que l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev ?

EndéduirequeP(|X—,u| Za)g

Solution page 427

Loi des grands nombres

Exercice 12.15 (dans une urne)

On dispose d’une urne dans laquelle sont mises 7 boules rouges et 3 noires. On tire au hasard une boule de cette
urne et on la remet dans 1'urne; si la boule choisie est noire, on gagne 1 point. Sinon, on ne gagne pas de point.
On note M, le gain moyen de points apres n répétitions indépendantes de cette expérience.
Déterminer une valeur de n pour laquelle la probabilité que la différence entre M,, et 0,3 soit supérieure a 0,1
est inférieure ou égale a 0, 5.
Solution page 428

Exercice 12.16 (marche aléatoire sur Z)
On considére une marche aléatoire sur Z définie de la facon suivante : on part de 0 et, a chaque étape,
e on a une probabilité p de faire un pas vers la droite ;

e on a une probabilité 1 — p de faire un pas vers la gauche.

Autrement dit, on considére une suite de variables aléatoires (X, ),>1 indépendantes et de méme loi donnée par :
VneN, PX,=1)=p et PX,=-1)=1-p.

On note S,, = X1 +--- + X,,.

Que représente S, dans le contexte de cet exercice ?

E Exprimer, en fonction de p, E(Xy).

S,
Que vaut lim (n> ? Comment interpréter ce résultat ?
- n=+too \ M

Solution page 429

Exercice 12.17 (dans un urne)

Une urne contient 2 boules rouges et 3 boules noires. On tire successivement avec remise des boules de cette urne.
A partir de combien de tirages est-on strs & 95% que la proportion de boules rouges tirées est dans l'intervalle
10,35;0,45[?

Solution page 429
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Exercice 12.18 (usine et piéces mécaniques)

Une usine produit des pieces mécaniques. Le poids moyen d’une piéce est de 100 grammes, et la variance du poids
est de 16 grammes? (I’écart-type est donc de 4 grammes). On préléve un échantillon de 50 pieces.

Déterminer une majoration de la probabilité que la moyenne des poids des pieces dans I’échantillon s’écarte de
plus de 0.6 grammes de la moyenne théorique (100 grammes).
Solution page 430

Exercice 12.19 (dé a 6 faces)

On lance n fois un dé a 6 faces et on regarde la fréquence d’obtention de la face « 6 ».
Que peut-on dire de cette fréquence quand n devient grand ?
Solution page 430

Bl

Objectif bac

Exercice 12.20 (extrait du bac Métropole 2024)

Lorsqu’une personne commande un article sur internet, on considere que le temps de livraison est modélisé par
une variable aléatoire T' égale a la somme de deux variables aléatoires 17 et Th ou :

o T représente le nombre entier de jours pour 'acheminement de ’article de I'entrep6t de stockage vers la
plateforme de distribution ;

o T5 représente le nombre de jours pour I’acheminement de I’article de la plateforme vers le domicile du client.
On estime que T} et T sont indépendantes et que :

o E(Ty)=4et V(T1) =2;

o E(Ty) =3¢t V(T) =1.

Déterminer I’espérance E (T) ainsi que sa variance V (T).

E Un client passe une commande sur internet. Justifier que la probabilité qu’il recoive son article entre 5 et
2
9 jours apres sa commande est supérieure ou égale a 3

Solution page 430

Bl

Exercice 12.21 (Extrait du sujet 1 d’Asie 2025)

Une entreprise qui fabrique des jouets doit effectuer des controles de conformité avant leur commercialisation.
Dans cet exercice, on s’intéresse a deux tests effectués par ’entreprise de jouets : un test de fabrication et un test
de sécurité.

On préleve au hasard dans la production de I'entreprise un lot de n jouets, ou n est un entier strictement positif.
On suppose que ce prélevement se fait sur une quantité suffisamment grande de jouets pour étre assimilé a une
succession de n tirages indépendants avec remise.

On rappelle que la probabilité qu'un jouet réussisse le test de fabrication est égale a 0, 95.

Soit 5, la variable aléatoire qui compte le nombre de jouets ayant réussi le test de fabrication. On admet que S,
suit la loi binomiale de parametres n et p = 0, 95.

Exprimer I'espérance et la variance de la variable aléatoire .S, en fonction de n.

E Dans cette question, on pose n = 150.
a. Déterminer une valeur approchée a 1073 prés de P (S150 = 145). Interpréter ce résultat dans le contexte
de l'exercice.

b. Déterminer la probabilité qu’au moins 94 % des jouets de ce lot réussissent le test de fabrication.
Donner une valeur approchée du résultat & 1073 pres.

© @
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Dans cette question, ’entier naturel non nul n n’est plus fixé.

S,

Soit F}, la variable aléatoire définie par : F,, = —. La variable aléatoire F,, représente la proportion des
n

jouets qui réussissent le test de fabrication dans un lot de n jouets prélevés.

On note E(F,) Pespérance et V(F,,) la variance de la variable aléatoire F,.

0,0475
a. Montrer que F(F,) = 0,95 et que V(F,) = ——.
n

b. On s’intéresse a ’événement [ suivant : « la proportion de jouets qui réussissent le test de fabrication
dans un lot de n jouets est strictement comprise entre 93 % et 97 % ».

En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, déterminer une valeur n de la taille du lot de jouets
a prélever, a partir de laquelle la probabilité de I’évenement I est supérieure ou égale a 0, 96.

Solution page 431

Exercice 12.22 (Extrait du sujet 1 de Polynésie, septembre 2025)

Une auto-école présente pour la premiere fois a ’examen de conduite 10 candidats qui ont suivi la formation de
conduite accompagnée.
On modélise le fait de passer les examens de conduite par des épreuves aléatoires indépendantes.

On note X la variable aléatoire donnant le nombre de ces 10 candidats qui auront leur permis des la premiere
tentative.

Justifier que X suit une loi binomiale de parametres n = 10 et p = 0, 747.
E Calculer P(X > 6). Interpréter ce résultat.
Déterminer E(X) et V(X).

Il y a aussi 40 candidats qui n’ont pas suivi la formation de conduite accompagnée et qui se présentent pour
la premiére fois a ’examen de conduite. De la méme maniere, on note Y la variable aléatoire qui donne le
nombre de ces candidats qui auront le permis & la premiere tentative. On admet que Y est indépendante
de la variable X et qu’en fait E(Y) = 22,53 et V(Y) =9, 81.

On note alors Z la variable aléatoire comptant le nombre total de candidats (parmi les 50) qui auront le
permis de conduire deés la premiere tentative dans cette auto-école.

a. Exprimer Z en fonction de X et Y. En déduire E(Z) et V(Z).

b. En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, montrer que la probabilité qu’il y ait moins de 20 ou
plus de 40 candidats qui aient leur permis des la premiere tentative est inférieure a 0,12.

Solution page 432
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Corrigé de I’exercice 12.1 page 416
D’apres la propriété 7?7 sur la somme des variables aléatoires indépendantes,

E(Ss) = Y E(Xy).
k=

Or, pour tout entier k compris entre 1 et 5,
E(Xy) =1 000 x 0,75 = 750.

Par conséquent, E(S5) = 5 x 750 = 3 750.

Corrigé de I'exercice 12.2 page 416
Notons Y}, la variable aléatoire représentant le nombre de baguettes un peu trop cuites dans la boulangerie k, pour
k entier compris entre 1 et 20.
Alors Y}, suit la loi binomiale B (30;0,07) car le controleur vérifie dans chaque boulangerie 30 baguettes (on suppose
ici que 'on peut assimiler cette vérification a un tirage aléatoire avec remise car le nombre de baguettes est supposé
assez grand).
E(Y;) =30x0,07=2,1, V(Y) =30 x 0,07 x (1 —0,07) = 1,953 et o(Ys) = /1,953 =~ 1, 397.
20
Ainsi, X = Z Y}, et donc, d’apres la propriété sur la somme de variables aléatoires indépendantes :
k=1
o E(X)=20x E(Y1)=20x2,1=42;
o V(X)=20x V(Y1) =20x 1,953 = 39,06;
o o(X)=V(X)=~6,25.

Corrigé de I'exercice 12.3 page 416

0+ 100 4 500
. E(X):%:QOO.
10 10 10 10
« E(Y) =100 X — + 200 X — L} 20
(Y) = 100 x 755 +200 x oo 4500 X 2o 4 1000 X 55 = 40

E(Z) = E(X) + E (Y) = 240.

Ainsi, le gain moyen d’un - e candidat - e est 240 €.

Corrigé de I'exercice 12.4 page 417
Notons z = P (X = 0). La loi de probabilité de X est :

X=k 0| 2 5 7
3 1 1
PX=k) |z £% | 5% | 5%
La somme des probabilités est égale a 1 donc :
T + 133—{—330—1— 1x—1 <~ 233:—1
B 5 5 107
— T = 10
S 23
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D’ou :

| X =k 025 |7

1 2

rx—n | 2| &[22

23 | 23 | 23 | 23
6 5 2 51
A E(X)=2x — — = =,
BlEX) =2xg+5xm+7x5=5

Notons X la variable aléatoire représentant le nombre de minutes de retard du train d’Hubert le jour k,
1<k <20.

X1+ Xo+ -+ Xgo

Posons alors : My = . Alors,

20
E(Mao) = (X1 + 22?)- + X20)
_EXy) + E(X,) + -+ 4 E(Xy)
20
_ 20 o
20
_st
23
~ 2,22,

Ainsi, le retard moyen du train d’Hubert sur les 20 jours est d’environ 2 min 13 s.

Corrigé de I'exercice 12.5 page 417

Fauz. Selon l'inégalité de Markov, P(X > a) < , ce qui donne dans notre cas :
a
P(X >10) < —

Vrai. En effet, d’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

V(X)
P(|X-E(X)| >0) < —5
ce qui donne dans notre cas :
9
P(|X-7| 218 <—
( | | ) 182

soit :

P(|X—17] 218)<%<0,028.

Corrigé de I'exercice 12.6 page 417
Soit S la variable aléatoire comptant le nombre d’apparitions du chiffre 1 au cours de ces lancers. S suit une loi

1
binomiale de parametres 3 600 et 5 On sait donc que :
E(S) =600 et V(S) = 500.

De plus,
480 < S <720 <= -120< S —-600< 120 < | S —600]| < 120.

Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on obtient :

500
1202

P(|S—600] >120) < < 0,035.
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On en déduit que :
P(480 < S < 720) > 1— 0,035

soit :
P(480 < S < 720) > 0,965.

En particulier, la probabilité que le numéro 1 apparaisse entre 480 et 720 fois au cours de ces 3 600 lancers est
supérieure a 0,96.

Corrigé de I'exercice 12.7 page 417

Commengons par poser X la variable aléatoire représentant le nombre de pieces sortant de 'usine en ’espace

d’une semaine.
D’apres I'inégalité de Markov,
50
P(X >T75) < —
( )€ =
soit :
P(X > 75) <0,67.

On souhaite une minoration de :

PA1<X<59)=PB0-9< X <50+9)=P(|X—-50] <9).

L’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev donne :

P(| X —50| >10)<1—02

soit :
P(| X —50| >10) <0,25.

On en déduit alors que :
1-P(|X—-50]| <10)<0,25

et donc :
P(| X -50| <9)>0,75.

La probabilité pour que la production de la semaine suivante soit comprise entre 41 et 59 est donc au moins
de 75%.

Corrigé de I'exercice 12.8 page 418
Pour que X atteigne 900, il faut que que | X —100 | > 800. En effet, X > 0 donc | X —100 | > 800 < X > 900.
On utilise donc I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev avec § = 800 :

100

P(|X-100| > <
(| 00| >800) < 5

< 0,015 625.

Ainsi, P(X > 900) < 0,015 625.

Corrigé de I'exercice 12.9 page 418
Posons X la variable aléatoire représentant le nombre de clients satisfaits sur les 100 clients contactés.
Alors, X suit la loi binomiale de parameétres n = 100 et p =0, 7.

Son espérance est alors E (X) = np = 70 et sa variance est V (X) = np(1 — p) = 21.
Le théoreme de Bienaymé-Tchebychev nous donne alors :

21
V6>0, P(|X-70| >6)< 5.
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On souhaite déterminer une borne supérieure de la probabilité que le nombre de clients satisfaits dans 1’échantillon

s’écarte de plus de 10 unités de la moyenne, donc prenons 6 = 11 :

21
P(| X - >11) < — <0,173.
(| 70 | ) < 157 <0173

Corrigé de I’exercice 12.10 page 418

Posons X la variable aléatoire représentant le nombre de composants défectueux sur les 200 testés.

Alors, X suit la loi binomiale de parameétres n = 200 et p = 0, 05.
Ainsi, E (X) =np =10 et V(X) =np(1 —p) =9,5.

Le théoreme de Bienaymé-Tchebychev nous dit alors :

9,5

v§>0, P(|X-10] >8)< 2.

On veut déterminer une minoration de la probabilité que le nombre de composants défectueux dans le lot soit

compris entre 5 et 15 (soit 10 — 5 et 10 + 5).
On va donc prendre § =6 :

9,5 9,5
P(|X~10] >6)< 57 < 1-P(| X 10| <6) < 3¢
9,5

= P(|X 10| <5)>1- 2 >0,736.

Corrigé de I'exercice 12.11 page 418
Commencons par poser X la variable aléatoire représentant le nombre de « 1 » obtenus.

n
X suit alors la loi B(n;%) et a donc une espérance égale a 5 et une

5n
np(l —p) = —

On nous demande ici de trouver un entier n tel que :

P(0<X< )20,99.

w3

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous dit que :

va>o,P(X—%‘>5)<%
e p[(x-neu(x- a0
V>0, « 1—P(—5<X—%<5)<%
— P(75<X7%<5)>17356%.

variance

égale

On aimerait arriver a une inégalité avec P (0 <X < §> ; cela nous pousse a prendre § = 5 pour obtenir :

Ainsi, il suffit de choisir un n tel que :

1—§20,99 <= n = 500.
n

Nous sommes donc assurés que pour n > 500, notre probabilité est supérieure a 0, 99.
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Ce raisonnement nous assure que la probabilité est supérieure a 0,99 pour n > 500 sans affirmer que 500 est
la valeur minimale. Pour avoir une valeur minimale, on peut écrire un programme Python (par exemple) qui
calcule cette probabilité en partant de n = 500 et en baissant cette valeur jusqu’a obtenir une probabilité
inférieure a 0,99.

Code Python 12-42

1 from scipy.stats import binom

2 n = 500

3 while binom.cdf(n//3, n, 1/6) >= 0.99:

4 print(’n = {} ; proba = {}’.format(n,binom.cdf(n//3, n, 1/6)))
5 n-=1

Ce programme nous donne comme derniére valeur de n, donc comme valeur minimale de n : n = 33. Autant
dire que nous en sommes loin avec 'application de I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff...

Corrigé de I'exercice 12.12 page 418
Notons X; la variable aléatoire représentant le nombre obtenu au lancer ¢, avec 1 <7 < n.
Il y a équiprobabilité a chaque lancer car le dé est équilibré.
Donc la loi de probabilité de X; est :

1
V1< k<6, P(Xi—k):a
Alors,
1 6x(06+1) 21 7
E(X;)==(14+2+34+4+5+6)=— - = _
(X35) (1+24+3+44+5+6) 5 5 6 5
et . )
1 7 35
X)) == i— =] =
V( z) 6 Z <xz 2) 12
k=1
Ainsi,
E(M,) =— xnE(X;) = g
et, puisque les X; sont toutes indépendantes,
1 35
M,) = — X)) =—.
V (M,) — x nV (X;) Ton
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a M,, donne :
V(M)
v6>0, P(|My—E(M) | 208) < —55—
En prenant § = 0,4, cela donne :
35
P(IMa—3,5] 20,4) < 12n x 0,42
soit :
P(| My —3,5] >0,4) < —2
n b = b ~X 1,92/)’]/.
On souhaite que cette probabilité soit inférieure ou égale a 0,1, donc il suffit de choisir n tel que :
35 <0,1 < 35<0,1x1,92n
17 92n X I ~N I )
= n= 35
~ 0,192



Si 'on effectue 183 lancers ou plus, alors I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev garantit que la probabilité que
la moyenne des résultats s’écarte de 3,5 de plus de 0,40 est inférieure ou égale a 10 %.

Autrement dit, avec au moins 183 lancers, on a au moins 90 % de chances que la moyenne empirique soit dans
Pintervalle [3,1;3,9].

Corrigé de I'exercice 12.13 page 418
Les vis sont supposées indépendantes et identiquement distribuées, donc :

E(M))=p=50 e V(M)=2 - 00
n == ¢ T T 100
L’événement {49,6 < M,, < 50,4} s’écrit { | M,, — 50| < 0,4}.
On applique l'inégalité avec § = 0,4 :
V(M)
P(49,6 < My, <50,4) > 1 - —5"
,_ 0,04
~ 0 (0,4)2
S, 0.0
0,16
> 0,75.

Cela signifie que, quel que soit I’échantillon prélevé, il y a au moins 75 % de chances que la moyenne des 100 vis
mesurées soit comprise entre 49,6 mm et 50,4 mm, c’est-a-dire & moins de 0,4 mm de la valeur cible de 50 mm.

Corrigé de I'exercice 12.14 page 419

Ona:

donc la probabilité des deux événements (X — pu > a) et (X — p+ A > a+ A) sont égales.
Par linéarité de I’espérance, on a :
E(X —p+X2)?) =E((X — p)? +2(X — )X+ A?)
=E((X — p)?) +2A E(X — p) +X°
—_———

=V(X) =0

X—pz2a <= X—p+A=2a+ A

Dans un premier temps, on a :
PX—p>a)=PX —p+Ar=a+)).

Or,
PX—p+A>a+X) <P((X —p+2)?>(a+))?).
Ainsi,
PX—p>a)<P((X—p+N?22>(a+X)?).
En appliquant I'inégalité de Markov a la variable aléatoire (X — p + )2, on obtient :

P(X—p+X?>(a+A)?) < Bl&X — i+ V]

(a+A)?
Ainsi,
E[(X — p+\)?
PX—-p>a)< [(aJr)\)Q }
d’ou : 24 N2
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2 )\2
Posons f(\) = ﬁ, avec A = 0.

Sa dérivée vaut :

o
On en déduit que f'(A) >0 <= A > —.
a
2 2
.. o . o
Notamment, f admet un minimum en A = —, et ce minimum vaut ——.
a o2 + a?
Ainsi,

02 + )2 o2
( p2za) (a+MN)? = o2+a?

On peut écrire :
(|1 X—p| >2a)=X-p=>a)U(p—X >a).

Les deux événements (X —u = a) et (u -X > a) étant disjoints,
P(|X-p| 2>a)=P(X—p>a)+Pp—X >a).

A T'aide de la question précédente, appliquée & X — wetap— X, on obtient :

soit :

Cette derniere inégalité est meilleure que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev si :

202 o? 2 1
i @2 Pta o a
o2 + a? 2

2
o2 + a? 2a?

2 > 2
— 02> q?

<~

<~

<= a < o car a et o sont positifs.

Corrigé de I'exercice 12.15 page 419
On cherche un entier n tel que :
P(|M,-0,3] >0,1) <0,5.
<

Notons X}, le nombre de points gagnés au k-ieme tirage, 1 < k < n.
3
X}, suit la loi de Bernoulli de probabilité p = 0N 0,3 et de variance 02 = 0,3 x (1 —0,3) = 0, 21.
De plus, par définition, les X}, sont indépendantes donc on peut utiliser la propriété du cours sur l'inégalité de
concentration sur la moyenne :
0,21

P(|M,—0,3]>0,1) < —=—.
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On souhaite que P (|M,, —0,3| > 0,1) < 0,5 donc il suffit de choisir n tel que :

0,21 0,1%n 1
’ <0,5 < =2 >
0,12n 0,21 ~ 0,5
— 0,1%n > 1 x 0,21
bl /0’5 bl
S L 021
— nz
0,5 0,12
<— n >42

Corrigé de I’exercice 12.16 page 419

Regardons les premieéres valeurs de S, :
o S € {—1;1} car X; ne peut prendre pour valeurs que —1 ou 1;
o Soe{-1—-1;-141;1—1;1+ 1} soit Sy € {-2;0;2};
o S3e{-3;,-1;1;3}.
On s’apergoit que S, est la position a laquelle nous nous trouvons dans 7Z a la fin de ’étape n.
Bi=EX)=1xPXpi=1)+(-1)x P(Xp ==1)=1xp+(-1) x (1—p) =2p—1.
Sn X144+ X,
Rtk

3
n

et d’apres le théoréme de Khintchine (loi faible des grands nombres),

n—-+oo

Sn
Vo >0, lim P(‘—u’ 25) =0.
n
. . R Sn
Autrement dit, quand le nombre de pas devient tres grand, la moyenne — se rapproche de 2p — 1.
n

Corrigé de I'exercice 12.17 page 419
Pour 1 < k£ < n, considérons ’événement :

« une boule rouge est tirée lors du k-ieme tirage ».

Notons alors X la variable aléatoire représentant le nombre de boules rouges obtenues lors du k-ieme tirage. Xy
2 2 2
soit la loi de Bernoulli de probabilité R a pour espérance y = 5= 0,4 et pour variance o2 = 5 X 5= 0, 24.
X1+ A

La proportion de boules rouges obtenues apres n tirages est M,, =
n

On cherche donc la premiere valeur de n a partir de laquelle :
P(|M,—-0,4] <0,05)>0,95 < P(|M,—0,4| >0,05) <0,05.

La propriété du cours sur I'inégalité de concentration sur la moyenne nous dit que, pour § = 0,05 :

0,24
P(| M, —0,4| >0,05) < ———.
(1 | ) 0,0025n

Une valeur de n satisfaisante est donc la plus petit valeur de n telle que :

0,24 0,0025n _ 1
A P bt hinb SO
0.0025n S %% = 090 2 0o

0,24
250 > =
<~ 0,0025n 0.05
s 0.2
" 20,05 x 0,0025

<~ n =1 920.
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Ce dernier résultat nous assure a 95% que la proportion de boules rouges tirées se trouve dans I'intervalle |0, 35; 0, 45].

Si l'on effectue des simulations de cette expérience, on peut se rendre compte que l'on obtient une proportion
dans l'intervalle pour des valeurs de n plus petites. Il est donc important de se souvenir que l'inégalité de
concentration nous assure une valeur de n adéquate mais qu’elle n’est pas toujours minimale.

Corrigé de I'exercice 12.18 page 420
Notons Xj, la masse de la piece contrélée numéro k, ou 1 < k < 50 puisque 'on préleve 50 pieces. On a d’apres
Iénoncé E (Xi) = 100 et V (X) = 16.

La propriété du cours sur I'inégalité de concentration sur la moyenne donne :

p X1+ -+ X5
50

16
50 x 62

~100| > ) <

On prend ici § = 0,6 car on nous demande de déterminer une majoration de la probabilité que la moyenne des
poids des pieces dans I’échantillon s’écarte de plus de 0.6 grammes de la moyenne théorique. Cela donne :

P X1+ + Xs0
50

16

5006 S8

—1%’>Q6><

Corrigé de I'exercice 12.19 page 420
D’apres le théoréme de Khintchine (loi faible des grands nombres), si on note pour 1 < k< n :

X, =1 sion obtient un « 6 »
X, =0 Sion n’obtient pas un « 6 »

1 1
ou les X sont indépendantes et suivent la méme loi de Bernoulli de probabilité 5 et donc d’espérance p = 5’ on

lints p(’M_M‘>5):0

peut écrire pour tout § > 0 :

n—-+oo n

X 4+t X 1
ce qui signifie que la fréquence A vt An se rapprochera de p = 5 quand n deviendra de plus en plus grand.

Corrigé de I'exercice 12.20 page 420

o Par linéarité de espérance, E(T) =E(Th +T2) =E(Th) + E(T2) =4+3=7;
o De plus, T; et Ty sont indépendantes donc V(T) =V (T1) +V(Tz) =2+ 1=3.

Nous cherchons ici a démontrer que :

D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

Vi>0, P(|T—-E(T)| >46

N

= Vi>0, P(|T-7| 29 <

| w
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En prenant alors § = 3, on a :

3
P(|T-7] 23)<3—2
1
— 1-P(|T-7] <3)<§
1
—1-P(|T-7] §2)<§ car |T — 7| est entier
1 2

Corrigé de I'exercice 12.21 page 420
S, suit la loi binomiale de parameétres n et p = 0,95 donc :

E(S,)=nxp=0,9n et V(X)=np(l—p) =nx0,95x0,05=0,0475n.
Dans cette question, on pose n = 150.

150
a. P (S50 = 145) = (145> % 0,95145 y 0,05150_145

=591 600 030 x 0,95 x 0, 05°
~ 0,109.

Dans le contexte de ’exercice, dans environ 10,9% des cas, 145 jouets sur les 150 du lot réussissent le
test de fabrication.

b. 94% des jouets de ce lot correspondent & 141 jouets.
A Tlaide de la calculatrice, on trouve :

P (515(] 2 141) ~ 0, 781.
La probabilité qu’au moins 94 % des jouets de ce lot réussissent le test de fabrication vaut environ 0, 781.
Dans cette question, ’entier naturel non nul n n’est plus fixé.
a. D’apres les propriétés sur 'espérance d’une somme de variables aléatoires :
S E (S 0,95n
E(Fn) =F <") = M =—-——=0,95.
n n n

D’apres les propriétés sur la variance d’'une somme de variables aléatoires indépendantes :

5} V(S,) 0,0475n  0,0475
V(Fn)zv<:>: n2n: — ==

b. On souhaite déterminer une valeur de n pour laquelle :

P(I)>0,96 < P(0,93 < F, < 0,97 > 0,96

>
< 1—-P(|F,-0,95| >0,02) > 0,96
< P(|F,-0,95| >0,02) <0,04.
Or, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
V(Fn)

V6>0, P(|F,—E(F)| >0)<

En prenant 6 = 0,02, cela donne :

0,0475 118,75
P(|F,—0,95| >0,02) < — = %0

T 4x1074n  n
Ainsi, pour que P( | F;, — 0,95 | > 0,02) < 0,04, il suffit de prendre n tel que :
118,75 118,75
L - <0,04 <= n> . < n > 2 968,75.
n 0,04

Ainsi, a partir de 2 969 jouets prélevés, la probabilité de I’événement I est supérieure ou égale a 0, 96.
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Corrigé de I'exercice 12.22 page 421

L’expérience consistant a choisir un candidat est une épreuve de Bernoulli, dont la probabilité du succes
(obtenir le permis dés la premiere fois) est p = 0, 747.
On réalise 10 fois cette expérience et on suppose que les épreuves aléatoires sont indépendantes.

Donc la variable aléatoire X, donnant le nombre de ces 10 candidats qui auront leur permis des la premiere
tentative, suit la loi binomiale de parametres n = 10 et p = 0, 747.

B Px>6)=1-PX<5).
A la calculatrice, on trouve P(X < 5) & 0,082 donc P(X > 6) ~ 0,918.

On peut donc estimer & 91,8 % le pourcentage de chances que sur 10 candidats, au moins 6 obtiennent le
permis des leur premiere tentative.

E(X) =np=10x 0,747 = 7,47.
V(X) =np(1—p) =10 x 0,747 x 0,253 ~ 1, 890.

a. D’apres 'énoncé, Z =X +Y.
Par linéarité de ’espérance,

E(Z)=E(X)+ E(Y) = 17,47 + 22,53 = 30.
Les variables X et Y sont indépendantes, donc :
V(Z)=V(X)+V(Y)~1,89+9,81 =11,7.

b. La variable aléatoire Z a pour espérance E(Z) et pour variance V(Z) donc, d’apres l'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev, on a :

V(Z

vi>0,  P(|Z-B(Z)| >0 < LD

soit ici : 117
Vi>0,  P(]Z-30] >6)< -

On cherche la probabilité qu’il y ait moins de 20 ou plus de 40 candidats regus, soit :
20<Z7<40 <= -10<Z7-30<10 < |Z-30] <10

Pour § = 10, l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev devient :

11,7
102

P(|Z-30] >10) <

soit :
P(|Z-30] >10) <0,117.

La probabilité qu’il y ait moins de 20 ou plus de 40 candidats qui aient leur permis des la premiere
tentative est donc inférieure a 0,12.
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Bac blanc 01

Exercice 13.1 (5 points)

Une entreprise souhaite construire un batiment dont le profil a la forme représentée dans un repére orthonormé
(O;7,7) ci-dessous, dont I'unité graphique représente 50 métres.

A

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

1 —08 —06 —04 —02 O

Pour cela, on considere la fonction f définie par :

flz) = (x+1)e @ pour —1<2<0
~l1+In(2) —In (e +e7®) pour z > 0

Partie A : étude de la fonction f

Vérifier que f est continue en 0.
a. Montrer que sur [0;+oo[, la dérivée de f est :

il —c2®

f@=1ra

b. En déduire que f est strictement décroissante sur |0 ; +o0].
c. Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution sur [0;+oo[. On la notera .
Donner une valeur approchée de o & 1075 pres.
On admet que f'(x) = —ze™* sur |—1;0[.
Calculer lim [f'(z)] et lim [f'(z)].
z—0 x—0
z<0 >0
Interpréter graphiquement ce résultat.


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=13.1

Partie B : calcul d’aire

L’entreprise désire connaitre la surface latérale du batiment. Cela revient a déterminer I’aire du domaine délimité
par la courbe représentative de f et 'axe des abscisses sur I'intervalle [—1; «].

0
A T'aide d’une intégration par parties, montrer que / flz)dz=e—2.
—il

Afin d’obtenir un encadrement de l'aire sur lintervalle [0;«], on utilise le programme suivant, écrit en
Python :

Code Python 13-43

1 from math import exp, log
2

3 def f(x):

4 return 1+log(2)-log(exp(x)+exp(-x))
5

6 def rectangleSup(n):

7 base = 1.65745/n

8 x=0

9 A=0

10 while x < 1.65745:

11 A = A + base * f(x)
12 x = x + base

13 return A

14

15 def rectangleInf(n):

16 base = 1.65745/n

17 X = base

18 A=0

19 while x < 1.65745:

20 A = A + base * f(x)
21 X = x + base

22 return A

23

24  print([rectangleInf (100), rectangleSup(100)])

On rappelle que la fonction Python log renvoie le logarithme népérien.

Expliquer le principe de ce programme.
Ce programme affiche :

[1.0312009233909132, 1.047775423390913]

Justifier qu'un encadrement de la surface latérale du batiment est :

4 374 m? < aire latérale du batiment < 4 415 m?.

Solution page 438
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Exercice 13.2 (5 points)

On note f(t) la température (en °C) & I'intérieur d’une serre a I'instant ¢ > 0 (en heures).
Un scientifique suppose que f vérifie I’équation différentielle :

(B): ' =(@y—t+1)?
avec la condition initiale f(0) = 2.

Onposeu:y—t—l—let:

Montrer I’équivalence suivante :

y est solution de (E) <= wu est solution de (E’).

E Vérifier que les fonctions constantes u(t) = 1 et u(t) = —1 sont solutions de (E’).
A quelles solutions de (F) correspondent-elles ?
Soit u une solution de (E’) telle que u # 1 et u # —1.

a. Justifier qu’on peut écrire :
/

= 1,
u? —1

b. Trouver les réels a et b tels que :
1 a b

u2—1:u—1+u—|—1'

c. En déduire une primitive de 7 puis montrer qu’on obtient apres résolution :

uZ —

_1+Ce*

1—Ce?
u(E} 1—Ce2t -

ou u(t) = W

ou C est une constante réelle non nulle.
En déduire l'expression générale de f(t).

Déterminer la constante C grice a f(0) = 2, puis donner l'expression explicite de f(t) et préciser son
domaine de définition.

On admet que f est strictement croissante sur son domaine de définition.
Calculer hlrglﬁ [f@®)].
2

t—
t< 1n§2)
En déduire que cette modélisation est peu cohérente.

E La loi de Newton permet d’opter pour un autre modele.
On suppose que la température f vérifie ’équation :

(En) : fr=—k(f = Text)

ou Toy est la température extérieure, et £ un parametre strictement positif.
En prenant Tyyt = 20 °C et k = 0,6, donner I'expression de f(t).

Solution page 441
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Exercice 13.3 (6 points)

Un joueur débute un jeu au cours duquel il est amené a faire successivement plusieurs parties.
La probabilité que le joueur perde la premiere partie est de 0,2.
Le jeu se déroule ensuite de la maniére suivante :

o g’il gagne une partie, alors il perd la partie suivante avec une probabilité de 0,05 ;

o s’il perd une partie, alors il perd la partie suivante avec une probabilité de 0,1.
On appelle :

e Fj 'événement « le joueur perd la premiere partie » ;

e F5 I’événement « le joueur perd la deuxiéme partie » ;

o Fj5 1’événement « le joueur perd la troisieme partie ».

On appelle X la variable aléatoire qui donne le nombre de fois ou le joueur perd lors des trois premieres parties.
Partie A : succession de trois parties

Dresser un arbre de probabilités représentant la situation.

Montrer que P (X = 2) = 0,031.
On admettra pour la suite de ’exercice la loi de probabilité de X suivante :

X = 0 1 2 3
P(X =z;) | 0,722 | 0,245 | 0,031 | 0,002

Calculer I’espérance de X.
On admet que la variance de X est V (X) = 0, 289.

Partie B : succession de n parties dépendantes

Dans cette partie, on suppose que le joueur joue n parties, n étant un entier naturel non nul.
Pour tout entier naturel » non nul, on note :

e FE, I’événement : « le joueur perd la n-ieme partie »,
o F, I’événement contraire de E,,,
e p, la probabilité de I’événement FE,,.
Exprimer, pour tout entier naturel n non nul, les probabilités des événements E, N E, 1 et E, N E,4+1 en
fonction de p,,.

g En déduire que pour tout entier naturel n non nul, p,4+1 = 0,05p, + 0, 05.

On consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n non nul par :

1
a. Montrer que (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, u,, puis p, en fonction de n.

c. Calculer la limite de p,, quand n tend vers +oo.
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Partie C : succession de n parties indépendantes

Dans cette partie, on suppose que le joueur joue n parties de maniere indépendante, chacune avec une probabilité

de défaite égale a —.

On note S, le nombre de défaites parmi ces n parties. On admet que la variable aléatoire .S,, suit la loi binomiale

de parametres n et p = ITh
Exprimer l'espérance E(S,,) et la variance V(S,,) en fonction de n.

S,
E On note F,, = = la fréquence de défaites observée sur n parties.
n

1 18
a. Montrer que l'espérance de F), est E (F},) = o et que sa variance est V (F,) = 361n"
n

b. A laide du théoréme de Bienaymé-Tchebychev, montrer que :

%

Déterminer la valeur minimale de n pour que 1’on puisse garantir que :

g

Interpréter ce résultat dans le contexte du jeu.

1

Fr,
19

7 200
=0, €=
‘ 0 05) 361n

1
F,——|>0,05) <0,01.
55| > 0.05)

Solution page 444

Exercice 13.4 (4 points)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.
Justifier chaque réponse. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O 1T, 7, k)
On considere le plan P d’équation cartésienne :

P:—zxz+2y+2z=3

et la droite (d) de représentation paramétrique :

r=1+2t
(d:y=—-1+t , teR.
z2=2—1

Affirmation 1 : (d) coupe P en I (—7;—5;6).
On considere 17 points de ’espace Ay, As, ..., A17 que l'on souhaite relier les uns aux autres par un segment.
Affirmation 2 : nous devons tracer 289 segments.
On donne : A; (5;—2;6).
V30

Affirmation 3 : la distance de A; a P est égale a =

On consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :

un:g(l—r") avec r =2 —1.

Affirmation 4 : les points de coordonnées (uy, ; Up+1 ; Unt2) appartiennent tous a P.
Solution page 446
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Corrigé de I’exercice 13.1 page 433

Partie A : étude de la fonction f

B} Nous avons d’une part :
lim [f(z)] = lim [(z+1)e "] = (0+ 1)’ = 1.

x—0 x—0
<0

D’autre part,

lim [f(z)] = lim [1+In(2) —In(e® + e *)] =1+1n(2) —In (eo + eo) =1+1In(2) —In(2) = 1.

z—0 z—0
x>0
Ainsi,
lim [f(2)] = lim [f(@)]-
x<0 >0

La fonction f est donc continue en 0.

Bl a Sur[0;+o],
f@)=1+1In(2) —In(e* +e7*) =1+1n(2) — In [u(z)]
avec :
ulz) =e"+e* donc u(x)=e"—e "
Ainsi,
()
u(z)
& =@
et fe~ "
- e~ T _ o7
e T te”
o7 (1—e® xe7)
277 (14 e x e?)
_1-¢*

T 14e2

fla) =~

x

f'(z)

b. Sur [0;+oco[, 1+ e* > 0 donc f/(x) est du signe de 1 — e?2.
1-e >0 < 1>e¥ — In(1) > 2z < = <0.

Ainsi, sur [0; +oo], f/(z) < 0.
fl(z)=0 < z=0.

Dong, sur |0; +o0[, f est strictement décroissante.
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c. On calcule :
f2)=1+In(2) —In(e*+e?) ~ —0,32 < 0.

Ainsi, sur [0;2],

o f est strictement décroissante et continue;

o« f(0)=1et f(2) <0donc f(2) <0< f(0).
Ainsi, d’apreés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel « dans [0;2]
tel que f(a) = 0.
De plus, sur |2;+oc[, f étant strictement décroissante avec f(2) < 0, f(z) < 0 donc f(z) ne s’annule

pas sur cet intervalle.

Par conséquent, sur [0; +oo[, '’équation f(z) = 0 admet une unique solution : a.

o~ 1,657 45

lim [f'(z)] = lim (—=ze™) =0.
<0 <0

A Tlaide de la calculatrice, on trouve :

D’une part, on a :

Cela signifie graphiquement que le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f en 0 (&
gauche) est nul, donc que la tangente est horizontale.

D’autre part,

1—e?® 1-1
li ! =li = = 0.
U= (1) = 1

Cela signifie graphiquement que le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f en 0 (&
droite) est nul, donc que la tangente est aussi horizontale.

Dong, en 0, la courbe admet & droite et & gauche une tangente horizontale.

Partie B : calcul d’aire

2|

/01 (@) dz = /Ol(x +1)6=® dz.

Posons alors : u(z) =z + 1 w(z)=1
v'(z) =e " v(r) = —e "
Alors, par intégration par parties, on a :

0

/_01 f(x) dz = [u(:c) X v(x)}: —/ u'(z) x v(z) do

-1

_ [_(x+1)e—f}o —/O e~ dg

= —(0+1)e7" = (= (-1+1)e V) + /0 " dz

-1
0

=—-1-0+ [—e_x}
—il

=14 (-4 D)

/Olf(x)dx:e—Z

o Lignes 3-4 : on définit une fonction Python « f (x) » qui renvoie I'image du nombre z par la fonction f.
o Lignes 6-16 : la fonction Python « rectangleSup(n) » renvoie l'aire totale des rectangles de hauteur

@
f (k X —), pour k entier compris entre 0 et n — 1.
n
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e Lignes 15-22 : la fonction Python « rectangleInf (n) » renvoie 'aire totale des rectangles de hauteur

@
f (k X —), pour k entier compris entre 1 et n.
n

Cela représente la méthode des rectangles.

)

[ T

Le programme affiche un intervalle dont la borne inférieure est la somme des aires des rectangles qui sont sous
la courbe et dont la borne supérieure est la somme des aires des rectangles qui sont au-dessus de la courbe.

«
Ainsi, / f(z) dz est dans cet intervalle.
0

Ce qu’affiche le programme est donc un encadrement de / f(z) dz.
0

On en déduit alors que :
1,0312 < / f(x) dz < 1,0478.
0

Or, .
/O;f(w) dx:/lf(x) dm+/0af(x) dz
donc : N
e—2+1,0312</_1f(x) dr <e—2+1,0478
soit :

«@
1,7495 < / f(z) dz < 1,7661.
=i
N’oublions pas maintenant les unités : une unité graphique représente 50 métres (d’aprés 1’énoncé) donc une

unité d’aire représente 50 x 50 = 2 500m?2.
Ainsi, un encadrement de laire latérale (en m?) du batiment est :

1,7495 x 2 500 < / f(z) dz < 1,7661 x 2 500
=i

soit : N
4 373,75 m? < / f(z) dz < 4 415,25 m?%.
-1

soit, en arrondissant au metre carré pres :

4374 m* < / f(z) dz < 4 415 m?.
=il



Corrigé de I'exercice 13.2 page 435
On pose u =y —t+1doncy=u+t— 1. Alors,

y est solution de (E) =y = (y —t + 1)?
= (u+t—1)'=@um+t—-1-1+1)>2
= +1=1u’
= =u? -1
= u est solution de (E').

Réciproquement,

u est solution de (E') =y =u' +lavecy =u-+t—1
=y =w-1)+lcarv/ =u?—1
=y =u'=(y—t+1)’
= y est solution de (E).

Finalement, on a bien 1’équivalence :

‘y est solution de (E) <= wu est solution de (E’)

Si u(t) =1 alors v/(z) =0 et on a bien «/(t) =0=12 — 1 = u(t)? — 1.
Si u(t) = —1 alors «/(z) = 0 et on a bien v/(t) =0 = (-1)? = 1 = u(t)? — 1.
Ainsi, les fonctions u(t) =1 et u(t) = —1 sont bien solutions de (E’).

o Siu(t)=1alors y(t) =1+t —1=t. On vérifie que y(¢) =t est bien solution de (E) :
y'(t)=1=(t—t+1)*=(1)%

L’égalité est vraie donc y(t) = t est une solution de (E).
o Siwu(t)=—1alors y(t) = -1+t —1=1t— 2. On vérifie que y(t) =t — 2 est bien solution de (F) :

Yt)=1=(t—-2-t+1)*=(-1)%
L’égalité est vraie donc y(t) =t — 2 est une solution de (E).
Bl a Siu(t)#1etu(t)# -1, alors :

,u/

AW r_ 2 —
(E) : uw =u 71<:>u2—171
car le dénominateur est une fonction non nulle.
b, % b :a(u—|—1)—|—b(u—1)
Tu—1 u+1 (u—1)(u+1)
_auta+bu—1b
B u? —1
_(a+Dbu+(a—0b)
B uZ —1
Ainsi,
1 a b 1 (a+b)u+ (a—Db)
uzflzu—1+u+l S w2—1 u? —1
{a—I—b:O
<~
a—b=1
1 1
= a:§etb:—§.
Finalement, on a :
1 1 1 1 1

—— =— % X
w?2—-1 2 uwu—-1 2 wu+1
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c. De la question précédente, on déduit :

u'(t) u'( u'(t)
()f1_1‘:’ u(t )+1)_1

u'(t) wm _
w(t)—1 w(t)+1
In|u(t) — 1| —In|u(t)+ 1| =2t + K, K €R
(t) -1
(t)+1

’:2t+K, KelR

IIIHHI

!

!

De la question 1, on déduit que :

f est solution de (E) <= u(t) = f(t) —t+1=

On sait que f(0) = 2 donc :

ou
1 — Ce2x0 1-C
4 0-1=2 =
1+C’e2><0+ 1+C

1-C=3+3C

4C = -2

1
C’f—i.
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Dans les deux cas,

soit :

f est définie pour tout réel ¢ tel que :
1
2?40 <= ' #£2 <= 20 £In(2) <= t# 5110(2).
Or, t > 0 dans le contexte de notre exercice.

In(2)
2

1
Le domaine de définition de f est donc [0; %2) [ U]

;—l—oo[.

= In(2
5| liIH}2) (2—€*)=0" cart < # — 2t <In(2)
t— ==
n 2
t<ni2) — e <2
— —e > -2
— 2-e?*>0
De plus, lim (2 + th) = 4 donc, par limite des quotients,

t*}ln(Q)
1' 2 + e2t +
im [— | = +o0.
2 \ 2 —e2t

2
t——5—
t< lnéZ)

De surcroit,

N, Oy, S
) 2
donc, par somme des limites,
lim = 4o0.
t—[£0)]

Dans le contexte de notre exercice, cela signifie qu’avec ce modele, la température de la serre augmenterait a
In(2

I'infini au fur et a mesure que le temps se rapprocherait de t = % ~ 0, 35 soit pres de 21 minutes.

Ce modele semble donc peu représentatif de la réalité et donc peu adapté a ce que ’on souhaite modéliser.

m f est la solution de I’équation :
y = —0,6y+0,6 x20 < 3y = —0,6y+ 12
telle que f(0) = 2.
D’apres le cours, les solutions générales de (Ey) sont :

12

t = C —O,6t _
y(t) = Ce 0.6

=Ce %% 120, CeR.

De plus,
f0)=2 < Ce "0 1 20=2 < C=-18.

Finalement, on trouve :

| £(t) = 20 — 18704 |
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Corrigé de I'exercice 13.3 page 436

L’arbre représentant la situation est le suivant :

0,1
"~ E3
01 F2— _—
_— 0,9 Es
E,
‘ 0,05
0,2 oo~ 2% B
: ; =
0,95 Es
0
0,05 E i e
) 5 2 — =
0,8 - 0,9 Es
E, ,
05
095 = —— Fs3
—
0,95 Es

] P (X =2) = P(E, N E;NE3) + P(Ey NE; N E3) + P(E; N Ey N E3)
=(0,2x0,1x0,9) 4 (0,2x 0,9 x0,05) + (0,8 x 0,05 x 0,1)
=0, 031.

L’espérance de X est donnée par la formule :

4
E(X) =) xP(X =uz;)
=l

=1x0,245+4+2 x 0,031 4+ 3 x 0,002
E(X)=0,313

Partie B

Bl . PE.NE...)=P(E,) x Pg,(Ent1)
= pn X 0, 1.
* P(EyN Eni1) = P(Ey) X Pg(En+1)
= (1—p,) x 0,05
= 0,05 — 0,05p,.
B, .=PE.)
= P(En N Ept1) + P(En N Epya)
=0,1p, + 0,05 — 0,05p,
\pnﬂ =0,05p, + 0, 05\

1
‘i‘ Unt1 = Prtl ~ 19

1
=0,05p, +0,05 — —
, 0opy, + 19

1 1 1

BT

1 1

~ 20" T 20 x 19

1 1
“20\"" 19

=0, 05uy,.




Ainsi, (u,) est une suite géométrique de raison ¢ = 0,05 et de premier terme :
1 1 14

w=mn-19=02-79=5

On déduit que :
Up =up X "1 == x0,05""!
n = 1 q = 9

14 1
soit Pn = o x 0,051 + To

et donc :

pn:un‘FE

0 < 0,05 < 1 donc Erf (0, 05") = 0. Ainsi, par somme des limites,

lim (p,) = 19

n—-+oo

Partie C
: . . 1 .
S, suit la loi binomiale de parametres n et p = To donc, d’apres le cours,
o L’espérance de S, est :
n
E n) = = 753
(Sn) =nxp= 19
e Sa variance est : B 13
n n
V(S,) = l—-p)=—x—=—-.
(Sn) =nxpx(1=p) = 15X 35 = 361
Bl a . Lespérance de F, est :
S. 1 1 n 1
E(F)=E(=Z)=—-xE(S,)==x —=—
(Fn) ( n > n (Sn) n 10 19
e Sa variance est : - . 18 18
n
Fo) = =V (8,) = — X o =
VI(E) =55V 50) = 05 % 361 = 361
b. D’apres le théoreme de Bienaymé-Tchebychev,
V (Fy)
V6> 0, P(| Fa—E(F) | >6) <
donc, en prenant § = 0,05, on obtient :
1 18
Pl|F,——|2>2005) < ——
( 19‘ ) 361n x 0,052
o1t 1 7 200
P\ |Fh——|20, < o
< 19‘ 0 05> 361n
1
Pour garantir que P( F, - 19‘ > 0, 05) < 0,01, d’apres la question précédente, il suffit de prendre :
7 200 361n
— 0,01 — > 100
361n 7 200
< 361n > 720 000
s 720 000
~ 361
<~ n>1995.

Cela signifie, dans le contexte de notre exercice, que le joueur doit faire au moins 1 995 parties pour que la
probabilité que la fréquence de ses défaites s’écarte d’au moins 0,05 de sa moyenne soit inférieure a 0,01.



Corrigé de I'exercice 13.4 page 437

On remplace z, y et z par respectivement 1+ 2¢, —1+¢ et 2 — ¢ dans I’équation cartésienne de P donnée dans
I’énoncé :
—(14+2)+2(-1+t)+(2-t) =3 <= t=—4.

Le plan et la droite sont donc sécants. Pour trouver les coordonnées du point d’intersection, on remplace t
par —4 dans la représentation paramétrique de (d) donnée dans ’énoncé :

c=1+2(-4)=1-8=—7
y=-1+(-4)=-5
2=2—(—4)=6

Le point I (—7;—5;6) est le point d’intersection de (d) et P.

L’affirmation 1 est donc vraie.

Des segments sont en fait des couples de points pris parmi les 17 points. Le nombre total de segments est

donc égal a :
17 _ 136
9 | = .

Il y a donc 136 segments qui relient les 17 points.
L’affirmation est donc fausse.

‘ 3 ‘ D’apres le cours, la distance de A; (5;—2;6) auplan P : —z+ 2y + z = 3 est :

| —1x5+2x(-29+6-3| _ 6 _ &
(-1)2+22+12 V6

L’affirmation 3 est donc fausse.

Pour vérifier si les points de coordonnées (uy, ;un41; Unt2) appartiennent a P, on peut vérifier si :
VneN, —u, + 2upt1 + Upio = 3.

On calcule donc :

3 3 3
—tin + 21+ Ungr = —5(1—1") +2 [2(1—7«"“)} +§(1—r”+2)
3 3 3 3
=—§+§T”+3—3r><r"+§—§r2r"
3 3 (3 3 4
—f§+3+§+r <237'27’>

(on constate que 1> =3 —2v2=1-2(vV2—-1)=1-2r)

3 3
=3+r”<2—3r—2(1—2r)> car r?=1-2r

=0
=3.

Ainsi, pour tout entier naturel n, points de coordonnées (uy, ; Up+1 ; Unt2) appartiennent a P.

L’affirmation 4 est donc vraie.




Bac blanc 02

Exercice 13.5 (5 points)

Une population de bactéries évolue de la maniére suivante : & chaque génération, chaque bactérie se divise, mais
une partie meurt a cause d’un antibiotique.

On désigne par u, le nombre de bactéries (en millier) dans la population au bout de n heures, et on modélise

cette suite a ’aide de la relation de récurrence suivante :

du,, — 1

Un+1 = 2u” T 1-

On considere qu’au début, il y a 2 000 bactéries. Donc, ug = 2.
Calculer u; et us.

Montrer que pour tout entier naturel n,

3

Un+1 ZQ—T_H-

A l’aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que pour tout entier naturel n,

1 < upgr <up <2

En déduire que la suite (u,,) converge.

Pour tout entier naturel n, on pose :
Up — 1

Up — 0,5

a. Montrer que (v,) est une suite géométrique. On précisera alors sa raison et son premier terme.

Up =

b. En déduire une expression de v,,, puis de u,,, en fonction de n.
c. Déterminer alors la limite de la suite (uy,).
Interpréter dans le contexte de ’exercice.

Solution page 451
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Exercice 13.6 (5 points)

Une serre agricole est hermétiquement fermée pendant la nuit. Le matin, a ¢ = 0, on active le systeme de
ventilation. Un capteur mesure la concentration en CO5 dans ’air brassé.
On modélise la concentration en COs (en grammes par metre cube) au bout de ¢ heures par la fonction f définie
sur [0;5] par :
f(t) =6te™".

Calculer , li+m f (%) et interpréter ce résultat dans le contexte de Pexercice.
—1+00

Montrer que, pour tout réel ¢ € [0;5] :
(1) =6(1—t)e "

Dresser alors le tableau de variations de f sur [0;5].

Déterminer la concentration maximale en CO5 atteinte dans la serre.
On donnera une valeur exacte puis une valeur approchée & 10~2 pres.

On admet que la dérivée seconde de f(t) est f”(t) = 6(t — 2)e .
Etudier la convexité de f sur [0;5].

On précisera, s’il y a lieu, les coordonnées du point d’inflexion de la courbe représentative de f, en inter-
prétant ce point d’inflexion dans le contexte de ’exercice.

n a. En utilisant une intégration par parties, calculer :

/0 o) da.

b. En déduire la concentration moyenne p en CO5 a laquelle les plantes sont exposées durant les 5 heures
de ventilation.

On donnera une valeur approchée & 10~2 pres.

a. Compléter le programme (écrit en Python) suivant afin qu’il retourne le temps qui s’est écoulé avant
que la concentration de COy redevienne inférieure a 50 % de la concentration maximale.

Code Python 13-44

1

2 from math import exp
3

4 Cmax = 6 * exp(-1)
5 t=1

6 C=

7

8 while C ...:

9 t =1t + 0.01
10 c=...

11

12 print(t)

b. Ce programme affiche la valeur : « 2.68 ».
Interpréter ce résultat dans le contexte de ’exercice.

Solution page 453
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Exercice 13.7 (5 points)

Une entreprise de cybersécurité étudie la robustesse des mots de passe utilisés par ses employés.
Les mots de passe sont composés a partir des dix chiffres {0,1,2,...,9} et des 26 lettres majuscules de ’alphabet.
Un mot de passe est dit fort s’il contient au moins un chiffre parmi {8,9}.

Partie A : dénombrement

Dans cette partie, on s’intéresse aux différentes facons de constituer des codes d’acces ou des mots de passe.
Un mot de passe est une suite ordonnée de 6 caracteres, les répétitions étant autorisées.
Combien de mots de passe différents peut-on former ?
Un code d’acces temporaire est une suite ordonnée de 6 caracteres tous distincts.
Combien de codes d’acces différents peut-on former ?

Un administrateur doit créer un code de validation en plagant dans un ordre aléatoire les chiffres 1, 2, 3 et
4, chacun utilisé exactement une fois.
Combien de codes de validation différents sont possibles ?

Pour tester le nouveau systeme de sécurité, I'entreprise demande a 10 de ses 50 salariés de I'utiliser afin de
voir leurs réactions.
Combien de groupes différents peut-on former ?

Partie B : probabilités

Dans cette partie, on arrondira les probabilités ¢ 10™* prés si besoin.

Un employé crée un mot de passe en choisissant aléatoirement et de facon indépendante 8 chiffres parmi
{0,1,...,9}, les répétitions étant autorisées.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de chiffres parmi {8,9} dans ce mot de passe.

Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

Calculer P(X = 0) et interpréter ce résultat.

Donner la formule qui permet de calculer P(X = 1), puis en déterminer sa valeur.
En déduire P(X > 2) et interpréter dans le contexte de Pexercice.

Calculer l'espérance E (X) et la variance V (X). Interpréter E (X).

Partie C : concentration

Un auditeur en sécurité analyse n mots de passe d’employés, choisis indépendamment.
On suppose que chaque mot de passe a une probabilité p = 0,2 d’étre fort.
On note :

e X, la variable aléatoire qui vaut 1 si le i-eéme mot de passe est fort, et 0 sinon, pour tout entier 7 tel que

1<1<n;
X4+ X : : .
e F, = et L N P proportion de mots de passe forts parmi les n analysés.
n

0,16
Exprimer E (F},) en fonction de n et justifier que V (F,,) = —.
- n

En déduire, a l'aide du théoréme de Bienaymé-Tchebychev, une majoration de P( | F,, — 0,2 | > 0,1) en
fonction de n.

Déterminer le nombre minimal de mots de passe n que 'auditeur doit analyser pour garantir que :

Interpréter ce résultat dans le contexte de I'exercice.
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Exercice 13.8 (5 points)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.
Justifier chaque réponse. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

-

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O 5T, 7, k)
On considere le tétraedre ABC'D de sommets :
A(0;0;0), B(6;0;0), C(0;6;0), D(0;0;6).

On considere de plus le point H (8;8;38).
Affirmation 1 : le plan (BCD) a pour équation cartésienne x +y + z = 3.
E Affirmation 2 : une représentation paramétrique de la droite (AD) est :

a5 = (0)
y=0 , telR.
z = 6t

Affirmation 3 : la droite (AH) coupe le plan (BCD) au point G (2;2;2).
Affirmation 4 : les droites (AB) et (C'D) sont sécantes.

Affirmation 5 : la distance du point A au plan (BCD) est égale a 2+/3.
Solution page 456
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Corrigé de I’exercice 13.5 page 447
Calcul de uq et us.

4%x2—-1 7
e U = ——— = —.,
'Tox2+41 5
7 28 23
.u2:4><g—1:?—1_1_§
2R SN U
Pour tout entier naturel n,
du, —1=2(2u, +1) — 3,
donc :
du, =1 2(2u,+1)—3 3
Unp1 = = =2 - .
2uy, + 1 2uy, + 1 2uy, + 1

Montrons par récurrence la propriété P(n) :

o Initialisation.

7
PournzO:'uO:Qetul:5.0nabien1<

o Hérédité.

ol

« 1< upyr < up <20

Supposons que 1 < upy1 < up < 2 pour un certain entier k > 0.

Montrons que 1 < ugt2 < Ug4+1 <

D’apres la question 2, ugyo =2 —

Par hypothese de récurrence,

1< upyr <ug <2

« Conclusion.

P(0) est vraie et, pour un entier k > 0, P(k) = P(k + 1) donc, d’apres le principe de récurrence, P(n)

est vraie pour tout entier naturel

La suite (u,) est décroissante et minorée (d’aprés la question précédente). Donc, d’apres le théoréme de

<2< 2. P(0) est vraie.

2.
3
2uk+1+1'
= 2 < 2upq < 2up <4
— 3 < 2up41 +1 <2up+1<5
= 1> 3 > 3 >3
T Qupy +1 7 2up+17 5
— —1< 3 < 3 <
S Qup +1 Qup+1 5
3 3 7
— 12— <2 < -
Qupyq + 1 2up +1 5

= 1 < upq2 < Upy1 <2

n.

convergence des suites monotones, (u,) converge vers une limite ¢ > 1.

Unp .
On pose v,, = T bour tout entier naturel n.
U 1

n 2

a. Calculons vy,41 :

Un+1 =

qu,, — 1
Upg1 — 1 _ 2up+1
Un+1—% 4un—1_1

2u, +1 2
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Numérateur :

dup, =1 CAup —1—-Qua+1)  2u, -2 2(u, —1)
2u, + 1 2uy, + 1 2uy, + 1 2u, +1°
Dénominateur :
dup, =1 1 2(4up —1) = 2Quy+1)  6u, —3  3(2u, — 1)
2up, +1 2 2(2up, + 1) 2(2up +1)  2(2u, +1)°
Donc :

1) 2T
Ul T o T 3(2un — 1)

X

|
Wi Wl b
X

S
g

2
La suite (v,,) est donc une suite géométrique de raison ¢ = 3

Son premier terme est :

w—1 2-1 1 2
U0:71:71:§:7

. . 2 . 2
. (vn) est géométrique de raison = et de premier terme vy = o donc :

9 9 n D) n+1
n = X nzfx - = - .
nmxd=3x(5) = 5)
On a :
Up — 1 1
Wy = T = Un(Up— 7| =u,—1
1
= UpUn ivn—un—l
1
<= unun—unzivn—l
1
— up(vp,—1)=-v, -1
%vn—l
= u, =
vp — 1
Uy — 2
< =
U 5o, — 1)
2 n+1
En substituant v,, = (3) ,ona:
2 n+1
w (3) 7 -2
2((%)7744’171)
2 2\" 0—-2 -2

Interprétation : la population de bactéries tend vers 1 (millier), soit 1 000 bactéries. L’antibiotique ne
détruit pas completement la colonie, mais régule sa taille vers un seuil d’équilibre de 1 000 bactéries.
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Corrigé de I'exercice 13.6 page 448
On sait que

lim (te™") =0 (croissances comparées), donc :
t—+oo

lim f(t)=6x0=0.

t——+oo

Interprétation : a long terme, la concentration en CO; tend vers 0. La ventilation finit par évacuer complete-
ment le dioxyde de carbone accumulé dans la serre.

La fonction f est le produit de u(t) = 6t et v(t) = e, avec v/(t) = 6 et v/(t) = —e~". Ainsi,

F1(t) = ' @)o(t) + u(t)v'(t)
=6e " +6tx (—e ")
=6e (1 1)

| £(6)=6(1—1)e?|

‘i‘ e~t > 0 pour tout ¢, le signe de f'(t) est donc celui de (1 —t). D’ou le tableau suivant :

t 0 1 5
f'(@) + 0 -
6 —1
f(t) 0 . € G 30e—?

On calcule les valeurs aux bornes et au maximum :
f(0) =0, f(1) =6e 1, f(5) = 30e7°.
D’apres le tableau de variations, f atteint son maximum en ¢t =1 :
f(1)=6e"t =221 g/m’.

La concentration maximale en CO, dans la serre est d’environ 2,21 g/m3, atteinte 1 heure aprés I'activation
de la ventilation.

Pour tout réel ¢, e* > 0 donc le signe de f”(t) est celui de (t —2) :

o f"(t) <0 pourt € [0;2]: la fonction est concave.

o f"(t) >0 pour t €]2;5] : la fonction est convexe.

o f"(t) =0 pour t = 2.
f” s’annule en changeant de signe en ¢t = 2, donc la courbe représentative de f admet un point d’inflexion en
th =
Ses coordonnées sont :

(2; £(2)) = (2;12¢72).

Interprétation : en t = 2, soit 2 heures apres 'activation de la ventilation, la concentration décroit le plus
rapidement. C’est le moment ot le systeme de ventilation est le plus efficace pour évacuer le COs.

ﬂ a. On pose :
u(t) =6t et V'(t)=e ",

d’ou :
u'(t)=6 et wv(t)=—e"
Par intégration par parties :

=

5 5 5 5 5
/ 6te " dt = [f 6te*1 7/ 6 x (—e ") dt = [—Gte*t] +/ 6e " dt.
0 0 0 0 0

453



On calcule chaque terme :
5
{ - 6te_t]0 — 30675 — 0 = —30e",

/05 et dt = [— 6e’t}z — 675 1 6.

Donc : 5
/ f(t)dt = —30e™ + (—6e~° + 6) = 6 — 36e°.
0

b. La concentration moyenne sur [0;5] est :

1 /[ 6 —36e™5 576
§= ,/ ft)dt = C 204 1,15 g/m3.
5 Jo 5 5

Interprétation : durant les 5 heures de ventilation, les plantes sont exposées en moyenne a une concen-
tration de COy d’environ 1,15 g/m3.
Ed 2. On cherche le premier instant ¢ > 1 (aprés le maximum) ot f(£) < 0,5 X Ciayx = —

Le programme diment complété est le suivant :

Code Python 13-46

from math import exp

1

2

3 Cmax = 6 * exp(-1)
4 t=1

5 C = 6*xtxexp(-t)
6

7

8

while C >= 0.5*Cmax:
t + 0.01
6*t*xexp(-t)

t

9 C
10

11  print(t)

b. Le programme affiche 2,68 =2 h + 0,68 x 60 min ~ 2 h 41 min.
Interprétation : environ 2 heures 41 minutes apres le début de la ventilation, la concentration en COq
est redescendue a la moitié de sa valeur maximale.

Corrigé de I'exercice 13.7 page 449
Partie A : dénombrement

Un mot de passe est ici un 6-uplet d’un ensemble a 36 éléments. En effet, chacun des 36 caracteres peut étre
choisi pour les 6 qui composent le mot de passe.
Il v a donc 36° mots de passe possibles.

Un code d’acces temporaire est ici un arrangement de 6 caracteres dans un ensemble a 36 éléments.
Ily a donc ASg =36 x 35 x -+ x 31 =1 402 410 240 codes d’acces.

Un code de validation est ici une permutation de ’ensemble {1,2,3,4}.
Il y a donc 4! = 24 codes de validation différents possibles.

Un groupe de 10 personnes prises parmi 50 est une combinaison (1’ordre ne compte pas dans un tel groupe).

50
Il y a donc (10> = 10 272 278 170 groupes différents possibles.




Partie B : probabilités

On répete 8 fois de fagon indépendante 1'expérience consistant a regarder si un chiffre du mot de passe est
2
dans I’ensemble {8,9}, épreuve de Bernoulli de probabilité 0= 0, 2.

Ainsi, le nombre X de succes a 'issue de ces 8 successions d’épreuves est une variable aléatoire qui suit la loi
binomiale de parametres n = 8 et p =0, 2.

‘ P ‘ P(X = 0) est la probabilité qu’il n’y ait aucun chiffre de I’ensemble {8,9}.
Ainsi,

P(X =0)=(1-p)° =0,8~ 0167 8]

La formule de Bernoulli nous permet de calculer :

Pex=1)= ) xp' x 1= p
=8x0,2x0,8"
[P(X =1)~0335 5]

La mention « en déduire » nous incite a ne pas utiliser la calculatrice directement pour calculer cette proba-
bilité.
PX>2)=1-P(X<1)
=1-PX=0)—-P(X=1)
~1-0,1678—-0,3355
| P(X >2)~0,496 7|

‘E‘ X suit la loi binomiale B (8;0,2) donc son espérance est :

EX)=nxp=8x0,2 < |E(X)=1,6
VX)=nxpx(1-p)=8x0,2x0,8 < [V(X)=1,28

Il y a donc en moyenne 1,6 chiffre qui sont soit 8, soit 9 dans un mot de passe.

et sa variance est :

Partie C : concentration

L’espérance de F), est : Sa variance est alors :
1
E(Fn)E<X1+X2+ +Xn> V(Fn):ﬁV(X1+...+Xn)
n
1
_ %E (X1 4+ X) =3 X nV (X1) car les X; sont indépendantes
_V(Xy)
= — x nE (X;) par linéarité de I’espérance - n
" 0,2 0,8
=E(X1) = 2L X
n
E(Fn)=0,2 0,16
(Fn) v(E) =%
n




Le théoreme de Bienaymé-Tchebychev stipule que :

V(X)
V>0, P(|X-EX) | >0) < 5
En prenant X = F,, et 6 =0, 1, cela donne :
0,16
P(|F,—-0,2] >0,1) < ———
(1B =0,2] >0.1) n x 0,12
soit :
16

P(|Fy=0,2] >0,1)< —
n

‘i‘ Pour garantir que P(|F, —0,2| > 0,1) < 0,01, il suffit de choisir n tel que :

1
101072 = 25
n 16

<~ n > 100 x 16

— [ Tam

Ainsi, en analysant au moins 1 600 mots de passe, 'auditeur peut affirmer avec une probabilité supérieure ou
égale a 0,99 que la proportion observée de mots de passe forts est comprise entre 0,1 et 0,3.

Corrigé de I'exercice 13.8 page 450

Il suffit de voir si les coordonnées des points B, C et D vérifient I’équation donnée. On voit assez rapidement
que :
g +yp+ 2 =6 # 3.

B n’appartient donc pas au plan d’équation =z + y + z = 3.

L’affirmation 1 est donc fausse.

0
La droite (AD) passe par A(0; 0; 0) et admet pour vecteur directeur AD | 0 |. La représentation paramé-
6
trique donnée est donc bien une représentation de (AD)

L’affirmation 2 est donc vraie.

Bl ¢ +yc+2c=2+2+2=6donc G e (BCD).
De plus, de maniére immédiate, une représentation paramétrique de la droite (AH) est :

Donc G € (AH).
G est donc lintersection de la droite (AH) et du plan (BCD)

L’affirmation 3 est donc vraie.




On détermine des représentations paramétriques des droites (AB) et (CD).

6
Droite (AB) : passe par A(0; 0; 0), direction AB [0
0
z = 6s
y=0 , seR
z =
— 0
Droite (CD) : passe par C(0; 6; 0), direction CD [ —6
6
z=0
y=6-6t , teR.
z =6t

Les vecteurs directeurs AB et CD ne sont pas colinéaires, donc les droites ne sont pas paralléles.
Si elles étaient sécantes, il existerait (s,t) € R? vérifiant :

(1) 6s=0
(i) 0=6— 6t
(idi) 0= 6t

De (i) : s = 0.

De (i) : t = 1.

De (i) : t = 0.

Les équations (i7) et (i4¢) sont incompatibles : le systéme n’a pas de solution.
Les droites (AB) et (C'D) ne sont ni paralléles ni sécantes.
L’affirmation 4 est donc fausse.

Le plan (BCD) a pour équation x +y + z = 6, soit z +y + 2 — 6 = 0.
La distance d’un point P(xg; yo; 20) & un plan ax + by + cz +d = 0 est :

| axo 4 byo 4 czo +d |

)
N

Avec A(0;0;0),a=b=c=1letd=—6:

1 1 1x0—
_11x0+1x0+1x0-6] 6 _6v3 23,

5
Z+12+412 V3 3

L’affirmation 5 est donc vraie.
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Bac blanc 03

Exercice 13.9 (5 points)

Un sondage est réalisé a la sortie d’un lycée. La question suivante est posée a chaque éleve :

« Avez-vous apprécié votre journée de cours ? »

, 1 , , 9
Les résultats de ce sondage montrent que 350 éleves sur les 500 interrogés ont répondu « Oui », et parmi eux, 0
1
affirment aimer leurs enseignants, contre — de ceux qui ont répondu « Non ».
On interroge au hasard un éleve a la sortie de ce méme lycée un mois plus tard. On note :
e O l’événement : « I’éleve interrogé a aimé son journée » ;
o A l'événement : « I’éléve interrogé aime ses enseignants ».

Les questions suivantes n’étant pas guidées, vous veillerez a développer vos réponses.
Montrer que P(A) = 0, 69.

On choisit au hasard et de maniére indépendante 20 éleves a la sortie de ce lycée. On note X la variable
aléatoire représentant le nombre d’éléves appréciant leurs enseignants.
a. Calculer ’espérance et la variance de X.
b. Calculer P(X > 10). On arrondira le résultat & 10~3 pres.

On considére maintenant un échantillon de taille n (ot n est un entier naturel non nul) d’éléves interrogés
de maniére indépendante.

On note X, la variable aléatoire représentant le nombre d’éleves aimant leurs enseignants dans cet échan-
tillon.

a. A Daide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev , déterminer en fonction de n un intervalle I, tel que
Xn
P ( € In> > 0,95.
n

b. Application : pour n = 100, calculer explicitement l'intervalle ;99 et interpréter le résultat dans le
contexte du sondage.
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Exercice 13.10 (4 points)

A la suite d’un incident dans une centrale nucléaire, un élément radioactif est introduit dans un cours d’eau.
Des mesures sont effectuées a partir du moment de I’incident.
On modélise le taux de radioactivité (en becquerels par litre, Bq/L) au bout de ¢ jours par la fonction f définie
sur [0; +oo] par :

ft) = (2+t)e /5

Les autorités considerent que l’eau est potable lorsque le taux de radioactivité est strictement inférieur & 1 Bq/L.
Calculer f(0) et interpréter ce résultat dans le contexte de ’exercice.

Calculer lim f(¢) et interpréter ce résultat.
t——+o0

a. Montrer que, pour tout réel ¢t > 0 :

1 —
') = 5 tetr3,

b. Etudier le signe de f'(t) sur [0; 400 et dresser le tableau de variations complet de f.

c. Justifier que I’équation f(t) = 1 admet une unique solution notée « sur |6; 7[ dont on donnera une
valeur approchée & 102 pres.

Interpréter ce résultat dans le contexte de ’exercice.
t—4
On admet que f"(t) = N . e~t/3 pour tout t > 0.

Etudier la convexité de f sur [0; 4+00[. On précisera les éventuels points d’inflexion ainsi que leur interpré-
tation dans le contexte de l’exercice.
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Exercice 13.11 (5 points)

Un architecte souhaite concevoir un batiment tétraédrique. Il considere ensuite le centre de gravité des faces
ACD, BCD et ABC qu’il nomme respectivement P, @ et R. Il le modélise par le tétraedre ABCD ci-dessous.
L’espace est rapporté au repere orthonormé (A; 7, 7, Z:))
dans lequel :

» B(6;0;0) o« C(4;3;0) o D(2;2;4)

On admet que :

|
|

|

|
SIS
= ll =

RA+RB +
PA+PC+
QB +QC +

|
|

Montrer que les coordonnées de @ sont | 4; 3 ; 3

5 4 10
plo2.-2.2 Z.1:0]).
On admet que <,3,3)etR<3, ,O)

E Une équation du plan (ABD) est : 2y — z = 0.
Montrer que le plan (PQR) est paralléle au plan (ABD).

Justifier qu’une représentation paramétrique de la droite (DR) est :

4
(DR) : q,_9_; -t€R
z=4—4t

On admet que (BP) et (AQ) ont les représentations paramétriques suivantes :

r =6+ 4k T =4\
5 5

(BP): {Y="3F kerR ; (4Q) :{¥=3}
4 4

Montrer que (DR), (AQ) et (BP) sont concourantes en un point que I’on nommera G et dont on donnera

les coordonnées.

Montrer que la distance du point G au plan (ABD) est égale a 20"
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Exercice 13.12 (6 points)

Pour tout entier naturel n > 1, on définit la suite (u,,) par :

n+1
Uy = / In(t) dt.

En posant v(t) = In(¢) et «/(¢) = 1, montrer & I'aide d’une intégration par parties que pour tout entier

n>1:
up, = (n+1)In(n+1) —nln(n) — 1.

E a. Justifier que, pour tout entier n > 1 et tout réel ¢ € [n; n+ 1] :
In(n) < In(¢) < In(n + 1).
b. En déduire que, pour tout entier n > 1 :

In(n) < u, < In(n + 1).

a. Montrer que la suite (u,) est croissante.
b. Déterminer la limite de (uy,).

a. Montrer que, pour tout entier n > 2 :

b. Montrer que lim (hl(n—i—l)) =1.

n——+oo ln(n)
c. En déduire la limite de £ .
In(n)

Que peut-on dire du comportement de w,, par rapport a In(n)?
n
Donner une expression explicite de Z uy en fonction de n.
k=1

E On considere le programme suivant, écrit en Python :

Code Python 13-47

1

2 from math import log

3

4 n=1

5 u = 2xlog(2)-1

6 d=abs(u - log(n) )

7

8 while d >= 0.001:

9 n = n+l

10 u = (n+1)*log(n+l)-n*log(n)-1
11 d = abs( u - log(n) )
12

13 print(n)

II affiche la valeur « 500 ».

Interpréter ce résultat dans le contexte de cet exercice.
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Corrigé de I’exercice 13.9 page 458

L’arbre représentant la situation est le suivant :

0,9 A
0/
y 0\1_
|
0
T e
O
%Z

Pour réaliser cet arbre, on a considéré que la probabilité de I’événement O est égale a la fréquence des éleves
qui ont répondu « Oui » a la question du sondage, soit :

350 _ 7 _ oo

PO)=+6=1o

D’apres la formule des probabilités totales, on a :

P(A) = P(ON A) + P(OnN A) car O et O forment une partition de 1'univers
= P(0) x Po(A) + P(O) x P5(A)
—0,7%x0,94+0,3x0,2

P(A) = 0,69

L’expérience consistant a voir si un éléve aime ses enseignants, expérience de Bernoulli de probabilité
p = P(A) = 0,69, est répétée de maniére indépendante 20 fois.
Ainsi, X suit la loi binomiale de parametres n = 20 et p = 0, 69.
a. On en déduit alors que E (X) =n x p =20 x 0,69, d’ou :

E(X)=13,8
De plus, la variance est :

V(X) =np(l—p)=20x0,69 x (1—0,69) = |V(X)=4,278

b. A laide de la calculatrice, on trouve ensuite :

| P(X > 10) ~ 0,978
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B

a. Le théoreme de Bienaymé-Tchebychev stipule que :

X
=)
Xn Xn
vi>0, P(|Z2-E(Z2)|>6)<—22
n n 62
D’aprés ce qui précede, E (X,,) = 0,69n et V(X,) = 0,2139n donc, par linéarité de l'espérance et
propriété de la variance,

E(Xn>:0,69n:0’69 o V(X,L>:0,21§,9n:0,2139

n n n n n
On a alors :
V6 >0, P<’X"—O,69‘ >5> < 2219
n 0%n
d’ou :

¥o>0, 1-P (|22 069 <o)< 22139
n 0%n

On en déduit alors :
0,2139

X
P - >1— —. “
Vd >0, (‘ - 0,69‘ <6) 5 (*)

0,2139
Ainsi, en choisissant n tel que 1 — = 5 > 0,95, on se dirigera vers une solution a notre probleme.
n
0,2139 0,2139
1--2 >0,9 — - < 0,05
0%n 0%n,
5n S 1
0,2139 ~ 0,05
5%n
— =20
0,2139
< 6%n > 20 % 0,2139
— 62 2 4’2778
n
4,278
= 2> —.
n
4,278
On peut alors prendre § = " et I'inégalité (x) donne :
n

X, 4,278
P(’—O,69‘< ))20,95
n n

4,2 X, 4,2
P(—,/’ 78<—0,69<,/78> > 0,95
n n n
4,2 X, 4,2
P<0,69— ’ 78<<0,69+\/78> > 0, 95.
n n n

Ainsi, un intervalle I,, possible est :

In—]0,69 /4,278;0,69+ /4,278[
n n

ce qui se traduit par :

ou encore

. En prenant n = 100, on trouve I,, = ]0,4832;0,8968|. Ainsi, Avec une probabilité d’au moins 0,95, la

proportion d’éléves aimant leurs enseignants dans un échantillon de 100 éléves se situe entre 48,32% et
89,68%.

463



Corrigé de I'exercice 13.10 page 459
F(0) = (24 0)e /3 = 2.

Cela signifie qu’a 'instant ou 1’élément radioactif est introduit dans ’eau, le taux de becquerels par litre est
égal a 2 Bq/L.
1

1 =t
f(t) =273 4 te7/3 = 2e7/3 + 3 x §te‘t/3 =23 +3x 3.
es

lim (-2 ) =—-0
Or, t”+°°< 3) — lim (Qe_t_3):O

lim (") =0 frteo
T——oc
et
1

. T . , ) 35t

lim (T> = 0 (croissances comparées) donc lim (1> =0.
T—+oo \ € t—+oo \ g5t
Ainsi, par somme et produit de limites,

li ) =
A St =0

Bl a r=uxvavecu(t)=2+t o(t) = e7t/3
u'(t) =1 V' (t) = —=e”t/3
Ainsi,
ft) = (v +v'u)(?)

1
=1xe /3 - ge—t/3 x (2+1t)
1 —t/3

_ {3275 /3
3

1—
fi(t) = 3 te_t/3

b. Pour tout réel ¢ positif, e=/3 > 0 et 3 > 0 donc f’(t) est du signe de 1 — ¢. Or,

1—-t>20 < t<1.

De plus,
f(1) =3e7 Y3,
On en déduit le tableau suivant :
t 0 1 400
f'(t) + 0 -
f(®) g 3=

c. Sur ]6;7],
o f est continue et strictement décroissante ;
o f(6)=8e2~1,08et f(7)=9e /220,27 donc 1 € |f(7); f(6)[.
Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel « € |6; 7| tel
que f(a) =1.
A Taide de la calculatrice, on trouve : o ~ 6, 38.
Cela signifie qu’apres 6,38 jours (soit & peu pres 6 jours et 9 heures), ’eau redevient potable.

t—4
f(t) = Te_t/g'
Pour tout réel ¢ positif, e ¢/3 > 0 et 3 > 0 donc f(t) est du signe de t — 4. Ainsi,



o pour 0 <t <4, f(t) < 0 donc f est concave;
o pour t >4, f”(t) > 0 donc f est convexe;
e en t =4, la courbe représentative de f admet un point d’inflexion.

En t = 4, la dérivée [ atteint donc son minimum : ¢’est le moment ot la vitesse de décroissance du taux est la
plus grande. Concrétement, c’est le quatrieme jour apres I'incident que le taux de radioactivité baisse le plus
vite. Avant ce jour, bien que le taux diminue, la décroissance ralentit ; apres ce jour, la décroissance s’accélere
a nouveau.

Corrigé de I'exercice 13.11 page 460

B 05+0C+QD=0 «— (QA+4B)+ (QA+AC)+ (QA+4D) =70
«— 30A=_-AB - AC — AD
& 3AQ = AB + AC + AD

Ainsi,
N rp +xc+xp N 6+4+2 N 12
3AQ | yB +yc +yp | soit BAQ | 0+3+2 | et donc3AQ | 5
z2p + zc + 2p 0+0+4 4
On en déduit alors que :
2 4
3
A—Q> % soit A—Cj g
4 4
3 3

Les coordonnées de G sont donc (4; g ; ;l)

Une équation du plan (ABD) est : 2y — z = 0.

0
Donc un vecteur normal au plan (ABD) est @ | 2
!
4—-2 )
= 5 5 =
e PQ |3 3| soit PQ|0|.Donc:
4__4 0
373

T-PO=0x2+2x0—1x0=0.

Ainsi, U et P—Cj sont orthogonaux.
10 _ 4

3 3

—_—> 5 . —_—> 2

e PR — 3 | soit PR =5
4 4
3

o e 4 2 4
u'PR—0><3+2><(—3>—1><(—3)-0.

3
Ainsi, @ et P—R) sont orthogonaux.

. Donc :

De plus, P—Cj et PR ne sont pas colinéaires, ce qui permet d’affirmer que (JD—Cj, P—R)) est une base du plan

(PQR).

Ainsi, ¥ est orthogonal & toute combinaison linéaires de P—Cj et P_]i et donc a tout vecteur du plan (PQR),
et donc U est un vecteur normal a (PQR).

Or, si deux plans distincts ont un méme vecteur normal, ils sont paralleles.
Ainsi, (PQR) et (ABD) sont paralleles.




1

)
IS

m DR ? 9 | soit DR nE Ainsi, comme D € (DR), une représentation paramétrique de (DR) est :
0—4 —4
T =2p + THpt x:2—|—§t
y=yp +yppt ,tER — y=2—t ,teR
z=zp+ zppt b — 4 4t
Pl . Intersection de (DR) et (AQ) : on résout le systéme suivant, formé & partir des représentations paramé-
triques des deux droites.
4 11
24 gt =4A A=+t (1
3 s 23 (1)
6 3
4
4—415:5)\ A=3-3t (3)
De (2) et (3), on déduit :
6 3 6 3 9 12 9 3
——=t=3-3t <= - —3==-t-3t &= - =—1 <= t=—=-.
5 b 5 5 5 5 12 4
De (1) et (2), on déduit :
2% &5 B 3 '5 2 15 10 107 14 4
5 . . . 3 . 8 . 9 3
Le systeme admet bien une unique solution : t = 1 et le A qui correspond, a savoir A = 3 — i1

Intersection de (AQ) et (BP) :

4
2+§t=6+4k x3

- at—12k =12 (1)

2—t:—gk x3 <= (3t—5k=26 (2)
4 , 3t—k=3 (3)
B)—(2) «—= 4k =-3 <= k=—-
3 9 3
Alors, (1) = 4 x % —12 % (i) =12 = 349 =12, ce qui est vrai.
5 . . 3
Le systeme admet donc une unique solution : t = k = e

Ainsi, les droites (AQ), (BP) et (DR) sont concourantes en un point G de coordonnées (en prenant A =

dans la représentation paramétrique de (AQ)) :

35 34 3 5
G<4X4,3X473X4> < G(3,4,1>

La distance du point G au plan (ABD), d’équation cartésienne 2y — z = 0 est donnée par la formule :

a(Gi(apyy = lve—zel G-l 1 _ V5 _ V5

T /24 (<12 V5 a4/5 4x5 20



Corrigé de I'exercice 13.12 page 461
n+1

Up = / u'(t) x v(t) dt avec :

n

Ainsi, par intégration par parties,

n+1
=m+1)In(n+1) —nln(n) — Mn
=(m+1)Inn+1)—nln) - ((n+1) —n)
=m+1)nn+1)—nlnn)—n—-1+n
‘un =(n+1)In(n+1) —nln(n) —1‘

Bl 2 Lafonction t s In(t) est strictement croissante sur [1 ; +oo[ donc sur tout intervalle de la forme [n;n + 1],
avec entier naturel non nul. Ainsi,

n<t<n+1 <= |In(n) <) <n(n+1)]

b. De I’'encadrement précédent, on déduit :

/nn / /:—H In(n +1) dt

= [ln( )}n+1 < up < [ln(n—l—l)} e

<~ In(n)(n+1—n)<u, <In(n+1)(n+1—n)

n

:r‘ln(n) < up <In(n+ 1)‘

‘ 3 ‘ a. Pour tout entier naturel n non nul, d’apres la question précédente :
e In(n+1) < upt1
o u, <In(n+1)
Donc :
VneN, wu, <In(n+1)< upyr.

La suite (u,) est donc croissante.

b. Toujours d’apres ’encadrement précédent,
un > In(n).

Or, lirf (In(n)) = +o0. Ainsi, d’apres le théoreme de comparaison,
n—-—+0o0

lim (up)=+o0
n—-+4oo

‘4‘ a. Pour tout entier n > 2, In(n) > 0 done, de I'encadrement démontré & la question 2.b.,

In(n) Up In(n+ 1)
In(n) S In(n) S In(n)

In(n) <u, <In(n+1) <
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soit :

ln(n—i-l)_ln[n(l—l—%)]_ln(n)-i-ln(l—%-%)_ In(1+1)
b In(n) In(n) N In(n) oy In(n)
Or, nll)glm (i) =0et ngr-lr-loo [In(n)] = +oc donc ngrfoo (W) = 0.
o . In(n+1)\
Ainsi, ngrfoo <ln(n) ) =1|

c. D’apres I’encadrement trouvé a la question 4.a. et le théoréme des gendarmes,

u
li — ) =1
n=>boo <1n<n>>

De cette limite, on peut conclure qu’au voisinage de 400, u, tend vers l'infini de la méme maniere que
In(n).
n+1

> ) . .
kz_:lun:/l In(t) dt+/2 In(t) dt+~-~+/n_11n(t) dt+/ In(t) dt

n

n+1
= / In(t) dt d’apres la relation de Chasles sur les intégrales
1

= [tIn(t) — ¢] ?H d’apres ce qui a été fait & la question 1
=Mm+1)nrn+1)—(n+1)—1ln(1)+1

Zn:un =(Mn+1)nn+1)—n
k=1

m Le résultat donné par le programme Python nous permet de conjecturer que lirf (un — ln(n)) =0 et que
n—-+oo

la différence entre wu,, et In(n) est inférieure & 1073 & partir de n = 500.

U
Cette conjecture compléte le résultat trouvé a la question 4.c. qui stipule que lim [ ——- | = 1, qui ne
n—+o00 ln(n)

veut pas exactement dire la méme chose.

En effet, on peut avoir lim = 1 sans pour autant avoir lim (h, — In(n)) = 0, mais c’est hors-
n——+00 ln(n) n—+00

1 B,
programme (prendre par exemple h,, = ,; e ou on a ngrfoo (ln(n)> =1et nEIJrrloo(hn —In(n)) =~ 0,5772,

la constante d’Euler).
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