INTERROS

l:l E S - par Eric Maurette

LYCEES

Collection dirigée

erm S

SPE CIFIOUE ET SPECIALITE

Daniéle Eynard
Anne Crouzier
Stéphane Pasquet

Le papier de cet ouvrage est composé de fibres naturelles,
renouvelables et fabriquées a partir de bois provenant de
foréts gérées de maniére responsable.

‘ ‘ 09188094_001.indd 1 @ 29/10114 14:24‘ ‘



ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page2 — #3

Remerciements

Les auteurs et 1’équipe de Prepamath éditions tiennent a remercier Jean-Come
Charpentier et Frédéric Yargui pour 1’aide précieuse qu’ils ont apportée a cet
ouvrage.

Illustrations : Morgann Lechat

Coordination éditoriale : Frangois Déliac

Hkk

Votre avis sur cet ouvrage nous intéresse :

edition.prepamath.com

© Prepamath Edition Décembre 2014
© Editions NATHAN Décembre 2014 — ISBN 978209 188094 5



ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page3 — #4

Avant-propos

Cet ouvrage est conforme au programme de mathématiques en vigueur en classe
de Terminale S a la rentrée 2012.

La présente édition, revue et corrigée, bénéficie d’une nouvelle maquette permet-
tant une lecture encore plus aisée et efficace.

Dans chaque chapitre, on trouvera :

* Un rappel de cours, qui s’appuie sur la résolution pratique d’un exercice type, et
qui propose de maniere concise tout ce que 1’on doit retenir du chapitre étudié.

* Des QCM ou des exercices de type vrai-faux permettant de tester de maniere
rapide la connaissance du cours et sa réelle assimilation et de préparer au mieux
les épreuves similaires figurant dans les sujets de baccalauréat et dans les con-
cours post-bac.

* Des exercices qui correspondent aux différents types de sujets en classe de
Terminale S. Certains sont des applications immédiates du cours, d’autres
nécessitent une réflexion plus approfondie et constituent un bon entrainement
pour les études supérieures. Tous ont été réellement posés en lycée.
Conformément a ’esprit de la réforme, nous avons introduit des exercices a
prise d’initiative et d’autres qui font appel aux calculatrices ou aux algorithmes.

* Enfin les solutions des QCM et des exercices. Certaines sont parfois beaucoup
plus détaillées que ce qui est normalement demandé a un éleve de Terminale
S pour un devoir en classe. Ceci est intentionnel, dans le but d’aider I’éleve a
avoir les idées claires sur les notions fondamentales utilisées.
Les corrigés comportent de nombreux points-méthode qui mettent clairement
en évidence des démarches qu’il convient de maitriser.

Rappelons notre recommandation traditionnelle : cet ouvrage n’est pas un
manuel de cours. Les auteurs souhaitent que 1’utilisation de ce livre ne se sub-
stitue pas au travail de classe mais qu’elle soit I’occasion d’un dialogue avec le
professeur de mathématiques.

Nous remercions par avance tout lecteur qui nous fera part de ses remarques ou
suggestions (voir les coordonnées a la page précédente) et nous vous souhaitons
une bonne et profitable lecture.

Les auteurs.
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Méthodes

de travail

Tous les conseils qui suivent sont ceux utilisés par un grand nombre de majors
(sortis premiers) de Polytechnique ou de I'ENA, par des professionnels de 1’orga-
nisation et sont également recommandés par de nombreux professeurs. Pour en
savoir plus sur le sujet, nous vous conseillons le livre « Comment travailler plus
efficacement », par F. Déliac, U. Hadrien, E. Matrullo et E. Maurette, aux Editions
Prepamath.

Faire des « feed-bhack »

Le « feed-back » est le conseil le plus important et le plus utilisé par ceux qui réus-
sissent brillamment leurs études. Il consiste a contrdler systématiquement, sans
s’aider de notes, ce que I’on vient d’apprendre (exercices et cours). Ce controle
peut se faire mentalement, oralement ou par écrit.

* Dans les transports, essayez de vous rappeler mentalement, et sans vous aider
de vos notes, le cours et les exercices vus le matin en classe (feed-back mental).

* Apres avoir relu votre cours le soir, essayez de retrouver par écrit les principaux
paragraphes et démonstrations sans regarder votre lecon (feed-back écrit).

* Apres avoir résolu un probléme, prenez 5 minutes pour contrdler par écrit que
vous vous rappelez clairement 1’énoncé ainsi que la démarche de résolution
(feed-back écrit).

* Expliquez a des amis la lecon que vous venez d’apprendre ou 1’exercice que
vous venez de résoudre : c’est un excellent feed-back oral. Choisissez le type
de « feed-back » qui vous convient le mieux et faites-en le plus régulierement
possible (aprés chaque cours et chaque série d’exercices). Pour étre efficace,
un « feed-back » doit se faire sans 1’aide de vos notes. Ainsi, faire des fiches
de résumés de cours a partir de vos cahiers ouverts ne constitue nullement un
« feed-back ».

Miser sur la qualité

De nombreux témoignages démontrent que pour obtenir de bons résultats, il est
préférable de faire un nombre limité d’exercices, mais plus approfondis, que d’en
survoler une grande quantité de pietre qualité. Une tendance tres répandue consiste
a abattre une grande quantité d’exercices, a la chaine, mais superficiellement, en
espérant que le jour du contrdle, on aura déja vu ce type de probleme et que ’on
saura s’en souvenir. Cette méthode est absolument inefficace car la seule maniere
de se souvenir d’un exercice de mathématiques ou de physique, c’est de 1’avoir
parfaitement compris et assimilé. Ainsi :
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+ Alafin d’un probleme, prenez 5 4 10 minutes pour essayer de trouver un moyen
de le généraliser ou de le compliquer (c’est ce que font souvent les professeurs
pour concevoir leurs controles écrits) ; trouvez ce que cela pourrait changer dans
la solution.

* Prenez également I’habitude, apres chaque exercice, de faire un « feed-back »
en faisant ressortir la démarche générale et en tissant des liens avec le cours.
Bref, il ne faut pas vous contenter de résoudre I’exercice, mais il vous faut lui
apporter de la valeur ajoutée et vous interroger sur son contenu.

e Idem pour le cours. Ne vous contentez pas de le parcourir de maniere passive.
Il vous faut avoir la rigueur d’effacer toutes les zones d’ombre. Pour chaque
théoréme, il faut vous demander quels types d’exercices son utilisation permet-
tra de résoudre.

Travailler par « couches successives »

Cette méthode, tres utile pour les étudiants préparant des examens ou des révi-
sions, peut également étre utilisée des le lycée.

On observe que pour apprendre un gros volume de cours, rien n’est plus ineffi-
cace que de I’attaquer de front, de maniere linéaire. La bonne maniere consiste
a d’abord survoler I’ensemble, en ne retenant que la structure, c’est-a-dire les
grands titres, ainsi que les noms des paragraphes (premiere couche, étape de-
vant durer 5 minutes). Dans I’étape suivante (deuxieme couche, d’une durée de
10 minutes), on reprend son cours du début en retenant cette fois également les
théorémes et résultats importants. Apres cette deuxieme couche, on a déja une
idée claire de la structure de 1’ensemble du cours. On peut alors aborder la der-
niere étape (troisieme couche) : on reprend son cours au début pour, cette fois-ci,
I’étudier en profondeur en apprenant le détail des démonstrations.

Il est a noter que cette méthode peut étre également appliquée avec succes a des
matieres littéraires, ainsi qu’aux révisions du bac de francais. Par exemple :

* Pour la préparation d’un contrdle, on commencera par passer en revue rapide-
ment I’ensemble du cours et des exercices du chapitre précédemment étudié,
avant de les réviser en détail. Ainsi aura-t-on développé une compréhension
synthétique et claire.

* De méme, avant d’aborder un probléme volumineux (tel qu’un contrdle écrit),
il est préférable d’en survoler I’ensemble avant de 1’ attaquer.

Travailler sa rapidité

Pour acquérir de la rapidité, trois voies sont possibles :

¢ Prenez I’habitude, en travaillant chez vous, de vous concentrer sur une seule
chose a la fois, c’est-a-dire ne pas attaquer un probléme ou une dissertation, en
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révassant a ce que vous pourriez trouver a manger dans le réfrigérateur ou en
écoutant de la musique.

Prenez I’habitude de travailler chez vous dans les mémes conditions qu’en
devoirs surveillés. Le minutage de chacun des exercices de ce livre est fait en ce
sens. Cependant, cela ne devrait pas, une fois la résolution faite, vous empécher
d’y réfléchir plus calmement afin de vérifier la bonne assimilation du probleme.
Si les seuls moments ol vous vous pressez sont les contrdles écrits, vous ne
deviendrez jamais rapide.

Essayez de contenir tout votre travail a la maison dans une plage horaire serrée.
Engagez-vous, par exemple, a travailler chez vous tous les jours entre 18 h et
20 h et efforcez-vous de ne jamais déborder (quelle que soit votre charge de
travail). En effet, si I’on ne se donne pas de limite de temps pour accomplir un
travail, on a naturellement tendance a le laisser trainer en longueur et a révasser.
L’ étroitesse de la plage horaire vous obligera a ne pas vous endormir et a devenir
efficace.
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Chapitre

¥ Suites et limites

1. Limite d’une suite

2. Limite et comparaison

3. Suite majorée ou minorée
4. Opérations et limites

Exercice type Lycée Virlogeux, Riom

Déterminer la limite de la suite (u,,) dans chacun des cas suivants :
n Pour toutn de N, u, =n — n2.

El Pourtoutn de N, u, = n(3 — sin(n)).

1 + cos(n)

—

H Pour tout n de N*, u,, =

&P Limite d’une suite

€2 péfinitions

Définition 1

On dit que la suite (u,) tend vers un réel £ lorsque n tend vers +00 si tout
intervalle ouvert contenant £ contient tous les termes u, a partir d’un certain
rang.

Vocabulaire : On dit alors que la suite (1) a pour limite £, ou encore que la suite
(u,) converge vers £.

Définition 2

On dit que la suite (#,) tend vers +o0 (respectivement —oo) lorsque n tend vers
+o00 si tout intervalle de la forme ]A ; +o00[ (respectivement ] — oo ; A[) ou A
est un réel, contient tous les termes u,, a partir d’un certain rang.

Remarque : certaines suites n’ont pas de limite.
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€2 Des limites de référence

Soit p un entier strictement positif.

Lorsque n tend vers 400, les suites (n), (n?), (nP) et (y/n) définies pour n € N
ont pour limite +o0.

1 1 1 1
Lorsque n tend vers +00, les suites (—) s (—) s (—) et (—) définies pour
n n2 n? Jn

n € N*, ont pour limite 0.

3 Limite et comparaison

Théoreme 1 (Théoréme de comparaison)

Si (uy) et (v,) sont deux suites telles que :
° pour tout n, a partir d’un certain rang, u, < v,

e lim u, =+o0
n——+00

alors lim v, = +o0.
n——+00
De méme, si (u,) et (v,) sont deux suites telles que :

° pour tout n, a partir d’un certain rang, u, > v,

e lim u, =-—o0
n—+o00

alors lim v, = —o0.
n—+00

Théoréme 2
Si la suite (u,) est croissante et admet pour limite £ en +oo, alors tous les

termes de la suite sont inférieurs ou égaux a £. (Cela signifie que la suite est
majorée par £.)

Remarque : de méme, avec une suite décroissante, ses termes sont supérieurs ou
égaux a £ et on dit alors que la suite est minorée par £ (voir aussi paragraphe
suivant).

Théoréme 3 (Théoreme des gendarmes)

Si (up), (vy) et (wy) sont trois suites telles que :

° pour tout n, a partir d’un certain rang, v, < u, < wp,
* les suites (v,) et (w,) convergent vers la méme limite réelle ¢,

alors lim u, ={.
n——+00
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SUITES ET LIMITES - CHAP. 1

3 Suite majorée ou minorée

Définition 3

Une suite (1) est dite majorée s’il existe un réel M vérifiant : pour tout n € N,
u, <M.

Elle est dite minorée s’il existe un réel m vérifiant : pour toutn € N, m < u,.
Une suite réelle a la fois majorée et minorée est dite bornée.

A ATTENTION

Un majorant ou minorant est une constante indépendante de .

Par ailleurs, si une suite admet un majorant, elle en admet une infinité, de
méme pour les minorants.

Par exemple, si une suite est majorée par 5, elle est aussi majorée par 5,5
d’apres la définition.

Théoréme 4 (Théoreme de convergence monotone)

Soit (u;,) une suite croissante.

* Si (uy) est une suite majorée, alors (u,) converge.

e Sinon, (u,) tend vers +oco.

Remarque : de méme, si une suite décroissante est minorée, elle converge. Sinon
elle tend vers —oo.
Une suite monotone a donc toujours une limite, finie ou infinie.

@ A RETENIR

Toute suite croissante majorée est convergente.
Toute suite décroissante minorée est convergente.

On rappelle que pour trouver le sens de variation d’une suite, on peut :

« Etudier le signe de u,4+1 — uy, : Si up+1 — u, = 0 pour tout n, u est croissante.
Si up+1 — up, < 0 pour tout n, u est décroissante. Cette méthode fonctionne
dans tous les cas.

* Dans le cas d’une suite définie par u,, = f(n) pour tout n € N, la suite a le
méme sens de variation que f sur Ry ;

* Dans le cas d’une suite dont tous les termes sont strictement positifs, on peut
Un+1

. . Un+1 . . .
comparer a 1 le quotient —— : si pour tout n, > 1, la suite est croissante ;
u

n Up

Up+41 . . Un+1
o 1, la suite est constante; si pour tout n, R 1, la
Un Un
suite est décroissante.

si pour tout 7,

INTERROS

(

7

CORRIGES

(
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3 Opérations et limites

(un) et (v,) sont deux suites, £ et £’ représentent des réels.

%) Somme et produit
i dp || S |l @ sRon) ||l (@ 50
¢ v (+ 0 (xl
(>0 +00 +o00 +o00
—0 —00 —00
<0 o0 oo —o0
—0 —00 +OO
0 o0 00 FIL
—0 —0o0
+00 —o0 FI. —00
—0 —0 —0o0 +OO

%3 Quotient

lim u, lim v, lim <u_,,>
n—+00 n—+o00 n—>+00 \ vy,
14
14 0 #£0 7
¢>0 07 (0 en restant positif) +00
07 (0 en restant négatif) —0o0
¢ <0 07" (0 en restant positif) —00
07 (0 en restant négatif) 400
0 0 FI
¢ 400 0
—00 0
400 400 FI
400 —00 FI
—00 —00 FI
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SUITES ET LIMITES - CHAP. 1

A\ ATTENTION

Les cases ot il est indiqué « E.I. » (pour « Forme Indéterminée ») correspondent
a des cas d’indétermination. Un changement d’écriture de I’expression est né-
cessaire pour déterminer la limite (si elle existe).

@ Solution de Uexercice type Lycée Virlogeux, Riom

n Lorsque n tend vers 400, le terme n — n? donne un cas d’indétermina-
tion ; factoriser par n permet alors de transformer I’écriture de u, et de
conclure :

u, =n(l —n).
n tend vers +oo et (1 — n) tend vers —oo, donc par produit on obtient
que la suite (#,) a pour limite —oo.

E Pour u,, = n(3 — sin(n)), le facteur (3 — sin(n)) n’a pas de limite en
+00.
Pour tout entier naturel 7,

INTERROS

(

—1<sinn<1& —1< —sinn

<1
&2 <3 —sinn < 4.

Donc 3 — sinn > 2 et en multipliant par » on obtient :

7

CORRIGES

U, = 2n.

Comme la suite de terme général 2n a pour limite +00, on en déduit,
d’apres le théoréeme de comparaison, que la suite (u,,) a aussi pour limite
+00.

@ METHODE

Dans les situations ou interviennent les fonctions sinus et cosinus,
penser aux encadrements —1 < cosx < let —1 <sinx < 1.

(

a Pour tout n de N*, —1 < cos(n) < 1 donc 0 < 1 + cos(n) < 2, et on

en déduit: 0 < u, <

SEEN

. 2
Comme les suites de terme général O et — convergent vers 0, d’apres le
n

théoreme des gendarmes, la suite (u,,) converge aussi vers 0.
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n w/F Suite arithmétique g:iomi,,‘ © ,f'ﬁ’z’"é\

Soit la suite arithmétique (u,) de raison 5 et de premier terme u; = —28.
Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Il existe un entier n tel que u, > n.
E Il existe un entier n tel que u1 + u, = 2 009.

n Il existe un entier n tel que u,u,+1 < 0.

5n% — 63n

n Sp=ur+ur+...+u, = )

n V/F Suites convergentes ;:i.,min‘ o ﬁrarigé‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Une suite monotone et bornée converge.

E Si la suite (u,) converge vers O et si la suite (v,) est telle que, pour
n > 100, v, < u,, alors la suite (v,) converge aussi vers 0.

a Pour qu’une suite converge, il suffit qu’elle soit décroissante et positive.

n Si lim (4,41 — u,) = 0, alors la suite (u,) converge.
n——+00

B w/k Convergence et opérations {]nmin\ °If°1'3'isé‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Si la suite (u,+v, ) converge alors les deux suites (u,) et (v,) convergent
aussi.

Si la suite (u,v,) converge alors les deux suites (#,) et (v,) convergent
aussi.

a Si la suite (u,v,) converge vers 0 alors I’une au moins des deux suites
(un) ou (v,) converge aussi vers 0.

Si deux suites (u,,) et (v,) convergent vers la méme limite finie L, alors
il existe un entier ng tel que, pour tout entier n > ng, u, = v,.

n w/F Vrai faux {i“"“"\ © Crtig ‘

On considere une suite # dont aucun terme n’est nul.

. . 2
On définit alors la suite v par v, = ——.
n

Pour chaque proposition, dire si elle est vraie ou fausse. Si elle est vraie,
donner une démonstration, et si elle est fausse, donner un contre-exemple.
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SUITES ET LIMITES - CHAP. 1

n Si u est convergente, alors v est convergente. /\

n Si u est minorée par 2, alors v est minorée par —1.
a Si u est décroissante, alors v est croissante.

n Si u est divergente, alors v est convergente de limite nulle.

COURS

B w/F Vrai ou Faux ;jismi,,‘ © ﬁ?igé\

Pour les questions suivantes, répondre par Vrai ou Faux.

Si liI_P u, = +o0, alors, a partir d’un certain rang, toutes les valeurs
n—-—+0oo

de la suite (u,) sont nécessairement supérieures a 1 000 000.

Si, a partir d’un certain rang, toutes les valeurs de la suite (u,) sont
supérieures a 1 000 000, alors lim u, = +4o00.
n—-400

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Si une suite (u,) est croissante, alors lim u;, = 4o00.
n——+00

Si une suite est décroissante et minorée par 0, alors elle converge vers 0.

La suite définie sur N par u, = n®> + 3 est une suite géométrique.

La suite définie sur N par u,, = 2n + 3 est une suite arithmétique. 4]
Q
2000 x 2 005 P~
34445442002 = TR =
2 o=
o
1-25 o
B 1+2+224+2° 4+ 428 = 5
s Lo ays e | @ Corrigé
En utilisant les définitions * 35 mm‘ i \
Lycée Hoche, Versailles
n Voici les définitions explicites de deux suites :
2n+1
Vn e N, u"=n+2 et vn=n2—|—3n—5.
(a) En utilisant la définition, prouver que u tend vers 2 et que v tend
vers +00.

(b) A partir de quelle valeur de n peut-on assurer :
o que u, —2| < 10742

* que v, > 10*?
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n On définit les quatre suites a, b, c et d par :

on+1 nyn+2
ap =\ 57—= by = ——F——:
2n+3 2n

_ .3 2. _n+ D"
Ch=n +(—1)nn ; dn—m
En utilisant les théorémes du cours, déterminer les limites des suites a,
b,c,etd.
] ~‘I . c Py
n Suites monotones *  1omin| © Coriet |

Lycée Carnot, Dijon

Soit (un)nen la suite réelle définie par : u, = /n +1 — /n.
n Cette suite est-elle croissante ou décroissante ?

n Est-elle convergente ? Si oui, préciser sa limite.

n Limites de suite * 5:]ﬂmin‘ © Cora ‘
Lycée Henri IV, Paris

) ) up =1
On définit la suite (u,),cN par : 5
Upp1 =uy, +u, +1, nelN
n Démontrer que la suite (u,),cN est croissante.
E Montrer que pour tout n, u,, > n + 1.

n Déterminer la limite de (u,),enN, en proposant deux méthodes.

n Avec des sinus * - 20min| © Cariet |
Lycée Notre dame de Grandchamp, Versailles
2n% — 3sin(n)
n? 41
n Prouver que, pour tout entier naturel 7,
2n? -3 e 2n2 +3
n?4+1 St s n24+1"
En déduire la limite de la suite u.

La suite u est définie sur N par u,, =

n (a) Justifier que pour tout entier naturel 7,
__5 <u, —2< ;
n2+1 " S 24l
(b) A partir de quel rang N est-on certain que pour tout n > N, la
distance entre u,, et 2 soit inférieure 2 1073 2
(¢) A-t-on pour toutentiern > N, u, < 27?



N ILTSM — v. 1.0 o
14 novembre 2014 — page9 — #19

SUITES ET LIMITES - CHAP. 1

m Avec une somme * - 2omin| © Corti —~

Lycée Hoche, Versailles
k=n 1
Soit, pour toutn € N* : u,, = Z a2
k=1
n Etablir le sens de variation de la suite u. 2
. 1 o
E Démontrer que pour tout p > 2, — < — — —. o
p- p—=1 p

1 . .
a (a) Prouver que pour toutn > 1, u, < 2 — —, en utilisant la question

H '

(b) Prouver que la suite # converge.

(¢c) En utilisant la calculatrice, donner une valeur approchée a 1073 g
N . z
pres de ug, puis de u1g. r—
7T
=
. S Corrigé —
m Avec un algorithme ko Comin @ ot

Lycée Monet, Paris

On considere la suite u définie sur N* par :

7

CORRIGES

n
1 1 1
Up = —=l+—++—.
! ; Vi V2 NG
On se propose d’étudier le comportement a I’infini de cette suite.

Partie A - Approche a U'aide d’un algorithme

n On souhaite construire un algorithme permettant de calculer u,, pour tout
entiern > 1.
On propose pour cela 1’algorithme incomplet ci-dessous. Le compléter
de facon a obtenir la valeur de un pour tout entier n > 1.

(

Entrée

Saisir un entier naturel non nul n.
Initialisation

Affecter a u la valeur 0
Traitement

Pour i allant de ... a ..., Faire
Affecter a u la valeur u + ...
Fin pour
Sortie
Afficher u

n Programmer 1’algorithme et donner les valeurs approchées de u g, 129,
et u100-

a Conjecturer le comportement a I’infini de la suite u.
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Partie B

n Soit n un entier, n > 1. Justifier que pour tout entier i tel que 1 < i < n,
1

1
ona: — > ——.
ViTon
E En déduire que pour tout entier naturel n > 1, u,, > /n.

a Déterminer la limite de la suite u.

m Interpréter un algorithme *hkk 148 min, © Corrig
Lycée La Bruyeére, Versailles

n On considere I’algorithme suivant :

Entrée

Saisir un réel strictement positif a

Saisir un réel strictement positif b

Saisir un entier naturel non nul N
Initialisation

Affecter a u la valeur a

Affecter a v la valeur b

Affecter a n la valeur 0
Traitement

Tant que n < N

Affecter a n la valeur n + 1

Affecter a u la valeur at

2
T 0
Affecter a v la valeur 4/ a —;b

Affecter a a la valeur u
Affecter a b la valeur v
Fin du Tant que
Sortie
Afficher u, afficher v

Compléter le tableau suivant, en faisant fonctionner cet algorithme pour
a=3,b="7T,et N =2.
Les valeurs seront arrondies au millieme.

a b u v
3 7

N =S
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SUITES ET LIMITES - CHAP. 1

Dans la suite, a et b sont deux réels tels que 0 < a < b. /\
On considere les suites u et v définies par ug = a, vop = b et, pour tout entier
naturel n :

Up + vy . u,21 + v,%
Un+1 = 5 ; Un+l = 5

On admet que, pour tout entier naturel n, u, > O et v, > 0.

COURS

Pour un entier naturel n donné, que représentent les valeurs affichées par
I’algorithme ?

2
) . Uy — v
(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, v,% +1 —uﬁ +1= <%> .

(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, < v,.

(a) Démontrer que la suite u est croissante.

(b) Donner le sens de variation de la suite v.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

(a) Démontrer que les suites u et v sont convergentes.

(b) Sans chercher a déterminer les limites de u et v, montrer que ces
limites sont égales (on pourra utiliser I’expression de u,,y1 en fonc-
tion de u,, et vy,).

2

CORRIGES

(
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n w/F Suite arithmétique \e?zncé‘

n Vrai. On commence par déterminer le terme général de la suite en fonc-

tion de n.
Comme la suite est arithmétique de raison 5 et de premier terme
u1 = —28, pour tout entier naturel non nul n,

u, =uy + (n— 1)r =5n — 33.

. . . . 33
L’inéquation u, > n équivauta 5n — 33 > n soitn > —. Comme n est

un entier, on en déduit que la plus petite valeur qui convient est 9.

Vrai. On a, pour tout entier naturel non nul, 1 + u, = 5n — 61. L’équa-
tion 5Sn — 61 = 2 009 admet pour unique solution n = 414.

Vrai. Les termes u1 a ug sont strictement négatifs. A partir de u7, tous
les termes de la suite sont strictement positifs. Il existe donc une seule
valeur de n pour laquelle u,u,+1 < 0:c’estn = 6.

Faux. Pour n = 1, on obtient S = —29 et non —28.

Remarque : en utilisant la formule donnant la somme de termes consé-
cutifs d’une suite arithmétique, rappelée dans le point méthode ci-
5n% — 61n

dessous, on démontre que, pour toutn € N, S, = 2

@ METHODE

Pour montrer qu’une suite est arithmétique, on calcule u, 1 — u,, et
on montre que cette différence est une constante (ne dépend pas de n)
appelée raison et notée généralement . On a alors u, = u, + (n — p)r
pour n et p entiers quelconques.

De plus, vous avez appris en premiere que la somme de n termes consé-
cutifs d’une suite arithmétique se calcule a 1’aide de la formule :

s n(1e terme + dernier terme)
= 3 .
Pour montrer qu’une suite est géométrique, on montre que, pour n quel-
conque, on peut écrire u,41 sous la forme g X u,, g étant une constante
(donc indépendante de n).
Onaalors u, = upq"~?.

De plus, vous avez appris en premieére que la somme de n termes consé-
cutifs d’une suite géométrique se calcule par la formule :

1—4"
—q

S = 1° terme x ou ¢ est la raison de la suite.
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SUITES ET LIMITES - CHAP. 1

il

E V/F Suites convergentes p.6

n Vrai. La suite est monotone donc elle est soit croissante soit décroissante.
La suite est bornée donc elle est a la fois majorée et minorée. Or, d’apres
le théoréme de convergence monotone, toute suite croissante et majorée
converge et toute suite décroissante et minorée converge.

n Faux. Considérons la suite v définie pour tout n par v, = u, — 1.
Si la suite u converge vers 0, la suite v converge vers —1.

COURS

a Vrai. Si la suite (u,) est positive, alors elle est minorée par 0. Si, de
plus, elle est décroissante, alors, d’apres le théoréme de convergence
monotone, elle converge. Les conditions énoncées sont bien suffisantes,
cependant, elles ne sont absolument pas nécessaires.

.

n Faux. Considérons la suite de terme général u,, = Inn. Pour tout entier
naturel 7 strictement positif,

Upt1 —Up =In(n+1) —Inn

1

(e

n
car pour tousréelsa > Oetb > 0,lna —Inb =In (%)

1

=In (E + —)
n n
1

=In (1 + —)
n

donc liT (un41 — uy) = 0. Cependant la suite (u,) est divergente.
n——+od

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o

. . Enoncé

B w/k Convergence et opérations | " |
n Faux. Il suffit de considérer les suites de terme général u, = n et

v, = —n. Leur somme est la suite nulle qui est convergente ; cependant

les deux suites considérées sont divergentes.

A ATTENTION

Si deux suites sont convergentes, alors leur somme est une suite
convergente. La réciproque de ce théoreme est fausse.

E Faux. Si on considere les suites de terme général u, = n+1etv, = ?

n
Leur produit est une suite constante donc la suite (x,v,) converge alors
que la suite (u,) est clairement divergente.

a Faux. Ce n’est pas parce que le produit de deux suites converge vers 0
que I’une au moins des deux suites doit converger vers 0. Considérons la
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suite (u,) définie par u,, = 0 si n est pair et u, = 1 si n est impair et la
suite v, définie par v, = 0 sin est impair et v, = 2 si n est pair. La suite
(unvy) converge vers 0 alors que les suites (u,) et (v,) ne convergent
pas vers 0.

. 1
Faux. Les suites de terme général — et 1 admettent toutes les deux
n n

la méme limite finie L = 0. Or, il n’existe aucun entier n tel que
1 1
n n+l
. Enoncé
n vw/F \rai faux © p_"zm ‘

Faux. Prenons la suite définie pour tout n entier strictement positif par

1 . .
u, = —. Aucun terme de cette suite n’est nul, # converge vers 0, mais v
n
tend vers —oo, donc diverge.
Vrai. En effet,

1 1
up 22=0< — < 3 par passage a I’inverse
Up
2 .
= 0 < — <2 parproduit par 2
Up
1 < —— < Oen prenant I’opposé des 3 termes)

Up

= —-1<
= —-1<v, <0.

. . 1 .
Faux. Reprenons la suite u définie sur N* par u, = —. La suite u est
n
décroissante et la suite v est elle aussi décroissante.

Faux. u peut étre divergente sans tendre vers I’infini; par exemple, si
up, = (—1)", u diverge car elle prend alternativement les valeurs 1 et
—1. Alors, v diverge aussi car elle prend alternativement les valeurs 2 et
—2.

u v/F Vraiou Faux ‘Q?;Mé‘

Vrai, d’apres la définition des limites infinies donnée dans le cours pré-
cédent :

On dit que u admet +00 pour limite en +00 et on écrit :

lim u, = +oo,
n——+o0o

si pour tout réel A, on au, € [A ; +00l[ si n est suffisamment grand.
11 suffit ici de choisir A = 1 000 000.
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SUITES ET LIMITES - CHAP. 1

E Faux. Considérons par exemple la suite de terme général /\

1
u, = 1000000+ —. Pour tout n > 1, les termes de la suite sont supé-

n
rieurs a 1 000 000 et néanmoins la suite ne tend pas vers I’infini puisque
sa limite est 1 000 000.

. 1 . .
B Faux. La suite de terme général u,, = > est croissante (il suffit de

COURS

calculer u,4+1 — u, qui est clairement positif) et sa limite est 1.

. 1 . .
n Faux. La suite de terme général u,, = 1 + — est décroissante, minorée
n

.

par 0. Or sa limite est 1.

B Faux. 11 suffit de calculer les premiers termes de la suite : ug = 3,u; = 4,
upy = 7. On constate alors que u; = guo et up = %ul, ce qui prouve
que la suite considérée n’est pas géométrique.

n Vrai. Pour tout entier naturel 7,

Unt1 =20+ 1)+3=2n+2+3=02n+3)+2=u, +2.

La suite (u,,) est donc une suite arithmétique de raison 2.

INTERROS

n Vrai. Il s’agit de la somme des 2 000 premiers termes de la suite arith-
métique de premier terme 3 et de raison 1. On applique alors la formule
du cours.

n Faux. Il s’agit de la somme des 16 premiers termes de la suite géomé-
1216

trique de premier terme 1 et de raison 2. Le résultat correct est B

@ METHODE

Pour montrer qu’une propriété est fausse, il suffit de donner un contre
exemple. C’est la démarche qui a été utilisée ici. Ainsi, pour prouver que
la proposition « Si une suite est décroissante et minorée par 0, alors elle
converge vers 0 », on a construit une suite décroissante, minorée par 0 et
dont la limite n’était pas 0.

)
LA
=
e
o
=]
o

E En utilisant les définitions | N |
Lycée Hoche, Versailles
n (a) ° Pour la suite u : soit I'intervalle I =]2 — r ; 2 + r[, centré sur 2,
r étant un nombre positif aussi petit que I’on veut.

Cherchons a quelle condition sur n u, appartient a / (voir page
suivante).
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2n + 1
n+2
SQ2-rNn+2)<2n+1<2+r)(n+2)

2—r<u, <24+4r<2—r<

<2+4r

(carn 4+ 2 > 0 pour tout n € N)

N { n2—r—2)<—4+2r+1
n2-2—-r)y<4+2r—1

2r — 3
n <
—r
< 3
—r
2r — 3
n
,
< 2 +3
n =z
,
2r +3 2r — 3 2r +3
n>= car <
r r r
2r 3
Snz —+ -
r r
3
Sn>2+ -
’

On a montré que tout intervalle contenant 2 contient tous les
termes de la suite a partir d’un certain rang, donc la suite converge
bien vers 2.

Pour la suite v : soit ’intervalle J/ =]A ; +00[, A étant un nombre
positif aussi grand que 1’on veut.
Cherchons a quelle condition sur n u,, apparienta J.

un>A<:)n2+3n—5>A
sn’4+3n-5-A>0
On a un trindme du second degré.
A=9+4x(5+A).

A étant un nombre positif, A est strictement positif. Soit x” et x”
les deux racines, x’ étant la plus petite.

u, > Ao nel—oo;x'[Ulx”; +ool.

Donc u, > A pour toutn €]x” ; +o0l.

On a montré qu’a partir d’un certain rang, tous les termes de la
suite appartiennent a J, et ce pour toute valeur positive de A.
Donc la suite tend vers 400 (et est donc divergente).
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SUITES ET LIMITES - CHAP. 1

®) * |up—2|<107* &

2 1
e ~

n
3
- 1074
‘ n+2’<
& 3 ot &
n+2 n==
bt
2 P
AT
&> 30000 —2
< n > 29998. \/

Doncona |u, —2| < 10~* a partir de n = 29 999.
© v, > 10 & n? +3n—5> 10
s n?+3n—-5-10">0.
A = 40 029. n doit étre supérieur a la plus grande des racines,

qui vaut environ 98,5.
Donc c’est a partir de n = 99 que v, > 10*.

n e Pourtoutn € N,ona:

ont1_On(l+g) 1+g

INTERROS

M43 am(144) 14y @
. 1 ) 1 =
Or, lim — = 0 donc, par somme, lim (1+— )] = 1 et o=
n—-+00 6n n—+00 6n s
3 . 3 S
lim — = 0 donc, par somme, lim |14+ — ) =1.
n—+o0o 2n n—+00 2n

o . . . 6n + 1
D’ou, par quotient et produit: lim
n—>+o00 2n 4+ 3

Par conséquent, lim a, = V3.
n—400

* On a, pourtoutn € N :

nyn+2  nin 2 n 1
bn:\/—i:i_}__:i_}__.

2n 2n 2n 2 n

1
Or, lim — =0et lim @ = +o00 donc, par somme,
n—+o0o n n—+oo 2
lim b, = +o0.
n—+00

o n3—n2<cn <n3+n2donccn an(n—l).

Or, lim n?(n —1) =+4oodonc lim ¢, = +0c par comparaison.
n——+00 n——+00
e Pour tout entiern > 1,
n—1<n+D"<n+1 et 2n—1<2n+D)"<2n+1,
donc :
1 o 1 o 1 ( A 1 )
< < ar passage a I’inverse) ,
Il S 2nt (=) - 2p—q PArpassas




Limites de suite — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 18 — #28

d’ou :

CORRIGES

n—1 n—+1
<dy <
n+1 " T 2n—1
De plus, pour tout entiern > 1, on a:

n—1 "(1—%) 1 1—%

(par produit de réels positifs).

4l 2 (141) 27 1AL

. 1 . . .
Or, lim — = 0 donc, par somme, produit et quotient, on a successi-

n——+oo n
vement :
. 1 . 1 . n—1 1
Iim (1——) =1, lim (l+—)=1et lim = —.
n—-+00 n n—-+00 n n—+o00 2n + 1 2
De méme,
i1l on(1+3) 1 14l
= =_X—1’
— 1
-1 on(1-1) 2 1-5
n—+1

ce qui donne, d’une facon analogue, lim = —.
q ¢ B o n—1_ 2

- . 1
Donc, en utilisant le théoreme des gendarmes, lim d, = —.
n—+00 2

ﬂ Suites monotones | © il
Lycée Carnot, Dijon

n Pour tout entier naturel n, on a :

up =/n+1—4n
_ (Wn+14+n) (Vn+1-4/n)
B NEN.ED!
1
N ES N

Or, la fonction x +> /X est croissante et a valeurs positives, donc la
suite n > +/n + 1 + 4/n est croissante a valeurs (strictement) positives.
Par conséquent, la suite (u,) — son inverse — est décroissante.

E On sait a priori que la suite est convergente. En effet, (u,,) est décrois-
sante et minorée par zéro. Mais cela ne donne pas la valeur de la limite,
qui est obtenue ici de facon directe grace a la forme obtenue dans la
question n : (suite page suivante)
ona lim /n=+oo,d’ot lim (y/n++/n+1)=-+oc,etdoncla

n—+00 n—+00
suite (u,) converge vers 0.
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SUITES ET LIMITES - CHAP. 1

u Limites de suite \ © ?gm ‘

Lycée Henri IV, Paris

n Pour tout entier naturel n, ona u, 4| — u, = u,% + 1.
Comme, pour tout entier naturel 7, u,21 + 1 > 0, il en résulte que (u,) est
strictement croissante.

E L’inégalité demandée peut s’établir a ’aide d’un raisonnement par ré-
currence que nous laissons au soin du lecteur (voir chapitre 2).

COURS

Il peut aussi s’établir par une méthode parfois appelée « sommes téles-
copiques » ou « addition en cascade ».
Pour tout n > 0 entier :

.

Uy —Up—] = ”%—1 +1 > 1
]
Up—1 —Up—2 = u%_z +1 > 1 (==
. . o=
: L
: -
Uy —up = u% +1 > 1 =

Uy —uy = u(z) +1 > 1

N

En sommant membre & membre et apres simplification, il vient :
Up — Uy = n,soitu, >n-+ 1.
a e 1 méthode. On a lil}rl (n 4+ 1) = 400, donc d’apres le théoreme de
n—1+0oo

limite par comparaison :

lim u, = +oo.
n——+00

)
LA
=
e
o
=]
o

e 2¢ méthode. La suite étant croissante (question n), elle admet une
limite finie ou infinie. Supposons que li141_1 uy soit un réel ¢, on a
n—>+00

bien sGir lim wu,y; = ¢, mais aussi :
n——+00

lim wegr = lim (@) +un+1) = +€+1.

n——+00

Le réel ¢ serait donc solution de I’équation x> 4+ x + 1 = x.

Or, cette équation est équivalente 2 1 + x> = 0 qui n’a pas de solution
réelle. Donc un tel réel £ ne peut exister.

Conclusion : (u,) est croissante et non convergente; par conséquent,

lim u, = +oo.
n——+00

n Avec des sinus © ermct |
Lycée Notre dame de Grandchamp, Versailles

n On sait que : —1 < sin(n) < 1, quelle que soit la valeur de n.
Donc, pour toutn € N :

—3 < —3sin(n) <3 (par produit par — 3) ,
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d’ou:
2n’—3 < 2n*-3 sin(n) < 2143 (en ajoutant 2n? aux trois nombres).

On a donc, en divisant I’encadrement précédent par le réel strictement
positif n> + 1, pour tout n € N :

2n? -3 2n? +3

—S—— SUn < —5——.

n?+1 n?+1

Pour toutn € N,

2 3 3
23 2 (1- ) _, %

n2+1_n2<1+ni2> = 1+niz'
O, lim 5 =0d duit et li <1 3)—1
i) n_iriloo 2 = onc, par produit et somme, n—yfoo — ) = 1.

1
De méme, lim (1 — —) =1.
n—+400 n2

D’ol tient et produit, i 23
Sl [P SIS L ol I n2+1
2n?4+3

Par un procédé analogue, ona: lim =

n—+oo n2 + 1

Donc, en utilisant le théoreme des gendarmes, liI_P U, = 2.
n——+00

Fl (a Onsait toutn € N 2n2_3< 2 +3
a n sait que pourtoutn € N: ———— <y, < ———.
quep n?+1 " n2 41
Donc, pour toutn € N,
2n% -3 2n% +3
2w, -2<=——-—
n? +1 tn n?+1

En s’aidant de ce qui a été fait dans la question n, on a pour tout

neN:
-5 1

—— < —-2< .
n?+1 tn n? +1

() Siun—2> 0, |un — 2| = un — 2 etdonc |uy — 2| <

n2+1"

Siu,—2 <0, |up,—2| = —(u, —2) etdonc |u, —2| < : (on
n

prend les opposés des deux expressions de gauche dans la double
inégalité ci-dessus).
5 1 . .. 5 .
De plus, =17 317 donc si on choisit n tel que ——— soit
n-+1 n-+1 n-+1
inférieur & 1073, on sera sir que la distance de u, a 2 sera aussi
inférieure 2 1073.

<107* & n?2+1>5000 < n?> 4999,

n?+1
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SUITES ET LIMITES - CHAP. 1

n étant un entier positif, on adoncn > /4 999 ; or, /4 999 ~ 70,7 /\
2 10~ pres. Il faut donc prendre n > 71.

© u,<2%u,—2<0
2n% — 3sin(n)

2<0
n?+1 -4
—34i — —J
3 sin(n) 2<0 =
n?+1 o

& —3sin(n) —2 <0

.

2
& sin(n) > —3

2
Or, sin(4) < —0,75a 1072 pres, donc sin(4) < —3 donc on n’a

pas toujours u, < 2.

INTERROS

m Avec une somme © baonc |

Lycée Hoche, Versailles
n Pour tout n € N*,

k=ntl | k=noy 1
it == 3 =3 = 2
— ok @+D o
Donc, u,+1 — u, > 0, et la suite est alors croissante. g==
E Pour tout p > 2, 8
1 1 p—(p-D 1
p=1 p pp=1)  p’—p
1 1
Or,pz—p<p2d0nc2—>—2.
1 pl—p 1p
On a donc bien — < — — —.
p- p—1 p
k=n 1
a @ u, = Z 2 donc, d’apres la question E,
k=1
k=n
1 1)
<Y (—-2])+1
o ;(k—l )"
Or,
"i( 1 1)_( 1 1>+< 1 1>+ +( 1 1)
k—1 &k \2—1 2 3—-1 3 n—1 n/’

k=2

. . 1
Dans cette somme, seul le premier terme (1) et le dernier (—) ne
n

vont pas s’annuler deux a deux.
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1
On adonc bien u,, <2 — —.
n

(b) La suite est croissante (question n) et majorée par 2 d’apres le

CORRIGES

m, donc elle converge.
(¢) ug~1,540etuig~ 1,550.

m Avec un algorithme ‘ © Eroncé ‘
Lycée Monet, Paris

Partie A - Approche a U'aide d’un algorithme

n Pour i allant de 1 a n
Affecter a u la valeur u + —.

Vi
E Voici le programme :
TI CASIO
PROGRAM: ABC ==== ABC ====
:Prompt N "N="?—>N
:0—>U 0—U

:For(I,1,N) For 1—1I To N

(U+1/4/(I1) U | U+1+4/I—>U
:End Next
:Disp U U

On obtient u1g ~ 5,021, usg ~ 7,595, et ujgo ~ 18,5902 1073 pres.
B Au vu de ces valeurs, on peut penser que la suite tend vers +o00.

Partie B

n 1<i<n=> V1 < Vi < /7 car la fonction racine carrée est croissante
1 1 .. .
= < 7 car la fonction inverse est décroissante sur Ri
n 1
n
1 1 1
Up =Y —==1+—+ -+ —.
& ; Vi V2 vn
Ainsi, d’apres la question précédente,
1 1
Uy = — soit : Up =N X — = +/n.
. ;‘ 7 n>nx o n

On a donc bien u, > /n.
B Par comparaison, on sait donc que la suite tend vers +o00.
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SUITES ET LIMITES - CHAP. 1

m Interpréter un algorithme \ epi.'?ﬁncé \

Lycée La Bruyeére, Versailles

n Le tableau complété est le suivant :

n a b u v

n a b u v 2
0 3 7 3 7 g
1 5 5,385 5 5,385 (&)
2 5,193 5,196 5,193 5,196

.

E Pour n donné, les valeurs affichées sont les valeurs de u,, et v,.

u%—}—vg B <un+vn)2

B (a) Pourtoutn € N, v,le — u,%H =

2 2 g

2 2 2 2 _ 2 2 _ 2 oz
2wy + v, —uy, UpVp — V) o
4 =

U2 — 2unvy + v2 =

4
- (u5)
= 5 .
(b) * Pourn = 0,0na: ug = aetvyg = b.Or, par hypothese, a < b
donc on a bien ug < vy.

e D’apres la question m, pourtoutn € N,ona:

)
LA
=
e
o
=]
o

Uy — vy \ 2
(Wnt1 — Ups1) Wpg1 + Upg1) = ) .

L’énoncé admet que pour tout n € N, u,, > 0 et v, > 0; ainsi,
(Unt1 + Unt1) > 0.

Up — Up
Comme <

) > 0 pour tout n, il en résulte que

Upt1 — Upy1 = 0 pour tout n. Soit u, < v, pour tout entier
n>1.

* En vertu des deux points précédents, on a I’inégalité u, < v,
pour tout entier n € N.

Uy + 0 ..
n (a) Pourtoutn € N, up41 —u, = % — uy, (par définition de u,,).

Up + vy — 2uy,
2
Up — Up
2
Or, pour tout n € N, u,, < v, d’apres la question précédente, donc
pour toutn € N, u,41 — u, < 0, ce qui prouve que la suite u est
croissante.
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Pour tout n € N, on a, d’apres la définition de v, :

2 2
2 un+vn_ 2

2
Unp1 = Up = ) Uy
D’ou
2 2 2
u- +v: —2v
(Vnt1 — vn) (Wng1 +vy) = “ ; “
2
2
(up — vp) (un + vy)
= 5 .

Or, comme tous les v, sont positifs, on a v,41 + v, > 0etles u,
aussi donc u,, + v, > 0.

Un+1 — Vp a donc le méme signe que u, — v,, c’est-a-dire négatif
car u, < Uy.

Un+1 — U, < 0 pour tout  traduit bien que v est une suite décrois-
sante.

Ona:up<up < <y <y <2 < g < 0.

Par conséquent, la suite u est croissante et majorée par v ; elle est
donc convergente. De méme, la suite v est décroissante et minorée
par uo ; elle est donc convergente.

Soit L la limite de la suite u et L’ celle de la suite v. On a :
s, = ln gpwn = Qi 2R
n—+00 n n—+00 il = n——+00 2 ’
!/
Ainsi, L = , ce qui prouve bien que L = L'.

2
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Chapitre

¥ Suites et récurrence

1. Raisonnement par récurrence
2. Comportement a Uinfini de (¢")
3. Suites arithmético-géométriques

&P Raisonnement par récurrence

Exercice type 1 Lycée Carnot, Paris

Montrer que pour tout entier n > 1 :
_nn+1D)2n+1)

12422432+ + (n— 1> +n? .

Propriété 1

Soit P, une propriété dépendant de I’entier naturel n.

Si

 pour un entier ng, Py, est vraie (initialisation),

 pour tout naturel k > ng, le fait que Py soit vraie implique que Py est vraie
(hérédité),

alors P, est vraie pour tout n supérieur a ng.

Remarque : si le fait que Py est vraie implique que Py est vraie alors on dira
que la propriété est héréditaire.

@ A RETENIR

Une démonstration par récurrence comporte impérativement deux étapes : ini-
tialisation et hérédité.

© Solution de Uexercice type 1 Lycée Carnot, Paris

e [Initialisation : Comme :
2 1x2x3

= = ,
la propriété est vraie au rang 1.
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@ Solution de Uexercice type 1 (suite) Lycée Carnot, Paris

* Hérédité : Soit k un entier non nul arbitrairement fixé ; supposons la pro-
priété vraie au rang k :

k(k +1)(2k + 1)
— e
On veut montrer que la propriété est vraie au rang k + 1, soit :
k+ 1)k +2)[2(k+1 1
P2 p k2t 2 = EEDE )6[( D+l
R+ DE+DCk+3)
= : .

P22 432+ k= 1D+ K=

En utilisant I’hypothese de récurrence, on a :
k(k+ 1)(2k + 1) i

6
1
= k% [k(2k + 1) + 6(k + 1)]

_k+ DE+DC+3)
_ - .

P+22 434+ P+ k+ 1) = (k + 1)

La propriété est donc vraie au rang k + 1.

Ainsi, on a montré que si la propriété est vraie au rang k, alors elle est vraie
aurang k + 1.

La propriété considérée est donc vraie pour tout rang n > 1 en vertu du
principe de récurrence.

€3 Comportement a Uinfini de (¢")

Propriété 2
Pour tout entier a strictement positif et pour tout entier naturel n, on a :
(1+a)" > 1+na.
Propriété 3

Soient ¢ un nombre réel et n un entier naturel.
e Sig > l,alors lim ¢" = +o0.

n—-+00
e Sig=1,alorsg¢" = 1.

* Si—1<gqg<l,alors lim ¢" =0.
n—-+400

* Sig < —1, alors (¢") n’a pas de limite en 4-00.
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SUITES ET RECURRENCE - CHAP. 2

Propriété 4
Toute suite géométrique de raison ¢ telle que |¢| < 1 converge vers 0.

ED Suites arithmético-géométriques

Définition 1

Une suite (u,) arthimético-géométrique est une suite définie par son premier
terme et par la relation de récurrence :

Upt1 = au, + b,

a et b étant des réels non nuls, et a étant de plus différent de 1.

Remarques

INTERROS

* Si a était égal a 0, on aurait une suite constante.

* Si b était égal a 0, on aurait une suite géométrique.

(

* Sia était égal a 1, on aurait une suite arithmétique.

Il n’y a pas de résultat de cours a connaitre sur ces suites, mais il est utile de savoir
les reconnaitre pour comprendre la démarche décrite dans un exercice.

Exercice type 2 Lycée Descartes, Coumon

On considere la suite (u,) définie par ug = 1 et pour tout entier 7,

7

CORRIGES

Up+1 = O,Sun — 3.

(

n Démontrer que la suite (v,) définie par v, = u, + 6 est une suite géo-
métrique dont on déterminera le premier terme et la raison.

E Pour tout entier n, exprimer v, en fonction de n. En déduire I’expression
de u, en fonction de n.

H Etudier la convergence de la suite (#, ) et donner sa limite en 400 si elle
existe.
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@ Solution de Uexercice type 2 Lycée Descartes, Coumon

n Pour démontrer qu’une suite est géométrique, on cherche a exprimer
vn+1 en fonction de v,.
Par définition de v, et de la relation de récurrence qui définit u,, on a :

Vpgl = Ups1 + 6.
Or,
Upt+1 = 0,5up — 3,
et comme u;, = v, —6,0na:
unt1 = 0,5(v, —6) — 3
=0,5v, — 6.
Finalement,
Vp+1 = 0,50, +6 -6
= 0,5v,.
Cela montre que la suite (v,,) est une suite géométrique de raison 0,5.
Son premier terme vg est égal a ug + 6, donc vy = 7.

E Le terme général de la suite géométrique de raison 0,5 et de premier
terme 7 est :
v, =7 % (0,5)".
On en déduit u,, grace a la relation u, = v, — 6.

Donc,
u, =7 x (0,5" — 6.

H D’apres le cours, comme —1 < 0,5 < 1,0ona:
lim (0,5)" =0.
n—-+00
On en déduit que :
. n_ ¢l — _
nl}l_'r_loo [7 x (0,5) 6] 6.

La suite (#,) admet donc —6 comme limite en +00.
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SUITES ET RECURRENCE - CHAP. 2

n w/F  Convergence de suites ;:i.,min‘ © Corg ‘ —

Soient (u,) et (v,) des suites numériques définies sur N. Parmi les proposi-
tions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

. us .
n Siug=3et — =0,5, alors la suite (u,) converge vers 0.
ui

COURS

Si (u,) est une suite arithmétique de raison 0,5, alors elle converge
vers 0.

Si (up) est une suite géométrique de raison 3, alors elle diverge
vers +00.

Si (u,) est une suite géométrique de raison —3, alors elle n’a pas de
limite en +00.

Si (uy,) est une suite géométrique de raison —2, et (v,,) est une suite géo-

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

. . 1 .
métrique de raison 3 alors la suite de terme général u,, x v, converge.

n v/F  Terme u, | fonctionde » et u, * 10min ‘ © Cora ‘

On considere la suite (u,) définie par u; = 1 et, pour tout entier naturel n,
Un+1 = nun. Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont
exactes ?

7

CORRIGES

n La suite (u,,) est une suite géométrique.

n La suite (u,) est strictement croissante.

(

a Pour tout entier naturel n > 2, u, = 1 x2 x3 x -+ x (n—1).

n La suite (u,) diverge.

B wE Suitedutypeu, ; = f(u,)(1) 5:?,,,,“" e:%gigé‘

Soit f la fonction définie sur JO ; 4oo[ par f(x) = xInx et (u,) la suite
définie par la donnée de son premier terme u( tel que uop > e et, pour tout
entier naturel n, u,4+1 = f(u,). Parmi les propositions suivantes, quelles sont
celles qui sont exactes ?

Pour tout entier naturel n, u, > €.
La suite (u,,) est croissante.

L’équation f(x) = x admet deux solutions O et e.

La suite (u,,) converge.
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n acm Suite définie par récurrence {iomin\ °[fgféfiﬂé ‘

INTERROS

On considere la suite définie par récurrence sur N par ug = —2 et pour tout
entier naturel n, u,+1 = 2u, + 1.
Pour chaque question, désigner la bonne réponse :

n La suite (u,) est :
[a] arithmétique [b] géométrique [c] aucun des deux

n On peut définir une suite géométrique (v,) par la relation :
[@]vy =uy — 1 [b] vy = 2u, +2 [c] vn = 2up
n La suite (uy) :

[a] converge vers 2
[b] admet +00 comme limite
[c] admet —oo comme limite

n La suite (w,) est définie par la méme relation de récurrence que (uy),
c’est-a-dire w,4+1 = 2w, + 1, mais son terme initial vaut —1. Alors la
suite (w;) :

[a] converge vers 0
[b] converge vers —1
[c] n’est pas convergente

L . L R } c Py
H Démonstration par récurrence * “tomin| © Coriet |
Lycée Guy de Maupassant, Fécamp
ug = —2
On définit (u,),eN par : 1
un+1=§un+3 , neN
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7 :
u, <6 8
n n n Uy = 6 — 2_”
L L . R } c Y
n Terme général d’une suite * “1omin| © et

Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy
n On considere la suite définie par ug = 2 et pour toutn € N,
Upy1 = 22Uy —n.
Démontrer que pour toutn € N, u,, =2" +n + 1.
E Soit (v,,) définie par vp = v; = 1 et pour toutn € N :
Unt2 = SUn41 — 6Up.

Démontrer que, pour tout n € N, v, = 2"+ — 37,
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SUITES ET RECURRENCE - CHAP. 2

n Suite arithmétique * 5:?""""\ © ;%rarigé‘ —

Lycée Francois 1¢', Fontainebleau

Soit une suite (a,) vérifiant pour tout entier n la relation suivante :

a1+a2+‘~+an=2n2—3n.

(7¢)
Démontrer que (ay,) est une suite arithmétique. %
(=3
(&
S = h h- ;‘én . e Corrigé
uite homographique * - 20min © PO
Lycée Buffon, Paris
uy =2
Soit (u la suite définie par 3u, — 2
(tn)nen p Uiy = Up ’ neN g
2u, — 1 o=
n (a) Calculer uy, us et us. é
-1 =
(b) Démontrer que pour tout n, uy+1 = 1 + tn . =
2u, — 1
(¢) En déduire par récurrence qu’on a toujours u, > 1 et donc que la
suite (#,),eN est bien définie pour tout 7.
1
E Soit (vy)nen la suite définie pour tout n par : v, = . N
u, — 1 ‘L
(a) Montrer que (v,),enN €st une suite arithmétique. E
(b) Ecrire v, puis u,, en fonction de n. g
Q
] ’ _‘I . c Py
n Suites récurrentes monotones * t']5mm‘ °p_'2’ﬂ"’°\ Ny
Lycée Fénelon, Paris
ug >0
On définit la suite (u,),cN par : 5
Upyl = U, s neN

n (a) Montrer que (u,),eN est croissante si ug > 1 et décroissante si
ug < 1.

(b) Quediresiug=17?
E (a) Exprimer (#,),en en fonction de ug et de n.

(b) Déterminer la limite de (u,),en selon la valeur de u.

» o . c Py
B suite convergente ok - 3min| © Foee
Lycée de ’Emperi, Salon-de-Provence
Soit 0 < k < 1 et la suite u définie par ug = 1 et :

pour toutn € N, upgt = (1+K&") uy.
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n Démontrer par récurrence que pour tout naturel n > 1,

un =1 +0)(1+E)(1+E) - (1+£7).

INTERROS

E Soit pour toutn € N, v, = Inu,.
(a) Justifier que, pourtoutx > 0,onaln (1 + x) < x.

k
(b) En déduire que la suite v est majorée par T—%

a Démontrer que la suite u est majorée.

Etudier le sens de variation de u.
En déduire que la suite « est convergente.

m Récurrence et algorithme Kk - 25mn © ;o;grigé\

Lycée Teilhard de Chardin, Saint-Maur-des-fossés

L’objet de cet exercice est d’étudier la suite u définie sur N par ug = 3 et,
pour tout entier naturel n,

1< +7)
u =—\u — .
n+1 ) n ",

On pourra utiliser sans démonstration le fait que pour tout entier n, u, > 0.

n On désigne par f la fonction définie sur I’intervalle ]O ; +oo[ par :
ro= L (e 1),
2 by
(a) Démontrer que la fonction f admet un minimum.
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u,, > V7.
n (a) Soit 1 un entier naturel quelconque. Etudier le signe de u,, 1 — u,,.
(b) Pourquoi peut-on en déduire que la suite u est convergente ?
(¢) Déterminer alors sa limite L.
a Démontrer que, pour tout entier naturel 7,
2
it V7= 1 L
n On définit la suite d par dp = 1 et, pour tout entier naturel n,

1
2
dpy1 = Ed” .
(a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7,
Uy — NG <d,.
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SUITES ET RECURRENCE - CHAP. 2

(b) Voici un algorithme : /\

Variables
n et p sont des entiers naturels
d est un réel
Entrée
Demander a lutilisateur la valeur de p
Initialisations
Affecter a d la valeur 1
Affecter a n la valeur 0
Traitement
Tant que d > 1077
Affecter a d la valeur 0,5d2
Affecter a n la valeur n + 1

COURS

Sortie
Afficher n

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

En entrant la valeur 9, I’algorithme donne la valeur 5.
Quelle inégalité peut-on en déduire pour ds ?
Justifier que us est une valeur approchée de /7 2 1079 pres.

m Suitedutype i, 1 = f(u,)(2)  *kx %Z#nmin‘alfzzrigé‘

(]
L
Lycée Bachelard, Chelles =
1 (- 4
Soit f la fonction définie pour tout x > — par: g
2 ) o

X

fo)=5"—

(

n Démontrer que pour tout x > 1, f(x) > 1.

upg =2

On peut donc définir la suite (u,) par : {
! ni1 = fGun) . neN

E On considere les suites (v,,) et (w,) telles que pour tout entier 7 :

uy, — 1

vy = et w, = In(v,).

Un
(a) Vérifier que v, et w,, existent pour tout entier 7.
(b) Montrer que w est une suite géométrique.
(¢) Exprimer w, puis v, en fonction de n.
En déduire que :

Quelle est la limite de la suite u ?
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m Suite de Fibonacci * Kk {éomin\ °[f';{5"9é\
Lycée des Arénes, Toulouse
On considere la suite (F},) définie par :
=1, =1, Fuo=Fag+F,

quel que soit I’entier naturel 7.

On notera que la troisieme information signifie que tout terme de la suite (a
partir du troisieme) est égal a la somme des deux termes qui le précedent.

Pour information, F, représente 1’effectif de la population des ancétres de
n-ieme génération d’une abeille méle (dans un modele simplifié).
n Calculer F», F3, F4 et Fs.

n Démontrer par récurrence que :
Fo2n,
quel que soit I’entier naturel 7.
Que peut-on en déduire a propos de la limite de la suite (F},) ?

n Démontrer par récurrence que :
2
Fo x Fpyo = Fn+1 +(=D",
quel que soit I’entier naturel 7.
n Pour la suite de I’exercice, on considere les suites (Q),), (u,) et (v,)
définies par les égalités :
F n+1
On = s Uup =02, Uy = O2py1,
Fy
quel que soit I’entier naturel 7.

(a) Déterminer I’expression de Q,,+2 — O, en fonction de termes de la
suite F'.

(b) Déterminer le sens de variation des suites (u,) et (vy,).

(¢) Exprimer v, — u, en fonction de n, Fz, et F>,41, et en déduire
successivement que :

Uy < Uy
* ces deux suites convergent.
* (v, — uy,) converge vers 0.
* (up) et (v,) convergent vers la méme limite.
* (Qp) converge.
(d) Démontrer que :
lim (07— Q,—1)=0.

n—-+00

(e) En déduire la valeur de la limite de la suite (Q,,).
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SUITES ET RECURRENCE - CHAP. 2

il

n v/ Convergence de suites .29

u . "
E} Faux. Le rapport — ne donne aucun renseignement sur le terme général
ui

de la suite. Par exemple, la suite définie par ug = 3, u; =2, up = l et
u, = n pour tout n > 3 vérifie les conditions mais ne converge pas vers
0. Ceci ne serait vrai que si on savait que la suite est géométrique, ce qui
n’est pas précisé dans I’énoncé.

COURS

Faux. Le terme général de la suite est u, = ug + 0,5n. Cette suite
arithmétique diverge vers +00.

.

Faux. (3") a bien pour limite +00, mais la limite de la suite géométrique
dépend du signe de ug et peut-étre de —oo si ug < 0 et égale a 0 si
ug = 0.

Vrai. La suite prend alternativement des valeurs positives et négatives,
de plus en plus grandes en valeur absolue, donc n’a pas de limite.

INTERROS

1\" —2\"
Vrai. u, = ug(—2)" etv, = vg (5) ,donc u, xv, = uoxvox(T) .

Comme |— | < 1, la suite géométrique produit converge vers 0.

il

E v/k Terme i, fonctionde n et u,, p.09

n Faux. Onauj = 1,us = 1, donc si (u,) avait été une suite géométrique,
on aurait u3 = 1. Or, u3 = 2.

)
LA
=
e
o
=]
o

E Faux. On remarque que u» = 11 = 1. La suite n’est donc pas strictement
croissante. Cependant, elle est croissante.

B Vrai. Ce résultat se démontre par récurrence.
L’égalité est vérifiée pour n = 2.
Si, pour un entier naturel k£ supérieur ou égal a2, on a:
Uy =1 x2x3x---x (k— 1), alors comme uxy| = kuy, on obtient
Up+1 = 1 x2x3x---x (k—1) xk, ce qui permet de montrer I’hérédité.

n Vrai. On a, pour tout entier naturel n > 2, u, > 1 car:
1 x2x3x---x(m—1) > 1. Donc pour toutn > 2, u, > n — 1
caru, = (n — 1)u,—1. D apres le théoréme de comparaison, on a bien

lim u, = +o0. La suite diverge.
n—+00

B vk Suitedutypeu, . ; = f(u,)(1) ‘epi%mé‘

n Vrai. Ce résultat se démontre par un raisonnement par récurrence. On
sait par hypothese que ug > e. De plus, si, pour un entier k fixé, on a
uy > e alors Inuy > 1 et par suite, ug Inuy > e soit uxy > e.
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Vrai. Pour tout entier naturel n, u,+1 — u, = u,(Inu, — 1). Comme on
a établi a la premiere question que, pour tout entier naturel n, u, > e,
on en déduit que u,4+1 — u, > 0 donc la suite est strictement croissante.

Faux. L’équation admet pour unique solution le nombre e. La fonction
f n’est pas définie en 0.

Faux. Supposons que la suite (#,) converge vers un réel L, comme pour
tout entier naturel n, u, > e, on aurait, d’apres le théoreme de com-
patibilité de I’ordre et de la limite, L > e. De plus la suite extraite
(un41) convergerait aussi vers L. Comme la fonction f est continue
sur son ensemble de définition, L vérifierait I’égalit¢ L = LInL. Or
d’apres la question précédente, cette équation admet pour unique solu-
tion le nombre e, ce qui engendre une contradiction puisque uo > e et
la suite est strictement croissante. On peut donc en déduire que la suite
(up) diverge.

© Enoncé ‘

n acm Suite définie par récurrence .30

u Démonstration par récurrence

Réponse [€] : la suite est arithmético-géométrique.
Réponse [b] :vyp1 = 2upt1+2 =2Quy+1)+2 = 2Quy +2) = 2v,.

Réponse [€] : la suite (v,) du E est géométrique de raison 2 et de
premier terme vp = —2. Elle a donc pour limite —oo.

Uy —

Comme u, = ———, (u,) a donc aussi pour limite —oo.

Réponse [b] : wp = —letw; =2 x (—1) + 1 = —1. On démontre
aisément par récurrence que la suite (wj,) est constante de valeur —1 et
converge donc vers —1.

@ Enoncé
‘ p- 30 ‘

Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

Soit P, la propriété définie par « u, < 6 ».
* Par hypothese, ugp = —2 donc uy < 6, donc Py est vraie.

 Supposons que Py est vraie au rang k > 0.
Alors ,

1 1
uk<6=>§uk<3=>§uk+3<6,
donc Py est vraie.

On en déduit, d’apres le principe de récurrence, que P, est vraie pour
tout entier naturel n, ¢’est-a-dire pour tout entier naturel n, u, < 6.

8
Soit Q, la propriété définie par : u, = 6 — R



N Terme général d’une suite — v. 1.0 an
14 novembre 2014 — page37 — #47

SUITES ET RECURRENCE - CHAP. 2

8
e Comme 6 — ) = —2 = uy, alors Qg est vraie. /\
* Supposons que Oy est vraie au rang k > 0.
Alors ,
8 1 1 8
“k=6—2—k = 5uk:3_ pyas) = 5uk+3=6——2k+1.

COURS

Donc Qj1 est vraie.

On a donc démontré par récurrence que, pour tout entier naturel 7,

8

.

Remarque : on en déduit que la limite de u,, est 6.

INTERROS

E Terme général d’une suite | et |
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

n Raisonnons par récurrence sur 7.

e Pourn=0,ona:2"+n+1=14+0+1=2=uy.

s

* Supposons la formule vraie pour un entier naturel k arbitrairement fixé.
On calcule :

)
LA
=
e
o
=]
o

Ut = 2ux — k
=22 +k+1)—k
= 42k +2) —k
=2k+l+k+2
=214 k+1)+1.

C’est bien la formule au rang (k + 1).
On a donc prouvé par récurrence que, pour tout entier naturel n,
u, = 2" +n + 1.

n Nous allons démontrer par récurrence 1’assertion :
P(n) : [(*) Up = 2" 37 et (wx) vpyq = 2712 — 3t ]

e Pourn=0,ona 2"t —3"=2_1=1=nyyd ol ().
Enfin, 2"t2 — 3"t =4 — 3 = 1 = v; qui est (x%) : on a vérifié P(0).

* Supposons I’assertion P (k) vraie pour un certain entier naturel .
On sait déja : vy, = 25K+2 —3K+1 (d’apres I’hypothése de récurrence),
qui est la partie (x) de ’assertion P (k + 1).
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On calcule :

Vkg2 = SUps1 — 6 = 5(2KF2 — 3K+l _ g2kt _ 3K)
_ 5 x 2FF2 _ 5 5 3kl _ gy okt g 3k
_ 5 x 2kF2 g 5 gkl 3 o k2 4 o o gkt
— D x 2k+2 _ 3 3kl
— k43 _ gk+2

qui est () au rang (k + 1). On a ainsi vérifié P(k + 1).

On en déduit, d’apres le principe de récurrence, que, pour tout entier
naturel n, v, = 2"t — 31,

A ATTENTION

La suite v, est une suite linéaire récurrente d’ordre deux (chaque
terme dépend des deux termes qui le précedent). Il est donc néces-
saire de modifier ’hypothese de récurrence. Une telle récurrence est
parfois appelée récurrence double.

B2 suite arithmétique | © oo |
Lycée Francois 1°", Fontainebleau
On calcule :
a+ar+-+ap1=2—1)*=3n—1)=2n>—4n+2—-3n+3
=2n%> —Tn+5.
Alors,
an=(ar+---+ap) — (@1 +---+ap—1)
=@2n*—=3n)— 2n* —Tn+5)
=4n —5.
Le terme général de la suite a, est de la forme ag + nr.
Ainsi, (a,) est la suite arithmétique de premier terme ap = —5 et de raison 4.

@ METHODE

Pour montrer qu’une suite est arithmétique, on peut prouver que, pour
tout entier naturel n, u,+1 = u, + r ou r est une constante (la raison de
la suite) ou que le terme général de la suite est de la forme ¢ + nr.

n Suite homographique prlgqncé‘

Lycée Buffon, Paris

n @ u —‘—‘u —getu —§
1_37 2_5 3_7'
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(b) Pour tout entier naturel 7, on a : /\

1+ u, — 1 =(2un—1)+(un—1)
2u, — 1 2u, — 1
_ Bup =12
2u, — 1 2
= Up+1- g
(&

(¢) Soit P, la propriété définie par : « u, > 1 ».
* Par hypothese, ug = 2 donc up > 1. Il en résulte que Py est vraie.

 Supposons que Py est vraie au rang k > 0.

.

—1
Alors, 2u; —1 > Oetuz — 1 > 0, ot = = 0, et donc
2up — 1
up — 1
— 1
e S 1

Alors Py est vraie.

Donc, pour tout entier naturel n, P, est vraie.

. 1
Alors, pour tout entier naturel n, u,, > 1 > >

INTERROS

. I,
Comme, pour tout entier naturel n, u, > —, il en résulte que 2u, —1

est non nul et la suite (u,),cN est donc bien définie pour tout 7.

n (a) Remarquons d’abord que, d’apres la question précédente, pour tout 2
n, u, # 1;lasuite (v,) est donc bien définie. E
Pour tout entier naturel 7 on a : [
1 1 1 2up, — 1 S
R =N
D’ou :
2u, — 1 1 2(u, — 1)
Upgl — U = — = =2,
U, — 1 u, — 1 U, — 1

La suite (vy,) est donc une suite arithmétique de raison 2.
1 .
(b) On calcule vg = -1 = 1. Alors pour tout entier naturel 7 :

1 1 2 2
v, =1+2n et un=—+1=ﬂ— nt

Un v,  2n+1
A ATTENTION

Avant de travailler sur une suite, il faut toujours s’assurer (méme si
I’énoncé ne le précise pas) qu’elle est bien définie. Dans cet exercice,
il est nécessaire, pour que la suite (u,) soit bien définie, que tous

o e 1 s
les termes de la suite soient différents de —. En général, une telle

propriété se prouve en minorant ou en majorant les termes de la suite
et se démontre par récurrence.
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Ml

Lycée Fénelon, Paris

1 )

Une récurrence immédiate montre que u, > 0 pour tout 7.

* Supposons que ug > 1.
Soit P, la proposition définie par : u, > 1.
La proposition est vraie de maniere évidente pour n = 0.
Supposons que P est vraie pour un entier k arbitrairement fixé.
Alors, comme uj41 = u%, onaugy; = 1, donc Pryq est vraie.
Donc si Py est vraie alors Py est vraie.
On a ainsi prouvé par récurrence que, pour tout naturel n, u, > 1.
En multipliant de part et d’autre par u,, (qui est positif), on conclut
que :

Up+1 2 Uy ,

pour tout n, soit (u,),cN croissante.

Remarque : ici, la récurrence a faire n’est pas directement don-
née, il faut donc « I’inventer ».

Supposons que up < 1.

Soit Q, la proposition définie par : u, < 1.

La proposition est vraie de maniere évidente pour n = 0.
Supposons que Qy est vraie pour un entier k arbitrairement fixé.
Alors ug4+1 = u,% donc up4+1 < 1, donc Q41 est vraie.

On a prouvé par récurrence que 0 < u;, < 1 pour tout n.

En multipliant de part et d’autre par u,, on conclut que :

ul’l+1 < Un ,

pour tout n, soit (#,),cN décroissante.

(b) Siug = 1 alors ug < 1 etug > 1 donc (uy),en est a la fois

2 e

croissante et décroissante, (u,),cn est donc constante.
L’étude des premiers termes conduit a considérer la propriété P,
, . . . 2”
définie par : u, = ug .
Comme 2° = 1, Py est vraie.
Soit k un entier arbitrairement fixé. Supposons Py vraie.
2 2k 2 2k+l
Alors, Ur] = Uj = (ug )" =ug . .
Donc si Py est vraie, alors Pk est vraie.
Par conséquent, pour tout entier n, P, est vraie.

(b) Ainsi,

pour ug > 1, lim wu,; =400
n——+o0o
pour O <up<l1, lim u, =0
n——+o00
pour wugp =1, Iim wu, =1
n——+o0o
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m Suite convergente ‘epgumsqneé‘

Lycée de UEmperi, Salon-de-Provence

n Pour tout n > 1, on note P, la proposition :
up = (L+ ) (L+ &) (L+£3) - (L+&"71).

* Onau; = 2, ce qui montre que la propriété est vraie pourn = 1.

COURS

* Supposons que la propriété est vraie pour un entier p non nul arbitrai-
rement fixé.
On sait par hypothése que u 1 = (1 + kP ) up. On remplace alors u,
dans cette expression par sa valeur. Il vient :

upsr = (L+kP)(1+k) (1 + &) (1+E) - (1+kP7T).

Donc si P, est vraie, alors PP, | est vraie.

.

Par conséquent, pour tout entier n > 0, P, est vraie.

n Remarquons que, d’apres la question précédente, la suite (u,) est a va-
leurs strictement positives. La suite (v,) est donc bien définie.

INTERROS

(a) Considérons la fonction définie pour tout réel x positif par :
f(x)=In(kx+1)—x.

La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition et, pour
tout réel x positif,

s

f'x) = 1,

x+1_

)
LA
=
e
o
=]
o

soit: f/(x) = —IL. Lafonction f’ est donc négative sur [0 ; +o0[,
X

donc la fonction f est décroissante sur son ensemble de définition.
Elle admet ainsi un maximum en 0 et, pour tout réel x positif, on
a: f(x) < f(0),soit f(x) < 0.

11 en résulte que, pour tout réel x positif, In (1 4+ x) < x.

(b) Par hypothese, v, = Inu,.
On remplace alors u, par I’expression obtenue a la premiere ques-
tion :
vp=In[(A+k)(1+E2) (14 (14+£"7)] .
Comme 0 < k < 1, tous les facteurs du produit sont strictement po-
sitifs, donc, en appliquant les propriétés de la fonction logarithme,

v =In(1+k) +In(1+4k%) +--+1In(1+&"1).

@ METHODE

Pour prouver une égalité du type f(x) < g(x), on étudie la
fonction d(x) = f(x) — g(x), et son tableau de variation per-
mettra d’en déterminer le signe.



CORRIGES

Récurrence et algorithme — v. 1.0
14 novembre 2014 — paged2 — #52

Comme 0 < k < 1, on peut appliquer I’inégalité démontrée dans
la question précédente a chacun des termes de la somme :

In(l14+k) <k
In (1+4%) < K2
On additionne ensuite membre a membre les n — 1 inégalités ainsi

obtenues :
vy <k+ K2+ K3+ kL

On reconnait dans le second membre de 1’inégalité la somme des
n — 1 premiers termes de la suite géométrique de raison k et de
premier terme k. On peut alors écrire, comme 0 < k < 1 :

l_kn—l
<k R b

soit :
<(:=)-(=)
Up < = .
"S-k 1—k
n
Comme T—x est positif, il en résulte que, pour tout entier naturel
n’
» k
vy & ——.
"k

a D’apres la question précédente, la suite v est majorée. Or, pour tout
naturel n,
u, =e’,
car la fonction x — ¢e* est croissante sur R, donc la suite u est aussi
majorée.
La suite u est a termes strictement positifs.
D’apres la relation de la question n, pour tout naturel 7,
Un+1
Un

= (1+k".

Un+1
Un
La suite u est croissante et majorée donc elle est convergente.

@ METHODE

On ne peut pas choisir comme majorant de la suite v le réel

Comme 0 < k < 1, > 1.1l en résulte que la suite u est croissante.

1— kn—l

En effet, un majorant est une constante et ne peut donc dépendre de n. Il

1— k!
est donc indispensable de majorer la quantité T—% par % qui, lui,

est indépendant de n.
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m Récurrence et algorithme ‘pr_'g;ncé‘ —~

Lycée Teilhard de Chardin, Saint-Maur-des-fossés

) 1 7 , 17
H o f(x):——ﬁetf(x)>0©§>ﬁ

s xr>7

& X > ﬁsur]O;-i—oo[.

COURS

Donc f est décroissante sur ] 0; ﬁ] et croissante sur [ﬁ ; +00 [
Donc la fonction f admet un minimum en V7.

.

(b) u, est toujours positif par hypothese et d’apres la m, pour tout 7,
fun) = 1.
Or, up+1 = f(uy) et f est croissante sur ]0 ; ﬁ] donc pour tout
n>=1,u, > V7.
D’autre part, la propriété est vraie pour 7 = 0 car 3 > /7.

INTERROS

Donc, pour tout entier naturel n, u, > /7.

1 7
2 e nit = tn = = (U + — | = un

Up

1 /7
=3 (=)
1(7—u?
-(%")

Or, tous les termes de la suite sont positifs et u, > /7 donc u,21 >1.

s

)
LA
=
e
o
=]
o

Par conséquent, u,,+1 — u, < 0.

(b) La suite est décroissante et minorée par /7. Elle est donc conver-

gente.
© L= lim wn= lip i
Donc,
L—l(L+7>©L— ’ & L2=17
T2 L 2 2L o

Donc, L = +/7 (car tous les termes de la suite sont positifs).
1 7
Bl Pourtoutn, uy — V7= 3 <Mn + _> V7
n
(U2 47— 2u,VT
2
2
1 (un - ﬁ)

= - X
2 Up

B @ u—v7=3-7~0354,etdy=1doncuy—+7< do.
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Supposons que pour une valeur de n quelconque, u, — /7 < d,.
Montrons qu’alors u,4+1 — V7 < dyy1.

CORRIGES

2 . P
up — V1< dy = (un = ﬁ) < d,% apres avoir élever au carré

1
< Ed,% apres avoir divisé par 2

1 s
apres avoir divisé par u,

1
2 un un

H
—
S

S
|
S
SN——

= - x~—— <dyp.

La derniére inégalité provient du fait que u,, > +/7 > 1. On a donc
bien Uptl — «/7 < dn+1.
Donc, pour tout entier naturel n, u, — V7 < dy.

(b) ds <107°.Ona:
us — /7 <ds <107°.

Donc us est une valeur approchée de /7 2 10~ prés.

m Suite du type u,, | = f(u,) (2) ep;-;%ncé‘
Lycée Bachelard, Chelles
n Pour toutx > 1:

2
fE)=1=""7-
5% — %7 4= 1l
R
_ =17
2 -1
Or, (x — 1)2 > 0et2x — 1 > 0 donc, pour tout x > 1, f(x) —1 >0,
soit f(x) > 1.
n (a) On montre facilement par récurrence que pour toutn € N, u,, > 1,

1

donc v, = tn — existe (u, # 0) et v, > 0. Par conséquent
w, = In(vy,) exbitgte.
Les suites (v,) et (w,) sont bien définies pour tout n € N.
(b) Ona:
Upyr — 1

Upt1 = Tl et upt1 = fuy) = o 1’
n+ n —

2
n
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d’ou : /\

Upp] = ——5——

|
COURS

2
uy

(un = 1)?
= —

n

.

u
_ 2
Ainsi, ot = IN(Upt1) = 21n(vn) = 2wy

Donc w est géométrique de raison 2.
-1 1
De plus, wg = In(vg) et vp = 1o =5 donc wy = —In2.
uo

INTERROS

(¢) Pourtoutn,ona:

1
wn=—ln2x2”=1n<5> x 2"

(7]
Sk
n 1 1 2" 1
vnzew”=62 xIn 5 (lnz) _<§) g
(]
De plus,
Uy — 1
vy = — Uy = s
Up 1—v,
d’ou :
1
Wy =

On en déduit lim u, = 1.
n——+00

E Suite de Fibonacci s |
Lycée des Arénes, Toulouse
Bl OnaF, =2 F3 =3 F,=5etFs=38.
E Soit P, la propriété définie par : F, > n.

* Comme Fy = F; = 1, la propriété est vérifiée de maniere évidente
pourn =0etn = 1.

 Supposons que Px—1 et Pk sont vraies pour un entier k arbitrairement
fixé et montrons alors que Py et Py est vraie.
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‘Pr est vraie puisque cela fait partie de I’hypothese de récurrence.
Comme Fr_1 > k — 1 et F; > k, alors en additionnant membre a
membre ces deux inégalités, il vient :

Foy+Fe>22k—1,
Et donc :
Firy1 22— 1.
>

On cherche a montrer que Fiy1 > k + 1. Or,

2k—12k+1 k=2 (1)
On a déja montré que Py est vraie pourk = 1 etk = 2.
Pour k¥ > 2, on vient de montrer que Fy41 > 2k — 1 et donc
Fry1 =2 k+ 1 d’apres (1).
On a donc démontré par récurrence que, pour tout naturel n, Fy,, > n.

En appliquant le théoréme des limites par comparaison, on en déduit de
maniere immédiate que :

lim F, = +o0.
n——+00

@ METHODE

La suite étudiée ici est une suite récurrente d’ordre deux, ¢’est-a-dire
que chaque terme, a partir du troisieme, dépend des deux termes qui
le précedent. Ceci nous a conduit a utiliser une variante du raison-
nement par récurrence parfois appelée « récurrence double » dont la
principe s’énonce ainsi :

Soit P, une propriété dépendant de I’entier naturel n. Si la propriété
est vraie pour n = 0 et pour n = 1 et si, pour tout entier naturel 7,
le fait que la propriété soit vraie au rang n et au rang n + 1 entraine
alors qu’elle est vraie au rang n + 2, alors la propriété P, est vraie
pour tout entier naturel n.

Remarque : une telle récurrence n’est pas exigible au niveau du bacca-
lauréat, mais savoir I’étudier sera utile en post bac.
Soit P, la propriété définie par :
2
Fy X Fuyo = Fp o+ (=D".

e Pourn = 0,ona FpFp, = 2 et F12 + 1 = 2, ce qui montre que la
propriété est vraie au rang 0.

 Supposons que P est vraie pour un entier k arbitrairement fixé.
Calculons alors Fy41 Fi+3 :

Fiy1Fiys = Fry1 [Frg2 + Frqa]

= Fr+1Fry2 + Fk2+1.
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Or, d’apres I’hypothese de récurrence, /\
Fk2+1 = Fip X Fpqp — (—1)k.
On remplace et on simplifie I’écriture. Il vient :
Fit1 Fies = Fio [Fiar + Fe] + (=DF!,
car —(—1)F = (=DK1,
Or, Fry1 + Fy = Frqo.
On obtient donc finalement :

Fep1Feps = Fep + (—DFFL

Donc si Py est vraie alors Py est vraie.

COURS

.

On a donc prouvé par récurrence que, pour tout entier naturel n,
Fy x Fupo = F2 4+ (=D".

n (@) Ona:

Foy2  Fapi

F n+1 F, ’

Apres réduction au méme dénominateur et remplacement de
F, x F,4o par FnzJrl + (—1)" (résultat obtenu a la question pré-
cédente), il reste :

Qn+1_ n =

INTERROS

="

Qn+l - Qn = FnFn+1 .

On commence par remarquer que :

On+2 — On = (Qnt2 — On+1) + (Ont+1 — On)
ce qui permet d’exploiter 1’égalité obtenue précédemment.
(_1)n+1 (_l)n
Ony2— On = .
" " FappFari o FaFun
Apres réduction au méme dénominateur et mise en facteur de (—1)",

)
LA
=
e
o
=]
o

on obtient :
(=" [Fura — F]
Oni2— On = .
i ! Fu F, n+1 F n+2
Or, par hypothese, Fj,+2» — F, = F,+1, ce qui permet de réduire
I’égalité précédente a :
(=n"
Qn+2 On = FoFnia .
(b) Pour tout naturel n, d’apres le résultat de la question précédente,
(=1

Upt) — Uy = Qopt2 — Qop = ——F——.
Fon Fontn

Comme la suite (F,) est a valeurs positives d’apres la question E

et que (=D =1, upqp1 — uy, est positif donc la suite (u,) est
croissante.
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On procede de méme pour déterminer le sens de variation de la
suite (vp).
Pour tout naturel n,

(_1)2n+1

vn—i—l - vn = Q2n+3 - Q2n+l - = 5 -
Fonv1Fongs

On a donc v,4+1 — v, négatif et la suite (v,) est décroissante.

Calculons la différence v,, — u,.

Pour tout naturel n,
Uy — Uy = Qo1 — Qo = (D>
n — Up — n+1 — n — 5 -
FouFontg

Or, pour tout naturel 7, le nombre 2n est pair donc (—1)** = 1.

* On a prouvé a la question E que F, > n, donc que F, est positif.
Par conséquent, v, — u, > 0, et alors u, < v, pour tout n.

* Puisque (u,) est croissante et (v,) décroissante, pour tout n, on a
ug < up < v, < vg. Cela montre que la suite (u,,) est croissante
majorée par vy et (v,) décroissante minorée par u(, donc les deux
suites sont convergentes.

* Comme la suite (F},) tend vers +oo, I’expression de v, — u,
montre que cette différence tend vers 0.

* Les suites (u,) et (v,) convergent et leur différence converge vers
0, donc les deux suites convergent vers la méme limite.

e Il reste alors a prouver que si les deux suites (u,) = (Q2p) et
(vp) = (Q2n+1) convergent vers la méme limite, alors la suite
(Qn) converge aussi vers cette limite.

Ce résultat s’établit en revenant a la définition de la limite d’une
suite.

Soit £ un nombre réel. On dit que la suite # admet ¢ pour limite
en 400 et on écrit :

Iim w, =4¢,
n——+00

si, pour tout intervalle ouvert / contenant £, on a u, € I si n est
suffisamment grand.

Soit & > 0. D apres la définition précédente, il existe un entier Nj
tel que, pour tout entier p > Ny,

Q2p €l — &8 + €.
De méme, il existe un entier N, tel que, pour tout entier p > Nz,
Q2p+1 € —&,€ +¢l.

On considere alors I’entier N défini par N = 2sup(N1,N2).
Pour tout entier n > N, si n est pair, alors n = 2p ou p est un
entier naturel, et O, = Q2,. Comme n > N, alors p > N; donc
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0, €] — ¢ ;£ + ¢[. De méme, si n est impair, il existe un entier /\
naturel p telquen = 2p + 1. Pour toutn > N,onap > N,
donc Q, €lf —e ;€ +¢l.

Il en résulte que, pour tout entier naturel n > N, ona:
0, €]l —¢ ; L+¢], ce qui montre que la suite (Q,) converge elle
aussi vers £.

COURS

(d) Pour tout naturel n, on a :

=1

F. 2 F.

2 n+1 n+1
_ =1 = ( ) _

Qn On = F, F,

On réduit alors au méme dénominateur :

.

F, F,) (Fyy1 — F,) — Fy F,
Q121_Qn_1=(n+1+ n)(n-i;Z n) n+ln’ N
7 Q
. (= 4
soit : o
]
Qﬁ—Qn—1=Fn+2(Fn+1_I;n)_Fn+1Fn E
Fl’l
_ Fn+2Fn+l - Fn+2Fn - Fn+1Fn
= Fnz
On peut alors remplacer F,; F,, par FnzJrl + (="
, 0
02— g, 1= i [Fro = Bl = Fpyy = D" =
n n Fnz . =
Q
Or, F,,12 — F, = F,4 et apres une ultime simplification, il vient : ©
1
> B (_1)n+
0,—0n—1= Tnz

Comme le numérateur ne garde pas un signe constant, on procede
par encadrement :

-1, 1

n

Comme d’apres la question n, la suite (F,) tend vers +00, il en
résulte que :

On en conclut d’apres le théoreme de limite par encadrement :

lim (Qﬁ—Qn—l) —0.

n—-+00

(e) Soit £ la limite de la suite (Q,). D’apres 1’égalité :
lim (Q2-0Q,—1)=0,

n——+00
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ona:
?—0—-1=0.
1-v5 1445
) et 5 .

Or, la suite (Q,) est définie pour tout naturel n par Q, =

Cette équation admet deux racines

Fuyi .

Fy
elle est donc a valeurs positives. D’apres le théoréme de compatibi-

lité de I’ordre et de la limite, sa limite ¢ est donc positive.

14+4/5
—.

bl

On en déduit que £ =

@ METHODE

On retiendra la méthode utilisée ici pour démontrer la convergence de
la suite (Q,) et en déterminer la limite. On a considéré les deux suites
extraites : la sous-suite des termes de rang pair et la sous-suite des termes
de rang impair. On a démontré alors le résultat suivant :

Soit (u,) une suite réelle; si les suites extraites (u2,) et (u2,41)
convergent vers la méme limite ¢, alors la suite (u#,) converge aussi vers
L.

Ce résultat étant hors programme, il conviendra de le redémontrer chaque
fois qu’on souhaitera I’ utiliser.
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Chapitre

¥ Limites de fonctions

1. Limites a Uinfini

2. Limites en un réel donné

3. Limites et opérations

4. Théoremes de composition et de comparaison

Exercice type Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

n Calculer les limites en +00 et —oo des fonctions suivantes, en déduire
éventuellement 1’existence d’asymptotes horizontales dont on donnera
les équations.

3 1
@ f:x— x—;—
X

7 —3x2
5+ 4x2
© h:xt>A/x24+3x—1—x

E Etudier le comportement lorsque x tend vers 1, des fonctions f et g
suivantes :

(b) g:x—

1
(a) f.X|—>X+m

Vx—1
x—1
a Calculer la limites en o0 de la fonction f et la limite en —oo de la
fonction g.

(a) f:xv—>’

(b) g:x—

1—x
1+x

(b) g:x > sin <4|xn|x_ 1>

1
n Calculer la limite en 1 de la fonction & : x — (x — 1)%sin <—1>
o=
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D Limites a Uinfini

Définition 1
Soit £ un nombre réel. On dit que f admet £ pour limite en +oo et on écrit

i s =t

si pour tout intervalle ouvert / contenant £,ona f(x) € [ si x est suffisamment
grand.

On dit alors que la droite d’équation y = £ est asymptote horizontale a la courbe.
Pour étudier la position relative de la courbe représentative de la fonction f et de
I’asymptote, on étudie le signe de la différence f(x) — €.

Définition 2

On dit que f admet 4-00 pour limite en 4-00 et on écrit
xlir—lr-loo f(x) = +o0,
si pour tout réel A, ona f(x) € [A ; +o0[ si x est suffisamment grand.
On définit de méme la limite en —oo.
Remarque : 1’écriture xlil-{-loo f(x) = €% signifiera que la limite ¢ est approchée

par valeurs supérieures. De méme ¢~ signale une limite approchée par valeurs
inférieures.

€3 Limites en un réel donné
€2 Définitions
Définition 3
Soient £ et a deux réels. On dit que f admet £ pour limite en a et on écrit

lim f(x) = ¢,

si pour tout intervalle ouvert / contenant £, ona f(x) € I si x est suffisamment
proche de a.

Définition 4

On dit que f admet 400 pour limite en a et on écrit :
lim f(x) = +o0,
X—a

si pour tout réel A, ona f(x) € [A ; +o0[ si x est suffisamment proche de a.
De méme f admet pour limite —oo lorsque f(x) €] — oo ; A].
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On dit alors que la droite d’équation x = a est asymptote verticale a la courbe.

Remarque : si x > a, on parlera de limite a droite en a.
Si x < a, on parlera de limite a gauche en a.

E®) Propriété

Si la fonction f admet une limite £ en a, alors cette limite est unique.

E) Limites et opérations

Convention : une lettre grecque minuscule désigne soit un réel, soit +o0, soit

—00. (72
(=)

EX) Somme et produit de deux fonctions f et g =
[

1im £ [ Jim gCo [ lim [f@) +g] | Tim [£0) x g0)] =

Y4 4 L+ £x e
oo sil/ >0 B
400 4 400 —o0 sil <0

indéterminée  si ¢’ = 0.

—o00 sil >0

CORRIGES

—00 4 —00 +oo sil <0
indéterminée  si ¢’ = 0.

(

400 400 400
—00 —00 —00 +00
+00 —00 indéterminée —00

€2 Inverse d’une fonction 7

1
e Silim f(x) =4¢,¢ € R* alors: lim = —.
x—a x—o f(x) l
1
* Silim f(x) =07, alors : lim = +00.
X—a x—ao f(x)
* Silim f(x) =07, alors : lim o =
° Si lim f(x) = +o0, alors : lim =0t
X—a X—a f(x)
1
° Si lim f(x) = —o0, alors : lim =0
x—a x—a f(x)
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€8 Quotient de deux fonctions 1 et ¢

. 1 . .
En écrivant, pour g # 0, i = f x —, on applique les résultats sur I’inverse d’une

fonction et sur le produit de deux fonctions.
Dans la pratique, on cherche la limite du numérateur, puis celle du dénominateur,
et ’on fait le quotient (lorsque cela est possible).

¥ Cas d’indétermination

« (+00) + (—00) » | «0 x 0o »

Elles sont au nombre de quatre : 0 00
LK = » LK — ».
(%)

Dans ces quatre cas, on ne peut pas conclure directement. On modifie alors 1’écri-
ture de f(x) de maniere a « lever I’indétermination ».
Deux méthodes a connaitre dans ce but :

* La limite d’une fonction rationnelle a I’infini est égale a la limite du quotient
des termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur

* Siun calcul de limite comprenant des racines carrées conduit a une forme indé-
terminée, on peut souvent s’en sortir en multipliant le numérateur et le dénomi-
nateur par la forme conjuguée de I’un ou de 1’autre.

&3 Théoremes de composition et de comparaison

Dans une recherche de limite, les théorémes sur les opérations ne permettent pas
toujours de conclure, soit en raison d’un cas d’indétermination, soit a cause de
la présence d’un terme n’ayant pas de limite. Ce paragraphe présente des outils
adaptés a cette situation.

Théoreme 1 (composition)
f et g sont deux fonctions. Pour ces deux fonctions :

Si lim g(t) = pBet lim f(x) =y alors lim f(g(t)) =vy.
I—a x—pB t—a

Théoréme 2 (comparaison)

Soient f et g deux fonctions. Si, pour x au voisinage de «, f(x) > g(x), alors :

° Si lim g(x) = 400, alors lim f(x) = +o0.
X—>o X—>o

° Si lim f(x) = —oo0, alors lim g(x) = —oo.
X—>o X—>o
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A\ ATTENTION

Ce théoreéme est utilisé pour obtenir des limites infinies.

Théoréme 3 (Théoreme des gendarmes)

Soient f, g, et h trois fonctions et £ un réel.

* Si, pour x au voisinage de o, g(x) < f(x) < h(x)et:
lim g(x) =¢ et lim h(x) = ¢,
X—>o X—>o
alors lim f(x) = £.
X—>o

e Si, pour x au voisinage de «, | f(x) — €| < g(x) et si 1i_r>n g(x) = 0, alors
X o
lim f(x) =¢.
X—>o

A ATTENTION

Le théoreme de limite par encadrement ne permet d’obtenir que des limites
finies.

© Solution de Uexercice type Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

INTERROS

(

(7]
Ll
-
n (a) Fonction f : la limite d’une fonction rationnelle en +00 est égale (-
a la limite du quotient des termes de plus haut degré, donc : 2‘,
Q

. . 3x . 3

lim f(x)= Ilim — = lim — =0.
xX—>400 xX—>400 x x—>+00 x

(

L’étude est identique en —oo ot la limite est aussi 0.
(b) Fonction g : on a de méme :

i oy —3x2 =3
A A= I S S

De méme lim g(x) = —.
X——00 4
(€©) h:x+> x2+3x— 1 estune fonction trindme dont le discriminant
13 est positif. 4 est donc définie sur :
—3—4/13 -3+ /13
-0 ; 3 U 3 ;oo .

* Etude en —00 :

lim x> +3x—1)= lim x?>=+4oc0
X—>— X—>—

= lim Vx2+3x—1=+oc0.
X—>—00

et lim ﬁ:-ﬁ—oo
X—>+00 y
o
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

De plus lim (—x) = +oc0.
X—>—00

Donc par somme, lim A(x) = +o0.
X—>—00

* Etude en +00 :
On obtient une forme indéterminée. Utilisons alors I’expression
conjuguée :

(\/x2+3x—1—x) ( x2+3x—1+x>
=2 +3x—1)— (x)>=3x—1.

Alors, pour x > 0 suffisamment grand :

3x— 1 x (3-1)
h@) == - 31
x24+3x—1+x x( 1+;_x_2+1)
o
1+3 -1 +1

Le numérateur tend vers 3 et le dénominateur vers 2, de sorte que

m ) = 2

Fl (@ On a lim (x — 1)2 = 0%, donc lim GoE =T
1
D’ou, par somme : )}1_)1111 <x + m) = +00.
. . x—1
(b) Soit la fonction g : x T
=

Pour toutx € Dg,onax —1 > 0etdoncx — 1 = (vx — 1)2.

1
Alors : X) = ——.
S= T
Or, li1111VX—1=0+,
x—
d’ou : lim g(x) = +o0.
x—1

Notons qu’ici, x ne peut tendre vers 1 que par valeurs supérieures ;
il est pourtant inutile de le préciser dans I’écriture symbolique de
la limite, car il est comme toujours sous-entendu que x € Dj.

QD
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

a (@) Ona:

. 1—x
lim =—1
x—+oo 1 +x

(limite du rapport des termes de plus haut degré).

On en déduit :
1—
lim ’—x’ — lim |X[=]—1]=1.
x—+oo |1+ x X——1
(b) Ona:
. X b4
Iim — = —,
x—>+ood|x| —1 4
alors : N
b4 2 wn
lim gx) = lin}r sint = sin — = —. g
x—+00 t—>Z 4 2 o
. R ) 2 =
On trouverait de méme que lim g(x) = ——. =
X—>—00 2 -_—

(

n Remarque : la fonction sinus n’a pas de limite a I’infini, on doit donc
utiliser les théorémes d’encadrement.

Pour tout réel x £ 1, ona:

1
—1<sin(—l)<1 donc —(x—1*<hx) < (x—1D>2

CORRIGES

Or, lim1 (x — 1)? = 0 donc d’apres le théoreme de limite par encadre-

X—>
ment : lim A(x) = 0.
x—1

(

y
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INTERROS

n wsf | Etude de formes indéterminées {iomin\ Q;%;'iﬂé‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Si lim f(x)=0et lim g(x)=4occalors lim x) est indéter-
X—>—+00

x—+00 x—+00 g(x)
minée.
E Si lim f(x) =4ocoet lim g(x)=—ocoalors lim f(x)g(x)est
X—>+00 X—>+00 xX— 400
indéterminée.
a Si lim f(x) =+oocet lim g(x) = —ocalors lim (f(x)+ g(x))
xX—400 xX—>—+00 xX— 400
est indéterminée.
n Si lim f(x) = —oo, alors, pour tout entier naturel n» non nul, on a
X—>—+00
lim f"(x) = —oo0.
X—>400
_— ao | @ Corrigé
wk Calculs de limites “Tomin & 550 \

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

2
Xt —x—=2 2+ 3
Iim ———— = +o0. im ——~ — 1.
n X13 X 3 + a xll;_oo X 1 1

x>3
2
—2x +4
B im0 O in— -
r>2  x—2 il x—1
- Lect hi ;‘illmin @ Corrigé
eM Lecture graphique p. b

Sur le graphique page suivante se trouvent les courbes représentatives C et
C, de deux fonctions f et g, f étant définie sur |0 ; 400 et g sur | =3 ; 4-o0[.
On sait que :

e Laxe des abscisses est asymptote aux deux courbes ;
* L’axe des ordonnées est asymptote a C .
Pour chaque question, donner la bonne réponse parmi les trois proposées :
n La limite de f quand x tend vers O est :
[a] O (b] +o0 [c] On ne peut pas conclure.
n La limite quand x tend vers +oo de g(x) est :
[a] O (b] +o0 [¢] On ne peut pas conclure.
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Bl Ona: /\

[@] lim f(x) = lim g(x) [b] lim f(x) > lim g(x)
[€] lim f(x) < lim g(x)

n Soit /2 une fonction telle que, pour tout x > 5, f(x) < h(x) < g(x).La
limite quand x tend vers 400 de A(x) est :

[a] 0 [b] +o00 [c] On ne peut pas conclure.

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

2

CORRIGES

(

n v/  Théoremes de comparaisons {yomin\ °p°_'2'5'i9é ‘

Les fonctions f, g, h, et k sont définies sur R.
On sait que pour tout x :

gx) < f(x) , h(x) = f(x) et k(x) = f(x).

On connait d’autre part les limites suivantes :

lim k(x) = —o00; lim g(x) =3; lim h(x) =4;
X—>+00 x—5 x—2

lim g(x)=+4o00; lim h(x) = 3.
X——00 x—5

Parmi les propositions suivantes, dire celles qui sont exactes. On précisera le
théoreme du cours utilisé, ainsi que la ou les limites ci-dessus qui ont permis
de répondre.

n xlll-}-loo f(X) =% a xllllloof(x) =t
2| 1im5 f(x) = +o0 a 1im2 f(x)=3
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~ _‘I . c .
B Avec des polyndmes *  15min| © Coret |
Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-Bois
Pour chaque fonction, déterminer les limites indiquées :
n fx) = —x3 4+ x—2,en 400, —ocoet 2.
Bl f()=x%+12—x],en+oo, —coet 3.
B fo0)=7-x)x—3)% en+o0, —coet0.
1
B fro)=v2x+1+x2—2en+ooet -3
e | @ Corrigé
n Encadrement * 15min P

Lycée Virlogeux, Riom
On définit trois fonctions sur R :
e fixr>x+42
e gixH—>x+3
o h:ixr> x+24cos’x

n Conjecturer, pour tout nombre réel x, une comparaison entre f (x), g(x)
et h(x) a I’aide de la calculatrice.

E Démontrer la conjecture.

a En déduire la limite de la fonction 4 en +00 et —o0.

n Transformer une expression * %jsmin\ °[f°6'6"9°\
Lycée Kléber, Strashourg
Soit f définiesur R \ {—2; 2} par:
x+2

S =1

n Etudier les limites de f en 400 et —oo0.

E Etudier les limites de f en —2 puis en 2.

n Limites en un nombre réel * = 20min| © Crtig ‘
Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

Etudier les limites suivantes. Lorsqu’une limite prouve I’existence d’une asymp-
tote a la courbe représentative, donner son équation.

a1 2
B iim 5 B im > !

x—>2 X — x——1x—1
2
x“—1 1—2x
li Iim ———
2 B lim o3
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. " ;‘ ! . e COrrigé
n Limites de quotients * _']llmm‘ et \ —
Lycée Jacques Prévert, Boulogne
Calculer les limites suivantes :
2 _ 4_3x 42
n lim 2x 2x +3 E lim X x +
x——+00 X x—>+00 x+1 2
>
. s . e e | @ Corrigé 8
m Lever une indétermination * S mm‘ s \

Lycée Corot, Savigny-sur-Orge
n Soit 4 la fonction définie sur [0 ; 400 par h(x) = 2x2 — X
Etudier la limite de / en +oc.
n Soit g la fonction définie sur ]—oo ; —1] par g(x) = VX2 +2-Vx2 ¥ x.

Etudier la limite de g en —oo.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

m Une courbe asymptote * “tomin © :%rigé‘
Lycée Bachelard, Chelles

La fonction f est définie sur R \ {—2} par:

=D x4+ 1)
f(X)_x—-I-Z’

et la fonction g est définie sur R par :

ya

CORRIGES

g(x) =x2—3x+5.

(

n Déterminer le réel a tel que pour tout réel x dans R \ {—2}, on ait :
a
x+2

Fl calculer: xligloo [f(x) —gx)] et XEIJI:OO [fx) —gx)].

fx) =gx)+

a Interpréter graphiquement le résultat de la question 2.

m Limites de fonctions irrationnelles 10 min‘ °p°_';'ﬂfi9é ‘
Lycée Marie Curie, Sceaux

Calculer les limites suivantes :

1 1
lim lim
[ x=too fx 1 —/x — 1 & x40 /x2 4x — V/x2 —x
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m Limites et comparaisons * % g:¢5mi,,‘€> [fo7r1rigé‘

Lycée Jean-Pierre Vernant, Pins-Justaret

Etudier les limites suivantes. Si cette limite permet de conclure en I’existence
d’une asymptote a la courbe représentative de la fonction définie par I’expres-
sion étudiée, en donner une équation.

. 8 —2x . 2sinx — 3

n lim — B lim —
x—>+o00 cosx — 6 x——00 X

. cosXx + sinx . X+ 2cosx

B m SOTEE gy gy TE2o

x—doo  x —2 x—+00 2 4 sinx

. R ) c . s
m Une asymptote oblique koS30 mm‘ °p_';’3"9° \
Lycée La Bruyeére, Versailles
On considere la fonction f définie sur R \ {4} par :

x2—7x+14
f(x)=T-

On note C sa courbe représentative dans un repere du plan.

n Déterminer trois réels a, b et c tels que pour tout x de R \ {4} on ait :

FO) =ax+b+——.
x—4

n Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de défi-
nition.

a Quelles asymptotes a la courbe C peut-on déduire de ces limites ? En
donner une équation.

n Calculer les limites en +o0o et —oo de la fonction g telle que
g) = flx) —(x=3).

B Etudier la position relative de la courbe C et de la droite D d’équation
y=x—3.

E Une fonction trigonométrique Xk I min‘ © o ‘
Lycée de UEmperi, Salon-de-Provence

Soit f la fonction est définie par :

: 1
X Sin (;)

foo = x2+5
n Quel est I’ensemble de définition de f ?
El cCalculer lim f(x).
x—0
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B8 Limitede £[ £ (x)] fak s O
Lycée Camille Vernet, Valence /\

On considere la fonction f définie sur R \ {—1} par :

3—2x
fy= x+1°

COURS

Etudier la limite de f [ f(x)] dans chacun des cas suivants :
n x tend vers +o00. E x tend vers 4.

m Algorithme Sk Caomin © Gorit|
Lycée Hoche, Versailles

Soient f et g deux fonctions définies sur | — 1 ; 4-o00[ par :

343x2 43
foy =1 s =+ DR
x+1

n Afficher les représentations graphiques des deux fonctions sur la calcu-
latrice. Que peut-on observer pour les grandes valeurs de x ?

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

E On considere I’algorithme suivant :

Entrée o
Donner a a une valeur strictement positive g
Traitement =
x prend la valeur 0 g

3 2

x> 4+ 3x° 4+ 3x

Tant que % —(x+1?| >a “

—

x prend la valeur x + 1

(

Fin de Tant que
Sortie
Afficher x

(a) Quelle est la propriété du nombre x affiché ? On note M ce nombre.

(b) Peut-on affirmer d’apres cet algorithme que, pour tout x > M,
f(x) —gx)l<a?

a Etudier par le calcul la position relative des courbes représentant les

fonctions f et g dans un méme repere du plan.

n Quelle est la limite de g(x) — f(x) en 400 ? Que peut-on en déduire
pour les deux courbes ?

B Soit @ un réel vérifiant 0 < a < 1. Résoudre dans [0 ; +oo[ I’inéquation
[f(x)—g)| <a.
n L’ algorithme utilisé vous semble-t-il judicieux pour ce probleme ?
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Al

n wr Etude de formes indéterminées 0,58

n Faux. D’apres le théoreme sur les limites de quotients, cette limite vaut
0.

E Faux. D’apres le théoreme sur les limites de produits, cette limite vaut
—00.

B Vrai. Il s’agit d’une des quatre formes indéterminées rencontrées en ter-
minale.

n Faux. Tout dépend de la parité de I’entier naturel n.

E wsk Calculs de limites \epi.%%ncé‘

n Vrai.
x?—2x+4

E Faux. Im —— = +o©
x—2 x—2

x>2

B Vrai.

Remarque : pour lever I’indétermination, on factorise le terme dominant
au numérateur et au dénominateur.

A ATTENTION

Se souvenir que v/ x* = |x| et que, lorsque x est négatif, [x| = —x.

n Faux. Le numérateur et le dénominateur tendent simultanément vers 0
quand x tend vers 1. On est donc en présence d’une forme indéterminée.
Pour lever I’indétermination, on peut remarquer que, pour x positif :

—1
x — 1= (/x — D(/x + 1), ce qui permet de simplifier % en
x —
—1
A/X + 1. Par suite, )}1_)1111 ﬁ =2

Nl

B acM Lecture graphique

n Réponse [b] car I’énoncé dit que I’axe des ordonnées est asymptote a
C ¢ et manifestement la limite —oo n’est pas vraisemblable.

Réponse [a] . D’apres 1’énoncé, I’axe des abscisses est asymptote aux
deux courbes.

Réponse [a] . En fait, on peut écrire f (1) = g(1) car ces deux fonctions
sont continues en 1.

Réponse [a] d’apres les théoremes des gendarmes.



N Avec des polyndbmes — v. 1.0 ah)
14 novembre 2014 — page 65 — #75

LIMITES DE FONCTIONS - CHAP. 3

P . @ Enoncé
Y v/r Théoremes de comparaisons | |
p.59 /\
n Vrai. On a k(x) > f(x) et liI_"’I_l k(x) = —oo donc d’apres les théo-
X—>T00
remes de comparaison, lim f(x) = —o0.
X—>—+00

Faux.Ona g(x) < f(x) et h(x) > f(x). Par ailleurs, lim5 g(x) =3et
=

COURS

lim5 h(x) = 3, donc d’apres le théoreme des gendarmes, lim5 f(x)=3.
I=> x—

remes de comparaison, lim f(x) = 4o0.
X—>—00

.

a Vrai. Ona g(x) < f(x) et Em g(x) = +o0, donc d’apres les théo-
X —o0

Faux. Tout ce que I’énoncé permet d’affirmer avec les théoréemes de com-
paraison est que (si cette limite existe) lim2 fx) <4.
X—>

H Avec des polyndmes

Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-Bois

@ METHODE

En 400 et —oo, on utilisera la propriété : «la limite d’un polynéme en
400 et —oo est égale a la limite de son terme de plus haut degré ».

© Enoncé
p. 60

INTERROS

s

B im (—x*+x-2= lim (-x% = —o0.

x—>+00 xX—> 400

)
LA
=
e
o
=]
o

o lim (—x34+x—=2)= lim (—x3) = 4o0.
X—>—00 X—>—00

° La fonction polyndome est définie en 2, et de fagon intuitive
lin12(—x3+x —2)=-2342-2=-38.
x—

C’est la notion de continuité vue dans le chapitre 4 qui justifie correc-
tement ce résultat.

n ° Lorsquex > 2,ona2 —x <0donc |2 —x|=x —2.
Alors, lim |2 —x| = Ilim (x —2) = +o00. Par somme, enfin, on
xX—>—+00 xX—>—+00

trouve lim f(x) = +oo.
X—>—+00

° Lorsquex <2,ona2—x > 0donc|2 —x|=2—x.
Alors, f(x) = x2 — x + 2. On trouve donc que lim f(x) = +o0.
X—>—00

° Comme dans la question n, la fonction est définie en 3; donc
1im3f(x) = f(3) =3%+12-3|=10.
x—

a Le terme de plus haut degré du polynéme est —x? x x3 = —x°.
. R _ R 5 _
im0 = lin (%) = -0

e lim f(x)= lim (—x%) = +4o0.
X—>—00 X—>—00
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CORRIGES

* lim f(x) = f(0) =7 x (=3)> = —189.

1
n L’expression 4/2x + 1 n’est définie que pour x > —5

C Iim Q2x +1) =400
x—>+00

i T e (| o2 A = ARED el GO
X—+o00
De plus, lim (x2 —2) = +oo donc, par somme, on trouve
xX—>+00

lim f(x) = 4o0.
xX—>—+00
1
* La fonction f est définie en —3 donc :

1 1
1. = —_— — - — 2 = ——.
x_lil% )= ( 2) 4 4
E Encadrement ‘ epgi.é.aneé ‘
Lycée Virlogeux, Riom
n Il semblerait que, pour tout x, f(x) < h(x) < g(x).

E Pour tout réel x, —1 < cosx < 1, donc 0 < cos? x < 1, donc

x+2<x+2+cos?x < x+3.

a On utilise les théoremes de comparaison :

°en —o0:
h(x) <x+3,or lim x+3=—-ocodonc lim h(x) = —o0.
xX—>—00 xX—>—00
°en+o00:

h(x) >x+2,or lim x+2=+4ocodonc lim h(x) = +4o0.
xX——+00 X—>—+00

il

n Transformer une expression p. 60

Lycée Kléber, Strashourg

n Pour toutréel x > 0,on a : |x| = x, donc :

. . x+2> . x
Jim s = tim () = im () =1

De méme, pour tout x < O,ona: x| = —x.

x+2
—x =2

Donc, pour x € |—00 ; —2[U]-=2;0[: f(x) = =—1.

Ainsi, lim f(x)=—1.
X—>—00

E Nous avons vu que pour x € |—oo ; —2[U ]—2;0[:
x+2

=—1.
—x —2

fx) =
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Done, lim f(x) =—1. SN

Par contre : linzl_ f(x) =—oc0 et 1in21+ f(x) = +o0.
. a @ Enoncé
Y Limites en un nombre réel vl

Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

n Ona:

COURS

limx—-1=1

On a donc une asymptote verticale d’équation x = 2.

x—2 ox—1 \/
lim x —2 =0~ donc lim "= = —oc.
X—> x<2
x<2 N
LX = (=)
De méme, lim = +o00. o=
x—>2 X — o=
x>2 E
=

. . 0 . a
E On a une forme indéterminée du type « — ». L’expression n’est pas défi-

nie en 1, mais on remarque que pour tout x différentde 1 :
x2—1 T | .

= x + 1, donc lim =lmx+1=2.
x—1 x—1 x—1 x—1

a Ici pas de probleme, I’expression est définie en —1, il suffit de remplacer

. o=l
x par —1 et on obtient lim
x——1 x—1

=0.

)
LA
=
e
o
=]
o

n Quand x tend vers 1, le dénominateur tend vers 0. Il nous faut savoir si
c’est par valeurs positives ou par valeurs négatives.

Les racines de x2 + 2x — 3 sont 1 et —3, et le trindme est positif a
Iextérieur des racines puisque le coefficient de x? est positif. On a :

lim 1 —2x = —1
x—1 ) 1 —2x )
)}i_)ml(xz +2x — 3) = 0~ = )}1_)1111 21 _3 = +oo (regle des signes).
x<1  (entre les racines) x<l
1—2x

De méme, lim

— 5> = —00. Onadonc une asymptote verticale
x— 11 x*+4+2x -3
x>

d’équation x = 1.

B) Limites de quotients 5|
Lycée Jacques Prévert, Boulogne

n Le trindme du second degré 2x% — 2x + 3 a un discriminant strictement
négatif donc il est du signe du coefficient de x2. Par conséquent, pour
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toutréel x,on a: 2x2 —2x + 3 > 0. Pour tout x non nul,ona:

2x2—2x+3—_2x2<1——1+—3>
2 b
X 2x

donc on peut écrire, pour tout réel x strictement positif :

1 3
V2x2—2x+3=xv2 1——+-—
X

2x2°
Or,
1 1
Iim — =0 et lim — =0,

x—400 X xX—>400 x

donc : ] 7
i, (1-5+55) =1

Ainsi :

gy G
m Y2 TS i V2 -+ =2

Xx—+00 X x—+00 X 2x2

A ATTENTION

Lorsqu’on travaille avec une expression irrationnelle, on doit tou-
jours commencer par s’assurer que celle-ci est bien définie, c’est-
a-dire que I’expression située sous le radical est bien positive.

Pour tout réel x tel que x #= —letx #0:

x4—3x+2_x4<1—%+x%)
7 x (14_%) '
Or,
4 1_i+l
= =x% et lim X x4=1,
xX——+00 1_|_%
donc :
xt—3x+2 . 3
lim = lim x’ =+4o0

@ METHODE

Pour déterminer la limite d’une fonction rationnelle en +o00, on peut
soit utiliser le théoréme du cours précisant qu’en I'infini, la limite
d’une fonction rationnelle est égale a la limite du quotient des termes
de plus haut degré, soit factoriser comme ci-dessus par le terme domi-
nant afin de simplifier I’écriture de la formule définissant la fonction
pour lever I’indétermination.
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LIMITES DE FONCTIONS - CHAP. 3

Y S Enoncé
m Lever une indétermination \ep_“;{““\ ~—~
Lycée Corot, Savigny-sur-Orge
1
Pour tout réel x strict t positif, i (x) = 2x> <1——).
n our tout réel x strictement positif, /2 (x) X< X PN
Or, =0et lim 2x%= +o0.

lim
x—+o00 2x ﬁ x—+00
On en déduit d’apres les opérations sur les limites que :

COURS

lim h(x) = +oo.
x—>400
E Pour tout x < —1,

(-1
2—x * P

§(V) = —= — = :
Va2 +Vx2+x _x(\/1+x32+\/1+%)

2
1-=

X
2 T
\/1+—2+\/1+—
X X

.

D’ou :

INTERROS

glx) =

A ATTENTION

Comme x est négatif, on a vx= = |x| = —x.

s

)
LA
=
e
o
=]
o

1 1 1
Comme lim — =0et lim — =0, alors lim (1 + —) =1let
X

X—>—00 X x——00 x2 X—>—00

2
xX——00 X

Or, }iml /X =1, donc d’apres le théoreme de composition, on a :
—

1
lim 1+-=1
X

X—>—00

et

. 2
lim 1+—2=1.
X

X—>—00

On en conclut que :

1
lim g(x)=—.
X——00 2

@ METHODE

Pour lever I’indétermination dans le calcul de la limite de g(x), on a
utilisé la méthode de I’expression conjuguée.
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wv
RAd
4
o @ Enoncé
= m Une courbe asymptote v
= Lycée Bachelard, Chelles
n Pour tout x # —2:
x—D2x+ 1) — (2 =3x+5)x+2)
f(x)—gkx) =
x+2
L G2 )G 1) = (0 2%% = 35" — 6% 5%+ 10)
B x+2
X +x? =2 —2x+x+1— (x> +2x% — 3x% — 6x + 5x + 10)
B x+2
-9
T x 42
En identifiant a a X on trouve a = —9.
X

E Ona:

-9
im0 =g = tim () =0

. i _9
im0 -ewi= i (=5) <o

a Les courbes représentatives des fonctions f et g sont asymptotes aux
voisinages de —oo et de +o0.

‘ © Enoncé ‘

m Limites de fonctions irrationnelles p. 61

Lycée Marie Curie, Sceaux

On utilise dans cet exercice la méthode dite de [’expression conjuguée.

n Quel que soit x, telque x +1 > Oetx — 1 > 0, c’est-a-dire pour tout

x> 1:
1 B SFT+ T
= o 1 (o = o — D - L= o — 1)
Soit :
1 _«/x-l—l—f-x/x—l_«/x—i-l-l-«/x—l
Vifl-ax—1 @G+D-@Gx-1 2 ’
De plus :
xljrfoo(«/m)=xgrfm(x/m):+oo.
Donc :

1
lim =
¥=>+00 /x +1 —+/x =1

+00.
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n On procede de méme. Pour tout x > 1, les racines carrées ci-dessous
sont toutes bien définies, on peut donc écrire :

1 _ Va2 x+Vx2—x
Vil tx—v/x2—x (Wil tx—vVxZ—x)(Wxl+x +VxZ—x)
VxZ+x+/x2—x
Tl 4x) - (2—x)

1 1
x2<1+—)+ xz(l——>
_ X X
B 2x
1 1
|x|<\/1+—+\/1——>
X X
B 2x i
|x|
X

Or, quand x > 0, — = 1 donc, pour x > 1:

1 1

1 14+ = 44/1—=
_ X X
5 .

Vil fx -2 —x

1 1
lim ( 1+—>= lim ( 1——):1,
x—>400 X xX—>—+00 X

1
lim < ) = Il,
x40 \/x2 +x —+/x2 —x

Enfin :

d’ou :

Remarque : pour transformer les sommes ou différences d’expressions irra-
tionnelles, on peut utiliser I’expression conjuguée. Le conjugué de a + b est
a — b et, par suite, le produit des deux conjugués est > — b2, ce qui permet
une simplification d’écriture et permet de lever une indétermination.

Ml

E Limites et comparaisons
Lycée Jean-Pierre Vernant, Pins-Justaret

@ METHODE

Les fonctions cosinus et sinus n’ont pas de limite en 1’infini. Il faut donc
utiliser des théorémes de comparaison pour déterminer les limites. On part
généralement du fait que sin x et cos x sont compris entre —1 et 1.

n Pour tout réel x, —1 < cosx < 1, donc :

—7<cosx —6< =5 et —

| =

~ ~
cosx — 6

| —

[ COURS

INTERROS

s

)
LA
=
e
o
=]
o
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Pour x > 4,8 — 2x < 0 donc I’encadrement précédent donne :
8 —2x < 8 —2x < 8 —2x

Ccosx—6° cosx —6 7
. —842x X o :
Comme hIJIrl = ~+o00, d’apres le théoreme de comparaison
X—>T00
on obtient :
. 8 —2x
lim — = +o0.

x—+o0 cosx — 6

Remarque : on avait aussi un majorant de 1’expression, mais il ne sert a
rien lorsque la limite est +oo.

Pour tout réel x,ona: —2 < cosx + sinx < 2.

On cherche la limite en +00, on peut donc poser la condition x > 2 et
alorsx —2 > 0.

Par conséquent, pour tout x > 2, on a I’encadrement :

-2 cosx + sinx 2
< <

x =2 5% =2 x—2
— 2
Or, lim = lim = 0 donc, d’apres le théoreme des
x—+oco x — 2 x—4o0 x — 2

gendarmes,

cos X + sinx
im — =
x——+00 x =2

Pour tout réel x,ona: —2 < 2sinx < 2,donc —5 < 2sinx — 3 < —1.
Comme on cherche la limite en —oo, on a pour tout x < 0 :

-1 2sinx — 3 -5

— < < —.

x = 0=
X X X
. _1 . _5 2 ) 5 £ P
Or, lim — = lim — = 0. Par conséquent, d’apres le théoreme
X—>—00 X X—>—00 X
des gendarmes,
. 2sinx — 3
lim — =0.
X—>—00 X

Pour toutréel x,ona: —2 < 2cosx < 2 donc:

x—2<x+2cosx < x+2.

1 1
D’autre part, 1 <2+ sinx <3donc - < —— < 1
3 " 2+4sinx

Pour tout réel x > 2, on peut multiplier membre 2 membre ces deux
encadrements de nombres positifs et on obtient :
x—2 x-4+2cosx
3 7 2+sinx
Pour trouver la limite en 4-00, seule I’'inégalité de gauche est utile. L’ex-
pression est minorée par un terme qui tend vers 400, donc :
X 4+ 2cosx

lim ————— =400
x—+400 2 +sinx

<x+2.
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Ml

m Une asymptote oblique

Lycée La Bruyeére, Versailles
b)(x — 4
B ro=artbp S = @xHDE-dte

x—4 x—4
_ax’+ (b—4a)x —4b+c
B x—4 ’

COURS

Par identification avec I’expression de f (x), on voit qu’il suffit que a, b
et ¢ vérifient le systeme :

a=1 a=1
b—4a=-7 & =-3
—4b + c=14 c=2 M
P . 2
Par conséquent, on peut écrire : f(x) =x —3 4+ ——. v
x—4 o
E Il faut étudier les limites en I’infini et en 4 par valeurs supérieures et SE
inférieures. =
2 =
e lim = lim = 0 donc, par somme, on obtient -
x—>+o0 x — 4 x—>—00 x —4
lim f(x)=4occet lim f(x)=—oo0.
XxX—+00 xX——00

e lim(x —3) = let lim(x —4) = 0% donc lim f(x) = +oo, mais
x—4 x—4 x—4
x>4 x>4
aussi lim (x —4) = 0~ donc lim f(x) = —oo.
x—4 x—4

s

x<4 x<4
a La limite infinie en 4 permet de conclure que la courbe admet une asymp-

tote verticale en 4 d’équation x = 4. Par contre, comme les limites en
I’infini sont infinies, il n’y a pas d’asymptote horizontale.

)
LA
=
e
o
=]
o

n En utilisant I’écriture établie dans la question n, on trouve :

2
g =fx)—(x=3)=—.
x—4
D’apres les calculs de limites de la question E, on en déduit que

lim g(x)= lim g(x)=0.
X—+00 X——00

Remarque : cette limite montre que la courbe C et la droite D se rap-
prochent lorsque x tend vers ’infini. On dit que la droite D est une
asymptote oblique a la courbe C.

B Pour étudier la position relative de la courbe C et de la droite D, il faut
étudier le signe de I’expression f(x) — (x — 3), c’est-a-dire le signe de
g(x).

Pour x > 4, la différence est positive, donc la courbe C est au-dessus de
la droite D.

Pour x < 4, la différence est négative, donc la courbe C est en dessous
de la droite D.



Limite de f[f(x)] — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 74 — #84

il

E Une fonction trigonométrique p.62

Lycée de UEmperi, Salon-de-Provence

CORRIGES

n Comme, pour tout réel x, on a x2+5 > 0, la fonction f est définie pour

N . :
tout réel x tel que sin — existe. La fonction f est donc définie sur R*.
X

! .
n Pour tout réel x, on a —1 < sin — < 1 et pour tout réel x strictement
X
positif, on obtient en multipliant I’inégalité précédente par x,

o1
—x < xsin— < x.
X

. 1 . .
L’expression x sin — est donc encadrée par deux expressions qui tendent

X
vers 0 lorsque x tend vers 0. On en déduit, d’apres le théoreme de limite

: 1
par encadrement que lim xsin — = 0.
x—0t X

Or, lim (x2 + 5) =5, d’ot, finalement : lim f(x) =0.
x—0t x—0t

On démontrerait de méme que lim f(x) = 0.
x—0~

E Limite de /| / (x)] | © Erom

Lycée Camille Vernet, Valence

@ METHODE

Dans cet exercice, on calculera la limite en I’infini d’une fonction ration-
nelle en appliquant la régle suivante : « la limite en I’infini d’un quotient
de polyndme est égale a la limite du quotient de leurs termes de plus haut

degré ».
—2x 34+4
li = 1 —— = 2etli X) = =-7.

b lm, fe)= lim —==-2etlim f) =

Ainsi, xllr—ir-loof[f(x)] =—7.

3

n lim f(x) = —— = —1, mais lorsque x tend vers —1, le dénominateur

x—4 441

de f(x) tend vers 0. Il faut donc affiner le résultat précédent pour savoir
si f(x) tend vers —1 par valeurs supérieures ou inférieures.

Etudions le signe de f(x) — (—1), c’est-a-dire de :
3—2x 4—x
+1= o
x 1 %=1
Lorsque x tend vers 4, le dénominateur est positif.

Si —1 < x < 4, ’expression est positive et si x > 4, I’expression est
négative.
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On peut donc donner les limites suivantes : /\
lim f(x) = —1" et lim f(x) =—1".
x—4 x—4
x<4 x>4
Nous pouvons maintenant chercher la limite de f(X) quand X tend vers wn
—1 par valeurs inférieures ou supérieures. %
Ona: 8
lim 3-2X)=5
X——1
et
lim (X +1)=0", \/
X——1
X>—1
donc : W
. S
lim f(X) = +oo0. o
X——1 o
X>—1 i
[
De plus, =
lim (X+1)=0",
X——1
X<-—1
donc :
li X) = —oo0.
i, S0 = o0 -
X<—1 Rk
Par composition nous obtenons finalement : E
lim f[f(x)] =+oc0 et  lim f[f(x)] = —c0. =
x—4 x—4 o
x<4 x>4
. Enoncé
m Algorithme e |

Lycée Hoche, Versailles

n A la calculatrice, il semble que pour de grandes valeurs de x, les deux
courbes aient tendance a se confondre.

E (a) Pour un nombre a positif donné, le nombre x est le plus petit entier
tel que la valeur absolue de I’écart entre f(x) et g(x) soit inférieure
ou égale a a.

(b) On sait que |f(x) — g(x)| < a, mais sans étude complémentaire
sur les fonctions, il n’y a aucune raison que cela soit encore vrai
pour les autres réels x > M.

a Pour étudier la position relative des deux courbes, on étudie le signe de
I’expression :

2 2
x°+3x°+ 3x
— —(x+ 1)2 = .
x+1 x+1
Pour x < —1, la différence est positive, donc la courbe représentative
de f est au-dessus de celle de g.
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Pour x > —1, la différence est négative, donc la courbe représentative
de f esten dessous de celle de g.

=0.

xlil-}—loo [g(x) o f(x)] - xlil-}—loo x+1

Cela montre que les deux courbes tendent ’une vers I’autre lorsque x
tend vers +00.

On dit que les deux courbes sont asymptotes en +o0.

[f)—gx)|<as |——|<a
< <a
x+1
1
&S ——1<x
a

(x est bien positif car 0 < a < 1)

Les calculs relativement simples montrent que pour tout x tel que

1
x > ——1,ona f(x)—g(x) < a.Cela prouve que les deux courbes sont

alors aussi proche ’'une de 1’autre que 1’on veut a partir d’une certaine
valeur de x assez grande. Ce résultat est plus complet que celui de I’al-
gorithme qui n’est pas tres efficace ici puisque le calcul est facilement
réalisable.
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Chapitre

dérivation

1. Continuité
2. Dérivation

Exercice type Lycée Carnot, Dijon

On définit :

1 6V
(b)
(o)

2 e
(b)

(c)
(d)

f: Ry —R
X > 6xy/x —3x% —2x.
Montrer que f est dérivable sur R* | et calculer f.
Montrer que f est dérivable en 0 et calculer f7(0).

Montrer que f est dérivable sur R* , mais pas en 0.
Calculer f”.

Etudier le signe de f” et dresser le tableau de variation de f”.

Déduire de la question précédente que 1’équation f’(x) = 0 pos-
seéde deux solutions « et 8 (avec @ < fB).

Etudier le signe de f’ et dresser le tableau de variation de f.

En reprenant I’expression de f” et en posant X = 4/x, trouver les
valeurs exactes de « et .

a Tracer la courbe représentative de f.

&P Continuité

€2 Continuité en un point ¢

Définition 1

Soit une fonction f définie sur un intervalle / et a € I. On dit que f est
continue en a si :

lim f(x) = f(a).
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On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de /.

Graphiquement, si une fonction est continue sur un intervalle /, la courbe repré-
sentative de la fonction peut étre tracée sans lever le crayon.

€23 Fonctions continues de référence

Propriétés 1
Les fonctions polyndomes, les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.
Les fonctions rationnelles sont continues sur tout intervalle inclus dans leur en-
semble de définition.
La fonction racine carrée est continue sur [0 ; +00].
Les fonctions obtenues par somme, produit, quotient ou composition de fonc-
tions continues sont continues sur chacun des intervalles ou elles sont définies.

€X) Continuité et tableau de variation

Dans un tableau de variation, une fleche oblique signifie a la fois continuité et
stricte monotonie sur I’intervalle concerné.

Une double barre indique une valeur interdite et par conséquent une discontinuité.
Mais une fonction peut étre partout définie sans étre continue : par exemple la
fonction partie entiere qui, a tout nombre x réel appartenant a I’intervalle
[n ; n + 1[, n étant un entier relatif, associe n est définie pour tout x, mais n’est
continue en aucune valeur entiére.

Si la fonction est constante sur un intervalle, on utilise une fleche horizontale.

€ Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoreme 1(TVI)

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 7, et a et b deux réels
appartenant a /. Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins
un réel ¢ compris entre a et b tel que f(c) = k.

@ A RETENIR

Ce théoreme appartient a la catégorie des théoremes d’existence. 1l assure,
sous certaines hypotheses, 1’existence d’au moins un antécédent. Néanmoins,
il n’assure pas 1’unicité de I’antécédent considéré et ne permet pas de le calcu-
ler.
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Corollaire 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle /, et a et b deux réels appartenant
a [ vérifianta < b.

Si f est continue et strictement monotone sur [a ; b], alors pour tout réel k
compris entre f(a) et f(b), I’équation f(x) = k admet une solution unique
dans I’intervalle [a ; b].

Remarque : cette propriété peut aussi s’appliquer lorsque a ou b sont infinis a
condition que k ne prenne pas la valeur d’une limite.

€3 Dérivation

€2 Dérivabilité en un point

INTERROS

Définition 2
Soit une fonction f définie sur un intervalle / et a un réel appartenant a /. On
dit que f est dérivable en a si la fonction :

fla+h)— f(a)
h

(

7

CORRIGES

h +—

admet une limite réelle £ en zéro.
On dit alors que £ est le nombre dérivé de f en a et on le note f’(a).

On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout réel a de /. La fonction
f' 1 x — f’(x) estalors appelée fonction dérivée de f.

(

Remarques

e Si f est dérivable en a, f'(a) est le coefficient directeur de la tangente a la
courbe Cy représentative de f au point d’abscisse a.

e L’équation de la tangente a Cy au point d’abscisse a est :
y=fl@x—-a)+ f(a.

e Si, en utilisant la définition du nombre dérivé en a, on trouve une limite infinie,
on a une tangente (ou une demi-tangente) verticale au point d’abscisse a de Cy.

EX Dérivabilité et continuité

Théoreme 2
Si f est une fonction définie et dérivable en un réel a, alors elle est continue en
a



ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 80 — #90

A\ ATTENTION

La réciproque de ce théoreme est fausse : une fonction peut étre continue sans
étre dérivable. Par exemple, la fonction qui a tout nombre réel x associe sa
valeur absolue est continue en 0, mais pas dérivable en 0.

EX) Regles de dérivation

Théoréme 3 (Théoreme de dérivation des fonctions composées)

Soient a et b deux nombres réels avec a non nul, et I et J deux intervalles.

* Si f estune fonction dérivable sur [ et si pour tout nombre x réel de J, ax+b
appartient a /, alors la fonction g : x +— f(ax + b) est dérivable sur J et
g'(x) = af’(ax + b).

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 7. Alors :

o ¢“ est dérivable sur 7 et (e”), = u’e" (voir chapitre 6).

u/

2Ju’
° si n est un entier supérieur ou égal a 2, u" est dérivable sur I et
/ —
(u") = nu'u" L

e siu(x) > Osur I, /u est dérivable sur I et (/) =

/7
* siu(x) > Osur/,In(u) est dérivable sur / et (In u)/ L (voir chapitre 7).
u

Le cas suivant n’est pas exigible : Soit # une fonction dérivable sur / et f une
fonction dérivable sur J = u([).
Alors la fonction composée fou : x >y = f (u(x)) est dérivable sur / et :

[f(u)] =u' ) f (ux)).

E®) Dérivée et sens de variation

Théoreme 4

Soit I un intervalle et f une fonction définie et dérivable sur /.
e Si f/ > 0sur I, alors f est croissante sur /.

e Si f/ < Osurl,alors f est décroissante sur /.

e Si f/ =0sur I, alors f est constante sur /.

On a des résultats analogues avec des inégalités strictes, qui assurent des strictes
monotonies (voir page suivante).
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e Si f/ > 0 sur /, sauf en un nombre fini de valeurs ot elle s’annule, alors f
est strictement croissante sur /.

e Si f/ < Osur I, sauf en un nombre fini de valeurs ot elle s’annule, alors f
est strictement décroissante sur /.

© Solution de Uexercice type Lycée Carnot, Dijon

n (a) La fonction f est dérivable sur R’} en tant que somme et produit
de fonctions dérivables sur Rj_, et on a, pour tout réel x strictement

positif :
1
f’(x)=6ﬁ+6xm —3x2x—2=9x—6x—2.
(b) On revient a la définition : pour tout réel x strictement positif, é
— f@
JO 7O _ ¢z _3:_2, &
g =
donc : -
)= fO)
lim ———— = lim (64/x —3x —2) = 2.
x1—>mO X x1—>mO( E * ) \/

On en déduit que la fonction f est dérivable en 0 et que

f1(0) = —2.

(7]
(c) La fonction f” est dérivable sur R¥ en tant que somme de fonc- g
tions dérivables sur Ri, et, pour tout réel x strictement positif, o=
9 o=
"(x) = ——= — 6. D’autre part, e
f7(x) W p o
. fx) = f1(O) . < 9 )
Iim ————— = lim | —= —6) = +o00.
x>0+ x x>0+ \ /X \/

Donc f/ n’est pas dérivable en 0.

9—112
E (a) J

On a, pour tout réel x strictement positif, f”(x) =

2Jx
donc :
f'x)>0&9—12/x >0
& 12x <9
3
P2S <2surR*
ST
axy;
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Carnot, Dijon
De plus,
6 2
lim f(x)= Ilim {xz <ﬁ —3- ;)}
et 6 )
lim (——3——) =-3,
X—> =400 X X
donc lim f(x) = +o0.
X—>—+00
D’ou le tableau :
X 0 % +00
1) + 0 — -6
11
8
1) / N
-2 —00

(b) La fonction f’ est continue sur [0 ; +o00[. De plus :
9
e f/ est strictement croissante sur [0 ; E} et:
F@<0<s ()
16/ °
D’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il

9
existe donc un unique o € [O ; T6 [tel que f'(a) = 0.

. . 9
o f/ est strictement décroissante sur {E ; +00 [ et

9
A . /
f (16) =0 L ok

9
11 existe donc un unique B € [1_6 5 —I—oo} tel que f'(B) = 0.

(¢) Calculons la limite de f en +o0.
Pour tout réel x strictement positif,

6 2
6xf—3x2—2x=x2(—3+———).

JxX X
. 6 2 . 2
lim {-3+———)=-3et lim x*=+oodonc:
x——400 Jxoox x——+00
lim f(x)=—o0.
X—>—+00
axy
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Carnot, Dijon

Finalement :
X 0 o B 400
x|l -2 - 0 aF 0 - —©
0 F(B)
f ) N / N
f (@) —00

(d) Lesréels a et B sont les solutions de I’équation 9./x —6x —2 =0
(aveca > O et B > 0). Posons X = 4/x, et cherchons les solutions
positives de 1’équation 6X2 — 9X 42 = 0. Ce sont :

(7¢]

9+ /33 9_ 33 =

X, = Y22 Xy = — Y27 o

12 12 =

-V v =

Onabien0<9 1233<9+1233,d0nc:
9- 33\’ 9+33\° M/
=\ ) ¢ F={"1n |-

Application numérique : 3 1072 prés, o ~ 0,07 et &~ 1,51.

n On peut maintenant tracer la représentation graphique de f :

N

CORRIGES

(

Q
=
-1
[\
W —
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n v/F | Dérivabilité 10 min‘ o [ft;rzrigé‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont correctes ?

La fonction racine carrée est définie donc dérivable sur [0 ; +ool.
Si f'(a) = 0, alors la fonction f admet un extremum en a.

La fonction f définie sur R par f(x) = |x — 2| est dérivable en 2.

Si la fonction f est dérivable en a et la fonction g n’est pas dérivable en
a, alors la fonction fg n’est pas dérivable en a.

n v/F | Fonction définie par morceaux {iomin\ °[f°9'z'i9é ‘

Soit f la fonction définie sur R par :
fx) =—x? six <0

fO)y=1
f)=x*+1 six>0

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont correctes ?
n La fonction f n’admet pas de limite en 0.

n La fonction f est dérivable en O et f'(0) = 0.

a La fonction f est strictement croissante sur R.

n Pour tout réel a, I’équation f(x) = a admet une unique solution dans R.

B w/F | Avec des valeurs absolues tomin| © Soriet |
Soit f la fonction définie sur R par :
%2
SO =1 i

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont correctes ?

La courbe représentative de la fonction f admet une asymptote verticale.
La fonction f est continue sur R.

La fonction f n’est pas dérivable en 0.

La courbe représentative de la fonction f admet une tangente de pente 2.
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n w/F Solutionde f(x) =0 52#‘““‘"\ e;f')vzrigé‘ N

Soit f la fonction x > x/x — x> —0,1.

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont correctes ?
n f est définie sur [0 ; +o00[.

n f est dérivable sur [0 ; +o0f.

COURS

a Pour tout x de [0 ; 400, f(x) est négative ou nulle.

n La différence entre les deux solutions de I’équation f(x) = 0 est infé-
rieure a 0,23.

B} v/# continuité et dérivabilité “fgmin| © Cos|

Dire si chacune des affirmations suivantes est vraie ou fausse, en justifiant la
réponse.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

f représente une fonction définie sur un intervalle / et a est un réel de cet
intervalle.

n 1l existe une fonction f continue et dérivable en a.
n Il existe une fonction f continue en a et non dérivable en a.

a Il existe une fonction f qui n’est pas continue en @ mais qui est dérivable
ena.

CORRIGES

n Il existe une fonction f qui n’est ni continue ni dérivable en a.

(

n Etude d’une fonction irrationnelle - 25 min °If°9'4'i9é‘

Lycée de ’Emperi, Salon-de-Provence

La fonction f est définie par :

Vxlex+2-2
— six #1
foy=4{, x-1
1 pourx =1
n f est-elle continue en 1 ?

n f est-elle dérivable en 1?

a Justifier que f est dérivable pour x différent de 1.

n Calculer f’(x) pour x # 1. (On ne demande pas le signe de f’(x)).
B Calculer lim f(x)et Er}rloo f(x).
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B2 catcut de dérivees i« Ciomn O
Lycée Jules Ferry, Caen

Montrer que les fonctions suivantes sont définies et dérivables sur R puis
calculer leur dérivée.

4
3% —6r +5 R k20
CIW=Ta ’““‘( =
" g0 = (x* =227 + )’ 0 =V
n Localisation de racines * “ tomin| © pc‘ograrisé‘
Lycée Chaptal, Paris

Démontrer que 1’équation x> — 5x 4+ 1 = 0 admet une solution « unique sur
[0 ; 1] et donner une valeur approchée & 10~! pres par défaut.

ra , . . .\ 1 . c s
B) Etude d'une équation * Ctsmin ©foee
Lycée Vieljeux, La Rochelle

1

1
On considere la fonction f définie sur [—1 D= {U} 2 ; +00 { par:

2
f(x)=#—x/x+1.
2x — 1

Etudier les variations de f et en déduire que I’équation f (x) = 0 admet une

solution unique «, puis prouver que o € 3 ;1.

@ Corrigé ‘

m Lecture graphique * “tomin| <510
Lycée Virlogeux, Riom

f est une fonction dérivable sur R. On a tracé ci-dessous la courbe représen-
tative, dans un repere orthonormé, de sa dérivée f”.

| —

-4 -2 0 2 4

-1

Par lecture graphique, déterminer le sens de variation de la fonction f.

Prouver que f admet un minimum local et donner une valeur de x pour
laquelle il est atteint.

Parmi les courbes page suivante, quelle est (ou quelles sont) celle(s) qui
pourrai(en)t représenter la fonction f ? Justifier.
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COURS

(e
(=)
o=
o=
i
—
-

CORRIGES

/
\
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m Vrai ou faux * ;j?smi,,‘ ep_c%ﬁigé |
Lycée Guynemer, Compiégne

Soit f une fonction définie sur un intervalle /. Pour chaque affirmation, dire,
en justifiant, si elle est vraie ou fausse. Une justification graphique sera ac-
ceptée.

n Si f change de signe sur /, alors f s’annule sur /.
El si:

< I=[a;b],

* fla) x f(b) >0,

 f estcontinue sur I,

alors f ne s’annule pas sur /.

a Si f s’annule une fois et une seule sur /7 et si f est strictement monotone,
alors f est continue sur /.

n Si f s’annule une fois et une seule sur I et f est continue sur /, alors f
est strictement monotone sur /.

’ - .\l . c . s
m Etude de fonctions * 13 mm‘ °p_ e \

Lycée Francois Mauriac, Bordeaux

On définit :
f: R—>R
11
X 2x2—6x+§'.
. _ o 5 11

n Etudier le signe du trindme 2x~ — 6x + 3

n Montrer qu’il existe deux nombres a et b tels que f soit dérivable sur
les intervalles |—oo ; a[, la ; b[ et b ; +00l.

n (a) Etudier les variations de f sur les intervalles |—o0 ; a[, la ; b[ et
16 ; +ool.

(b) En déduire le tableau de variation de f.

n Tracer la représentation graphique de f.

m Existence ou unicité *xk L% mi,,‘ Qp_c%;igé ‘
Lycée La Bruyeére, Versailles

n Question de cours.
On suppose connu le théoreme des valeurs intermédiaires.
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Démontrer que si une fonction f, continue et strictement décroissante /\
sur un intervalle [a ; b] vérifie f(a) f (b) < 0, alors I’équation f(x) =0
admet une solution et une seule dans [a ; b].

E Application.
Soit f une fonction définie sur R telle que f(0) =2 et f(6) = —1.
Dans chacun des cas suivants, que peut-on dire de 1’existence et du

nombre de solutions de I’équation f(x) = 0 dans I'intervalle [0 ; 6] ?
Justifier les réponses.

COURS

(a) f estcontinue sur [0 ; 6].

(b) f est strictement décroissante sur [0 ; 6].

(¢) f estcontinue et strictement décroissante sur [0 ; 6].

(72}
(=)
. . . oL @ Corrigé §
m Algorithme de dichotomie Kok 3omin < EE \ &=
Lycée La Bruyere, Versailles =
On considere la fonction f définie sur ]2 ; +oo[ par :
2
fx) = m

n (a) Etudier les variations de la fonction fsur]2; +oof.

(]

‘L

(b) Démontrer que I’équation f(x) = 1 admet une unique solution o =

. o=

dans ]2 ; +ool. r—

E On considere 1’algorithme de dichotomie page suivante permettant d’en- 8
cadrer .

Initialisation \/

Affecter a a la valeur 3.

Affecter a b la valeur 4.
Traitement

Tant que b-a > 0,01 faire

Affecter a m la valeur at

Si f(m)>1 alors
Affecter a a la valeur m
Sinon
Affecter a b la valeur m.
Fin Si
Fin Tant que
Sortie
Afficher a, b

(a) Justifier le choix des valeurs initiales a = 3 et b = 4.

(b) Que peut-on dire de I’amplitude de I’intervalle a la fin de I’algo-
rithme ?
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(c) Dérouler pas a pas les deux premicres €tapes de I’algorithme en
remplissant les cases vides du tableau suivant :

Etape Testb—a > 0,01 | m | Test f(m)>1|a | b
Initialisation 314
1 Vrai 3,5
2
(d) Apres les deux premieres étapes, quel encadrement de o obtient-
on?

(e) Déterminer le nombre d’étapes nécessaires pour obtenir I’encadre-

ment final.
E Un probléme récapitulatif *okk - Smin © corit |
Lycée Honoré de Balzac, Mitry-Mory

Partie A

Soit € le cercle de centre 2(1 ; 0) et de rayon 1. Tracer le cercle € et
en donner une équation dans le repere (O; 7,]) (unité graphique : 4 cm).

Soit A la droite d’équation x = 1 et D la droite d’équation y = tx, ou
t est un réel. D coupe la droite A au point My et le cercle 4" aux points
O et M.

On définit le point M par la relation : O_A)/I = Jm .
(a) On note (xp ; yu) les coordonnées du point M.
Déduire de la question précédente que :
2 1 —xym
14+xy
puis tracer A, D, My, My et M dans les cas particuliers ou t = 0,

t = 2 et = 1 sur trois figures différentes.

(b) Calculer les coordonnées de M. Montrer que celles de M; sont

2 2t
(—; —) , puis exprimer celles de M en fonction de ¢.
1+12" 1412

1 —
Déduire de la question précédente que 1> = f, puis, a I’aide de la
X

relation y = rx, démontrer que lorsqu’on fait varier ¢ dans R, les points
M se trouvent sur la courbe . d’équation :

(x—=Dx>+ @x+Dy>=0.
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Partie B /\

Le but de cette partie est de représenter graphiquement la courbe . .

T—
n On définit la fonction numérique f par: f(x) = x4/ T x'
X

(a) Donner I’ensemble de définition Z; de f.

COURS

(b) On pose u(x) = f pour x € Zy. Calculer u’(x).
X

(¢) Donner I’ensemble de définition de la fonction dérivée f/ de f, et
1 —x —x?

MT—x
1 2
(1+x)" % 1+x

montrer que f’(x) =

(72}
Q
(d) En déduire le signe de f’ puis les variations de f. §
- fa
E (a) Calculer lim M Que peut-on en conclure ? E
x—1- x—1 E

(b) Etudier les limites de f aux bornes de Z;. Dresser le tableau de
variation de f.

(¢) Donner une équation de la tangente a la courbe représentative de f
au point O.

ya

CORRIGES

a (a) Représenter graphiquement f dans un repére (O; 7,7) d’unité 4 cm.
Soit .%) la courbe obtenue.
(b) Comment peut-on déduire . de .| ? (Justifier.)
Représenter graphiquement ..

(
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n v/k Dérivabilité ‘ epi-%zm ‘

E vzf Fonction définie par morceaux

Faux. La fonction racine carrée est bien définie sur [0 ; +o0o[ mais elle
n’est pas dérivable en 0.

Faux. La fonction f n’admet un extremum en a que si sa dérivée s’an-
nule et change de signe en a. Ainsi la fonction définie sur R par
f(x) = x> a sa dérivée qui s’annule en 0 puisque, pour tout x réel
flx) = 3x2. Cependant, elle n’admet pas d’extremum en 0.

e =iy =2

Faux. Pour x # 2,

x—2 x—2
Par suite, pour x > 2,
fO - _
x—2 ’
et pour x < 2,
fO-f@ _
x—2

La fonction x — |x — 2| n’est pas dérivable en 2.

Faux. Soit g(x) = +/x et f(x) = x. La fonction g n’est pas dérivable
en 0; la fonction f est dérivable en 0. La fonction fg définie pour tout
réel x positif par (fg)(x) = x+/x est dérivable en 0 et (fg)’(0) = 0.

Ml

n Vrai.On a :

li = lim (—x%) =0et i = i 24 =1.
x—1>rg_ Fe) x—1>18_( *) ¢ x—1>18+ F&) x—1>rg+(x +D

Si f est une fonction définie en a, elle admet une limite en a si et seule-
ment si elle admet une limite a droite et une limite a gauche en a et que
ces limites sont égales.

Faux. D’apres la question précédente, la fonction f n’est pas continue
en 0, par suite, elle n’est pas dérivable en 0.

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

On a donc, en prenant la contraposée de la proposition précédente : si f
n’est pas continue en a, alors f n’est pas dérivable en a.

Vrai. Pour toutréel x < 0, f'(x) = —2x donc f” est strictement positive
sur ] — oo ; O[. Pour tout réel x > 0, f'(x) = 2x donc f” est strictement
positive sur ]0 ; +oo[. La fonction f est donc strictement croissante sur
10 ; +oo[ et sur | — oo ; Of.

De plus, pour tout x non nul, —x2 <1 <x?>+1,doncsix <0,ona
f(x) < f(O)etsix > 0,onaaussi f(0) < f(x).Par conséquent, f
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est strictement croissante sur R. /\
© METHODE

Il est conseillé de faire une représentation graphique rapide pour bien
voir I’allure de la courbe. On remarquera alors I’importance de bien
préciser que la limite a gauche de la fonction f en O est inférieure a
I’image de O et que la limite a droite en O est justement égale a f(0).
Cette représentation graphique sera aussi une aide pour la question
suivante.

COURS

.

n Faux. L’équation f(x) = a n’admet aucune solution pour a appartenant
a Iintervalle [0 ; 1[.

EY v/r Avec des valeurs absolues el

INTERROS

n Faux. La fonction f est définie sur R.

E Vrai. La fonction valeur absolue est continue sur R donc f est continue
sur R en tant que quotient de deux fonctions continues dont le dénomi-
nateur ne s’ annule pas sur R.

B Faux. La fonction f est dérivable en 0.

On a, pour tout réel x,
fO-fO  x
X 1+ |x]°

)
LA
=
e
o
=]
o

donc :

lim £ ® SO _
m — =

x—0 X

0.

On peut donc conclure que la fonction f est dérivable en 0 et que

1) =0.
n Faux. On cherche s’il existe un réel x tel que f'(x) = 2.
242
Ty = ), Piqaton F0) = 2 darta b e T2 — 5 g g
(1 + x)2

équivaut a x> +2x 42 = 0, équation qui a un discriminant négatif, donc
aucune solution dans R.

. . 2x — x2
De méme, pour x < 0, I’'équation f/(x) = 2 équivaut a 17)6)2 =)
soit 3x% — 6x +2 = 0. Cette équation n’admet aucune solution négative.
On en déduit que I’équation f'(x) = 2 n’a pas de solution. Ainsi la
courbe représentative de la fonction f n’a pas de tangente de pente 2.
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] v Solwtionde £ (x) = 0 Ml
n Vrai.

E Vrai. De fagon évidente, cette fonction est dérivable sur R*.

Si la fonction x > 4/x n’est pas dérivable en 0, en revanche x > x./x
I’est : en effet, d’apres la définition du nombre dérivé en 0,

. xJ/x =040
lim \/_7 =0.
x—0 X
. : 9 . . N
B Faux, le maximum est atteint pour x = E et il est positif (mais tres

proche de 0).

n Vrai. Un encadrement de la premiere solution est : 0,456 < x; < 0,457,
et un encadrement de la deuxiéme solution est 0,665 < xp < 0,666.

Y v/= continuite et dérivabilite iyl

n Vrai. I = Reta = 0. La fonction affine f définie sur R par f(x) = x
est bien continue et dérivable en 0.

n Vrai. I = R et a = 0. La fonction valeur absolue f définie sur R par
f(x) = |x| est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

B Faux. D’apres un théoreme du cours, toute fonction dérivable en a est
aussi continue en a.

n Vrai. I = R eta = 0. La fonction partie enticre E définie sur R par
E(x) = n oun est entier tel que n < x < n + 1, n’est pas continue en
0, et n’est donc pas dérivable en a d’apres la contraposée du théoreme
rappelé a la question a

@ METHODE

Contrairement aux affirmations générales, ou un contre-exemple permet
de montrer qu’une affirmation est fausse, dans le cas ou I’ affirmation porte
sur I’existence d’une fonction, un exemple permet de prouver que 1’ affir-
mation est vraie. Il faut par contre faire appel a un théoréme pour justifier
que ’affirmation est fausse.

E Etude d’une fonction irrationnelle | st |
Lycée de UEmperi, Salon-de-Provence

n Pour savoir si la fonction f est continue en 1, on détermine sa limite
quand x tend vers 1 et on compare le résultata f(1). Ona:
VxZ+x+2-2

lim f(x) = lim
x—1 x—1 x—1
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x24+x -2 /\
i
19D (x — 1)(«/x2+x +2+42)

On a donc, en factorisant x2 +x —2en (x — 1)(x +2) puis en simplifiant
x+2

SVl x 242
On en déduit que lim1 fx)=-
x—

parx — 1, hm fx) = 11

COURS

Comme lim1 f(x) = f(1), il en résulte que la fonction f est continue
x—

en 1.
Vx24+x+2-2 3 \/
— f(1 T -1 2
n Ona:limwzlim x—1 4.
x—1 x—1 x—1 x—1

Apres simplification, on obtient :

lim LR =D 4vx2+x+2—-(Bx +5)
sl x—1 ozl 4(x — 1) '

En multipliant les deux termes du quotient par 1’expression conjuguée
du numérateur, puis en simplifiant, il vient :

lim L&) =D
m ——F

x—1 x—1

o (W20 49) (WA H X 424 Bx 4+ 9)
e 4(x — 1)? (4«/x2+x+2+(3x+5))

_ iy 16%7 + 16x +32 — (9x? 4 30x +25)
=140 — 12 (4va7 +x +2+3x + 5)

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o

~ lim 7x% — 14x +7

=140 — 12 (462 +x +2+4 Bx +5))

im 7(x — 1)?

=140 = D2 (422 + 3+ 2+ Bx +5))

— lim 7

14 (4a27 X+ 24+ Bx +9))
soit )}1_)1111 w 67_4 On en déduit que la fonction f est déri-
vable en 1.
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B Etudions la dérivabilité de la fonction f pour x # 1.

La fonction : x —> x2 + x + 2 est dérivable pour tout x différent de 1
et strictement positive.

CORRIGES

La fonction racine carrée est dérivable sur ]0 ; +o0o[; d’apres le théo-
reme de dérivabilit¢ des fonctions composées, la fonction

X —> ~/x2 + x + 2 est dérivable pour tout x différent de 1.

La fonction : x —> x — 1 est dérivable et ne s’annule pas pour tout x
différent de 1, donc la fonction f est dérivable pour tout x # 1.

n Pour tout x différent de 1, on a, en appliquant la formule de dérivation
d’un quotient,

Cx+1Dx—-1) >
S 2—-2
NI [Vx?+x + ]

(x —1)? '

flx) =

Cette expression se simplifie en :
@+ D —1) = 263 +x+2) —4/xZ+x +2]
B 2 — D2V/xZ+x + 2 '

f'e)

Finalement, on obtient :

3x —54+4x2+x+2

flx)=— :
(x—D2Vx24+x+2
B Pourx > 0,ona:

/ 1 2 2
x( 1+;+x—2—;)

oy YEFETD =2 x(1-3)

X) = =
x—1

Apres simplification par x, on a :

Yyi+:+32-2
f(.x) — lx_ Lx X .
X
. 1 . 1 .
Comme lim — = Ilim — = 0, onen déduit :

X—>+00 X xX——+00 x2

xly-il—loo f@=1.

On procede de méme pour déterminer la limite de f(x) en —oo. Comme
x est négatif au voisinage de —oo, on a+/x* = —x d’ou :

Jm 7=~



N Calcul de dérivées — v. 1.0 (M
14 novembre 2014 — page 97 — #107

CONTINUITE ET DERIVATION « CHAP. 4

—

Il ne faut pas confondre I’étude de la dérivabilité d’une fonction en
un point (étude locale) et I’étude de la dérivabilité d’une fonction sur
un intervalle (étude globale).

Pour savoir si une fonction f est dérivable au point a, on étudie la

f @) — fla)

limite du quotient —————— quand x tend vers a.

COURS

Pour étudier la dérival))cilitéad’une fonction sur un intervalle, on uti-
lise la dérivabilité des fonctions de références (fonctions polyndmes,
fonctions rationnelles, fonction racine carrée, etc.) et les théorémes
sur les opérations sur les fonctions dérivables (somme, produit, quo-
tient, composée).

.

EJ catcut de dérivées S|
Lycée Jules Ferry, Caen

INTERROS

n La fonction f est une fonction rationnelle, donc est dérivable sur son
ensemble de définition. Or, pour tout réel x, on a x2 41 > 0, de sorte
que Zr = R. Alors f est définie et dérivable sur R tout entier.

u)/ u'v—v'u

Pour calculer la dérivée de f, on applique la formule (— = 5 ]
avec : @ v o

u(x)=3x>—6x+5 et v(x)=x>+1. 5
D’ou: 8

W(x)=9x2—6 et v(x)=2x.
Ainsi, pour tout réel x :

_Oxr—60)(x2+1) —2x(3x* - 6x +5)

!
e 21 1)2
3t 4 15x2—10x — 6
- (x2+1)2

E La fonction g est dérivable comme composée d’une fonction polynome
et d’une fonction puissance. On a :

g (x) =320x3 — 4x + 1)(5x* — 2x% + x)%.
a La fonction £ est définie sur R car le dénominateur ne s’annule jamais.

La fonction % est dérivable comme composée d’une fonction rationnelle
et d’une fonction puissance.
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, 202 = 5x + 1\ (dx — 5)(x2 + 1) — (2x2 — 5x + 1)(2x)
H(x) =4
241 2+ 1)2

_4<2x2—5x+1)35x2+2x—5

x2+1 (x2 + 1)2
_ 42x% = 5x + 1)3(5x* +2x = 5)
B (x2+1)° )

Remarque : sous cette forme, on pourra trouver le signe de A’(x), ce qui
est le but quand on calcule une dérivée.

n La fonction x — x2 + 1 est dérivable sur R et est A valeurs dans
[1; +4oo[, donc dans R%. Or, x > /X est dérivable sur R% . Donc

X — +/x2 + 1 est dérivable sur R.
Par ailleurs, cette dernicre fonction est a valeurs dans ]Rj_.

Donc x +— V/+/x2 + 1 est dérivable sur R en tant que composée de
fonctions dérivables.

Posons G(x) = v/x2 + 1.

Alors : 5
G/ = * = x .
O =TT il
G'(x)
_ / _
Or, ¢ = +/G, donc ¥/ (x) = CE
Soit :
, X
/(x) = )
2Vx2+ 1VAVx2+ 1
. e . © Enoncé
n Localisation de racines p.86 \
Lycée Chaptal, Paris

Soit la fonction f définie sur R par :
fx)=x>—5x+1.
La fonction f est dérivable sur R comme fonction polyndme et :
Flx)=5x*—5=5>+ D2 = 1) =52+ D(x + D(x — 1).
Nous en retiendrons que f’(x) < 0 sur I'intervalle [0 ; 1.

Ainsi, la fonction f est dérivable, donc continue, et est strictement décrois-
sante sur I’intervalle [0 ; 1].

Enfin :
fO) =1 et f(1)=-3, donc 0e[f(l); f(O)].
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On sait alors d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires que /\
I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans [0 ; 1].
De plus,
f(0,2) =0,00032 >0
et

f(0,3) =-0,49757 <0,

donc « est compris entre 0,2 et 0,3.

COURS

Finalement, o & 0,2 2 10~ ! pres par défaut.

.

B) Etude d'une équation | © Frome

Lycée Vieljeux, La Rochelle

La fonction f est dérivable sur} —1;

N =
o
ol
i
8
INTERROS

N 2 _ 1
PO ="y "k

1 1
On a donc f/(x) < 0 pour tout x dans} —1; > [U} 3 ; +00 {, ce qui prouve
1
que f est strictement décroissante sur } —1; 2 [ et strictement décroissante \&
Q
1 —
. o
sur} X +00 [ =
1 3
On a de plus f(—1) = —3 donc f ne prend que des valeurs strictement

{ : donc I’équation f(x) = 0 n’a aucune solution dans

N —

négatives sur} —1;
cet intervalle.

. . . . 1
Par ailleurs, f est continue et strictement décroissante sur } > ; +00 { De

plus,

lim f(x) =400 et lim f(x)=—o0,
x_)(%)+ xX—+00

donc, d’apres le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires, I’équation

A

1
f(x) = 0 admet une unique solution o dans } > ; +00 [

On remarque enfin que f(1) = 1 —+/2 < 0, donc o € }

N =
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m Lecture graphique ‘Q;I&ncé‘

Lycée Virlogeux, Riom

n La dérivée est négative sur R_, donc f est décroissante sur R_ ; la déri-
vée est positive sur R, donc f est croissante sur R .

n La fonction admet donc un minimum en 0.

B La dérivée est négative sur R_, donc f est décroissante sur R_ ; la déri-
vée est positive sur R, donc f est croissante sur R .

Ceci élimine les courbes [a] et [d].

On voit que f’(x) tend vers 0 quand x tend vers I'infini, donc que la
pente de la tangente a la courbe va diminuer quand x augmente, elle
doit déja étre faible pour x = 4 (environ 0,5).

C’est donc la courbe [€] qui convient.

m Vrai ou faux S |
Lycée Guynemer, Compiégne

n Faux. Contre-exemple : f(x) =2 pourx < Oet f(x) = —5pourx > 0.
Faux. I = [-2;2]et f(x) = x2 — 1. f(2) f(—=2) =9, f est continue
car c’est une fonction polynome, mais f (1) = 0.

a Faux. I/ =R, f(x) =xpourx < let f(x) =x+ 1 pourx > 1. Cette
fonction est strictement monotone mais n’est pas continue en 1.

Faux. I = Ret f(x) = (x — 2)2. Cette fonction ne s’annule que pour
x = 2, elle est continue sur I, mais elle est décroissante sur | — 0o ; 2]
et croissante sur [2 ; +00[, donc non monotone.

EZY Etude de fonctions Kiwd

Lycée Francois Mauriac, Bordeaux

n Le discriminant du trindme est :

11
A=62—4x2x§=25=52.

11
Les racines de 2x2 — 6x + 3 = ( sont donc :

6-5 1 6+5 11
X1 = == g MmMeES——=s=
4 4 4 4
d’ou le tableau de signes :
X —00 4—11 1741 00
5 11
2x° —6x + 3 + 0 - 0 +
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2] Posonsaz%etb:lé‘—l. /\

Alors :

1 11
° pourx < 7 fx) = 2x2—6x+§ donc f est dérivable sur |—o0 ; al ;

1 11 11
° pour 7 <x < T f(x) = —2x%+6x — 3 donc f est dérivable sur
la s 0l;

COURS

11 11
° pour x > R fx) = 2x% — 6x + 5 donc f est dérivable sur
16 5 +o0l.

.

a (a) Pour x e}—oo;%[, fl(x) =4x —6.

(72
1 . 1 =
Pourx < Z,ona4x—6<0d0nc f estdécroissante sur —CIH 0 r~
=
1 11 , . 3 =
Pour x € 1 ; T , f(x) = —4x + 6, f’ s’annule pour x = E,or
1 3 11
-< =< —.
4 2 4
Donc :
e}l 3{f/() Oet f estcroi ti <8
° pour x — =1, f(x) > Oet f estcroissante ;
. 4°2 o
3 11 , L g==
e pourx € |=; — |, f/(x) < Oet f est décroissante. r—
2 4 (]
11
Pour x e} ;+oo[, f/(x) =4x —6.

1 11
Pourx > T ona4x—6 > 0, donc f estcroissante sur} T ; +oo[.

(b) D’ou le tableau de variations :

X -0 % % % 400
f'(x) = + 0 - +
+00 = 00
f N 7 N 7
0 0
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y=f(x)

N

Remarque : on obtient la courbe a partir de la parabole d’équation

11
y =2x% —6x + 3 et en remplagant la partie sous I’axe des abscisses

par sa courbe symétrique par rapport a ce méme axe (c’est I’effet de la
valeur absolue).

il

E Existence ou unicité 0. 88

Lycée La Bruyeére, Versailles

n La fonction f est continue sur [a ; b]. Comme f(a)f(b) < 0, cela
signifie que I’'une des valeurs est positive et I’autre négative, donc que 0
est compris entre f(a) et f(b). Le théoreme des valeurs intermédiaires
prouve donc qu’il existe au moins un réel c entre a et b tel que f(c) = 0.
Comme f est strictement décroissante, pour tout autre réel d, sid < ¢
alors f(d) < f(c)ousid > ¢, f(d) > f(c), donc f(d) ne peut
étre nul. Cela montre qu’il existe un réel ¢ unique dans [a ; b] tel que
f(c)=0.

E Application : On constate que 0 € [ f(6) ; f(0)].

(a) Si f est continue sur [0 ; 6], alors le théoreme des valeurs inter-
médiaires prouve qu’il existe au moins une solution dans [0 ; 6] a
I’équation f(x) = 0.

(b) Si f est strictement décroissante, il n’est pas certain qu’il y ait des
solutions, par contre il y en a au plus une.

(¢) Si f estcontinue et strictement décroissante sur [0 ; 6], alors d’apres
la question de cours, ’équation f(x) = 0 a une solution et une
seule dans [0 ; 6].
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m Algorithme de dichotomie | S |
Lycée La Bruyeére, Versailles /\

n (a) Lafonction f est définie et dérivable sur ]2 ; +o0[ et :
2
Flx) = 2 x3(x 62) _ 6 -
(x—=2) (x—=2)

On constate donc que f’(x) < O sur ]2 ; +oo[. La fonction f est
donc strictement décroissante sur ]2 ; +00[.

) F()=2et f4) = 55 =05
Comme f est continue, strictement décroissante sur [3 ; 4], et 1
est compris entre f(3) et f(4), il existe donc, d’apres le théoreme
des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement mo-
notones, un nombre « unique dans [3 ; 4] tel que f(a) = 1.
Comme f est strictement décroissante sur ]2 ; +o0ol[, f ne peut pas
prendre deux fois la valeur 1 sur cet intervalle. L’équation f(x) = 1
a donc une solution unique « dans ]2 ; +oo[, de plus on sait que o
est compris entre 3 et 4.

( COURS

INTERROS

E (a) On a vu dans la question m que « est compris entre 3 et 4, il est
donc normal de partir de cet encadrement.

(b) Le traitement cesse lorsque b — a < 0,01. Donc a la fin de I’algo-

rithme, I’amplitude de I’encadrement est inférieur ou égal a 0,01. ~§
(¢) Le tableau rempli est le suivant : o=
Etape Testb —a > 0,01 m Test f(m) > 1 a b S
Initialisation 3 4 =
1 Vrai 3,5 Faux 3 3,5
2 Vrai 3,25 Vrai 325 | 3,5

Pour remplir ce tableau, on a besoin des valeurs : f(3,5) ~ 0,59 et
f(3,25) =~ 1,02.

(d) On trouve donc que « est compris entre 3,25 et 3,5.

(e) L’amplitude de I’encadrement est divisée par 2 a chaque étape.
Initialement, I’amplitude est 1 ; apres n étapes, elle est égale a 27".
On veut 27" < 0,01, c’est-a-dire 2" > 100. Cela se réalise a partir
den=72%=64et2” =128).
11 faut donc 7 étapes pour avoir I’encadrement final.

5] un probleme récapitulatif | © e |
Lycée Honoré de Balzac, Mitry-Mory
Partie A

n Nous laissons au lecteur le soin de tracer le cercle de centre (1 ; 0) et
de rayon 1 dans un repere orthonormé d’unité graphique 4 centimetres.
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¢
Mad
D
-_—
(-
(-
e Ce cercle a pour équation :
x—=1>+y>=1.
1
ﬂ (a) On trace les trois figures demandées correspondanta t = 0, t = >
etr =1:
1=0 4
7 /
Q M,
x‘ D 0 Qy |
¥ A
=2 7 =
M,
. ﬁ a
x' O
\T\y X
y' A
y =
t= 1 MO y X
M,
7
x' 0
M T y x
D
Y A
(b) Le point My est le point d’intersection de la droite D d’équation
x = 1 et de la droite A d’équation y = tx.
Ses coordonnées sont donc (1 ; 7).
104
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Le point M est I’'un des points d’intersection de la droite A d’équa- /\
tion y = tx et du cercle € d’équation (x — 1) + y> = 1.

Les coordonnées des points d’intersection de la droite A et du
cercle € s’obtiennent en résolvant le systeme :

y=1tx
{(x—1)2+y2= 1.

En remplagant y par #x dans la deuxieéme équation, il vient :
x-1D*+%2=1,

COURS

.

soit :
x[x(1+5)—2] =0.

Cette équation admet deux solutions O et T2

5 etson ordonnée est 7
+t 1+1¢

On obtient bien les coordonnées demandées :

< 2 2% >
1427 142/

. Aag . . - —
Le point M est défini par le relation vectorielle OM = MoM;.
D’apres les résultats précédents, ses coordonnées sont :

< 2 L 2t t)
1412 1412 ’

u 1—1 -1
142 1412 )°

équivaut a xps (1 + 2)=1-—1¢2.

L’abscisse du point M est donc 7

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o

soit, apres calcul :

1=
1+ 12
—_ 2
Donc xp; = 7 équivautétz(xM + 1) = 1 — xp, d’ou, puisque xps

a Ona:xy =

est différent de —1, on déduit I’égalité demandée :
2o 1o
14+ xp

Si ¢ varie dans R, comme yy; = fxp, on a alors ylzl,, = t2xj%4, soit

I —xy

2 2
= Xiy-

Ym Tt xy M

Les coordonnées du point M vérifient I’égalité :

Yar(L+ xum) = xyy (1= xun).
Ce sont donc bien des solutions de 1’équation :

x—=DxZ+ @x+Dy>=0.
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v
Ml
o
(- 1
(- 1
e Les points M sont donc bien sur la courbe ..
Partie B
n (a) La fonction f est définie pour tout réel x tel que :
Il =g
1+x ™
On a donc :
Dy =1-1;1].

al est dérivable sur ]—1 ; 1] en tant que

(b) La fonction u : x +—
1+x

fonction rationnelle.

Pour tout x appartenanta ]—1; 1],ona:
-2

1 +x)?%

(¢) La fonction u est dérivable sur ]—1 ; 1[, a valeurs dans ]0 ; +o0].

u'(x) =

La fonction racine carrée est dérivable sur ]0 ; +o0o[ donc, d’apres
le théoreme de dérivabilité des fonctions composées, la fonction
J/u est dérivable sur |—1 ; 1[.

On en déduit que la fonction f est dérivable sur ]—1 ; 1[.

. o u'(x)
Comme f(x) = xs/u(x), f'(x) = Ju(x) +xzm.

En remplagant alors u(x) et u’(x) par leurs valeurs, on obtient :

flx) = 1;x+x< 2 ) !

1+x (1+x)?2 2 T—x
1+x
1—x —x2
a1+ )ZXVI_X‘
X
14+ x

(d) Le dénominateur de f’(x) est strictement positif sur ]—1 ; 1[.

Apres simplifications, il vient :

[l =

f’(x) est donc du signe de son numérateur.
Or, le trindme 1 — x — x2 admet deux racines réelles dont une seule

V5-1

a= appartienta Zy.

On en déduit que f’(x) est strictement positive sur ]—1 ; «[ et stric-
tement négative sur Jo ; 1[.

Il en résulte que la fonction f est strictement croissante sur |—1 ; e[
et strictement décroissante sur Jo ; 1[.

El (a Etudions la dérivabilité de la fonction f en 1 :
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(o)
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CONTINUITE ET DERIVATION « CHAP. 4

1—x
— (1 T
lim M — lim Y ltx
x—1- x—1 x—1- x—1
. —X 14+ x
= lim X .
x—=1-\1+x 1—x
Or,
. —X —1
lim = —
x—1-1+x 2
et
. 1+x
lim = 400
x—>1- 1—x
On en déduit que :
i Sx)— f)
im ———— = —
x—>1- x—1

Il en résulte que la fonction f n’est pas dérivable en 1 et que sa
courbe représentative admet au point d’abscisse 1 une demi tan-
gente verticale.

Déterminons les limites de la fonction f aux bornes de son en-
semble de définition.

On a d’une part (1) = 0 et d’autre part :

1—x
lim = lim = —00
x——1t f(X) x—>—1+x 1+x

Dressons le tableau de variation de la fonction f :

X -1 o 1
f'(x) + 0 -
()
f / N
—00 0

Une équation de la tangente a la courbe représentative de la fonc-
tion f au point O est :

y = f(0)x+ £(0).
On obtient : y = x.

Représentation graphique de la fonction f :
La courbe .7 est représentée dans le repere de la question suivante.

La courbe . a pour équation (x — 1)x% 4+ (x + 1)y> = 0.

[ COURS

INTERROS

s

)
LA
=
e
o
=]
o




ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 108 — #118

¢
Mad
D
-_—
(-
(-
e Or, pour tout réel x différent de —1, cette équation peut se mettre
sous la forme : ]
—x
y? =x? .
1+ x
La courbe . a donc pour équation :
b=tk
=|x .
Y 1+x

On en déduit que la courbe .7 est la réunion de la courbe .77 et de
la courbe symétrique de .#] par rapport a 1’axe des abscisses.

y
i ()
x' -1 ) \\____,71— X
()
y|
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Chapitre

Fonctions sinus et

cosinus

1. Dérivées des fonctions sinus et cosinus
2. Etude de la fonction sinus
3. Etude de la fonction cosinus

Exercice type Lycée Francois Mauriac, Bordeaux

L’observation de I’écran graphique d’une calculatrice laisse penser que,
2

. X
lorsque x est un réel, | — — < cosx.

On se propose de valider cette propriété en étudiant la fonction numérique

définie par :
%2
f(x) =cosx — 1—? .

Montrer que f est deux fois dérivable sur R.

E Etudier le sens de variation de la fonction f’ sur R puis en déduire le
signe de la fonction f”.

En déduire le sens de variation de la fonction f sur R puis que, pour
2
X
tout réel x, 1 — 5 < cosx.

2 4
e X X )
n En admettant I’inégalité cosx < 1 — > + 7 valable pour tout réel x,
. . . . . 1 —cosx
déterminer, si elle existe, la limite en 0 de g(x) = —
X

& Dérivées des fonctions sinus et cosinus

€2 Fonction sinus

Propriété 1
La fonction sinus est dérivable sur R et pour tout nombre réel x, sin’ x = cos x.
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Propriété 2

. . L. . sinx
La fonction sinus est dérivable en O et on a hn}) — =1
X— X

Voir exercice 9 pour une démonstration.

€™ Fonction cosinus

Propriété 3
La fonction cosinus est dérivable sur R et pour tout nombre réel wx,
cos’ x = —sinx.

Propriété 4

P PN . cosx —1
On déduit de ce qui précede que lim ——— = 0.
x—0 X

£ Etude de la fonction sinus

€2 Etudesur 7 = [0; 7]
On asin’ x = cosx.

. T . w . T
Or,sur I, cosx >0six < 5,cosx=051x=—etcosx <0six > >

D’ou le tableau de variation sur [0 ; 7] :

x |0 > big
sin’ + 0 -
1
sin S \
0 0

Et la courbe représentative sur [0 ; 7], avec sa tangente a 1’origine : (voir page
suivante)
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FONCTIONS SINUS ET COSINUS - CHAP. 5

A
15 ]

05

0
(72
(=)
=
E® Courbe représentative sur R i
-_—
* Comme, pour tout nombre réel x, sin(—x) = — sinx, on dit que la fonction est -
impaire. \/
Propriété 5

7

CORRIGES

La représentation graphique de la fonction sinus est symétrique par rapport a
I’origine du repere.

* Comme, pour tout nombre réel, sin(x + 277) = sin(x), on dit que la fonction
est périodique de période de 2.
On appelle période d’une fonction f (s’il existe) le plus petit nombre k stricte-
ment positif tel que, pour tout x réel, f(x + k) = f(x).

(

Conséquence graphique :

Propriété 6

La représentation graphique de la fonction sinus dans un repere (O; 7, ) est
invariante par toute translation de vecteur k277, k appartenant a Z.
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&) Etude de la fonction cosinus

E®) Etude sur Uintervalle [0 ; 77|

Pour tout nombre réel x, cos’x = —sinx. Or, sinx > 0 sur [0 ; 7], donc la
fonction cosinus est décroissante sur [0 ; 77].

A

1
X 0 T <
cos’ |0 —
1 0 . >
0 >
cos AN /2
—1

E® Courbe représentative sur R

* On sait que pour tout réel x, cos(—x) = cosx. On dit que la fonction cos est
paire.

Propriété 7

La courbe représentative de la fonction cos est alors symétrique par rapport a
I’axe des ordonnées.

* On sait que, pour tout nombre réel x, cos(x + 2w) = cosx. La fonction cos
est donc périodique de période 2. On a donc cos(x + k2m) = cos x pour tout
nombre k appartenant a Z.
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Propriété 8
La représentation graphique de la fonction cosinus dans un repere (O;7,])

est invariante par toute translation de vecteur k277, k appartenant a Z.
On a représenté ci-dessous les fonctions sinus (en pointillés) et cosinus. Elles

P . b
se déduisent I’'une de 1’autre par une translation de vecteur Ez.

@ Solution de Uexercice type Lycée Francois Mauriac, Bordeaux

n La fonction cos est deux fois dérivable sur R et la fonction :
2
X s . A
x —> 1 — — est deux fois dérivable sur R comme fonction polynome

INTERROS

(

donc la fonction f est deux fois dérivable sur R.

E Pour tout réel x,
f/(x) = —sinx +x,
f"(x)=1—cosx.

Comme pour tout réel x, cosx < 1, on en déduit que f"(x) est positif
sur R et ne s’annule que pour x = 2kmw ou k € Z. Il en résulte que la
fonction f” est strictement croissante sur R.

Comme f/(0) = 0 et f’ est strictement croissante sur R, on peut en
déduire que f’ est strictement négative sur ]—oo ; O[ et strictement po-
sitive sur ]0 ; +o0l.

7

CORRIGES

(

a D’apres 1’étude du signe de f/ obtenu a la question précédente, on en
déduit que la fonction f est strictement décroissante sur |—oo ; O[ et
strictement croissante sur 0 ; +oo[.

La fonction f admet un minimum en 0 et ce minimum vaut f(0) = 0.
Il en résulte que, pour tout réel x, on a f(x) > f(0) soit f(x) > 0.

2
X
Par conséquent, pour tout réel x, cosx — (1 — ?) > 0, d’ou finale-

ment :

P
1— 7 < cos x.
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Francois Mauriac, Bordeaux

n En admettant I’inégalité donnée par le texte et en utilisant le résultat de
la question précédente, on obtient I’encadrement, valable pour tout réel

X
! 57 - ! 57 o 57t
7 S cosx < >t
On encadre alors g(x) :
1 x? 1
===g <z
272 g(x) 2

Or,

On en déduit d’apres le théoreme de limite par encadrement que :

1
li =_.
i, g(x) 5

114
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FONCTIONS SINUS ET COSINUS - CHAP. 5

B v catcuts de timites “ tsmin| ¢
Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?
) ) . sin3x

n lim sinx =1. n lim =1

x—+00 x—=0 X

1 . COSX

Bl lim xsin (—) =1 a lim =L

x—>+00 X ) 7 X

nacn Dérivées de fonctions trigonométriques {#Umin‘epﬂ’;;igé‘

Pour chaque question, plusieurs réponses vous sont proposées. Au moins une
est juste. Donner toutes les réponses justes.

. . s . b
n Soit f la fonction définie par f(x) = sin (2x + Z) Alors f/(x) =

[a] 2 cos (2x + %)

bid
[b] cos (x + —)
4
[€] 2 cos(2x)
[d] v/2(1 — 2sin® x — 2sin x cos x)
n La fonction tangente est définie par tan x = %. Alors, pour tout réel
co

de I’intervalle {0 : % [, tan’ x =

CcOoS X 1
@] - sinx [®] cos2 x
[c] 1 + tan® x [d] — In(cos x)
3sind x — 6si 5
El Soit £ la fonction définie par f(x) = ot OMEED por
sin“x + 1

flx) =

4 sin? x cos x 9sin x cos x — 6.cos x

[B]

O (3sin* x 4+ 15sin® x — 10sinx — 6) cosx
(sin® x + 1)2
n Soient f et g deux fonctions définies sur R par f(x) = sin2x et
g(x) = 2x. Les courbes représentatives des fonctions f et g ont des
tangentes communes en :
[@] aucun point [b] un point

(sin®x + 1)2 2 sinx cos x

[c] deux points [d] une infinité de points

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

(
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ﬂm Propriétés des fonctions trigonométriques {iomin\"p_cggiﬂé‘

INTERROS

Pour chaque question, une seule réponse est juste. Choisir la bonne réponse.
n Une période de la fonction f : x > cos(3x) est :

2 3
[a] = [b] 3 [c] =
3 2
n La fonction x +— cos (x + %) est:
[a] paire [b] impaire [c] ni I’un ni I’autre
a La fonction g : x +> sin3x est :
[a] paire [b] impaire [c] ni I’un ni I’autre
n Une période de la fonction £ : x > sin <$> est:
14
[a] 27 [b] 5 [c] 87
o i
n acM  Variations L ep.c?z?ge \

Pour chaque question, une seule réponse est juste. Choisir la bonne réponse.
. P g
n La fonction f définie sur [0 ; 7] par x +— cos (x + Z) est:
[a] croissante sur [0 ; 7]

[b] croissante sur [2 ; 7]

. 3
[€] croissante sur T LT

E La fonction g définie sur / = [0 ; ] par g : x > sin(2x) :
[a] a les mémes variations que la fonction sin sur /

. b4
[b] est croissante sur [O ; Z}

[c] est monotone sur /

n La fonction A définie sur [0 ; w] park : x > sinx + cosx :
[@] est décroissante
[b] admet pour maximum +/2

. g
[c] admet pour maximum )

n La fonction k : x +> cos3x définiesur I = [—2;2]:
[a] a les mémes variations que la fonction cos
[b] admet un maximum local pour x = 2
[c] admet deux minimums locaux sur /
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FONCTIONS SINUS ET COSINUS - CHAP. 5

u Fonction dérivée *  15min ‘ ep_c?;;igé ‘ —
Lycée Jean-Pierre Vernant, Pins-Justaret

Calculer la dérivée des fonctions suivantes en précisant leur ensemble de dé-
finition.

) T
n f(x) =2sin(8x) — 5cos <7x— 5) 2
4 o
Bl s(x) = [cos(7x)]". o
n hx) = smx'
CcoS X
E Equations et inéquations Kok S Zmin °p_°?5§"°\
Lycée Buffon, Paris é
n Résoudre dans R, puis dans I = [—r ; 7], I'inéquation : E
T 1 =
. _ = > _ z
sin (3x 6) Z 5 —

E Résoudre dans R, puis dans J = [—x ; 3], I’équation :

2 cos® x +3cosx +1=0.

ya

CORRIGES

n Inéquation associée a une équation * B min‘ °p_°;’;gi9é ‘
Lycée Jean-Pierre Vernant, Pins-Justaret

Résoudre dans I'intervalle | — 7 ; 7| :
n 25in2x+(2—«/§>sinx—\/§=0.
E 25in2x+(2—«/§>sinx—\/§<0.

(

Aide : (2+f3)2 =7 +44/3.

n Etude d’une fonction Kk - 25min Qp%r;ise‘
Lycée La Bruyeére, Versailles

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 3 cosx — 2 cos’ x.
On appelle C sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O; 7,7).
n Démontrer que f est paire et périodique de période 2.
n Justifier que f est dérivable sur R et que, pour tout réel x,
f'(x) = 3sinx cos2x.

a Etudier les variations de fsur[0; ]
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n Déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) = 0,5 dans I’in-
tervalle [0 ; ].
Donner un encadrement d’amplitude 10~ de chacune de ces éventuelles
solutions.

B Tracer la courbe représentative de f sur [0 ; 7 ]. Comment en déduire la
courbe C sur R?

- ] by A, _‘I . c s
n Une limite a connaitre hok o Ctsmin @ Spiee
Lycée Virlogeux, Riom
. B . fx+h) = fx)
n Expliquer ce que représente }}m}) —
. . . sinx
n En déduire, en fonction de x, la valeur de lim ——.
x—0 Xx
] - " z - ~‘I . c s
m Limites trigonométriques %% - 15min °p_ e \
Lycée Chaptal, Paris
. ) , . . sin(ax)
n Soit o un nombre réel non nul. Déterminer lim — .
x—0 sin(x)
-1
n Calculer lim %
x—0  sin“(x)
. . so n L .- Corrigé
m Fonction trigonométrique * & = 30min °p_ i

Lycée Lakanal, Sceaux
Soit f la fonction de R vers R définie par :
f(x) = cos(3x) cos® x.
Soit C la courbe représentative de f dans un repére orthonormal.
n (a) Montrer que f est paire et périodique de période . Expliquer pour-

quoi on peut réduire 1’étude de f a I'intervalle [0 ; %} .

(b) Etudier les variations de f.
E (a) TracerC.

(b) Déterminer I’abscisse des points de C ou la tangente a C est
parallele a I’axe (Ox).

m Aire maximale kk Comin ep_c?;igé |
Lycée La Bruyeére, Versailles

Les parents d’ Amélie utilisent un paravent a trois panneaux pour cacher un
tas de vieilleries dans leur garage.
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FONCTIONS SINUS ET COSINUS - CHAP. 5

Le paravent est déplié contre un mur de la fagon suivante : /\

mur

vieilleries

COURS

paravent

B C

Les trois panneaux du paravent sont de méme longueur. Le quadrilatere ABCD
est un trapeze isocele. On pose AB = BC = CD = 1, et on appelle x la me-

. — . jT
sure en radians de I’angle BAD comprise entre 0 et R

n Exprimer la longueur AD ainsi que la hauteur BH en fonction de x.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

n (a) Montrer que I’aire disponible derriere le paravent est égale en fonc-
tionde x a:

A(x) = (1 4+cosx)sinx.

(b) Montrer que pour tout x € {O ; %},

ya

CORRIGES

Alx) =2 (cosx — %) (1 + cosx).

(c) A I’aide du cercle trigonométrique, résoudre dans I’intervalle [0 ; %}

I’inéquation cos x > >

(

(d) En déduire le sens de variation de la fonction A sur [O ; %} .

(e) Quelle est I’aire maximale de la zone que 1’on peut cacher ainsi
avec ce paravent, et comment faut-il I’installer ?

m Axe de symétrie %k G min| ep_c?sr;igé |
Lycée Hoche, Versailles

1
On considere la fonction f définie sur R par: f(x) =1 +sinx — > cos(2x).

n (a) Prouver que f est périodique sur R.
(b) Démontrer que f n’est ni paire, ni impaire.

n Etablir les variations de f sur [—7 ; 7] puis construire la courbe de f
sur I'intervalle [— ; 7].

a Démontrer que les fonctions f et f2 ont les mémes variations sur R.
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m Un algorithme %Kk - 30min \ °p_°$3’;'9° \
Lycée Teilhard de Chardin, Saint-Maur-des-Fossés
La fonction f est définie sur R par: f(x) = sin? x + cos x.

INTERROS

C est sa représentation graphique dans un repére orthonormé (0; 7, 7).
Démontrer que f est périodique de période 27.

Démontrer que 1’axe des ordonnées est un axe de symétrie de la courbe

C.

En déduire que 1’on peut restreindre I’intervalle d’étude de f a [0 ; ].
Vérifier que pour tout réel x ona : f'(x) = (2cosx — 1) sinx.

Déterminer le signe de f’(x) sur [0 ; 7] et en déduire le tableau de va-
riation de f sur [0 ; ]

Démontrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique sur
[0;m].
On considere 1’algorithme suivant :
Entrée
Saisir les valeurs de a, b et p
Traitement

Tant que b-a>p
c prend la valeur
Si f(a) x f(c) <0, alors b prend la valeur ¢
Sinon a prend la valeur c
Fin de Tant que
Sortie
Afficher a et b

atb
2

(a) Faire fonctionner 1’algorithme aveca = 1,b = 3 et p = 0,1 et
compléter le tableau suivant :

Etape Test:b—a>p | c | Test: f(a) x f(c) <0 | a | b

3

1 Vrai 2 Faux 213
2

(b) Quelles sont les valeurs affichées a la sortie de 1’algorithme ? Que
peut-on en déduire ?

n Résoudre 1’équation (E) : X2-X—-1=0.
n Montrer que « est solution de f(x) = O si et seulement si coso est
solution de (E).

m En déduire la valeur exacte de cos «, puis un encadrement au centieme
de «. Vérifier que ce résultat est en accord avec les valeurs trouvées a la
question m
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FONCTIONS SINUS ET COSINUS - CHAP. 5

B Etude de la dérivabilité en 0 woxx o SR
Lycée Notre-Dame-du-Grandchamp, Versailles

n On désigne par g la fonction numérique définie sur [0 ; ] par :

g(x) = xcosx —sinx.

Etudier g et dresser son tableau de variation.
En déduire le signe de g(x) sur [0 ; ].

COURS

E Soit f la fonction numérique définie sur [0 ; ] par :
fO =1
fx) = Slxﬂ . x€]0;7]

Justifier que f est continue en 0, puis étudier les variations de f.
El Etude de la dérivabilité de f en 0.
(a) Prouver que, pour tout nombre réel x > 0,on a:
G

3

0<x—sinx < —

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Aide : pour cela, on introduira la fonction ¢ définie sur [0 ; 400
3

X
par ¢(x) = sinx — x + R On calculera les dérivées ¢’, ¢” et ¢

et on en déduira le signe de ¢(x).

(b) Prouver que f est dérivable en O et calculer f'(0).

CORRIGES

m Encore de la trigonométrie ! Fxk - 20min °p_°1°3';i9é‘
Lycée Albert Camus, Bois-Colombes

On donne la fonction f définie sur R par :

1 —cos\/x
- .

(

fx) =
n Déterminer par comparaison la limite de f en 4-o00.

E On considere la fonction g définie sur R* par :

1 —cosx
gx) = ————.
X

Montrer que, pour tout x non nul, on a:

Cox\ 2
sin —

g(x) = % =
2
et en déduire la limite de g en 0.

A T’aide d’une composée, déterminer alors la limite de f en 0.
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n wsk Calculs de limites \ep.immé‘

CORRIGES

n Faux. La fonction sin n’a pas de limite a I’infini.

1
E Vrai. En posant X = — :
X

. . (1 . sinX L
lim xsin|— | = lim =1 d’apres le cours.
x—>+00 X X-0 X
B Faux. En posant X = 3x :
. sin3x . sinX
lim = lim —— =3.
x—=0 X X—0 Z

3

_ T
n Vrai. En effet, lin}t w

X—=>75 x—i

est, par définition, le nombre déri-

T, . (T .. L
vée de cosx en > qui est — sin (5) = —1. On aici I’opposé, qui vaut
donc bien 1.

Aokl

E acm Dérivées de fonctions trigonométriques 0. 115

n Laréponse [a] est juste par définition.
Laréponse [d] estjuste aussi et est obtenue en utilisant les formules de
trigonométrie :

2 cos (2x + %) =Y (cos(2x) cos (%) — sin(2x) sin (%))
=) ((1 = 25in2x)§ — (2sinx cosx)?)

= ﬁ(l —2sin®x — 2sinx COS X).

E Les réponses [b] et [c] sont correctes.

=1l +tan2x.

< sin x >/ cos? x + sin’ x 1
COS X cos? x cos? x
a Laréponse [c] est la bonne, elle nécessite juste un peu de soin.

2x —6cosx)(sin®x + 1) — (3sin® x — 6sinx + 5)(2 sinx cosx)

(sin? x + 1)2
_cosx(3 sin*x + 15sin® x — 10sinx — 6)
(sin?x + 1)2

(9 cos x sin

flx) =

n La réponse [b] est correcte. Pour que les deux courbes aient la méme
tangente au point d’abscisse x, il faut que les dérivées des fonctions
soient égales donc que 2 cos 2x = 2, ou encore que cos 2x = 1.

Donc 2x =2k, k € Z,etx = km, k € Z.
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Mais il faut aussi que pour ces valeurs de x, les deux courbes aient /\
un point commun, c¢’est-a-dire que sin(2kw) = 2k, il faut donc que
—1 < 2km < 1. La seule valeur de k qui convient est k = 0. Les
courbes représentatives ont donc une tangente commune en un point.

@ Enoncé
‘ . 116 ‘

COURS

H acM Propriétés des fonctions trigonométriques

n Réponse [a] . En effet, pour tout x réel,

.

2 2w
S <x + ?) = cos {3 (x + ?)} = cos(3x + 2m) = cos 3x.

E Réponse [c] . En effet, la fonction cos est paire, mais cette fonction est
obtenue par translation de la fonction cos le long de I’axe des abscisses

v .. .. .
de 1 elle n’est donc ni paire ni impaire.

INTERROS

a Réponse [b] . En effet, pour tout réel x,

g(—x) = sin(3(—x)) = sin(—3x) = —3sinx = —g(x).

Donc g est impaire.
n Réponse [€] . En effet, pour tout réel x,

8
h(x + 8m) = sin <w>

—sin<x+n +8_7t)
B 4 4

. X+
=sm<—4 +27t)

s

)
LA
=
e
o
=]
o

Remarque : pour les questions n et a, on a trouvé une période, mais
on n’a pas montré que c’était la plus petite.

n acm Variations ‘ ep-Em * ‘

n Réponse [c] . En effet, la fonction cosinus est croissante sur [7 ; 27 ],
. 3
donc f est croissante sur T s .
n Réponse [b] . En effet, g/(x) = 2 cos2x donc :

gW>0eume|-2: 2] emexe|-T:L] @
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¢
‘Ml
9
(-
(- 1
e H Réponse [b] . Cette fonction est périodique de période 27, donc on peut
I’étudier sur [— ; 7].
h'(x) = cosx —sinx
3
W (x) >0« cosx >sinx < x € [_Tn c %} :
On obtient donc le tableau suivant :
x | -n -~ & i
h(x) — 0 + 0 -
-1 ﬁ
h(x) N / N
-2 —1
n Réponse [c] . Etudions la fonction sur [—7 ; 7] dans un premier temps.
k'(x) = —3sin3x
K'(x) >0« sin(3x) <0
S 3xel—-n;0 (Q2n)
b4 2
e[-Z0] &
ere|-3 S
SO O R )
Xx€|-mi——|U|-%; = =
3 3 33
On obtient donc le tableau suivant :
x | -m -2 -2 -z 0 z 2z e
Kxfo + o0 | - 0 + 0 - 0 + [0 — 0
1 1 1
k(x) / N / N / N
—1 —1 —1 —1
Il y a deux minimums locaux sur [—2 ; 2].
A ATTENTION
. . 2z R . N
Ne pas se laisser piéger : 3 est tres proche de 2, et si on se fie a la
calculatrice, on peut croire que le maximum est atteint en 2.
124
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. A Enoncé
u Fonction dérivée \ﬂ_?%"“\
Lycée Jean-Pierre Vernant, Pins-Justaret

n La fonction f est définie et dérivable sur R comme somme et composée
de fonctions définies et dérivables sur R.

f'(x) =16 cos(8x) + 35 sin <7x = %) .

COURS

E g est définie et dérivable sur R comme puissance entiere d’une fonction
définie et dérivable sur R.

g'(x) =4[ —Tsin(7x)] x [cos(7x)]3 = —28sin(7x) cos> (7x).

.

a La fonction s est définie et dérivable pour tout x tel que cosx # O,

b4
c’est-a-dire pour tout x 7# ) +km, k € Z.

(7r]
S
, COSX X COSX +sinx X sinx 1 g
h(x)= 5 =——. ]
(cosx) COS” X —_
=
z c = c Enoncé
E Equations et inéquations \°p_ e
Lycée Buffon, Paris
n D’apres le cercle trigonométrique,
(¢ )
1 5 =
sinX}—pourz+2kn<X<—n+2kn , kel =
2 6 6 g=:
Cela signifie que : 8
b4 1 F14 T Smw
in(3x—%) > 2 & T+2%ur <-4
sin ( 5 6 > < 6 + 2km 5 6 3 + 2km
©%+2kn <3x <+ 2kn
N b4 I 2k P T 2kmw
— 5 — <x<< - .
9 3 3 3
Si I’on ne veut que les solutions dans [— ; 7], les valeurs extrémes
2k
que I’on peut prendre pour k vérifient : —m < % + Tn’ c’est-a-dire
2km

5 . b4 .
—3 < k, et comme k est entier, —1 < k, et : 3 + <, soitk < 1.

k peut donc prendre les valeurs —1,0 et 1. ’
L’ensemble solution est donc :
§_ [_5_”._2} U[E-E]U[L’T.n}
9" 3 9°3 9 T
E On pose X = cos x. L’équation devient alors : 2X> +3X + 1 = 0.
Le discriminant est égal a 1; I’équation admet donc deux solutions :

1
X==lagX=—=,
2
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Alors, I’équation 2 cos® x + 3 cosx + 1 = 0 équivaut a :

CORRIGES

cosx = —1 ou COSX = —— ,
c’est-a-dire :

2
X =—mw+2knr ou x=?n+2k/7t

2
ou x:—?n+2k”7t , keZ, kK eZ k' eZ.
L’ensemble des solutions de I’équation dans I’intervalle [—m ; 37] est

donc :
2r 2m 4w 8m }
S—{—TF,—?,?,N,?,?,?’” .

Dol

ﬂ Inéquation associée a une équation 0117

Lycée Jean-Pierre Vernant, Pins-Justaret

On pose X = sinx.
n Le polynome 2X2 4+ (2 = ﬁ) X —+/3 apour discriminant 744+/3, que
2
I’on factorise sous la forme (2 + x/§> (en utilisant I’aide de 1’énoncé).

L équation 2X? + (2 = ﬁ) X — /3 = 0 admet donc deux solutions :

3
X=—letX = g
L équation 2 sin® x + (2 = «/§) sinx — /3 = 0 équivaut donc  :
. . V3
sinx = —1 ou sinx = —.
2
3
Dans l'intervalle | — 7 ; [, sinx = —1 pour x = —%, etsinx = £
T 2
ourx = —oux = —.
. 3 3
2
L’équation admet donc trois solutions dans | — 7 ; [ : —%, % et ?n

E Grace aux calculs de la question n, on connait les racines de 1’expres-
sion 2X2 + (2 — «/§> X — /3.
Comme le coefficient de X? est positif, on sait que cette expression est
inférieure ou égale a 0 lorsque X est compris entre les racines, c’est-a-

V3

dire: -1 <X < —.
2

db=

En revenant a la variable x, celadonne : —1 < sinx <
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Le cercle trigonométrique montre que les solutions dans | — 7 ; [ de /\
cette double inéquation sont tous les réels x tels que :

R

COURS

.

INTERROS

n Etude d’une fonction =5

Lycée La Bruyere, Versailles

n La fonction f est paire lorsque pour tout réel x de son ensemble de
définition, on a f(—x) = f(x).
Ici, f(—x) = 3cos(—x) —2cos>(—x) = 3cosx —2cos> x = f(x) car
la fonction cos est paire.

)
LA
=
e
o
=]
o

De plus, comme la fonction cos a pour période 27 :

f(x+2m) = 3cos(x+2m)—2 cos’ (x+2m) = 3cosx—2 cos’ x = f(x).
La fonction f est donc paire et admet 2z comme période.
E f est composée de la somme et du produit de fonctions dérivables sur

R, elle est donc dérivable sur R, et les formules de dérivation donnent :

F(x) = =3sinx — 2 x 3 x (—sinx) x cos>x

= —3sinx + 6sinx cos® x

= —3sinx (1 — 2coszx).

Or, cos(2x) = —1 + 2 cos? x.
Par conséquent, on a bien f/(x) = 3 sinx cos(2x).

a Pour x compris entre 0 et 7, on a 2x compris entre 0 et 277. Dans cet
. b4 3 . 3
intervalle, cos(2x) < 0 pour ) <2x < - c’est-a-dire Y <x < =
On peut alors dresser le tableau de signes de f/(x) et le tableau de varia-
tion de f page suivante.
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(V¢ ]
Al
9
(- 4
(- 4
= : P ¥«
sin x 0 + + + 0
CcoS 2x + 0 — 0 +
eyl 0 + 0 — 0 + 0
V2 1
Sfx) /! N /!
~1 —2

n D’apres le tableau de variation de f, sur [0 ; %}, ona f(x) > 1, donc
f(x) = 0,5 n’a pas de solution dans cet intervalle.
De méme, sur [%T ; n} ,ona f(x) < —1,donc f(x) =0,5n’apasde
solution dans cet intervalle.
En revanche, sur I’intervalle {% ; 3%}, la fonction f est continue et
strictement décroissante ; f (%) >05>f (3771) d’apres les valeurs

du tableau de variation. Donc d’apres le corollaire du théoreme des va-
leurs intermédiaires, il existe un réel unique o compris dans I’intervalle

[% ; 3%} tel que f () =0,5.

Ce réel « est 'unique solution de I’équation f(x) = 0 dans I’intervalle
[0;m].

Ala calculatrice, on trouve : f(1,40) ~ 0,500 08 et f(1,41) ~ 0,412 10.
Par conséquent, 1,40 < o < 1,41.

B Tableau de valeurs pour tracer la courbe de f :

0 T T T T 21 3 S
7 al = ad ad = tad -
6 4 3 2 3 4 6

)~ |1 1314125 0| —-125|—-14]|—-1,3| —1

T

Pour tracer la courbe de f, on gradue I’axe des abscisses par fractions
de 7. D’autre part, on connait quatre tangentes horizontales.

154

1

0,5

0 —>

[SIE]

~0,5
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Comme la fonction est paire, on obtient la partie de la courbe entre — et /\
0 par symétrie par rapport a I’axe des ordonnées. Puis comme la fonction
est de période 27, on obtient la totalité de la courbe en translatant le
morceau tracé entre —m et 7w, de 2k unités, avec k qui décrit Z.

n Une limite a connaitre | N |
Lycée Virlogeux, Riom
fx+h) — f(x)

COURS

n La quantité est le taux de variation de la fonction

entre x et x + A et sa limite quand & tend vers 0 est f/(x), si cette li-
mite existe et est finie.

.

. sinx —sin0 . sinx ., g
n On adonc lim —— = lim —— =ssin’(0) = cos0 = 1. o
x—0 x—0 x—=0 X o
[SLE]
=
- . s Enoncé —
ETY Limites trigonométriques S
Lycée Chaptal, Paris

n Pour tout réel x non nul :

sin(oex) sin(oex) X 17,
- = o X X — 0 R
sin(x) ox sin(x) (1)
Or, d’apres le cours : 5
in(ax) S
. . . sin(ax
lim — =1 dontondéduit: lim =1.
x—0 sin(x) =0  ox

Finalement :

sin(ax) =ax1lxl=«

im —
x—0 sin(x)

) ; . .. cosx — 1
E Le numérateur et le dénominateur sont de limite nulle, donc —
sin” x
présente une forme indéterminée en 0.

Cependant, en utilisant cos?x +sinZx =1:
cosx — 1 cosx — 1 —(1 —cosx)

sin2x  1—cos?x (1 —cosx)(1 +cosx)’

En simplifiant le numérateur et le dénominateur :

cosx — 1 . -1
sinfx  l+cosx’
Donc :
cosx — 1 -1 1
im = = ——.
x>0 sin®x 1+1 2
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bl

m Fonction trigonométrique . 118

Lycée Lakanal, Sceaux
n (@ f(x+m) =cos[3(x+m)] cos3(x + )
= cos(3x + 27 + 1) cos3(x + ).

CORRIGES

Or,

cos(X +m) = —cos X
et

cos(X +2m) =cos X ,
donc :

f(x 4 m) = —cos(3x)[— cos’ (3x)]
= cos(3x) cos’ (x)
= fx).
La fonction f admet donc v pour période.
f(=x) = cos(—3x) cos® (—x) = cos(3x) cos>(x)

car la fonction cos est paire. Donc f(—x) = f(x), ce qui signifie
que f est paire.
Lafonction f étant périodique de période 7, il suffit de I’ étudier sur

. . T .
une période, par exemple sur I’intervalle [— > ; 5} . Mais, comme

b4
elle est aussi paire, il suffit de 1’étudier sur ’intervalle [0 ; E} s

I’étude sur I’intervalle [—% ; 0} se déduisant par symétrie.
(b) La fonction f est dérivable sur R et, pour tout x € R,
f'(x) = —3sin(3x) cos’x — 3 cos(3x) sinx cos” x
= —3cos’ x (cos(3x) sinx + sin(3x) cosx)
= —3sin(4x) cos® x

car sin(a + b) = sinacosb + sinb cosa.

D’ou le tableau de variation de f pour x € [O,%} :
« Jo oz
/&0 — 0 + 0
1 0

f N /

Al

T ow
E (a) On représente la courbe de f entre -3 et 0 (pour I’obtenir sur R,

il suffit de translater la courbe ainsi tracée).
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Sl
COURS

.

(b) La tangente a C au point d’abscisse x a pour coefficient directeur
f/(x). Les points en lesquels la tangente a C est parallele a (Ox)
sont donc les points d’abscisse x tels que :

f'(x) =0 <= sin(4x) cos’x =0 x =0 (%)-

INTERROS

Cette condition tient compte de I’annulation possible du cosinus ;

Y .. . .
en effet, dans ce cas x = ) (), cette condition impliquant la

condition ci-dessus.

. . N
Ce sont donc tous les points d’abscisse kZ ouk € Z.

s

EZY Aire maximale Wiral
Lycée La Bruyeére, Versailles

n Comme le trapeze est isocele, AD = 2AH + BC.

De plus, AH = ABcosx et BH = ABsinx donc AD =1+ 2cosx et
BH =sinx.

Bl @ A()=AH xBH+ BH x BC

=1xcosx xsinx +1 x sinx x 1

)
LA
=
e
o
=]
o

= (cosx + 1)sinx .

(b) La fonction A est dérivable sur R comme produit de fonctions déri-
vables sur R.

A'(x) = cosx (1 + cosx) + sinx(— sinx)
=cosx(l +cosx)— (1 — cos? X)
=2cos’x +cosx — 1.
Or,
1 2 1 1
2({cosx — =) (I +cosx) =2(cosx +cos"x — - — —cosx
2 2 2
=2cos’x +cosx — 1.

1
Cela prouve que ’on a bien A’(x) = 2 <cosx — 5) (1 4 cosx).
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(]

Sur le cercle trigonométrique, on lit que dans I’intervalle [O ; %},

5 1 e [o ”}
on acosx > — pour x o =,
2 P B

(d) On calcule :

T 1)«/5 33
2 4

A0)=0 : A(—):l : A3=<1 -
0 2 3) + >
Grace a la question m, on connait le signe de A’(x) sur {0 ; %}

et on peut établir le tableau de variation de A suivant :

x [0 5 3
A(x) T =
33
x
A(x) /! N
0 1

4
(e) L’aire maximale est obtenue lorsque 1’angle BAD mesure 3 ra-

343
dian, et elle vaut alors S

5] Axe de symétrie (S
Lycée Hoche, Versailles
B} @ fG+27)=1+sin(x+27)+ %cos [2(x +27)].

Comme les fonctions sin et cos sont de période 2, on trouve :

f(x+2m)=1+4sinx + %cos(Zx) = f(x).

La fonction f est donc périodique et 27 en est une période.



N Un algorithme — v. 1.0 ah)
14 novembre 2014 — page 133 — #143

FONCTIONS SINUS ET COSINUS - CHAP. 5

1 1
b) fO)=1- 5 = > La fonction n’est donc ni paire ni impaire car /\
pour x = 0, elle ne vérifie ni f(—x) = f(x),ni f(—x) = —f(x).

n La fonction f est dérivable sur [— ; 7] puisque les fonctions sin et cos
le sont. De plus,on a :

f/(x) = cosx + sin(2x).

COURS

Comme sin(2x) = 2sinx cosx,ona:

f/(x) =cosx + 2sinx cosx = cosx(1 + 2sinx).

.

Sur [—m ; ], cosx > 0 pour x € }—%;%[etl—l—ZSinx < 0 pour
S5 n[

1
sinx < —3 donc pour x € }—

6 6L -4

Cela permet d’établir le tableau de signes de f'(x) puis le tableau de E

variation de f : -

-_—

T e . . S S SR N
cos x — = 0 + + 0 -
14 2sinx T 0 = = 0 + +

f'(x) - 0 4+ 0 - 0 + 0 - o

0.5 0,5 2.5 S

£ N / N % N =

0,25 0,25 0,5 8

B D’apres le tableau de variation précédent, on constate que le minimum
de f sur [—m ; ] est 0,5, donc la fonction f est positive sur [—7 ; ].
Or, f estde période 2m et [—m ; ] est d’amplitude 27 ; par conséquent,
f(x) > 0 pour tout réel x.
D’autre part, comme la fonction f est dérivable, la fonction f 2 Pest
aussi, et sa dérivée est égale 2 2 ff. Or, pour tout réel x, f(x) > 0 donc
la dérivée de f2 est du méme signe que f’, ce qui montre que les deux
fonctions, f2 et f ont les mémes variations sur R.
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m Un algorithme | ep_z?;ﬁneé |

Lycée Teilhard de Chardin, Saint-Maur-des-Fossés

Les fonctions sin et cos sont périodique de période 2 donc pour tout
xeR:

f(x+2m) = sinz(x + 2m) 4 cos(x + 2mw) = sin® x + cosx = f(x).
La fonction f est donc périodique et 27 en est une période.

Pour tout réel x, comme la fonction sin est impaire et la fonction cos
paire,on a:

sin®(—x) 4 cos(—x)

f(=x)

(—sinx)? + cosx
= sin® x + cosx

= f(x).
La fonction f est donc paire, ce qui signifie que I’axe des ordonnées est
axe de symétrie de la courbe dans un repere orthonormé.
Comme f est de période 27, on peut restreindre 1’étude de f a I’inter-
valle [—m ; w] d’amplitude 27 .
Comme f est paire, et comme I’intervalle [—m ; 7] est symétrique par
rapport a 0, il suffit d’étudier f sur le demi-intervalle: [0 ; ].
La fonction f est bien dérivable car les fonctions sin et cos sont déri-
vables sur R.

f/(x) =2cosxsinx —sinx = (2cosx — 1) sin x.
1
Sur ]0 ; [, sinx > O et2cosx — 1 > 0 pour cosx > —, donc pour

g
X € }0 ; 3 {
On obtient le tableau de signes de f’ puis le tableau de variation de f

sur [0 ; 7r] suivant :

X 5
sin x 0 + + 0
2cosx — 1 + 0 -
f'(x) 0 + 0 - 0
5
)
fx) /! N
1 —1

. T . . . L.
Sur I’intervalle [§ ; n} , la fonction est continue et strictement décrois-

4 . P
sante. f (;) > 0 et f(r) < 0. Donc d’apres le corollaire du théo-
reme des valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement mo-

notones, il existe un réel o unique dans 3 ;| tel que f(a) = 0.
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D’autre part, d’apres le tableau de variation, la fonction f ne s’annule /\
14 .. .
pas entre O et 3 car son minimum sur cet intervalle est 1.

Par conséquent, o est 'unique réel de [0 ; 7] tel que f(«) = 0.
n (a) On ale tableau suivant :

(b) L’algorithme affiche 2,187 5 et 2,25, qui constituent un encadre-
ment de « d’amplitude inférieure ou égale a 0,1.

n Le discriminant de ’équation X> — X — 1 = 0 est égal a 5. Elle admet
1-v5 1+45

) et >
n a vérifie f (o) = 0 si et seulement si sin® o + cos o = 0. En remplacant

(¢
. Test : Test : o
Etape b—a>p ¢ fla) x f(c) <0 a b g
(3 )
1 3
1 Vrai 2 Faux 2 3
2 Vrai 2,5 Vrai 2 2,5 Ny
3 Vrai 2,25 Vrai 2 2,25
4 Vrai 2,125 Faux 2,125 | 2,25 .
5 Vrai 2,1875 Faux 2,1875 | 2,25 g
6 Faux o=
[
=

donc deux solutions qui sont :

s

sin? a par 1 — cos? « et en multipliant par —1, on trouve la condition :

Cosza—cosa—lzo,

)
LA
=
e
o
=]
o

ce qui signifie que cos « est une solution de (E).

. : . . -5
m La seule solution de I’équation (£) qui convienne est > car

14+4/5
2

> | et ne peut donc pas étre égale a un cosinus.

. 1—4/5
Par conséquent, coso = 5
A la calculatrice, a l’aide de la touche €OS-1] , on trouve

2,23 < a < 2,24, ce qui est bien compatible avec le résultat de la

question m

B Etude de la dérivabilité en 0 [
Lycée Notre-Dame-du-Grandchamp, Versailles
n La fonction g est dérivable sur [0 ; 7] et :

g (x) =cosx —xsinx — cosx = —xsinx.

Comme sur ]0 ; 7[, x > 0 et sinx > 0, on en déduit que g(x) est
strictement négatif sur cet intervalle donc g est strictement décroissante
sur [0 ; ].
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g(x) N

—TT

La fonction g admet un maximum égal a 0 en 0, puis elle est strictement
décroissante sur [0 ; 7] donc g(x) < 0 pour x €]0; «].

sin x . . Aq
E Pour tout x €]0; ], f(x) = —— , la fonction est continue et dérivable.
X
o . sinx 3
On sait (résultat du cours) que hr% —— = 1. Par conséquent, comme
X—> X

la limite de f en O est égale a f(0), la fonction f est, par définition de
la continuité, continue en 0.

Pour étudier les variations de f, il suffit d’étudier ses variations sur
]0; 7]. On peut donc calculer la dérivée de f sur ]0; ] :

xcosx —sinx  g(x)
X X
D’apres I’étude du signe de g(x), on en déduit que f/(x) < Osur]0; 7]
et donc strictement décroissante sur [0 ; 7r].
3

a (a) Soit p(x) = sinx — x + % Tous les calculs suivants sont sur
[O;7].Ona:
%2
¢ (x) =cosx — 1 + - - ¢"(x) = —sinx +x

et ¢"(x) =—cosx+1.

Comme cos x < 1, ¢"(x) > 0; la fonction ¢” est donc croissante.

Comme de plus ¢”(0) = —sin0 + 0 = 0, on a alors ¢”(x) > 0;
cela prouve que la fonction ¢’ est croissante.

2
On a encore ¢'(0) = cosO — 1 + > = 0 et, par conséquent,

¢'(x) > 0.
La fonction ¢ est par conséquent croissante, et comme ¢ (0) = 0,
on obtient que ¢(x) > 0.
On obtient donc :
x3

—sinx +x > 0 (car ¢”(x) > 0) et sinx—x+€ >0,

c’est-a-dire :
x3
x —sinx < 3 (car p(x) = 0).

Cela justifie donc I’encadrement proposé.
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FONCTIONS SINUS ET COSINUS - CHAP. 5

(b) Pour étudier la dérivabilité de f, il faut étudier la limite lorsque x /\
tend vers O du taux de variation :
fx)—f0O) |E—1  sinx—x
x-0 x  xz
N : o : x3 »
D’apres la question précédente, 0 < x — sinx < R donc en n==
divisant par x> qui est positif : 8
sinx —x _ x
0 —— <+
X 6
Le théoréme de limite par encadrement permet donc de prouver \/
que :
. sinx —x
lim 5 =0
x—0 X

La limite du taux d’accroissement de f entre 0 et x existe et elle est
finie, donc f est dérivable en 0, et sa dérivée est égale a la limite,
c’est-a-dire f/(0) = 0.

INTERROS

BT Encore de la trigonométrie ! S
Lycée Albert Camus, Bois-Colombes

n On encadre f(x) par deux expressions de méme limite :
Pour tout réel x strictement positif, on a :

—1 < cos/x < 1.

)
LA
=
e
o
=]
o

On multiplie par —1 :
—1< —cos/x < 1.

On ajoute 1 puis on multiplie par — qui est strictement positif. On obtient
X
alors I’encadrement :

=N

0< fx) <

.2 . .
Comme lim — = 0, on en déduit, d’apres le théoreme de limite par
x—>+00 X
encadrement, que :

lim f(x)=0.

xX—>—400

E En utilisant les formules de duplication, on obtient :

COSX = COS (2 X f) =1 —25in2£.
2 2

11 suffit alors de remplacer cos x par cette expression dans le numérateur
de g(x) pour obtenir :

. . . 2
sin? 3 sin” 5 1 (sin3
gx)=2x ) =2x = — = .
2
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(7]
RAd
L)
-_—
(- 4
o X sin x
e Or, lim — = 0 et, d’apres le cours, lim —— = 1, donc d’apres le
x—0 o . x—>0 X
théoréme de limite par composition,
X
sin 5
lim = 1,
x—0 f
2

Par conséquent,
1
li = —.
et =3

On remarque que f (x) = g(4/x) pour x positif. On peut donc appliquer
le théoréme de limite par composition :

lim X =0

x—0t
et
lim g(x) = l
x—>0g - 2 ’
donc : ]
li = -
M g(Wx) 5
et donc : 1
li = —.
im_ f(x) >

xX—> 400
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Chapitre

¥ Fonction exponentielle

1. Définition de la fonction exponentielle et propriétés algébriques
2. Etude de la fonction exponentielle
3. Limites a connaitre

Exercice type Lycée Guynemer, Compiégne

n Montrer que pour tout réel x on a :
et — e * 2

ef+1 14e* e¥ 4+ 1°

E Résoudre I’équation :

a Résoudre I’inéquation :

& Définition de la fonction exponentielle et
propriétés algébriques

Théoréme 1

Il existe une et une seule fonction f définie et dérivable sur R, vérifiant
f(0) =letpourtoutx € R, f'(x) = f(x).

Cette fonction est notée exp. Elle est en particulier continue, strictement crois-
sante, et d’ensemble image R’} . Ainsi, pour tout réel x :

exp’ (x) =exp(x) , exp(x)>0 et exp0) =1.

Remarque : le symbole exp s’utilise comme cos et sin. Lorsqu’il n’y a pas d’am-
biguité, on écrit simplement expx, sans parentheses. Par exemple, on écrit en
général : exp0 = 1.
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Conséquence : La fonction exponentielle étant strictement croissante sur R, il en
résulte que, pour tous réels x et y,

eXpXx <eXxpy <= x <y et exXpx =expy<«—x=y.
Remargue : en particulier, le nombre dérivé de la fonction exponentielle en zéro

vaut exp(0) = 1.

La tangente au point d’abscisse 0 de la courbe de la fonction exp a pour coefficient
directeur 1 et son équationest y = 1 4 x.

Complément : La courbe est partout au-dessus de sa tangente.

Théoreme 2 (Relation fonctionnelle)

Pour tous réels x et y, et pour tout entier m :

exp(x +y) =expx x expy.

Conséquences :
exp(—x) = et (expx)™ = exp(mx).
expx
Définition 1
On pose :

e=expl ~2,718.
C’est le nombre d’Euler ou constante de Neper. Cette définition et la relation
fonctionnelle conduisent a la notation exponentielle e* souvent utilisée a la
place de expx. On a alors :

— m
e’y =e¥ x e , et = — et (e)" =em.

£ Etude de la fonction exponentielle
€% Limites

Théoreme 3 (Limites)

lim e =0 et lim e* = +o0.
X—>—00 xX— 400

140
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FONCTION EXPONENTIELLE - CHAP. 6

L égalité exp’(x) = exp(x) entraine que la fonction est croissante sur R puisque

exp(x) > O.

X Représentation graphique

Comme lim e* = 0, ’axe des abscisses est asymptote a la représentation gra-

X—>—00
phique en —oo.

¥ = exp(x)

. €
lim — = 4o0.
xX—>400 X

1 X
[c] xlllllooxe =0.

Y

Pour le [b] etle [c], on dit que I'exponentielle « ’emporte » sur x en cas
d’indétermination (en fait, I’exponentielle I’emporte sur toute puissance de x).

[ INTERROS

CORRIGES

(
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@ Solution de Uexercice type Lycée Guynemer, Compiégne
n Ona:

et _ e (1-4)
ex+1=ex<1+eix)
1—e™*

14+e

et aussi :

ef—1 e"+1-2
ef+1 et +1
2
er+1
n e3x2e—6x — (ez—x)Z & e3x36x — 22-1),
Or, e? = e’ & a = b donc la condition équivaut a :
3x2 —6x =4 —2x,

c’est-a-dire :
3x2 —4x —4 =0.
Cette équation du second degré de discriminant A = 64 admet deux so-
lutions : — 3 et 2, qui sont donc aussi les solutions de 1’équation initiale.
n e +2 ~ 2. Cette inégalité est toujours vérifiée car pour tout réel a,
e’ > 0.
Par conséquent, I’ensemble des solutions est R.

4

142
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FONCTION EXPONENTIELLE - CHAP. 6

n v/F  Fonction exponentielle 5:?""""\ Qp%r]rigé‘ —

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

z ea
Pour tous réels a et b, e4 0 = —-
e

Le nombre —e™" est toujours strictement positif.

COURS

La droite d’équation y = x + 1 est tangente a la courbe représentative
de la fonction exponentielle au point d’abscisse 1.

La tangente & la courbe représentative de la fonction f définie sur R par

1) 211+ex

y = —Zx.

au point d’abscisse 0 est parallele a la droite d’équation

n acM Propriétés de la fonction exponentielle < 2mia| © e |

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Pour chaque question, il y a une seule réponse correcte. La donner.
e—x
n Pour tout nombre réel x non nul, 2 — .
o
3e " —4 1

@e—x—l El—ex

[c] Aucune de ces deux réponses.

1 estégala:

CORRIGES

1
n L équation e** — <e + —) e*+ 1 =0admetdans R :
e

[@] une solution [b] deux solutions
[¢] aucune solution

(

a L’inéquation e?* — (e 4 1)e* + e < 0 admet pour ensemble solution :

[a] & (b]10; IT

[c] 11 ;e[ [d] 1 — 00 ; O[U]I 5 +o0[
e —e ¥ er

n Les nombres - — et — sont, pour tout x réel :

e* +e e —1

[a] égaux [b] inverses

[c] opposés

B acM Dérivation i?“"‘i"\ ep.c%;me ‘

n La dérivée de la fonction f définie sur R par f(x) = xe* +3x +e™*
est:
[@]x—>e“(x+1)+3+e
[b]x—~e"+3—¢e*
[C]lx—>e(x+1)+3—e"
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E La dérivée de la fonction f définie sur R par f(x) = 27 —4r+S
[a] ne s’annule jamais
[b] s’annule pour une valeur réelle
[c] s’annule pour deux valeurs réelles

INTERROS

n Soient f et g définies par f(x) = x%e® et g(x) = xe*. Les courbes
représentatives de f et g ont, pour deux valeurs de x :
[a] des tangentes communes
[b] des tangentes paralleles
[¢] ni I’un ni I’autre

n Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 5027405 4 tangente
a la courbe représentative dans un repere au point d’abscisse 0 a pour
équation :
[a]y =2,5x+5
[b] y = 5x
[c]y=5x+10

. u D Corrigé
nocn Limites 7,?5'"'"\°p.1°5r§'ge\

2x_1

Soit f définie sur R* par f(x) = ZX —

n La limite de f en o0 est :

[a] +oo [b] 1
[c] O [d] on ne peut pas savoir

n La limite de f en —oo est :

@ +oo
[c] O

a Lalimite de f en Oest:
[a] +o0 a droite et —oo a gauche
[c] 1

n Lalimite de fen 1 est:

[a] 0 [b] e+ 1
[c] e*—1 [ e—1

u acM * 15min| © Firiee

Lycée Jean Rostand, Villepinte

1
on ne peut pas savoir

== (==

Pour chaque affirmation, une seule réponse est juste. Pour chaque question
donner la lettre correspondant a la bonne réponse. Aucune justification n’est
demandée.
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FONCTION EXPONENTIELLE - CHAP. 6

X _ a2x
n L’expression g(x) = c-e définie sur R* est : /\
X
[@] toujours positive [b] toujours négative
[c] dusigne de —x [d] du signe de x
X —X L]
N . P e —¢ o
n On considere la fonction f définie sur R par f(x) = ———. >
e¥ +e™* o
Parmi les expressions suivantes, la seule qui n’est pas égale a f(x) est : o
& e —1 o 1 2
e +1 e +1
1— e—2x er -1
@ —2x @ —2x
1+e I+e

n Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x + 2)e™*.

[a] La représentation graphique de f admet une tangente d’équa-
tiony =2 —x.
[b] f'(x) = (x +3)e™.

[c] Une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abs-
cisseOesty = x + 2.

@ D=2

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

(]
L
n L’équation e +e* = m, d’inconnue réelle x, ol m est un nombre réel : E
[a] a toujours une solution [b] a au moins deux solutions g
(3]

[c] n’ajamais de solution [d] a au plus deux solutions

.- an Corrigé \/
E Un calcul de limite * 1omin| © Frriee

Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

Déterminer les limites en —oo et en +o0 de :

L 312
T 7e 10
n Cosinus et sinus hyperboliques * 45 min, °p_°;’g;‘9é |

Lycée Jacques Prévert, Boulogne
Les fonctions ch et sh sont définies sur R par :
e e X e — e
chx:% et shx =——

n Dresser le tableau des signes de ces fonctions.

El Calculerch’etsh'.
Quel lien y a-t-il entre ch’ et sh ? Entre sh’ et ch ?
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INTERROS

Dresser les tableaux de variations de ch et sh.

Montrer que pour tout x € R, ch>x —sh>x =1
(a) En dérivant f(x) = ch?x — sh?x.
(b) Par un calcul algébrique.

B Montrer comme en m ou m (au choix) que :
(a) sh(2x) =2chx x shx

(b) ch(2x) = ch?x + sh?x
n Donner une représentation graphique de ch et de sh.

R ) c . s
Y ocw ok Somin © ot
Lycée Olympe de Gouges, Noisy-le-Sec
Pour chaque question, une seule réponse est correcte.

n La fonction f est définie et dérivable sur I’intervalle ] — oo ; +o00[ et est
telle que :

* f estcroissante sur | — 0o ; 3[ et ]7 ; 4+00[;

* f est décroissante sur [3 ; 7];

g est la fonction définie pour tout réel x par g(x) = e/ ™.

Parmi les tableaux de variation suivants, lequel peut étre celui de g ?

x | —00 3 7 400
400 1

a]

+00
@g /! N S

—00 1

Fl Onsaitquex? +2x —3 = (x — )(x +3).
L’équation e +2e* —3=0a:
[a] O solution [b] 1 solution [c] 2 solutions

. ) 1 2 .
a La dérivée de la fonction x > —e 2" définie sur R* est :
X
—2x2 —2x2 _i —2x2
e [ e © e
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FONCTION EXPONENTIELLE - CHAP. 6

@ Corrigé

n Composée d’exponentielles * %k féﬂmi"\ p. 157 \ SN

Lycée Jean Renoir, Bondy

X

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = T
e

n (a) Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers —oo.

COURS

(b) Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +oo.

(¢) En déduire les asymptotes de C (courbe représentative de f).

Etudier les variations de f.

a (a) Déterminer une équation de la tangente 7 a la courbe C au point

<(0:1).

(b) Justifier que, pour étudier la position de la tangente 7 par rap-
port a la courbe C, il suffit d’étudier sur R le signe de g(x) ou
gx) =2e" —xe* —2 —x.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

(¢) Calculer g'(x) et g”(x).

(d) Déterminer, en les justifiant, les signes de g”(x), g’(x) et g(x) sui-
vant les valeurs de x.

(e) En déduire la position de la tangente 7 par rapport a la courbe C.

n Tracer C et T dans le repere (O; 7; ) (unité graphique : 2 cm).

CORRIGES

m Trigonométrie et exponentielle *x i min‘ °p_°;’;;i9é \
Lycée Maximilien Sorre, Cachan

(

Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = (2 4 cos x)e! =%,

n Montrer que, pour tout x de R, f(x) > 0.

b4
E (a) Montrer que, pour tout x de R, V2 cos (x — Z) = CcoSx + sinx.

(b) Montrer que, pour tout x de R, 2 4+ cosx + sinx > 0.
(c) Montrer que f est strictement décroissante sur R.

a (a) Montrer que, pour tout x de R, e' ™ < f(x) < 3e! ™.
(b) En déduire les limites de f en +o00 et —o0.
(c) Interpréter géométriquement le résultat obtenu en +ooc.

n (a) Montrer que, sur I'intervalle [0 ; 7], ’équation f(x) = 3 admet
une solution unique c.

(b) Donner un encadrement de o d’amplitude 1072,
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2]
Q
(- 1
T
. ! . c . .
= m Tangente hyperbolique *kx 120 mm‘ °p_ ot \
- Lycée Jean Rostand, Mantes-la-Jolie
La fonction tangente hyperbolique, notée tanh, est définie sur R par :
X _ a—X
tanhx = i.
et +e ¥
n (a) Etudier la limite de tanh en +o0.
(b) Prouver que si k € ]—1; 1[, 'équation tanhx = k possede une
unique solution.
E (a) Prouver que, pour tous réels x et y,
tanhx + tanhy
tanh = —.
anh (x+y) 1 + tanh x tanh y
(b) En déduire que, pour tout réel x,
2 tanh
tanh 2x = Lﬁ.
1 4 tanh” x
Bl Soit la suite (w,) définie par £-1, _2Wn_
u w wo = w — B
" PATI0 = oy S = T2
(a) Démontrer par récurrence que, pour tout n de N, w, = tanh2".
(b) En déduire que (w,) converge et préciser sa limite.
. P 45 . Corrigé
m Algorithme et limite *ok 2min © Coriet |
Lycée Buffon, Paris
On considere I’algorithme ci-dessous :
Entrée
a et n sont des nombres
Saisir a
n prend la valeur 0
Traitement
Tant que exp(-n)> a
Affecter a n la valeur n+1
Fin du Tant que
Sortie
Afficher n
n Qu’affiche cet algorithme si on entre a = 0,3 ?
n Donner si possible une valeur de a pour laquelle I’algorithme affiche 0.
a Qu’affiche I’algorithme si on entre a = 10720?
148
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FONCTION EXPONENTIELLE - CHAP. 6

m Avec une fonction auxiliaire *x i min‘ °p_°$g;‘9é \ —~—
Lycée Eugéne Delacroix, Maisons Alfort
Partie A

La fonction g est définie sur R par : g(x) = 2e* + 2x — 7.

Etudier les limites de g en +00 et —o0.

COURS

Etudier le sens de variation de la fonction g sur R et dresser son tableau
de variation.

Justifier que 1’équation g(x) = 0 admet dans R une solution unique o
telle que : 0,940 < o < 0,941.

Etudier le signe de g sur R.

On considere 1’algorithme suivant :

Entrée
P est un réel strictement positif
Initialisation
Donner a X la valeur 0 et a Y la valeur -5
Traitement
Tant que Y<O0
Donner a X la valeur X+P
Donner a Y la valeur g(X)

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Sortie
Afficher X-P et X

CORRIGES

(a) On entre une valeur P égale a 0,1. Quelles sont les valeurs affichées
en sortie ?

(

(b) On a fait fonctionner 1’algorithme avec une certaine valeur de P.
On a obtenu en sortie les nombres 0,94 et 0,95. Quelle valeur de P
avait-on choisie en entrée ?

(¢) On entre une valeur de P égale a 0,001. Quelles sont les valeurs
affichées en sortie ?

Partie B
La fonction f est définie sur R par: f(x) = (2x —5) (1 — e_").

n Etudier le signe de f sur R.

E Etudier les limites de f en 400 et —oo.

a Calculer f’(x), ou f’ désigne la fonction dérivé de f, et vérifier que
S/ (x) et g(x) ont le méme signe.
Dresser le tableau de variation de f.

(2a —5)?

n (a) Démontrer I’égalité : f(x) = .
200 — 7
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INTERROS

. - . 2x —5)
(b) Etudier le sens de variation de la fonction & : x — e sur
X —
7
I’intervalle } —00; 2 [
En déduire, a partir de I’encadrement de o obtenu dans la ques-
tion a de la partie A, un encadrement d’amplitude 1072 de f (c).
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FONCTION EXPONENTIELLE - CHAP. 6

n vk Fonction exponentielle =5 T

n Vrai. Il s’agit d’une formule du cours.

E Faux. D’apres les propriétés de la fonction exponentielle le réel e est
toujours strictement positif donc —e™ est toujours strictement négatif.

B Faux. La droite d’équation y = x + 1 est tangente a la courbe représen-
tative de la fonction exponentielle au point d’abscisse O et non au point
d’abscisse 1.

COURS

n Vrai. Le coefficient directeur de la tangente 7 a la courbe au point d’abs-
cisse 0 est f/(0). Or, la fonction f est dérivable sur R et, pour tout réel x,
X

, . —€
&= fey

tion y = —% sont deux droites non paralleles a 1’axe des ordonnées et
de méme coefficient directeur donc elles sont paralleles.

.

1
donc f/(0) = — 7 La tangente 7 et la droite d’équa-

INTERROS

E acm Propriétés de la fonction exponentielle |

E} Réponse [B].Ona:
er—2 2ei'—2—e"+2

2— =
e —1 e —1 ~$
e =
- =
e —1 r—
1 (2

S en multipliant haut et bas par e*.
=@

F1 Réponse [b].On posee® = X.

1
L’équation devient alors X> — (e in —) X + 1 =0.On calcule :
®

1\? 5 1 5 1 1\?
A=let+—-| —d4=e"+2+5-4=e"-2+5=(e——) .
€ € € (]

Le discriminant est strictement positif et les deux solutions sont :

1 1 1 1
e+g—e+g 1 e+g+e—g
Nis=—"7s= € Nphp=—"T"=—==a

! 2 e 2 2
On adonc soite’ = e~ soitx = —1, soite’ = e, soitx = 1. L’équation

admet donc deux solutions, 1 et —1.
B Réponse [h] . Ici aussi, on pose X = e*.
On obtient alors I’expression X> — (e + 1)X +e.
A=@E+1)?—de=e’+2e+1-4de=e’—2e+1=(e—1)>~

Le trindbme en X a deux racines, € et 1.
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On peut donc factoriser I’expression de départ :
e —(e+De"+e=(e" — 1) —e).
On a donc :

e —1>0e">1x>0 et e*r—e>0e">ex>1.

On obtient donc le tableau de signes suivant :

X —00 0 1 ~+00
ef—1 - 0 + +
e —e = - 0 +
(e*—1)(e* —e) + 0 — 0 +

Réponse [b] . En multipliant par e* le numérateur et le dénominateur, et
en simplifiant, on a :

ef—e* cFlef—e ) ¥ 1
e +er  ef(ef+e¥) e 41
Ces deux nombres sont donc inverses.

B acn Dérivation |

Réponse [€].Ona: f/(x) =e* +xe* +3 —e™*.
Réponse [b].Ona: f'(x) = (4x —4)ezx2_4"+5. Cette fonction s’annule
si et seulement si 4x — 4 = 0, donc pour une seule valeur réelle.
Réponse [b].Ona:
fx) = gx) & x%e* = xe

& (xr—x)e" =0

sxr—x=0

S x(x—1)=0

S x=0 ou x=1.
Donc les points communs aux deux courbes ont pour abscisses 0 et 1.
De plus :

Fl)=Qx+xDe" et gx)=(x+ e,

d’olt f/(0) = 0et g’(0) = 1, donc il n’y a pas de tangente commune au
point d’abscisse 0.
Et /(1) = 3e; g/(1) = 2e, donc 12 non plus il n’y a pas de tangente
commune.
Ce raisonnement élimine la réponse [a] .
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FONCTION EXPONENTIELLE - CHAP. 6

() =gx) & Qx4+ xHe* = (x + 1)e’
S +xt=x+1
sxl4+x—1=0.
Ici, A = 5. Cette équation a deux solutions, il y a donc deux valeurs de

x pour lesquelles on obtiendra des tangentes paralleles pour les courbes
représentatives de f et de g.

3 Réponse [a]. £(0) = 5.
F/(x) = 5(0,4x + 0,5)e®2¥*+0:5% Donc f/(0) = 2.5.
La tangente a pour équation y = 2,5x + 5.

@ METHODE

COURS

.

(7r]
-
Il souvent utile de se souvenir de I’égalité : e** = (ex)z. E
[
=
n acH Limites ‘ epETZ’Z' “ ‘
n Réponse [a] . On peut écrire :
1
. _ . _ . X e —
xlll}-loo f&) = xlll-}-loo 1 o xlll-}—looe 1 (-4
Zlil== l== o
& & 8
Or, lim e* =+4oodonc lim (e¥)% = 400, donc
X—>—+00 X—>—+00
li L _ li 1—0 t i x)= 1 =4
x—y—}—loo e2x x—lToo er ¢ x—y-}—loof )= x—ll-}—looe = oo

F1 Réponse [B].Ona:

lim 2x = —o0
e donc lim ¢¥ =0 et lim f(x)=1.
. X
lim e* =0 X—>—00 xX——00
X—>—00

- DE+D _

a Réponse [d] . Pour tout x non nul, f(x) o
e —

e* +1.

Par conséquent, lim f(x) = 2.
x—0

n Réponse [d] . La fonction f est définie en 1, sa limite est donc
f)y=e+1.
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(¢
Ml
-
- 4
o @ Enoncé
A B oo hirnd
= Lycée Jean Rostand, Villepinte
X _ a2x X (1 —e¥
E} Réponse @.g(x):e . ( e)‘
X
Tableau de signes :
X —00 0 400
e* + i
1 —ef + 0 —
x — 0 +
8(x) — I -

On constate que g(x) est toujours négative.

El Réponse [d].

er -1 e X (e3x _ ex) e3)\7 — e
l1+e 2 e*(e"+e*) effe ¥
X 3x _ ax

Cette expression est égale a f(x)sie* —e ™ =e &
Or, il existe au moins une valeur de x pour laquelle cette égalité n’est pas
vérifiée (par exemple pour x = 1, on vérifie facilement que

e —e ! # e’ —e). Laproposition [d] est donc fausse.

El Réponse [a]. f/(x) =e (1 —x —2) =e*(~1 —x).
On a alors f(0) = 2 et f/(0) = —1. Donc la droite d’équation
y = —x + 2 est I’équation de la tangente a la courbe de f au point
d’abscisse 0.
Si on ne pense pas au point d’abscisse 0, il est facile de montrer, une fois
la dérivée calculée, que les 3 autres propositions sont fausses.

n Réponse [d] . Comme e* # 0, en multipliant les deux termes de 1’équa-
tion par e, on obtient une équation équivalente :

(e)‘)2 +1 =me".
Puis en posant X = e, on a une équation du second degré :
X*—mX+1=0.

Le discriminant de cette équation vaut m? —4 = (m —2)(m +2). Selon
les valeurs de m, I’équation en X a donc zéro, une ou deux solutions
(cela élimine donc les réponses [a] et [b] ). Pour avoir une solution en
x, il faut de plus que I’équation en X ait une solution positive.

11 est facile de voir que pour m = 2, I’équation X> —2X + 1 = 0 admet
« 1 » comme racine, donc au moins dans ce cas, I’équatione™ +e* = m
admet une solution, ce qui élimine la réponse [a] .
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. Ei ¢
E Un calcul de limite \°p_§'2’§'°°\
Lycée Guy de Maupassant, Fécamp
Nous savons que lim e* =0, donc:
X——00
lim 3e* —12=—12 et lim e —7¢* +10= 10.
X—>—00 X—>—00

Donc :

, 3e2* — 12 12 6
lim —————— = —— — _—
x——00 e2¥ — 7eX 4+ 10 10 5
Par ailleurs :
) 3eX — 12 . e¥ 3122
Iim ———— = lim — .
x—>+00 e2¥ —Te¥ 410 x—+oo e | — Te~* 4+ 10(e~*)2
Or,
lim e =400 et Iim e * =0,
X—>+00 xX—+00
donc,
lim 3—12e™¥)?=3 et lim 1—7e*+10e ) =1.
x—400 x—+00
Ainsi,

) 32 — 12
li

u Cosinus et sinus hyperboliques

3

n ===
x—>tooe?¥ —Te¥ +10 1

© Enoncé

p. 145

Lycée Jacques Prévert, Boulogne

n Pourtoutx € R,e* > 0ete ™ > 0,donc chx > 0.

1
Pourtoutx € RT,e* > lete ™ < 1,donc shx = E(e" —e ) >0.

Comme sh est impaire, on en déduit pour tout x € R™, shx < 0.

D’ou les tableaux de signes :

X —00 0 400
sh x - 0 +
chx + 1 +

E Les fonctions ch et sh sont toutes deux dérivables en tant que sommes

de fonctions dérivables et pour tout x € R,

[ COURS

INTERROS

X _ a—X X _ (_a—X
chix=2"%" _shx et sh/xzwzchx.
2 2
a Le tableau de variation de ch est alors :
X —00 0 +0o0
sh x - 0 +
+oo +00
chx Ny Vi
1

s

)
LA
=
e
o
=]
o




Cosinus et sinus hyperboliques — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 156 — #166

(V¢ ]
A
9
(-3
(-3
Q et celui de sh est :
¥/
x | —oo +00
chx + 1 +
400
/!
sh x 0
/!
—00

n (a) Pourtout x € R,
f1) = () () = (sh*)'(x)
=2chxch’x —2shxsh'x
=2chxshx —2shxchx = 0.
Donc f est constante sur R et pour tout x € R,
f(x) = (chx)? — (shx)?

= f(0)
=1-0
= Il,

(b) Pour tout x € R,

Ou encore,
fx) =

B Pour tout x € R,

X —x X _ a—X
2chxshx=2(e te )(e ¢ )
2 2

4
(@ +24e™) =@ —2+e)) = =L

-

_ % ((ex)Z . (e—x)Z)
— sh(2x).

Posons :
g(x) = 2chxshx — sh(2x).

Pour tout x € R,
g (x) =2shxshx +2chxchx —2ch(2x).

Or, g est constante donc g’ est nulle.
Donc, pour tout x € R,

ch(2x) = (chx)? + (shx)?.
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n Les fonctions ch et sh ont pour représentations graphiques : /\
tio 410
y=ch(x)
(¢
L5 =
(=}
(&
? ] \/
--5
2 0 2 10

On appelle la fonction ch « cosinus hyperbolique » et la fonction sh « si-
nus hyperbolique ».

© Enoncé
By ocu b
Lycée Olympe de Gouges, Noisy-le-Sec
E} Le tableau [B] est correct.

(e )/ = f’ (e). On constate donc que la dérivée de e/ ale méme signe
que la dérivée de f. Ces deux fonctions ont le méme sens de variation,
ce qui élimine le tableau [a] .

INTERROS

s

)
LA
=
e
o
=]
o

D’autre part, pour tout x, e/ ) > 0, ce qui élimine le tableau [c] .

E Réponse [b] . En posant X = e*, on constate que :
¥ +2e" —3=X"+2X-3=(X-1D)(X+3)= (e — 1) (e +3).
L équation ¢2* 4 2¢* — 3 = 0 équivaut donc 2 e* = 1 oue* = —3, ce
qui donne comme solution unique x = 0.

a Réponse [a] . En appelant f la fonction a dériver, on a :

1 _e2%(4x2 11
flx) = ——26_2"2 —dxe ™ x 1 = #.
x x x

Rl

n Composée d’exponentielles 0. 147

Lycée Jean Renoir, Bondy

n (a) D’apres les limites du cours,ona lim e* = 0. Il en résulte que :
X—>—00

Jim 1) =0
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(b) Ona:

. . 1
xllr—ir-loof(x) - xllr—',r-loo e *+1 =1

@ METHODE

Pour lever une indétermination du type « infini sur infini », on
factorise le terme dominant au numérateur et au dénominateur
puis on simplifie.
On a donc factorisé les deux termes du quotient par e* puis on
a simplifié par e*.

(¢) Comme liIE f(x) = 1, on en déduit que la droite d’équation
X—>+400
y = 1 est asymptote a la courbe représentative de la fonction f au
voisinage de +o00.
De méme, comme lim f(x) = 0, on en déduit que la droite
X—>—00

d’équation y = 0 est asymptote a la courbe représentative de la
fonction f au voisinage de —oo.

La fonction f est dérivable sur R comme quotient de deux fonctions
dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R.
Pour tout réel x,

e (1+e*) —e*(eh)
(14 e¥)?
soit, apres avoir effectué les produits et simplifié,

flx) =

On en déduit que, pour tout réel x, f'(x) > 0, et, par conséquent, la
fonction f est strictement croissante sur R.

(a) Latangente 7 ala courbe C au point K a pour équation :

y=f'0x+f(0),

. 1 n 1

soity = — =

Y=t T3

(b) La position de la courbe C par rapport a la tangente 7 est donnée
par le signe de la différence f(x) — Zx + > soit le signe de :

1 1) e* (1 1)
fx) (4x+2 =T 4x+2 )
En réduisant au méme dénominateur, on obtient :
1 1) 2" —x —xe* =2
f(x)_(ZHE )




N Trigonométrie et exponentielle — v. 1.0 an
14 novembre 2014 — page 159 — #169
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1 1
Le dénominateurde f(x)— <Zx —+ 5) étant strictement positif sur /\

1 1
R, f(x) — <Zx + E) est du signe de son numérateur soit g(x).

(c) Lafonction g est dérivable sur R d’apres les opérations sur les fonc-
tions dérivables et, pour tout réel x, on a :

g(x) =2e" —e* —xe* — 1.

COURS

La fonction g’ est aussi dérivable sur R d’aprés les opérations sur
les fonctions dérivables et, pour tout réel x, on a :

.

g’ (x) = —xe".

(d) La quantité g”(x) est du signe contraire de x donc elle est positive
sur |—o0 ; 0] et négative sur [0 ; +o00[
On en déduit que la fonction g’ est croissante sur ]—oo ; 0] et dé-
croissante sur [0 ; +oo[
Or, g/(0) = 0. Donc la fonction g admet un maximum en 0 et ce
maximum vaut 0. On peut donc en déduire que g’ est négative sur
R et ne s’annule qu’en 0.
Il en résulte que la fonction g est strictement décroissante sur R. Or,
g(0) = 0. On peut donc en déduire que g est positive sur ]—oo ; 0]
et négative sur [0 ; +o0[.

INTERROS

(¢ )
(e) D’apres les résultats des trois questions précédentes, on peut conclure : g
La courbe C est au-dessus de sa tangente 7 sur |—oco ; 0] et en des- =
sous sur [0 ; +00]. g
n La courbe C et la tangente 7 sont représentées sur le graphique ci- =)
dessous.
21 T
4
/
. 2 0 2 4 6
. An - @ Enoncé
BT trigonométrie et exponentielle M

Lycée Maximilien Sorre, Cachan

n Pour tout réel x,ona —1 < cosx < 1donc2+cosx > Oet el=* » 0,
ce qui prouve que f(x) > 0 sur R.

E (a) En appliquant la formule :

cos(a — b) = cosacosb +sinasinb ,
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on a, pour tout réel x,

V2 cos (x — %) =2 {cosx cos% + sin x sin %} .

CORRIGES

b4 1
Or, cos — = sin — =

ols

En remplacant dans la formule précédente et en effectuant le pro-
duit, on obtient :

V2 cos (x — %) = cosx + sinx.

(b) Pour tout réel x, d’apres la question précédente, on peut écrire :
2 + cosx + sinx = 2 + +/2cos (x — %) .
Or, pour tout réel x, on a I’encadrement :
—ﬁé«/ﬁcos(x—%) Sx/i,
duquel on déduit :
2+ cosx +sinx > —V2+2>0.

(¢) La fonction f est dérivable sur R d’apres les opérations sur les
fonctions dérivables et, pour tout réel x,

f'(x) = —sinxe!™ + (2 + cos x) (—el_"> ,
soit :
f'(x) = —e'F 2+ cosx +sinx).

D’apres la question précédente, 2 + cosx + sinx > 0.

Or, —el=* <0 pour tout réel x.

On en déduit que f”(x) est strictement négatif sur R ce qui entraine
que la fonction f est strictement décroissante sur R.

B (a) Pour tout réel x, on a I’encadrement :
—1<cosx <1,
duquel on déduit :
1 <2+4+cosx <3.
On multiplie alors par le réel positif e! = et on obtient :
e T < flx) <3e' 7.

(b) Comme lim (I —x) = —ocoet lim e' = 0, on en déduit
X—+00 X—>—00

d’apres le théoreme de limite de fonctions composées que :

lim ¢! = lim 3e!™ =0.
x—400 x—400

Or, d’apres la question précédente,
e ™ < flx) <3e' 7.
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Il en résulte, d’apres le théoreme de limite par encadrements (théo- /\
reme des gendarmes) que :
lim f(x)=0.
x—+00

Comme lim (1 —x)=+ocet lim e* = +o0,onad apresle
X——00 xX—>—+00

(¢
théoréme de limite de fonctions composées : %
o 1—x Q
lim e " = 4o0. o
xX—>—+00

Il en résulte, d’apres le théoréme de limite par comparaison, que :

.

lim f(x) = 4o0.
X—>—00

@ METHODE

Lorsque le texte demande d’établir des inégalités et d’en dé-
duire la valeur d’une limite, il faut utiliser soit le théoreme de
limite par encadrement (théoreme des gendarmes) soit le théo-
reme de limite par comparaison. On notera que dans le cas du
théoréme de limite par comparaison, il est inutile de déterminer
la limite des deux expressions qui encadrent f (x).

INTERROS

(¢) Comme lim f(x) = 0, on en déduit que la droite d’équation
xX—>+00

y = 0 (axe des abscisses) est asymptote a la courbe représentative
de la fonction f au voisinage de +ooc.

)
LA
=
e
o
=]
o

n (a) La fonction f est continue (car dérivable) et strictement décrois-
sante sur I’intervalle [0 ; 7].
Or, f(0) = 3eet f(m) = el=™. On a f@O) > 3et f(r) < 3.
On en déduit, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs inter-
médiaires que I’équation f(x) = 3 admet une unique solution «
dans I’intervalle [0 ; 7].

(b) A I’aide de la calculatrice, on obtient :
£(0,88) <3 < f(0,87),

d’ol, comme la fonction f est strictement décroissante sur [0 ; 7],
on déduit I’encadrement de o 2 1072 prés :

0,87 <a < 0,88.
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@ Enoncé
‘ p. 148 ‘

Lycée Jean Rostand, Mantes-la-Jolie

H o

(b)

2 e

On peut écrire :

. . X
lim tanhx = lim g
x— 400 x—+00 1
ex + -

ex

Apres réduction au méme dénominateur et simplification, on a :

e2x — |
lim tanhx = lim ———.
x—>—+00 x—+00 e2X 4 |

On leve I'indétermination en factorisant le terme dominant e>* puis
en simplifiant par e>*.

1— e—2x
lim tanhx = lim ————.
x——+00 x—>+4o0 | 4+ e=2x
Or, lim (—2x) = —ooet lim e* = 0, donc, d’apres le théo-
xX—>+00 X—>—00
réme de limite de fonctions composées, lim e 2* = 0.
X—>+00

Il en résulte que lim tanhx = 1.
xX—>—+00

En procédant comme a la question précédente, on montre que :

lim tanhx = —1
X—>—00

On étudie alors les variations de la fonction tanh. La fonction tanh

est dérivable sur R comme quotient de deux fonctions dérivables
dont le dénominateur ne s’annule pas sur R. Pour tout réel x,

4

tanh'(x) = —— .
(e +e=)

Par conséquent, la fonction tanh” est strictement positive sur R et la

fonction tanh est strictement croissante sur R.
La fonction tanh est continue et strictement croissante sur R avec :

lim tanhx = —1 et lim tanhx = 1.
X—>—00 X—>+00

On peut donc affirmer d’apres le corollaire du théoreme des va-
leurs intermédiaires que, pour tout réel k appartenant a I’intervalle
]—1; [, ’'équation tanh x = k admet une unique solution dans R.

Pour tous réels x et y,

ef—e* e’—e?
tanhx +tanhy x4 e—x = ey +e Y
1+ tanhx tanhy (" —e ™) (7 —e™?) "

(e +e7%) (7 +eY)
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On réduit au méme dénominateur et on simplifie : /\
tanh x + tanh y ety —e Y
1 + tanh x tanh y T ety fe oy’
Soit finalement,
tanh x + tanh y
1 4 tanh x tanh y
(b) 1l suffit de faire y = x dans la relation précédente pour obtenir le
résultat demandé.

= tanh (x + y).

COURS

B (a) Soit n un entier naturel. On note P, la propriété : w, = tanh2".

.

e?—1
* Par hypothese, wo = — .
e~ +1 g
0 e—e! ac
tanh2” = tanh 1 = ——. o=
@& [
=

1 . .
En remplacant e~ par —, en réduisant au méme dénominateur et
®

en simplifiant, on obtient :

2
ec—1
tanh 20 = 5 ,
ec+1
soit finalement, tanh 20 = wop, ce qui montre que Py est vraie. E
* On suppose que la propriété est vraie pour un entier n arbitraire- o=
ment fixé. ) g
w
On a alors w;, = tanh 2". Or, par hypothese, w1 = Tnz =)
wl’l
On remplace alors w,, par tanh 2" dans I’expression de wy,41.
On obtient :
2 tanh 2"
Wp4l = — -
" 1 + (tanh 27)2
. 2 tanh x
Or, on a prouvé a la question précédente que tanh 2x = —————.
1 + tanh” x

On en déduit que :
Wpt1 = tanh (2 x 2").
Soit wy41 = tanh 271

On a donc prouvé que si la propriété est vraie au rang n, alors elle
est encore vraie au rang n + 1.
On a donc prouvé par récurrence que, pour tout entier naturel n,
w, = tanh2".
(b) Ona:
lim 2" = 400

n—+00

et

lim tanhx = 1.
x—>400
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Il en résulte d’apres le théoreme de limite par composition que :

lim tanh2" =1.

n—-+00

On peut donc conclure que la suite (w, ) converge vers 1.

EZY Atgorithme et limite S

Lycée Buffon, Paris

n Lorsque 1’on applique cet algorithme en donnant a a la valeur 0,3, on
obtient les résultats successifs suivants :

n exp(—n) test : exp(—n) > 0,3
0 ed=1 1>0,3: vrai
1|e'~037| 037>0,3:vrai
2 e 2~0,14 | 0,14>0,3: faux

La boucle s’acheve pour n = 2 et la valeur affichée est donc 2.
n L’algorithme affiche le premier entier tel que le test «e™" > a » soit
faux.
Pour afficher 0, il faut donc que e 0 > a soit faux, donc que 1 < a.
On constate que pour ¢ = 2, on obtient bien n = 0.

B Sia = 10720, Je test devient faux des quee™ " < 10729, avec n entier,
c’est-a-dire dés que e” > 10%0.
A la calculatrice, on trouve e*® ~ 9.5 x 109 et e*7 ~ 2,6 x 1029,

Comme la fonction exponentielle est croissante, cela permet de trouver
quesia = 1029, 1a valeur affichée est 47.

E Avec une fonction auxiliaire |
Lycée Eugéne Delacroix, Maisons Alfort
Partie A

n Les calculs sur les limites donnent sans difficultés : lim g(x) = 400
X—>—+00

et lim g(x) = —oo0.
X—>—00

n La fonction g est la somme de deux fonctions strictement croissantes sur
R, donc elle est strictement croissante sur R.

x | —o0 +00
+00

3 /!
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a La fonction g est strictement croissante et continue sur R. 0 est compris /\
entre les limites de g en —oo et +o00. Donc d’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictement croissantes, il
existe un réel o unique tel que g(or) = 0. A la calculatrice, on trouve
£(0,940) < O et g(0,941) > 0, donc 0,940 < o < 0,941.

n Comme g est strictement croissante sur R et g(o) = 0,ona g(x) < 0
pourx < et g(x) > 0 pourx > a.

COURS

H (a) En appliquant I’algorithme a P = 0,1, on obtient les valeurs suc-
cessives suivantes :

.

X Y Test:Y <O
0 -5 Vrai
0,1 | g(0,1) ~ —4,59 Vrai g
o=
o=
- |
0,9 | 2(0,9) ~ —0,28 Vrai =
1 g(1)~ 0,44 Faux

Les valeurs affichées sont donc 0,9 et 1.
(b) Si on obtient 0,94 et 0,95, cela signifie que X — P = 0,94 et

X =0,95,donc P = 0,01. N
(¢) Avec P = 0,001, on obtient un encadrement par deux nombres E
ayant 3 chiffres apres la virgule et de différence 0,001. Or, on sait o
que 0,940 < a < 0,941. Cela veut dire que les valeurs affichées 8
seront 0,940 et 0,941.
Partie B
n 2x =5 >0pourx > 2,5etl —e ™ > 0poure™™ < 1, c’est-a-dire
pour x > 0.
X —00 0 2,5 +00
2x =5 = - 0 +
1 —e™” - 0 + +
fx) + 0 — 0 +

E On établit facilement : xlir-ir-loo f(x) =4ooet xlirlloo f(x) = +o0.
B ro=201-¢*)+@x-5e"

=2—Te* +2xe*

=e " (26" +2x —7)

=e Yg(x).
Comme e~ > 0, cela montre que f’(x) et g(x) ont le méme signe.
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i
Mad
-
- 4
(- 4
(=) X —00 o 400
L4
+00 +00
fx) N /
f@)
n (@ f(o) =QRa—-51—e%.0r, g(a) =0donc2e* 4+ 2a —7 =0,
d’oue* = 7—2205'
Alors,
2
5 — 2«
= (=3 <7—2a>
_ Qa—5)?
T 2a—7
pon 2X2Xx(2x=35)x 2x=T7) = (2x = 5)?
b) K(x)= Gy
_ 8x%—56x 490

2x —7)2
h'(x) est du signe de 8x2 — 56x + 90, qui admet deux racines : 2,5
et 4,5. Selon la regle du signe du trindme, 1’expression est positive
« a Iextérieur » des racines, donc h’(x) > O sur ] — oo ; 2,5[, ce
qui signifie que / est croissante sur | — oo ; 2,5[.
Comme 0,94 < o < 0,941 et que ces trois nombres sont dans
I’intervalle | — 0o ; 2,5[,on a 7(0,94) < h(x) < h(0,941).
A I'aide de la calculatrice et comme k() = f (), on obtient :

—1,905 < f(a) < —1,895.

(Attention a I’arrondi pour obtenir un encadrement d’amplitude
0,01)
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Chapitre

¥ Logarithme népérien

1. Fonction logarithme népérien
2. Limites a connaitre
3. Logarithme décimal

Exercice type Lycée Guynemer, Compiégne

n Simplifier les écritures suivantes :
A=1n (e3\/e5) : B — 3n8+41n32

E Résoudre 1’équation suivante :
In(x —4) +In(x —2) =In3.
a Calculer la dérivée de la fonction suivante en indiquant 1I’ensemble de
dérivabilité :
f@ =x*In(1 +x).

ED Fonction logarithme népérien

Définition 1

Pour tout réel strictement positif x, I’équation ¥ = x (d’inconnue y) admet une
et une seule solution dans R. Cette solution réelle y est notée In x. On définit
ainsi une fonction appelée logarithme népérien :
In: RY —R
x +—Inx

@ A RETENIR

Soient A € R* et B € R. On a donc:
A=ef — B=nhA.
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Corollaire 1

Si le repere est orthonormé, les courbes représentatives des fonctions In et exp
sont symétriques par rapport a la droite (A) d’équation y = x.

Théoréme 1
La fonction In est continue, dérivable, strictement croissante de R* sur R.
Ona:
(In)' (x) = % pour tout x > 0.
Enfin :

Inl=0 et Ine = 1.

Remargue : le symbole In obéit aux mémes conventions d’écriture que exp, et
souvent des parentheses sont inutiles.

Conséquence : La fonction logarithme étant strictement croissante sur RY , il en
résulte que, pour tous réels x et y strictement positifs,

Inx <lhy<4<=x<y etlnx =lny <<= x =y.

Remargue : le nombre dérivé de la fonction logarithme en x = 1 vaut 1 donc :
. In(1+h)
lim ——— =
h—0 h
La tangente a la courbe de la fonction In, au point d’abscisse 1 a pour coefficient
directeur 1 et son équationest y = x — 1.

1.

Complément : La courbe représentative de la fonction logarithme est partout en
dessous de sa tangente.

Théoreme 2 (Relation fonctionnelle)

Pour tous réels x et y strictement positifs :

In(xy) =Inx +1Iny.
Conséquences : pour tout entier relatif m,

In (%) =—lInx et In (x™) =mlnx.

A\ ATTENTION

Faire preuve de rigueur lors de I’utilisation de la relation fonctionnelle : ne pas
scinder In(xy) en somme de deux logarithmes sans avoir vérifié et mentionné
la stricte positivité de x et y.
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Théoréme 3 (Limites)

lim Inx = —o0 et lim Inx = +o0.
x—0t x—+00

L’axe des ordonnées est donc asymptote a la courbe représentative de la fonction
logarithme.

y =1In(x)

Y

0} 1 e=2718... X

INTERROS

(

3 Limites a connaitre

. Inx
e lim — =0.
X—+00 X

e limxInx =0.
x—0

CORRIGES

(

Remarque : on dit qu’en cas d’indétermination, x ou les puissances de x «1’em-
portent » sur In x.

E3 Logarithme décimal

On définit sur R* la fonction log par :
In(x)
In(10)°

Cette fonction est utilisée, entre autres, pour la définition des décibels, et pour la
définition des intensités des tremblements de terre sur 1’échelle de Richter.

log(x) =
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@ Solution de Uexercice type Lycée Guynemer, Compiégne
n A =ln(e3) +ln\/e_5

= 3Ine + %ln(es)

5
=31 —1
nf:—l—2 ne

—3+5
- 2
11

2
B = e31n8 x e41n32

_ eln(83) « eln(324)

=83 x 32¢
=2,

E Il faut commencer par déterminer 1’ensemble de validité de 1’équation :
x—4>0 pour x >4
et
x—2>0 pour x> 2.
Donc I’ensemble de validité de 1’équation est ]4 ; +o00[.
Dans cet ensemble de validité, 1I’équation équivaut a :
In [(x —4(x — 2)] =In3,
c’est-a-dire :
x—4x—-2)=3.
Donc,
x> —6x+8=3,
soit encore :
x> —6x+5=0.
Cette équation admet deux solutions : 1 et 5.

Seule 5 est solution de 1’équation initiale, car 1 n’appartient pas a 1’en-
semble de validité de I’équation :

S = {5}.
H La fonction f est dérivable sur | — 1 ; +o0[ car la fonction carré est

dérivable sur R et la fonction In u est dérivable pour u(x) > 0.
2

f(x) =2xIn(1 +x) + Trx
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n w/E Fonctions logarithme et exponentielle <10 min © e | ~—

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?
n elnS 4 =13 — o

n Pour tout réel x, In(e* + 1) = x +In(e™ + 1).

El Pour tout réel x différent de —1, In(x® + 1)> = 2 In(x? + 1).

n Pour tout réel x, In(e** + 1)2 = 21In(e** + 1).

COURS

n vzr | Etude d’une fonction 10 min‘ °p_°1°7r;isé‘

Soit f la fonction définie par f(x) = al

1
2 " (V)

suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

. Parmi les propositions

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

n La fonction f est définie sur Z =]0 ; +o00].

E La courbe représentative de la fonction f admet une asymptote au voi-

sinage de 0.

n Pour tout réel x appartenanta 7, f(x) < i.
I 2
n Pour tout réel x appartenanta 7, f/(x) = = + ———. =
2 x(lnx)2 o=
o=
- © Corrigé 8

B w/k Propriétés de la fonction logarithme = 10 min 7|

(

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Pour toutréel x > 0, Inx > 0.

E L équation e — 3e* — 4 = 0 admet deux solutions distinctes dans R.

n L’image du réel x — y, avec x < y, par la fonction In est In <£)
Yy

n Pour tout réel x > 0, In («/x+ 1 —ﬁ) =—In (\/x+ 1 +ﬁ)

n w/F Lecture graphique et logarithmes %jomi..‘ epﬂ)gﬁigé‘

Page suivante est représentée une fonction f définie sur ] — oo ; 2[. La droite
d’équation x = 2 et I’axe des abscisses sont asymptotes a la courbe. On ap-
pelle g la fonction définie par g(x) = In (f(x)).

Dire, en utilisant la représentation graphique, si chacune des affirmations sui-
vantes est vraie ou fausse.

n La fonction g a le méme ensemble de définition que f.
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n La fonction g est dérivable en 0,4 et g'(0,4) = 0.

n L’équation g(x) = —1 possede exactement deux solutions.

n La fonction In | f (x)| est définie pour tout x de ] — oo ; 2[.

\

o
oo
-
&
o)
IS
)

H Fonction exponentielle et équations

ao | @ Corrigé
* - 10min| = g ‘

Lycée La Pérouse, San Francisco

Résoudre dans R les équations suivantes :

e
n e)‘—l=2

—3x

—e
E 721
e —2e* +3

n Fonction logarithme et systeme

ao | @ Corrigé
* -.T“'“'“‘ p. 181 ‘

Lycée Pasteur, Neuilly

Donner les solutions, lorsqu’elles existent, des systemes :

n 2Inx +Iny =ln(£>
y

Inx +2Iny =0

2| { xy =2
Inx +lny =3
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n Retrouver la fonction * ;:ismi,,‘ epc%rigé ‘

Lycée Jules Ferry, Paris N

f est une fonction définie sur R par :

f(x)=1In (ax2+bx+c) ,

(7¢)
ou a, b et ¢ sont trois réels. %
Son tableau de variation est le suivant : [

X —00 —L 0 1 400
2 1
f'(x)
N /!
5 (7¢]
fx) 0 Ing o
=
N o

[

=

En utilisant les données du tableau, déterminer a, b et c.

n Construction d’une tangente * - 20min ‘ Qpﬁ)glz'igé ‘
Lycée Jean-Pierre Vernant, Pins-Justaret

Soit f la fonction définie sur I’intervalle ]O ; +-oo[ par :

f(x)=x(1—1Inx).

CORRIGES

C est la courbe représentative de la fonction f dans un repére.

(

n Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs du nombre x.
n Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de
définition.

a Déterminer la dérivée de la fonction f sur I’intervalle ]0 ; +oo[ et dres-
ser le tableau de variation de la fonction f sur I’intervalle ]0 ; 4+o00].

n Soit @ un nombre réel strictement positif. On considere la tangente 7,
au point A de la courbe d’abscisse a.

(a) Déterminer, en fonction du nombre réel @, les coordonnées du point
A’, point d’intersection de la droite 7, et de I’axe des ordonnées.

(b) Expliciter une démarche simple pour la construction de la tangente

Ta.

Construire la tangente 7, au point A placé sur la figure page sui-
vante.
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2]
Q
(- 1
(-
Ml
[ y
= 151
1 A
0,5 -
O T T T T T >
-0,5 0 0.5 1 1.5 2 2,5 3
r - - - .‘| . c . s
n Etude d’une fonction logarithmique *x 45 mm‘ °p_ orge \
Lycée Maximilien Sorre, Cachan
Partie A
Soit la fonction f définie sur ]0 ; +oo par :
f(x)=3—x—Inx.
n Etudier les variations de f. Compléter le tableau de variation par les
limites de f aux bornes de ]0 ; +00[.
E (a) Montrer que I’équation f(x) = 0 a une solution unique « dans
I’intervalle [2 ; 3].
(b) Expliquer le role de I’algorithme suivant :
Entrée
Saisir n
Initialisation
Affecter a a la valeur 2
Traitement
Tant que 3-a-In(a)>0
a prend la valeur a+10™"
Fin tant que
Sortie
Afficher a
(¢) Donner une valeur approchée au millieme de « en programmant
I’algorithme ci-dessus sur votre calculatrice. Recopier ce programme
sur votre copie en précisant le modele de votre calculatrice.
a Déterminer le signe de f(x) sur ]O ; +ool.
174
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Partie B /\

1

Soit la fonction g définie sur JO ; 400 par: g(x) = <1 — —) (2 —1Inx).
X

fx

Calculer g’ (x) sur ]0 ; +oo[ et montrer que : g'(x) = 5
x

COURS

En déduire les variations de g et compléter le tableau de variation par
les limites de g aux bornes de ]0 ; +00[.

—1)?
En utilisant I’égalité f(«) = 0, montrer que g(a) = @-D .
o

En déduire un encadrement de g(«) d’amplitude 0,02.

Etudier le signe de g(x) sur JO ; 4+o0l.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

m Valeur approchée de In 5 Fokk - Smin pr?ggigé ‘
Lycée Teilhard de Chardin, Saint-Maur-des-Fossés

n Donner une valeur approchée de In5 a 10~7 pres.

n Voici un algorithme :

Entrée

(7]

Saisir N, N est un entier naturel non nul g
Initialisation o
S prend la valeur O g
Traitement L

Pour k allant de N a 5N1
S prend la valeur S+E

(

Fin Pour
Sortie
Afficher S

(a) Tester I’algorithme pour N =1 et N = 2.
(b) Exprimer S en fonction de N.
(c) On atesté le programme pour différentes valeurs de N.

On obtient les résultats ci-dessous :

N 1 000 5000 10 000 15 000 20000
S | 1,610038 | 1,6095579 | 1,6094979 | 1,6094779 | 1,609 4679

De quelle valeur semble se rapprocher S ?

a f et g sont des fonctions définies sur [0 ; 1[ par :
f(x)=x—1In(1 +x) et g(x) =x+In(l —x).

(a) Etudier les variations de fetgsur[0;1].
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(b) En déduire que pour tout x de [0 ; I[, In(1 4+x) < x < —In(1 —x).
S est la suite définie, pour tout nombre entier naturel n > 1, par :
Sy = ! + ! + + !
"Tn on+1 Sn’

(a) Montrer que pour tout nombre entier naturel k tel que n < k < 5n

avecn > 2,
1 1 1
(i) < eom(i-1)
n +k 3 n 3

(b) En déduire que, pour tout nombre entier naturel n > 2,

1 n—1
In{5+—-)] <S5, <—In .
n S5n

(¢) Déterminer la limite de la suite (S,,).

m Points d’intersection * %k 5:(:.5min‘°pF?g;igé‘

Lycée Charlemagne, Paris
Soit f la fonction définie sur ] — 1 ; 3[ par :

po-n(12)

et C sa courbe représentative dans un repere orthogonal.

Partie A

Démontrer que les droites d’équation x = —1 etx = 3 sont deux asymp-
totes a C.

(a) IJustifier que f est dérivable sur I'intervalle ] — 1 ; 3[.
(b) Calculer f’(x) et en déduire le sens de variation de f.

Déterminer une équation de la tangente 7 a C au point d’abscisse 1.
Soit la fonction définie sur ] — 1 ; 3[ par: g(x) = f(x) —x + 1.
(x — 1)?

1+x)3—x)
(b) Quel est le sens de variationde g sur ] — 1; 3[?

(a) Démontrer que g'(x) =

(¢) Calculer g(1) et donner le signe de g(x).
(d) En déduire la position relative de C par rapporta 7.

Partie B

On note Dy la droite d’équation y = x + k ou k est un réel. On souhaite
connaitre le nombre de points d’intersection de C et Dy. Pour cela, on pose
hi(x) = f(x) — (x + k).



N ILTSM — v. 1.0 o
14 novembre 2014 — page 177 — #187

LOGARITHME NEPERIEN « CHAP. 7

(a) Justifier que h), = g'. /\

(b) En déduire le sens de variation de hy.

Prouver que 1’équation % (x) = 0 admet une unique solution dans 1’in-
tervalle | — 1 ; 3[.

Répondre au probléme posé.

COURS

Voici un algorithme qui permet d’obtenir une valeur approchée de 1’abs-
cisse du point d’intersection de C et de Dy, :

Variables
x et k sont des réels
Traitement
Lire k
x prend la valeur 1
Si k<-1 alors
Tant que f(x)-(x+k]>0
x prend la valeur x-0,01
Fin du Tant que
Sinon
Si k>-1 alors
Tant que (x+k]-f(x]>0
x prend la valeur x+0,01

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Fin du Tant que 4
Fin Si (=
Fin Si =
Sortie b
Afficher x
(a) Pour k = —1, quel est le résultat affiché ? \/

(b) Pourquoi faut-il augmenter x lorsque k > —17?

(¢) Pour k = 2, le résultat affiché est-il supérieur ou inférieur a I’abs-
cisse du point d’intersection ?

(d) Quelles modifications peut-on apporter a 1’algorithme pour obtenir
un résultat plus précis ?

m Fonction et distance minimale Fokk - Smin °p_°;’g;‘9é ‘
Lycée Jean Moulin, Saint-Amand-Montrond
Partie A

Soit u la fonction définie sur ]0 ; 4+o0[ par :
ulx) = x> —2+1Inx.

n Etudier les variations de u sur 10 ; +oof et préciser ses limites en O et en
+00.
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n (a) Montrer que I’équation u(x) = 0 admet une solution unique sur
10 ; +o0[. On note « cette solution.

(b) A P’aide de la calculatrice, déterminer un encadrement d’amplitude
1072 de a.

n Déterminer le signe de u(x) suivant les valeurs de x.

n Montrer I’égalité : Ina = 2 — o.

Partie B

On considere la fonction f définie et dérivable sur ]O ; +oo] par :
fx)=x>+ @2 —1Inx)>
On note ' la fonction dérivée de f sur ]O ; +o0[.

n Exprimer, pour tout x de ]0 ; +o0o[, f/(x) en fonction de u(x).
E En déduire les variations de f sur ]0 ; +o00[.

Partie C

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O; 7, ), on note :
e I la courbe représentative de la fonction In (logarithme népérien) ;
* A le point de coordonnées (0 ; 2) ;

* M le point de I' d’abscisse x appartenant a ]0 ; +oo[.

n Montrer que la distance AM est donnée par AM = /f(x).

E Soit g la fonction définie sur ]O ; 4-o00[ par g(x) = / f(x).
(a) Montrer que les fonctions f et g ont les mémes variations sur
105 +ool.
(b) Montrer que la distance AM est minimale en un point de I", noté
P, dont on précisera les coordonnées.
(¢) Montrer que AP = av/'1+ 2.

n Pour cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’ini-
tiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans I’évaluation.
La droit (A P) est-elle perpendiculaire a la tangente a " en P ?
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bl

n v/f Fonctions logarithme et exponentielle p 171

1 1
n Faux. Comme —In3 = In 3’ ce nombre est égal a 5 + 3
E] Vrai. Pour tout réel x, In(e* + 1) = In [e*(1+e™)]. Comme e* et
1 4+ e~ sont tous les deux strictement positifs,
In(e* + 1) =Ine* +In(1 +e™).
Or,Ine* = x. Donc, In(e* + 1) = x + In(e™ + 1).

B Faux. Le nombre x3 4 1 peut étre négatif, par exemple dans le cas ol
x = —2.Or, la formule Ina" = nlna n’est valable que lorsque a est un
réel strictement positif.

n Vrai. Le nombre e3* + 1 est toujours strictement positif donc on peut
appliquer la formule Ina” = nlna.

Y v/r Etude d’une fonction S

n Faux. La fonction f n’est pas définieen 1 carIn1 = 0.

1
Faux. En effet, lim =0et lim InX = —o0, donc lim
E L x—>0ﬁ X—0 x—0 lnﬁ
Par conséquent, lin}) f(x) = 0. Comme la limite en O est finie, il n’y a
x—
pas d’asymptote en 0.

a Faux. Lorsque x vérifie 0 < x < 1, le nombre In /X est strictement

1 X
négatif donc ———— > 0 donc, dans ce cas, f(x) > —.
g InJx fx) >
n Vrai. La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition et pour

1 1
toutréel x de 7, f'(x) = =+ ————

2 2x(ln\/)7)2'
1 , !
Pour x >O,1H«/;= ElndeHCf(X)z E-i-m

EY v/& | Propriétés de la fonction logarithme | S|

n Faux. Pour tout réel x telque 0 < x < 1, Inx < 0.

E Faux. Pour résoudre cette équation, on pose X = e* et on résout I’équa-
tion du second degré X2 —3X — 4 = 0.
Cette équation admet deux solutions réelles distinctes 4 et —1. Or pour
tout réel x, e* > 0 donc I’équation e* = —1 n’admet pas de solution.
Par suite, I’équation étudiée admet pour unique solution x = In4.

a Faux. x —y est un nombre négatif, il n’a donc pas d’image par la fonction
In.

[ COURS

INTERROS
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Vrai. On remarque que (v/x + 1 — /x) (vx + 1 4 /x) = 1. Ces deux

réels sont donc inverses 1’'un de I’autre. D’apres le cours, pour tout

1
réel a > 0, In— = —Ina. En appliquant cette formule, on a bien :

ln(«/x—i-l—\/é)l—c) =—In(Vx + 1+ Jx).

n vk Lecture graphique et logarithmes =5

B Fonction exponentielle et équations

Faux. La fonction g est définie si f est strictement positive, donc sur
Iintervalle ] — 2 ; 1[.

f'(x)
fx)

Onagx)=—-1&hn[fx)]=-1% f(x)=c'.Ore! ~037
Graphiquement, I’affirmation est vraie.

Vrai.On a g'(x) = .Donc, en 0,4, g’(x) = 0.

Faux. Le nombre | f(x)| est positif ou nul. Cependant, d’apres la repré-
sentation graphique, f(x) s’annule pour x = —2 et x = 1, donc la
fonction In | f(x)| n’est pas définie pour ces deux valeurs.

© Enoncé
p. 172

Lycée La Pérouse, San Francisco

X

L’expression = 2 n’ade sens que pour e* # 1, c’est a dire pour

e’ —1
x #0.
Alors :
ex
=2 < "' =2"-2
e’ —1
> e =2.
ex
L’équation — 1= 2 possede donc une unique solution x = In 2.
e —
Posons X = e*. On a alors : €2 —2e* +3 = X2 —2X + 3.
Le discriminant de ce trindme vaut A = —8, donc pour tout réel ¢ :
1 —2t+3>0.
Donc pour tout x € R, eX —2e* +3>0.
Or, pour tout x € R, e 3% > 0 donc :
—3x
—e
D _ex 12 0,
e~ —2e* 4+ 3
_ a3
et I’équation ——— = 1 ne possede donc pas de solution réelle.
O 2 —2er 13 P P
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. . 3 Enoncé
E Fonction logarithme et systéme | N | ~
Lycée Pasteur, Neuilly
n Pour tous x, y vérifiantx > Oety > 0,onaln A Inx —Iny, donc:
y
21nx+1ny=1n(£> 2Inx +Iny =Inx —Iny 2
Y Inx +2Iny =0 =
Inx +2lny=0 * r= =
— Inx +2Iny =0

Or, In(x) + 21n(y) = In(xy?) donc :

21nx+1ny=1n<£> { xy? =1
y —

s 4o Bk = @ x>0 e y>0

.

L’ensemble des solutions de ce systeme est donc I’ensemble des couples

X .
(x ; £> ol x décrit R* .
X

INTERROS

E Puisque In est strictement croissante sur R* , deux réels qui ont le méme
logarithme sont égaux. Donc :

xy=2 In(xy) =1n2
Inx+lny=3 <= { Inx+lny=3 g
x>0 et y>0 x>0 e y>0 o
De plus, Inx +1ny = In(xy) donc : §
In(xy) =1In2 In(xy) =1n2
Inx +lny =3 — In(xy) =3
x>0 e y>0 x>0 e y>0

Or In2 # 3 (puisque In est croissante d’ouIn2 < Ine = 1) : ce systeme
ne possede donc pas de solution.

- Enoncé
n Retrouver la fonction | N |
Lycée Jules Ferry, Paris
.9 . - p 2ax + b
Siax“+bx+c > 0,lafonction f estdérivablesur Ret f'(x) = ————.
ax*+bx+c

D’apres les données du tableau de variation :
e f/(0) =0donch =0;

1
o f(_5> =Odoncln(%+c> =0,SOit%+C=1;

1 5 5 5
. f(é_l) =ln§ doncln(la—6+c) =1n§,soit1a—6+c= 3
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CORRIGES

De ces deux équations, on déduit c = —, a = 2 et nous avions déja b = 0.

N =

. 1 . . .. .
L expression 2x2 + 2 est bien strictement positive sur R donc la fonction f
est bien définie sur R.

n Construction d’une tangente |

Lycée Jean-Pierre Vernant, Pins-Justaret

n 1 —Inx > O pourx < eetx > 0.Par conséquent, f(x) > 0 pour
O<x<e, f(e)=0et f(x) <O0pourx > e.

n * lim x Inx = 0 (limite de référence) donc :
x—0

lim f(x) = lim(x —xInx) = 0.
x—0 x—0

e lim (1 —Ilnx) = —oodonc:
xX—> 400
xkr}rloof(x) = ngoo [x(1 —Inx)] = —oo0.

B Ffo=1x0-hx)+xx <—%) = —Inx.

On obtient alors le tableau de variation suivant :

X 0 1 +00
f'(x) + 0 -
1
fx) ! N\
0 —00

n (a) Une équation de 7, est :
y=fl@x—-a+ fla),
ce qui donne :
y=—xlna+a.
En remplagant x par 0 dans cette équation, on trouve que les coor-
données du point A’ sont (0 ; a).

(b) Pour tracer cette tangente, il suffit de reporter I’abscisse du point A
sur I’axe des ordonnées pour obtenir le point A’, puis la tangente
est la droite (AA").
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1 A
i »n
| =
05 - \ =
\‘: u
0 iB
05 0 0,5 1 15 2 2,5 3 M
(7r}
A e E s g
- H H nonce
Etude d’une fonction logarithmique 7 o
: =
Lycée Maximilien Sorre, Cachan =
Partie A

n La fonction f est dérivable sur ]0 ; +oo[ d’apres les opérations sur les
fonctions dérivables.

Pour tout réel x tel que x > 0,ona:

s

, 1
Fay=-1--.
X

Pour tout réel x strictement positif on a f/(x) < 0. On en déduit que la
fonction f est strictement décroissante sur |0 ; +oo[.

)
LA
=
e
o
=]
o

D’apres les limites usuelles,
lim f(x) =400
x—0

lim f(x)=—o0.
x—>400

On dresse alors le tableau de variation de la fonction f.

X 0 400
f'(x) =
+00
f N
—00

n (a) La fonction f est continue et strictement décroissante sur [2 ; 3];
f2)=1—In2et f(3) = —In3 donc f(2) > Oet f(3) < O.
Il en résulte, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermé-
diaires que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans
I’intervalle [2 ; 3].
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("¢ ]
Mad
L)
-_—
(- 4
(- 4
e (b) L’algorithme donne, a 10™" pres, une valeur approchée de «. On
part de 2, et la fonction étant décroissante sur [0 ; «], on se rappro-
chera de o.
(© I Casio GRAPH
PROGRAM : ? 5N <o
: Prompt N 25N <o
P2 —> A While 3-A-1n(A)>0<>
: While 3-A-1n(A)>0 A+107 (-N) —A <=
1 A+107(-N)—A WhileEnd <
: End A
: Disp A

En utilisant 1’algorithme ci-dessus, on obtient o ~ 2,208.

a La fonction f s’annule en o et elle est strictement décroissante sur
]O; +o0[. On en déduit que f est strictement positive sur JO ; o[ et stric-
tement négative sur Jo ; +00[.

Partie B

n La fonction g est dérivable sur ]0 ; 400 comme produit de deux fonc-
tions dérivables sur ]0 ; +00[.
Pour tout réel x,on a :

g(x) = x—lz@‘l“” + (1 - %) <_%) ’

3—x—1Inx f(x)
x?2 X2

soit :

g =

E Comme x? est strictement positif sur ]0 ; +-00[, g’(x) a méme signe que
f(x). On en déduit que g’(x) est strictement positif sur ]0 ; [ et stricte-
ment négatif sur Jo ; +00[. Il en résulte que la fonction g est strictement
croissante sur ]0 ; o[ et strictement décroissante sur ]« ; +oo[. Elle ad-
met un maximum en «.

D’apres les limites usuelles,

lim g(x) = —o©

x—0

lim g(x) = —o0.
X—> =400

On dresse alors le tableau de variation de la fonction g.

X 0 o o)
g'(x) + 0 -
g(@)
g /! N\
—00 —00
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H Ona:
g(a) = (1 — é) 2 —Ina).

Or, f(0) =0donc3 —a —Ina = 0.
On en déduitque Ina =3 — «.
En remplagant cette valeur dans I’expression de g(«), on obtient :

1
gla) = <1 = —) (1+a),
o
soit, apres transformation,

—1)?
gy = &=

n A la question E de la partie A, on a établi I’encadrement :
220 <a < 2,21.
On ne peut pas encadrer g () par g(2,20) et g(2,21) car g n’est pas mo-
notone sur [2,20 ; 2,21].

On peut par contre utiliser le résultat de la question précédente

(@ — 1)
g(a) = ——— pour donner un encadrement de g(«).
o

La fonction carré étant strictement croissante sur ]0 ; +o00[, on a :
1,22 < (@ — 1)? < 1,212

La fonction inverse étant strictement décroissante sur 0 ; +oo[, on a :
1 1 1

<—< .
221 o« 2,20

On en déduit alors que :
1,22 (@—-1%* 1,212
< < o
2,21 o 2,20

A I’aide de la calculatrice, on peut alors donner un encadrement de g (o)
d’amplitude 0,02 :

0,65 < g(x) < 0,67.

B En remarquant que g(1) = g(e?) = 0 et en exploitant le tableau de
variation de la fonction g obtenu a la question 2 de la partie B, on déduit
le signe de g(x) sur ]O ; +oo.

g(x) < Osur]O; I[etsur]e?; +o0[et g(x) > Osur |1;e?[.

m Valeur approchée de In 5 ep_smcé ‘

Lycée Teilhard de Chardin, Saint-Maur-des-Fossés
n La calculatrice donne In 5 ~ 1,609 437 9.

E (a) Pour N =1, k et S prennent les valeurs successives suivantes :

[ COURS

INTERROS
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)
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=
e
o
=]
o
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1

[\

3

~

O+1=1]1+

=

[\S][o8)

[\S][98)

+

[SSTE

u 1
6 6

—_

+

Al
»—l[\)
N

S

W=

o=
@
<l

(b)

(o)
H @

(b)

4 6V

(b)

137
On obtient donc § = %, soit § ~ 2,28.

1 1 1
Pour N =2,k variede 2 a10. Alors, S =0+ -+ -+ -+ + —

) 2 3 10°
ce qui donne S ~ 1,93.
S = ! + ! + aF

N N+1 5N’

S semble se rapprocher de In 5.
Les fonctions f et g sont définies et dérivables sur [0 ; 1[.

1 X

/!
() TR

Donc f/(x) est positive sur [0 ; 1[ et f est croissante sur cet inter-
valle.

1 —X

/
&) 1—x 1—x

Alors g’(x) est négative sur [0 ; 1[ et g est décroissante sur cet

intervalle.

La fonction f est croissante sur [0 ; 1[ et f(0) = 0, donc pour tout
x de [0; I[, f(x) = 0, c’est-a-dire x — In(1 4+ x) > 0, ou encore
x 2 In(1 + x).

De méme, g est décroissante sur [0 ; 1[ et g(0) = 0 donc g(x) < O,
ce qui donne x < —In(1 — x).

Ces deux inégalités donnent I’encadrement demandé pour tout x de
[0;1]:

In(I +x) < x < —In(1 —x).

] . . 1
Si k est un entier compris entre n et Sn avec n > 2, alors X appar-

tient a [0 ; 1[ et vérifie la double inégalité précédente :

a(142) <1 <1 1)
n )<< -In{1-+).
k k k

En faisant la somme membre a membre des inégalités précédentes
pour k allant de n a 5n, on constate que le terme central est S,.

Le terme de gauche est :
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1 1 1
1+—)+ln<1+—)+-~-+ln(1+—>
n n—+1 S5n
+

( 1) <n—|—2> <5n+1>
+In +:--+1In

n n—+1 S5n

(n+1 n+2 5n+1>

COURS

X X...X
n n—+1 Sn

|
—_
=]
/N
W
T S
N———

Dans le terme de droite, la somme obtenue est :

<n—1 n 5n—1> <n—1>
—1In X X oo X = —1In .
n n—+1 Sn S5n

Cela donne bien, pour tout n > 2, I’encadrement :

1 n—1
ln<5+—><Sn<—ln( >
n S5n

n—1 1

INTERROS

(¢c) Ona: nly-ir-loo 5 =3 donc : 0
—1 1 (L)

lim {—ln<n )} = —In- =In5. o=

n——+o00 S5n 5 o

o

D’apres le théoreme d’encadrement des limites (théoreme des gen- (X

darmes), on en déduit que la limite de la suite (S,) est égale a In 5.

. . . E é
m Points d’intersection | N |
Lycée Charlemagne, Paris
Partie A
n On trouve facilement que lim1 f(x)=—o0et lim3 f(x) = +o0. Cela
x—— x—
montre que les droites d’équation x = —1 et x = 3 sont des asymptotes
aC.

E (a) f estdérivable sur | — 1 ; 3[ car c’est la composée d’une fonction
rationnelle définie sur | — 1 ; 3[, dont les valeurs sont strictement
positives sur ] — 1 ; 3[, et de la fonction In.

B=x)+(1+x)

’ 3—x)2
) fx) = (éT)

. 4
B0 +x)
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Cette expression est strictement positive sur | — 1 ; 3[ donc f est
strictement croissante sur cet intervalle.

Une équation de la tangente au point d’abscisse 1 est :
y=f O -D+f(1),
cequidonne:y =x — 1.

@ gw=fx-1

_ v 4
B —x)(1+x)

_ G-1?

T GB-0E+1D’

(b) g'(x) > Osur]—1;3[sauf en 1 ou elle s’annule. La fonction g
est donc strictement croissante sur | — 1 ; 3[.

(¢) g(1) =0et comme g est strictement croissante, on trouve :
e pour—1 <x <1, g(x) <O,
e pourl <x <3,g(x) >0,
° g(l)=0.

(d) Comme y = x — 1 est une équation de 7T, le signe de g(x) donne
la position relative de C par rapporta 7 :

* pour —1 < x < 1, comme g(x) < 0, C est en dessous de T ;
e pour 1 < x < 3,comme g(x) > 0, C est au dessus de 7T ;

e g(1) = 0donc C et T sont sécantes.

Partie B

(a) On constate que A (x) = g(x) —k — 1 donc on abien h) = g’

(b) £ ale méme sens de variation que g, donc /Ay est strictement crois-
sante sur | — 1 ; 3[.

A T’aide des limites de la fonction f, on trouve lim1 hip(x) = —o0 et
x——

lim Ay (x) = 4o00.

x—3

La fonction & est donc continue, strictement croissante sur | — 1 ; 3[.

Ona0 e } lim Ag(x) ; lim hg(x) { D’apres le théoreme des valeurs
x——1 x—3

intermédiaires appliquées aux fonctions strictement monotones, il existe

donc un réel o unique dans ] — 1 ; 3[ tel que i (o) = 0.

Pour toute droite Dy, il y a donc un point d’intersection unique avec C,
qui a pour abscisse la valeur « de la question précédente.

(a) Pourk = —1, les conditions « Si » et « Sinon » ne sont pas vérifiées,
donc on obtient directement I’affichage du x initial, c’est-a-dire 1.
C’est le cas étudié dans la partie A.
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(b) Sik > —1, alors comme Ay (x) = g(x) —k—1,0onah;(x) < g(x)
et en particulier pour x = 1 : g (1) < 0.
Comme hy est croissante, la valeur qui annule /i est donc plus
grande que 1, et il faut augmenter le x initial pour I’atteindre.

(¢) Pour k = 2, tant que (x + k) — f(x) > 0, on augmente x par
pas de 0,01. La valeur affichée est donc la premiere pour laquelle
(x + k) — f(x) <0, c’est-a-dire une valeur supérieure ou égale a
celle qui correspond a I’abscisse du point d’intersection.

(d) Pour obtenir un résultat plus précis, on peut diminuer le pas utilisé,
c’est-a-dire ajouter ou retrancher a x une valeur plus petite que
0,01.

Aokl

m Fonction et distance minimale p.177

Lycée Jean Moulin, Saint-Amand-Montrond
Partie A

, 1 2x%+1 ,
n On calcule u'(x) = 2x + — = . Sur ]0 ; +oof, u'(x) > 0.
X X
lim u(x) = —ooet lim u(x) = +oo d’apres les limites connues de
x—0 xX—>+00
la fonction In.

n (a) La fonction u est continue car somme de fonctions définies et conti-
nues sur son ensemble de définition.
La fonction u est strictement croissante.
Le nombre 0 €] — 00 ; +00[, donc d’apres le corolaire du théoreme
des valeurs intermédiaires, I’équation u(x) = 0 admet une unique
solution sur ]0 ; +o0[.

(b) D’apres la calculatrice, 1,31 < @ < 1,32.

B Onau(x) <Opourx < oetu(x) > 0pourx > .

n Onau(x) =0,donca? —2+Inae=0,dotlne =2 — 2.

Partie B

n On calcule :

1

2 _
f(x) =2x +2(2 —Inx) <_;) _ 22 —4+42Inx _

2u(x)
x x

n Comme x > 0, les variations de f sont données par le signe de u : f est
décroissante pour x < « et croissante pour x > «.

[ COURS
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Partie C

n On calcule :
AM = \/(x —x2)2 + (y — ya)? = V/x2 + (Inx — 2)2 = J/F ().
E (a) Lafonction g est la composée de la fonction f et de la fonction ra-

cine carrée. La fonction racine carrée étant croissante sur |0 ; +o00],
g ales mémes variations que f.

CORRIGES

(b) On a montré précédemment que f admet un minimum pour
x = «a. Les coordonnées du point P sont alors (« ; In«) ou encore
(o; 2—a?).

(¢) Ona:

AP =\o2+(2—a2—2)2
—VaTra
_ Vai+ o)
Y e

car > 0.
H Un vecteur directeur de la droite (A P) est ﬁ(a ; —a?).

1
Par ailleurs In’(x) = —, donc le coefficient directeur de la tangente a I'
X

1 . > 1
en P est —. Donc un vecteur directeur de cette tangente est d <1; —) .
o o

Ona: 1
AP-d=a+ (—a?) <—) —0.
o
Donc (A P) est bien perpendiculaire a la tangente I en P.
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Chapitre

B Intégration

1. Intégrale d’une fonction continue
2. Primitive et intégrale
3. Valeur moyenne

Exercice type Lycée Henri IV, Paris

On appelle A(x) I’aire comprise entre la droite d’équation y = 3 et la para-
bole d’équation y = x2.
Calculer A(x).

ED Intégrale d’une fonction continue

€2 Intégrale et aire

— o

J K

o Ta b
Définition 1

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b] et C sa courbe
. N — —>

représentative dans un repere orthogonal (0; ol1,0J )

L’unité d’aire est I’aire du rectangle O K J construit a partir des points O, I et

J.
L’intégrale de a a b de la fonction f est I’aire du domaine situé sous la courbe

C. On lanote :

b
M:/ f(t)dr.



ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 192 — #202

Définition 2
Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a ; b] et C sa courbe
représentative dans un repere orthogonal.

Le nombre | ab f(¢)dr est égal a ’opposé de 1’aire du domaine Z limité par
I’axe des abscisses, la courbe C et les droites d’équation x = a et x = b.

On étend la définition de I’intégrale aux fonctions continues changeant de signe
un nombre fini de fois, comme étant la somme algébrique des aires sur les inter-
valles o f est de signe constant, chaque terme étant affecté du signe de f sur cet
intervalle.

L aire algébrique ainsi calculée est appelée intégrale de f sur [a ; b].

@ A RETENIR

Pour calculer I’aire <7 de la partie du plan comprise entre les courbes représen-
tatives des fonctions f et g, on commence par étudier le signe de f(x) — g(x).
Si f(x) — g(x) est positif sur I'intervalle [a ; b], alors :

b
o = / [f() — g(x)] dx.

Si f(x) — g(x) est négatif sur I’intervalle [a ; b], alors :

b
%=/ [g(x) = f(0)] dux.

On étend la définition du symbole | ab f(t)dt au cas a > b en posant alors :

/abf(t)dt = —/ba f(t)de.

C’est I'intégrale de a a b de f (attention a ne pas évoquer 'intervalle [a ; D] si
a > b).
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€2 Propriétés de Uintégrale

Théoreme 1 (Relation de Chasles)

Soit f une fonction continue sur un intervalle / et a, b, c trois réels appartenant

al,alors: ,
/ f(t)dt=/ f(t)dt+/ f@)dr.
a a b

A ATTENTION

I n’existe aucune condition d’ordre entre les réels a, b et c. La relation de
Chasles n’impose pas d’avoira < b < c.

INTERROS

Propriétés 1

* Si f estimpaire, alors :
a

f@)dr =0.

—a

(

* Si f est paire, alors :

"ty =2/a f(0)dr.
—a 0

* Si f est périodique de période T, alors pour tout réel a :

a+T T
/ f(t)dt:/ f(®) dr.
a 0

Théoreme 2 (Linéarité de Uintégrale)

Quelles que soient les fonctions continues f et g, quels que soient les réels A et
W

CORRIGES

(

b b b
/()»f(t)+,ug(t))dt=?»/ f(t)dt+,u/ g(t)dr.

Propriétés 2
b
* Sipour tout x de [a ; b], f(x) > 0, alors : / fx)dx > 0.
a

b
Si pour tout x de [a ; b], f(x) < 0, alors : / fx)dx <0.
a

* Si pour tout nombre réel x de [a ; b], g(x) < f(x), alors :

b b
/g(x)dx</ £ dr.
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€3 Primitive et intégrale

€X) Définition et existence

Définition 3
Soit f une fonction définie sur un intervalle /. Une primitive de f sur [ est, si

elle existe, une fonction F dérivable sur I vérifiant F' = f sur 1.

Théoreme 3

Soit f une fonction définie sur un intervalle /.

Si f admet une primitive F sur /, alors elle en admet une infinité.

Si G est une autre primitive, il existe une constante réelle c telle que, pour tout
x de I'intervalle 7 :

Gx)=F(x)—+c.

@ A RETENIR

Si elles existent, les primitives de f sur [ different d’une constante.

Propriété 3

Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle /, soit xo un réel
de I et yp un réel quelconque fixé.
11 existe alors une unique primitive F' de f telle que F(xo) = yo.

Théoréme 4
Tout fonction continue sur un intervalle / admet des primitives sur /.

Remarque : ce théoreme permet de prouver I’existence de primitives d’une fonc-
tion mais ne permet pas de les calculer. Il sera aussi souvent utilisé pour prouver
I’existence d’intégrales.

Théoreme b

Soit f une fonction continue sur un intervalle / et a € I, la fonction

X
F:I—R, x|—>/ f()de
a
est [la primitive de f sur / qui s’annule en a.
Remarque : on peut étudier facilement les variations de la fonction F, sans cal-

culer I'intégrale, dans la mesure ol on connait sa dérivée qui n’est autre que la
fonction f.
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Soit F une fonction définie sur un intervalle /, et soient a,b deux réels appartenant
a l. On note : )
[F(t)]a = F(b) — F(a).

Théoréme 6

Soit f une fonction continue et F une primitive de f. On a:

b
/ fde = [Fo)’.

E®) Primitives usuelles

Un tableau de dérivées usuelles donne, par lecture inverse, un tableau de primi-
tives a connaitre. Précisons une derniere fois qu’on ne parle de primitives que sur
un intervalle

La fonction usuelle Ses primitives
x =1 Xt x4k avec k € R
avecx € Rsin € N* ot

x = x" X = +1+k avec k € R
n

etx #0si —neN
1

x> —avecx >0 x> Inx +k aveck € R
X
1 1

x> —avecx #0 X ——+k aveck € R
X X
1

x> —avecx >0 x> 2x +k aveck € R
Jx
x> er x> e'+k aveck € R
X > sinx x> —cosx +k aveckeR
X > COSX X > sinx +k aveck € R

EX) Primitives et fonctions composées

Il est souvent possible de mettre en évidence la dérivée d’une fonction composée.
Le tableau page suivants regroupe les cas les plus courants (u désigne une fonction
dérivable sur un intervalle I).

[ INTERROS

CORRIGES

(
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Fonction f Une primitive F Conditions sur u
u
uw'u" neN*
n+1
u 1
) - u(x) #O0sur /.
u/
W 2/u u > Osurl.
u
u/
— Inu u>0surl.
u
u'e" et

1
x> ulax+b) a#0|x+— —U(ax 4+ b) | U primitive de u sur /.
a

2 Valeur moyenne

Définition 4
La valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle [a ; b] (@ < b) est le nombre

1
réel p défini par pu = P fab f(x)dx.
—a

© Solution de Uexercice type Lycée Henri IV, Paris

Le cas qui nous intéresse correspond a la figure :

y=x>
C B/y=3
o (x)
D A
V3 J3
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Henri IV, Paris

L’aire <7 (x) est donc égale a I’aire du rectangle A BC D moins « I’aire sous
la courbe » :

V3
o (x) = Aire(ABCD) — / x2dx
-3
V3
=63 — 2/ x2dx (car x > x2 est paire)
0
1 .1v3
=63 -2 [—xﬂ
3 1o
1
=63 —2x 3 x 3v/3
= 4+/3.

N
INTERROS

(

2

CORRIGES

(
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. , K i Corrigé
Bl acn Calcul d'intégrales 1omin| © Foree
E} Soit7 =f_11 |e* — 1| dx. La valeur de I est :
@l |- |t =1 =1e-1 6] 2(c — 1)
1 1
= )
@e—i—e @e—i—e
2 .2
6x% + 4
E SoitI:/ #dx.LavaleurdeICSt:
1 x°+xc—1
1 1
[a]2In11 m_ﬁ [c]In1l [d] Elnll

4
3 SoitI:/ (Ix — 1] + |x — 2|) dx. La valeur de I est :
0
[a] 6 [b] 7 [c] 8 [d] 9

L

7
n Soit I = / cos? x dx. La valeur de I est :

A
Py

T 1 T 1 T 1 «/5
n w/F Propriétés des intégrales ejomi..‘ QD_C%Zisé‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n La valeur moyenne de la fonction exponentielle sur I’intervalle [0 ; 1]
este.

1
2] / (x> +x}sind xdx = 0.
—1
b4 0
a / eCoSY {y — / eCosY
0

-7

T -7
n / ecosx dx = / ecosx dx.
0

-2

B w/F Intégrales et ordre 10 mi.,‘ Op_c%;isé‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?
n L’intégrale d’une fonction continue positive sur un segment est positive.

Si I’intégrale d’une fonction sur un segment est positive alors la fonction
est positive.

fonction est nulle sur [a ; b].
2

n Si I'intégrale d’une fonction est nulle sur un segment [a ; b] alors la
X
n Pour tout réel x, / t2dt > 0.
X
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n v/ Fonction définie par une intégrale 18 min © Foee ~—

X
On considere la fonction F définie sur R par F(x) = / f:_t2 dz.

0
Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

. L. ) —x2
n La fonction F est dérivable sur R et, pour tout réel x, F'(x) = e — 1.

COURS

n La fonction F > 0 sur R.

X
a Pour toutréel x > 1, F(x) — F(1) < / e dr.
0

n Pour tout réel x, F(x) = F(—x).

H w/F Suite d’intégrales 15 min epF%zisé‘

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Pour tout entier naturel n non nul, on considere I’intégrale :

In(n+1) el
I, = / de.
Inn el +1

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

ya

CORRIGES

n Pour tout naturel n non nul, I, est positive.

1
n Pour tout naturel n non nul, 7,, = In (n + )
n

a La suite (I,;) est décroissante.

(

n Pour tout entier naturel n nonnul, I} + I + - - - + I, = In(n + 2).

E Pratique du calcul intégral s %:?Umin‘ Op_c%;isé ‘
Lycée Blaise Pascal, Brie-Comte-Robert

T

T 2
Calculer les intégrales I} = / costdret I, = / sin (t + %) dr
0 0

ﬂ Intégrales de fonctions polynomes % * 10min °p_°gg;‘9é ‘
Lycée Marie Curie, Sceaux

Calculer les intégrales :

I 3
I =/ (£ +27 + 41+ 1) dret I4=/ (12¢"7 4267 — 1) dr
0 -3
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. ! . c . .
n Un calcul classique = flysmm\ °p_ e \
Lycée Victor Hugo, Besancon
1
d
Soit I = / S
0 Vx2+42
n Calculer la dérivée de la fonction x > +/x2 + 2.
n En déduire la dérivée de la fonction f définie sur [0 ; 1] par :
f@ =In(x+Vx2+2).
a Calculer la valeur de 7.
R . st .| @ Corrigé
echerches de primitives * % .']5mm‘ o \

Lycée Lavoisier, Paris
Soit f la fonction définie sur ]—2 ; 4-o0[ par :
fx) =x>Vx +2.

Déterminer des réels a, b, ¢ et d pour que la fonction F définie sur ]—2 ; 4+o00[
par :
F(x) = (ax3 +bx%+cx + d)vV/x +2

soit une primitive de f.

“20min| © St

m Primitives d’une fonction rationnelle xx 209

Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

3x%—2x +3
(2= 1)’
E} Déterminer I’ensemble de définition 7 de f.

Soit la fraction rationnelle f(x) =

n Déterminer des réels a, b tels que sur I

n a
x+1D2 (-1
a En déduire deux primitives F et G de f sur ]1 ; +o00[.

fx) =

orrigé

m Suites définies par des intégrales % {éo min‘ °p_°m \
Lycée du Parc, Lyon

n

Pour chaque entier n, on pose : I, = fol ﬁ dx.
x +4x

n Montrer que I’on définit ainsi une suite (/,),cn dont chaque terme est
positif ou nul.
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n Etudier le sens de variation de la suite (1,,),en. /\
n Déterminer a € R tel que pour tout x € [0; 1],
1

—  _<a.
14 2x 4 4x2 “
En déduire la limite de la suite (1,,),¢eN.

COURS

m Une autre suite d’intégrales *kk 1 ,,.i,,‘ ep_c%r;igé ‘
Lycée Balzac, Caen

On considere la suite (/,,),en définie par les intégrales :

1 ™ dx
I = / .
0o e +1
E} (a) Calculer I; et Iy + I). En déduire I.
(b) Pour tout entier n > 0, calculer I, + I,,11.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

E (a) Montrer que la suite (1,,),en est croissante.

(b) Prouver que pour tout entier n et tout x € [0; 1] :

e e 1
—— < —— < e
e+1 " ef4+1 "2

En déduire un encadrement de I,,.

nx
nx

ya

CORRIGES

N . . .. I
a A partir de cet encadrement, déterminer les limites de 7, et de —Z
e

m Valeur approchée d’une intégrale ~ * %% 5:l|o5min‘ °p_°g;;‘9é‘
Lycée du Parc, Lyon

(

1
Soit f la fonction définie sur [0 ; 1[ par: f(x) =e™* =%
—x

1
Onpose: [ = /2 f(r)dr.
0

. o 1
n En étudiant les variations de f, démontrer que pour tout x € [0 ; 5}

2
1< < —.
Sx) 7o
.. 1 1 x?2
n (a) Vérifier que pourtoutx € (0; —|, —— =14+x+ .
2171 —x 1—x

1 1

(b) En déduire que I = /2(1 +x)e dx + /2 xzf(x)dx.
0 0

(¢) Vérifier que la fonction g définie sur R par g(x) = —(x + 2)e™™
est une primitive de x — (x + 1)e™™.
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(d) Déduire de la uestionn ue : L < /% xf)dy < L
q R YE A STove

(e) Déduire des questions précédentes une valeur décimale approchée
de 7 ala précision de 0,01.

m Intégrale d’une fonction irrationnelle xx % 15min °p_°g1';i9é‘

Lycée Saint-Jean-de-Passy, Paris

1
On pose pour tout entier naturel n non nul : J,, = / x"V1 —x2dx.
0
. ) . b4
n Par des considérations d’aires, montrer que Jy = 1
E Montrer que (J;,),en est décroissante.

1
n (a) Montrer que pour tout entier naturel n, 0 < J,, < / x"dx.
0

(b) Déterminer la limite de J,,.

E Primitive d’une fonction irrationnelle % % 5 3wmin \ °p_°g;;‘9é ‘
Lycée Carnot, Dijon
On cherche une primitive de la fonction f définie sur R par: f(x) = 4x27+1 )
V2x24+1

n Pourquoi la fonction f admet-elle une primitive sur R ?

n Montrer qu’une fonction du type x +— +/P(x), ou P est un polyndme
de degré 2, ne peut pas étre une primitive de f.

n Soit g une fonction dérivable sur R.
Dériver x > g(x)v/2x2 + 1.

n Déterminer une primitive de f sur R.

E Avec un algorithme * K ;:;:,.,mi,,‘ ap_c%rgigé‘

Lycée La Bruyeére, Versailles

1
. P 2
On considere la suite définie par : I, = / x"e" dx.
0

n (a) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, 7, > 0.

(b) Etudier la monotonie de la suite (I,).

(¢) En déduire que la suite est convergente. On note L sa limite (dans
cette question on ne demande pas de la calculer).
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E (a) Soit g la fonction définie sur R par g(x) = xe®’. /\

1
Démontrer que la fonction G définie sur R par G(x) = Eexz est
une primitive de g.
(b) En déduire la valeur de ;.

(¢) Pour tout entier naturel non nul z, on définit sur R la fonction H,
par: Hy(x) = x"T1G(x).
Montrer que H, est dérivable sur R et calculer, pour tout réel x,

COURS

H)(x).
En déduire que pour tout entier naturel » non nul,
n+1 1
In+2 + Tln = Ee.

(d) Calculer I3 et Is.
a Compléter I’algorithme suivant de fagon a obtenir en sortie le terme /»3.

Variables
n est un entier naturel impair
I est un réel
Initialisation
Affecter a n la valeur 1
Affecter a I la valeur ...
Traitement
Tant que n < ..

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

n—+1

2
Affecter a n la valeur n + 2

Fin de Tant que
Sortie
Afficher [

1
Affecter a I la valeur —e — 1

CORRIGES

(

n Dans cette question toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’ini-
tiative méme non fructueuse, sera prise en compte dans I’évaluation.
Déterminer la valeur de L.

m Primitives « a vue » *k k- 20min Qp_C;erigé ‘
Lycée Jacques Prévert, Boulogne
Caleul imitive de u(x) sinx — x cos x o) 1 — 52
alculer une primitive ae = — ¢ e
p u(x 2 v(x e
m Dérivées et primitives Kk k- T5min ep_ctza;{igé ‘

Lycée Janson de Sailly, Paris

Calculer en fonction de x la dérivée des fonctions définies sur R* par :
2

2x dr X
F(x):/ — e G(x):/ Inzdr.
X

X
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n acM Calcul d’intégrales \ ep.E?gﬂn * ‘

Bl Réponse [@].7=[' |e* —1]dx = [°,(1 —e)dx + [} (¥ — Ddx.
1
I= [x—e"](il-l— [ex—x]é=e+g—2.

@ METHODE

On ne peut pas intégrer directement une fonction dont I’ écriture com-
porte des valeurs absolues. Il est indispensable de commencer par
donner une écriture de la fonction sans valeur absolue en distinguant
différents intervalles. L’intégrale se calcule ensuite en appliquant la
relation de Chasles.

CORRIGES

E Réponse [a] . Il convient de s’assurer que x> 4 x> — 1 est bien positif
pour tout x de I’intervalle [1 ; 2].
L’étude de la fonction x +— x> + x2 — 1 montre que, sur [0 ; o0,
cette fonction est croissante, et, comme f (1) = 1, on a bien la condition
requise.

a Réponse [d] . On retrouve la méme situation que la premiére question.
On doit commencer par simplifier 1’écriture de la fonction de maniere a
ne plus avoir de valeurs absolues puis appliquer la relation de Chasles.

I=fy(—2x+3)dx + [{ dx + [} @x —=3)dx = 9.

1+ cos2x
n Réponse [b] . Pour tout réel x, cos? x = —
Z om

. x  sin2x
Par suite, / = | — +

1
2 4 1= 8 4
'y

hoiral

E v/F Propriétés des intégrales p. 198

n Faux. La valeur moyenne de la fonction exponentielle sur I’intervalle
[0; 1]est fj e¥dx =e — 1.
E Vrai . La fonction intégrée est une fonction impaire sur I’intervalle [—1 ; 1]

donc, d’apres les propriétés du cours, son intégrale sur le segment [0 ; 1]
est nulle.

@ METHODE

Lorsque les bornes d’intégration sont deux réels opposés, on com-
mencera toujours par étudier rapidement la parité de la fonction in-
tégrée. Si la fonction est impaire, I’intégrale est nulle et il n’y a pas
lieu de se lancer dans des calculs.

a Vrai. La fonction intégrée est une fonction paire puisque, pour tout réel
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X, cos(—x) = cosx et les intervalles d’intégration sont symétriques par /\
rapport a 0.

n Vrai. La fonction intégrée est une fonction périodique de période 27 et
on integre sur des intervalles décalés d’une période.

© Enoncé
p. 198

COURS

Y v/r intégrales et ordre

n Faux. Il manque une hypothese pour pouvoir appliquer le théoreme de
positivité de I’intégrale : les bornes doivent étre dans 1’ordre croissant.

Ainsi [ = [} 2tdr = [12]} = —8.

3 =
A ATTENTION

Pour appliquer un théoreme, on doit impérativement s’assurer que
toutes les conditions d’application sont réunies et les mentionner sur
la copie. Lors de I’apprentissage du cours, on mettra bien en évidence
ces conditons en liaison avec la démonstration du théoreme.

.

INTERROS

E Faux. La réciproque du théoreme de positivité est fausse. Soit
1 3
I = ffl tdt = btz} =3 On remarque que I’intégrale / est posi-

tive alors que la fonction intégrée est négative entre —1 et 0.

a Faux. Si on inteégre une fonction continue et impaire sur un segment
dont les deux bornes sont opposées, alors 1’intégrale est nulle alors que
la fonction n’est pas nulle.

)
LA
=
e
o
=]
o

Ainsi [ _11 13 dt = 0 alors que la fonction cube n’est pas nulle sur [—1; 1].

. 1 1 . . .
n Faux. Si x = —, alors x2 = —. On integre alors une fonction continue,

positive avec les bornes dans 1’ordre décroissant. L’intégrale sera donc
négative.

Aol

n v/ Fonction définie par une intégrale . 199

n Faux. D’apres le cours, comme la fonction f définie sur R par

f@® = e~** est continue sur R, elle admet des primitives sur R et la
fonction F est la primitive de f sur R qui s’annule en 0. Par suite, la
fonction F est dérivable sur R et F/ = f. On a donc, pour tout réel x,
Fl(x) =e*.

Faux. Si x est négatif, on intégre une fonction continue et positive avec
les bornes dans 1’ordre décroissant donc on obtient un résultat négatif.

a Vrai. En effet, fol f()dr est I'intégrale d’une fonction continue, posi-
tive, avec les bornes dans 1’ordre croissant donc, d’apres le théoreme de
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positivité de ’intégrale, F'(1) > 0.

Par conséquent, F(x) — F(1) < F(x).

Faux. Considérons la différence F(x) — F(—x).

Pour toutréel x, F(x)—F(—x) = [ f()di— [, f(O)de = [T f@)dr.
La fonction f est paire et strictement positive sur I’intervalle d’intégra-
tion donc I’intégrale n’est pas nulle et par suite, F'(x) et F(—x) ne sont
pas égaux.

B vk Suite d’intégrales [ S

Vrai. Soit f la fonction définie sur R par f (1) = T La fonction f

et

est continue et positive sur [Inz ; In(n 4 1)]. On integre avec les bornes

dans I’ordre croissant donc, d’apres le théoreme de positivité de 1’inté-

grale, I, est positive.

Faux. La fonction f est continue sur ’intervalle [Inn ; In(n + 1)] donc
!/

elle admet des primitives sur cet intervalle. Elle est de la forme — donc

elle admet pour primitive la fonction F définie sur lﬁ% par
F(t) =1In (e’ s 1). On en déduit que, pour tout entier naturel non nul
n,

n+2

n+1"

Vrai. Pour étudier le sens de variation de la suite (/,,), on cherche le
signede I, 41 — I.

Pour tout entier naturel » non nul,

I, =Inn+2)—Inn+1) =1In

(n+3)(n+1)
(n+2)?
Or, n+3)(n+1)=n?>+4n+3,donc: (n +3)(n+1) < (n +2)%
Par suite,
(n+3)(n+1) (n+3)(n+1)
— < et In————
(n+2)2 (n+2)?
On en déduit que 1,41 — I, est négatif et la suite (/,,) est décroissante.

Int1 — I, =In

Faux. On transforme la somme /| + I +- - - 41, en appliquant la relation

de Chasles :
In(n+1) o
1 I et I, = dr
1 +L+---+ /0 o+ 1

= [Ine" + D]y
=In(n+2)—In2
n—+2

o

=In
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E Pratique du calcul intégral ‘ QPF;'g;cé ‘ —~

Lycée Blaise Pascal, Brie-Comte-Robert

La fonction cosinus est continue sur [0 ; 7] donc elle admet des primitives
sur [0 ; ] et I'intégrale I; existe.

De méme, la fonction sinus est continue sur {O ; %} donc elle admet des g
primitives sur cet intervalle et I’intégrale I, existe. 8
Calcul de I : i} Calcul de I .l \/
11=/ costdt 12:/ s1n<t+z) dr
0 0 4
= [sint]g T\1% n
_ 3 . = [—cos(t—l——)} (=)
=sinw —sin0 4710 o=
—o. N i
=3 "7 =
= 2.
ﬂ Intégrales de fonctions polyndmes | S |
Lycée Marie Curie, Sceaux N

Calcul de I5 :

)
LA
=
e
o
=]
o

La fonction : 7 — 3 + 212 + 47 + 1 est continue sur [0 ; 1] donc elle admet
des primitives sur [0 ; 1] et I'intégrale /3 existe.

1
I =/ (3 +27 + 41+ 1)dr
0

14 254 2 !
= |-t —t 2t t
{4 +3 + + .

—1+2+2+1
T4 03
47

=

Calcul de 14 :

La fonction ¢ +— 12¢'7 + 213 — 1 est continue sur [—3 ; 3]. On remarque de
plus que cette fonction est impaire. Or, d’apres le cours, si la fonction f est
impaire, alors [, f(1)dr = 0. On en déduit :

3
Iy = / 12:'7 4263 —rydr = 0.
=3
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A ATTENTION

On pensera bien a vérifier que les trois conditions d’application du théo-
réme sont remplies : la fonction doit étre continue, les bornes de ’inter-
valle d’intégration doivent étre deux nombres opposés et la fonction doit
&étre impaire.

u Un calcul classique | S |
Lycée Victor Hugo, Besancon

n La fonction : x — +/x2 + 2 est la composée des fonctions : x > x> 42
etx = /x.
Or, la fonction x > x2 + 2 est dérivable sur R, & valeurs strictement po-
sitives et la fonction racine est dérivable sur ]0 ; +o00[, donc, d’apres le
théoreme de dérivabilité des fonctions composées, la fonction
X > +/x2 4 2 est dérivable sur R.
Les dérivées respectives des deux fonctions sont : x > 2x et

1

ﬁ.

La dérivée cherchée est donc : x —

X =

X
VX +2‘
E Ainsi la dérivée de :

X x+vVx24+2

est:
X

VxZ4+2

On pose alors u(x) = x + +/x2 + 2.

D’apres les questions précédentes, la fonction u est dérivable sur [0 ; 1].
De plus, la fonction u est strictement positive sur I’intervalle [0 ; 1]. La
fonction f étant de la forme Inu, il en résulte qu’elle est dérivable sur
(05 1].

Donc pour tout x € [0; 1],

X 14+

14 x VxZ 424+ x
f/(x)= Vx2 42 _ VX2 4+2 )
X+Ax2+2 x+A/x242
Soit :
fl(x) = L
VxZ+2
1
B La fonction : x — ———— est continue sur I’intervalle [0 ; 1] et on a
x2 42

montré que f en est une primitive sur [0 ; 1], donc I existe et :

1
! =/ F@)de = f(1) = £0) =1In (1++3) —In (v2).
0
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n Recherches de primitives | S |
Lycée Lavoisier, Paris

Pour que la fonction F' soit une primitive de f, il faut et il suffit que la fonc-
tion F soit dérivable sur ]—2 ; +oo[ et que F' = f.
On détermine donc F’/(x) :

ax® +bx?+cx+d
2Vx +2
. (3ax2—|—2bx+c) Qx4+4) +ax> +bx>+cx+d
- 2Vx +2
_ (6a+a)x® + (12a 4+ 4b + b)x> + (80 4+ 2c + c)x +4c +d
B 2/x +2
_ Tax? + (12a + 5b)x* 4 (8b + 3¢)x + (4¢ +d)
a 2Vx +2 ‘
Or F' = f si et seulement si, pour tout x > —2,
Tax + (12a + 5b)x% + (8b + 3¢)x + (4c + d) = 2x°/x + 2/x +2
= 2x3 + 4x2.

On en déduit, apres identification des coefficients et résolution du systeme
4 -32 128

2
ainsi obtenu : a = = =— , c=—— et = —.
35 105 105

7
. 2 4 32 128
Ainsi, F(x) = (5x3 + gxz — ﬁx + ﬁ) Vx + 2.

COURS

F'(x) = (?»a)c2 + 2bx + c) Vx+24

.

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o

m Primitives d’une fonction rationnelle | S |
Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

n Une fraction rationnelle est définie pour tout réel x qui n’annule pas son
dénominateur.

Or, x> = 1)2 = (x — D> (x + )2, donc Zy =R\ {—1; 1}.
E Cherchons a et b tels que :
3x2-2x+3 _ blx—D*+ax+1)?

@2=12 x4+ D2x-=12
_(a+b)x*+2a—bx+(a+b)
B (x2—1)? ’

On en déduit, par identification des coefficients et apres résolution du
systeme ainsi obtenu:a = 1, b = 2.
On a donc, pour tout réel x appartenanta %y,

2 1
TO=ormt oo

a Remarquons que la fonction f est continue sur son ensemble de défini-
tion donc elle y admet des primitives.
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La fonction x +— 7 est dérivable sur ]1 ; +oo[ et a pour dérivée sur

cetintervalle : x > ————.
(x +1)2

-2
sur |1 ; +o00[ est donc x +—>

2
Une primitive de m ———

De méme, la fonction x —

1 est dérivable sur |1 ; 400 et a pour
1

dérivée sur cet intervalle : x > —— ..

(x—1)?

1 -1
Une primitive de ——— sur ]1 ; +-oo[ est donc x > ——.
(x —1)2 x—1
Une primitive de f sur |1 ; +o0[ est donc :
. —1 i -2 1—3x
X = .
-1 (@x+1) x2-1

X
En ajoutant une constante a cette fonction on obtient une autre primitive

de f, donc x — + 1 est une primitive de f sur ]1 ; +ool.

1—3x
(x2—=1)

@ METHODE

Lorsque 1’énoncé demande de déterminer plusieurs primitives d’une
méme fonction, on commence par justifier 1’existence de primitives
(toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur
cet intervalle), puis on détermine une primitive de la fonction. On
peut alors obtenir toute autre primitive de la fonction en ajoutant a la
premiere une constante choisie de maniere arbitraire (deux primitives
d’une méme fonction different d’une constante sur tout intervalle ou
elle est définie).

Aol

m Suites définies par des intégrales 0. 700

Lycée du Parc, Lyon

n

n La fonction : x — est continue sur I’intervalle [0 ; 1] en

. 1+ 2x + 4x2
tant que fonction rationnelle.

Pour tout entier n et tout réel x € [0 ; 1],
xn
— >0.
1+2x +4x2 7
Les bornes d’intégration sont dans I’ordre croissant donc, d’apres le
théoreme de positivité de 1’intégrale,

1 "
L= — X _dax>o0.
" /0 1+ 2x + 4x2
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En effet sur [0 ; 1], x” > 0, et pour le trindme du dénominateur, le /\
discriminant est négatif, donc le trindme est toujours du signe de 4, donc
strictement positif.

E Pour tout entier n, par linéarité de I’intégrale, on a :

1 xn—i—l 1 X"
1n+1—1n=/ 7dx—/ . N
o 1+4+2x+4x2 o 1+2x+4x2

1 n _
=/ (=) o
o 1+4+2x+4x2
x"(x —1)

. 1+ 2x + 4x2
tant que fonction rationnelle.

COURS

.

La fonction : x +— est continue sur I’intervalle [0 ; 1] en

x"(x —1) <
1+2x+4x2 =
Donc, par positivité de I'intégraleona : I, — I, < 0.

Or, pour tout réel x € [0 ; 1],

INTERROS

La suite (1,;),en est donc décroissante.

B Pour encadrer 1 + 2x + 4x2, il faut connaitre le sens de variation de la
fonction : f : x > 1+ 2x + 4x2.

f'(x) =2+ 8xdonc f/(x) >0& x > —%.

Par conséquent, sur I’intervalle [0 ; 1], f est croissante, et :
FO) < fx) < f(D).

Onadonc:1<1+2x +4x2<7.

Comme la fonction inverse est décroissante sur |0 ; +o00o[, on en déduit

)
LA
=
e
o
=]
o

que pour tout x € [0 ; 1], < 1. Donc, en multipliant par

_ N 714 2x +4x2
x™ qui est positif, on obtient pour tout entier naturel 7,

n
X n

— < x".
142x +4x2
. x" )
Les fonctions : x +— x" etx — ———— sont continues sur [0 ; 1],

. ] 14+ 2x 4 4x2
les bornes d’intégrations sont dans 1’ordre croissant. Il résulte du théo-

reme sur les intégrales et I’ordre que :

1 X" 1
7d~x< nd )
/0 1+ 2x + 4x2 /Ox *

soit :
- 1
"Sa41
1
On a donc obtenu un encadrementde ,, : 0 < [, < e
n
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(V¢ ]
RAd
L)
-_—
(- 4
(- 4
e Or, lim = 0, donc, d’apres le théoreme de limite par encadre-
n—+oo n
ment ( théoréeme des gendarmes), on en déduit :
lim I, =0.
n——+o0o

@ METHODE

Pour montrer qu’'une intégrale est positive, il n’est pas nécessaire de la
calculer : le théoréme de positivité de 1’intégrale permet d’ obtenir directe-
ment le résultat a partir du signe de la fonction. On pensera a s’ assurer que
les trois conditions d’application du théoréeme sont bien réunies : fonction
continue sur I'intervalle d’intégration, fonction positive et bornes d’inté-
gration dans I’ordre croissant.

0 s E 3
m Une autre suite d’intégrales °p_ e \
Lycée Balzac, Caen
X
n (a) La fonction: x +— 7 _T_ — est continue sur I’intervalle [0 ; 1] donc
e

elle admet des primitives sur cet intervalle et I’intégrale /; existe.
Ona:

L ex 1 1'te
h= [ gt = o+l =m(5°)

et, par linéarité de I’intégrale :

1 X

1+e
I I = dx =1.
o+ 1 /01+exx

Donc :

1
10=(10+11)—11=1—1n< ;e)

(b) Pour tout entier naturel 7, on a par linéarité de 1’intégrale :

1 .nx (n+1)x
e +e
I == 1] = ——dx
i /0 1+e

1
=/ e dx
0

e —1

n
E (a) Pour tout entier naturel n et toutréel x > Oona:

nx < (n+ 1)x.
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Or, la fonction exponentielle étant croissante sur R, on a : /\
e L etDx Doy
ehx e(n+1))c

< car e +1 > 0.
e +1 e 41
X e(n+1)x
etx — sont continues sur
) er+1 er+1 )
Iintervalle [0 ; 1], les bornes d’intégration sont dans 1’ordre crois-
sant ; donc, d’apres le théoreme sur les intégrales et 1’ordre, on a :

I, < In+1-

Les fonctions : x >

COURS

.

La suite (I,,) est donc croissante.
(b) Pour tout réel x € [0; 1] on a I’inégalité :
1<e*<e

donc

INTERROS

2<1+ef <1 +e.

Tous ces termes sont strictement positifs donc, en passant a 1’in-

verse et en multipliant par e"* > 0 :
enx enx
4 S et - 2

En appliquant de nouveau le théoréme sur les intégrales et 1’ordre

(les conditions d’application étant réunies), il vient :

1 L e
/e”"dxé[né—/ e dx ,
1+e 0 2 0

nx

)
LA
=
e
o
=]
o

soit :

a Or,

n—il—}—loo 7’1(1 o = +0o0

D’apres le théoreme de limite par comparaison, on conclut que :
lim [, = +o0.
+o0
En repartant de I’encadrement de /,, obtenu a la question précédente et

en multipliant par — qui est strictement positif, on obtient :
€

1—e™ In<1—e_”
(1+eyn ~e* = 2n

Comme :
1—e™

lim — =
n—+oo n(1 + e)
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¢
Ml
—
(-
(- 1
e et
) 1—e™
lim =0,
n—>+oo  2n
par le théoreme de limite par encadrement (théoreme des gendarmes),
on conclut :
. In
lim — =0
n——+oo el
© METHODE
b b
Pour comparer deux intégrales / f(®)dr et / g(t)dt, il n’est pas né-
cessaire de les calculer. ¢ ‘
11 suffit de comparer les fonctions f et g sur I’intervalle [a ; b] apres s’étre
assuré que a < b et que les fonctions f et g étaient continues sur I’inter-
valle [a ; b]. Le théoréme sur les intégrales et 1’ordre permettra alors de
conclure.
On pensera a mettre en évidence dans la rédaction le fait que les condi-
tions d’application du théoreme sont réunies.
Valeur approchée d’une intégral 2
pprochee o une integrate p. 201
Lycée du Parc, Lyon
1
n La fonction f est dérivable sur [O ; E} et,
1 —e (1l —x)+e* xe—*
Vx € [0 0 —} . o) = =
* 2l ™) 1 —x)? 1 —x)2
1
donc Vx € {0; 5} . flx)>=0.
- . 1 1
Ainsi, f est croissante sur |0 ; 3 , donc pour toutx € [0; ik
1
FO < fO)<f 5/
soit :
1< fix) < 2
< flx) L —.
Je
1
E (a) Pourtoutx € |0; > ,ona:
1ot x2 _ (1 +x)(1—x)+x2 _ 1 —x2+4+x2 _ 1 .
1—x 1 —x 1—x 1 —x
214
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(b) En utilisant 1’égalité démontrée a la question précédente, il vient : /\
1
2
I = / f(x)dx
0
: 2
= / e P e "dx
0 1—x
1 L2 —x
2 2
=/ (1+x)e_xdx—|—/ X° i
0 0 1—x

1

=/7(1+x)e_xdx+/§x2f(x)dx.
0 0

COURS

.

(¢) Onag/(x) =—e ¥+ (x+2)e* = (x + 1)e™". La fonction g est
donc bien une primitive de x — (x + 1)e™".
1 2
d) D’apré A tout e[O;—},lé < —.
(d) apres n pour tout x 7 f(x) NG
2x2
=

7

. 1 . 8 g
En intégrant entre 0 et — on a, par conservation de I’ordre par inté-

INTERROS

1
Donc, pour tout x € [O; E} ,x2 < xzf(x) <

gration (les conditions d’application du théoreme étant réunies),

1 1 1
4 S _22
/2x2dx</2x2f(x)dx</2idx,
0 0 0 e

1

1</7 2 f(x)dx < L
— < X X L ——.
24 [, 12./e

s

)
LA
=
e
o
=]
o

soit :

(e) Nous avons la relation :

1

3 3
1=/ (x+1)e_xdx+/ x2f(x)dx
0 0

= s, + [ s

0

_2_i /%2()(1
= 2ﬁ+0xfx X.

D’apres m, on a I’encadrement suivant :

1 5 1 5

— +2— <I< 2— —.

T WS 2 ° T 2/
Finalement, on obtient A I’aide de la calculatrice, I ~ 0,53 2 10~2
pres.
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m Intégrale d’une fonction irrationnelle 0,202

Lycée Saint-Jean-de-Passy, Paris

CORRIGES

n Comme la fonction : x — +/1 — x2 est continue est positive sur I’inter-
valle [0 ; 1], on sait d’apres le cours que :

1
Jo=/ V1—x2dx
0

est I’aire de la portion de plan comprise entre la courbe d’équation
y = /1 —x2, I’axe des abscisses et les droites d’équation x = 0 et
x =1
Or, quelque soit x € [0; 1],
2

x2+ (\/1 —xz) =x>+1-x*=1.
On rappelle que x> 4 y? = 1 est I’équation du cercle de centre O et de
rayon unité.

Ainsi, Jy est égale a I’aire d’un quart de disque de rayon unité dans un
repere orthonormé.

Donc :

J_JT
0=7

E Pour tout entier naturel n on a, par linéarité de I’intégrale :

1 1
J,,+1—J,,=/ (x"+1—x")\/1—x2dx.=—/ x"(1—=x)V1 — x2dx.
0 0

Or, pour tout x € [0; 1], x"(1 — x)+/1 — x2 > 0 donc par positivité de
I’intégrale (nous laissons au lecteur le soin de s’assurer que les condi-
tions d’application de ce théoreme sont réunies), on a :

Jn—i—l - Jn < 0.
La suite (J;,),en est donc décroissante.

H (a) Pour tout x € [0 ; 1], pour tout entier 7,

0<x" et 0<V1—x2<1.
0<x"V1—x2<x",

soit, en appliquant le théoreme sur les intégrales et I’ordre sur 1’in-
tervalle [0 ; 1] apres s’étre assuré que les conditions d’application
étaient réunies,

Donc,

1
OSJ,,S/ x"dx.
0

(b) Comme pour tout entier naturel ,

! 1
/x”dx: ,
0 n+1
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on obtient un encadrement de J,, : /\

1
0< Jy <
"4l
Or,
! £
lim =
n—+oon + 1 8
(&
D’ou, par le théoreme de limite par encadrement (théoreme des
gendarmes),
nly-}r—loo Jn =, \/

‘ © Enoncé ‘

E Primitive d’une fonction irrationnelle 0,707

Lycée Carnot, Dijon

INTERROS

n La fonction x > 2x2 + 1 est définie, et a valeurs strictement positives
sur R.

Donc x > 2x% + 1 ne s’annule pas sur R.

. 1 . .
e La fonction x ﬁ est définie et dérivable sur R comme
X< sl
composée de fonctions dérivables sur R ;

« La fonction x — 4x2 + 1 est une fonction polyndme, donc définie et
dérivable sur R.

)
LA
=
e
o
=]
o

Ainsi, f est définie et dérivable sur R comme produit de deux fonctions
définies et dérivables sur R. Par conséquent, f est continue sur R, donc
elle admet des primitives sur R.

E Soit F une primitive de la fonction f sur R. D’apres la définition d’une
primitive, la fonction F est dérivable sur R et F' = f.
Tout d’abord, le fait que la fonction F' soit définie et dérivable sur R
impose que le polyndme P doit étre a valeurs strictement positives sur
R. On en déduit que, si I'on a P(x) = ax? + bx + ¢, alors a > 0 et
b* — 4ac < 0.

Alors la fonction F définie par F(x) = /P (x) est dérivable sur R et a
pour dérivée :

Fx) = P'(x) B 2ax + b
C2JP(x)  2VaxZ+bx+ec

Légalité F' = f équivaut pour tout réel x a :

42+1  2ax+b
V2x2+1  2Vax?+bx+c
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¢
Mad
9
(-
ac )
e Etudions la limite en +00 de chacune des expressions :
Ona:
a+ "
g / _ g X —
xlll-}-loo ) = xlll—}-loo b @ ﬁ
a+ —+ )
X X
Alors que :
1
4+ =
lim x X =400
x——+00 1
24+ 5
X

On ne peut donc pas avoir F' = f.
Donc F ne peut pas étre une primitive de f.

B Si g est dérivable sur R, x — g(x)~/2x2 + 1 est dérivable sur R et a
pour dérivée :

/ 2
X gV + 14 2xg(x) g ()(C2x +1)+2xg(x).

26+ 1 Norarm)
B Prenons g(x) = x dans I’expression ci-dessus.
On obtient :
g@x2+1) +2xgx)  2x2+1+2x% o
2.x2 + 1 - 2x2 + 1 - °

La fonction x +— x+/2x2 + 1 est donc une primitive de f sur R.

BT Avec unalgorithme = et
Lycée La Bruyeére, Versailles

n (a) Dans I’intervalle [0 ; 1], x" est un nombre positif ou nul, ainsi bien
2 o N 2 ope
stir que e* . La fonction a intégrer étant positive ou nul sur [0 ; 1],
onabien I, > 0.
1 2 1 2
M) Lipr — I = [y (" —x") e dx = [ x"(1 —x)e* dx.
o 2

Sur I'intervalle [0 ; 1], x* > 0,e¢* > Oetx — 1 < 0, donc la
fonction a intégrer est négative ou nulle sur I’intervalle considéré.
Par conséquent, I,+1 — I, < O pour tout n, et la suite est décrois-
sante.

(¢) La suite / est minorée par 0 d’apres le m, et décroissante. Par
conséquent, elle est convergente.
La limite L est positive ou nulle.

1
E (a) G (x)= > x 2xe"’ = et = g(x).Donc G est bien une primitive
de g.
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1
b) I, = / xe* dx (TN
0

1
=/ g(x)dx
0

= G(1) — G(0) £
1 1 =

=—e— —. =
27 2

(¢) H, est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables.
H!(x) = (n 4+ Dx"G(x) + x"T1G'(x)

.

1
=+ Dx" x 56"2 +x" % xe*

n+1 2 2
— X"t 4 xn+26x .
2
En intégrant les deux membres de I’égalité ci-dessus entre O et 1, et

en utilisant les propriétés de linéarité des intégrales, il vient :

INTERROS

1 1 1
H,(1) — Hy(0) = "er / x”exzdx—i-/ X2 dy |
0 0

Ou encore : 41
n
G() = ——In + Inta. E
On a donc bien : -5
n—+1 1 o=
Lo + I, = Ee- 8

1 1
(d) D’apres ce qui précede, I3 + I1 = Ee. Donc, I3 = >

1
Puis, Is + 213 = Ee donc Is = Ee — 1.

a Voici I’algorithme complété :

Variables
n est un entier naturel impair
I est un réel

Initialisation
Affecter a n la valeur 1

Affecter a I la valeur Ee— -

2
Traitement
Tant que n<23
1 1
Affecter a I la valeur Ee_ %I

Affecter a n la valeur n + 2
Fin de Tant que
Sortie
Afficher I
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n 1, —le n+11 Donc
n+2—2 2 n- )

. . 1 n+1 >
Jm 2 = lim (5“' ——p )
1
Intéressons-nous a la limite de n

I, lorsque n tend vers +00.

Raisonnons par 1’absurde : si /,, tend vers une valeur non nulle, % Iy
tend vers +o0o (I, > 0 pour tout n).

Ceci donneraitnlil}rloo 1,12 = —00, ce qui est impossible puisque 7, > 0
pour tout 7.

Il faut donc que nEI—Poo I, = 0, ce qui donnera une forme indéterminée

n+1

pour la limite de

Donc L =0.

1.

Remarque : si vous tentez de programmer 1’algorithme de la question
a sur votre calculatrice, vous serez surpris de voir une contradiction

avec la réponse de la question n

Ceci montre la différence entre un algorithme, qui peut trés bien étre
correct, mais conduire a des résultats faux lors de sa programmation, en
raison des limites des calculatrices.

@ Enoncé
‘pm ‘

m Primitives «avue»
Lycée Jacques Prévert, Boulogne

Fonction u.

La fonction u est continue sur R et R* comme quotient de deux fonctions
continues sur R% et R* dont le dénominateur ne s’annule pas sur RY et R*.

Soit donc I 1’un des deux intervalles | — oo ; O ou ]0 ; +o0[, la fonction u
possede des primitives sur /.

En examinant I’écriture de u(x), on est conduit a penser a la formule de la dé-
f's—fg

5 . Définissons sur / les fonctions
8

rivée d’un quotient du type i soit
8
fetgpar:

f(x)=sinx et g(x)=x.

Le quotient est défini et dérivable sur / avec :
Y X COSX — sinx
Z) (x) = —

g X

= —u(x).

) sinx o
Alors la fonction U : x — ——— est une primitive de u sur /.
X
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Fonction v. /\

La fonction v est continue sur R comme quotient de fonctions continues sur R
dont le dénominateur ne s’annule pas sur R , elle possede donc des primitives
sur R tout entier.

Exploitons la méme idée que pour la fonction u. La difficulté provient du
fait que le numérateur de v(x) a été effectué et simplifié. Il faut donc le ra-
mener a la forme f'g — fg’. Lobservation du dénominateur conduit & poser
g(x) = 1+ x2. On aalors g’(x) = 2x. La numérateur de v(x) peut alors
s’écrire (1 + x2) — x x 2x, ce qui fait que :

COURS

.

1-x>  (1+x%)—xx2
(1+x2%  (1+x2)?
On pose donc f(x) =x, g(x) =1 +xZet:
S = f@gw  (fY
v(x) = 20)2 = < ) (x).

INTERROS

La fonction :

X

Vixe—s ——
14 x2

est donc une primitive de v sur R.

@ METHODE

11 faut toujours garder a I’esprit que déterminer une primitive d’une fonc-
tion f, c’est trouver une fonction F dont la dérivée est f. Lorsque les for-
mules des primitives usuelles ou des primitives de fonctions composées ne
semblent pas s’appliquer, on peut chercher a se ramener aux formules de
dérivation d’un produit ou d’un quotient. On veillera alors dans la rédac-
tion a faire apparaitre clairement les différentes étapes du raisonnement.

)
LA
=
e
o
=]
o

m Dérivées et primitives \Qp_i%’a"‘é\
Lycée Janson de Sailly, Paris

e Soit F; la fonction définie sur ]Rj_ par:
T dt
>
D’apres les théoremes du cours, Fp est la primitive de :
1

X = —
X

Fi(x) =

qui s’annule en 1.
Or, par la relation de Chasles :

2x1 11 2x1
F(x):/ —dt:/ —dt+/ Zdr = Fi(2x) — Fi(x).
x x ! 1 t



ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page222 — #232

Donc, pour tout x € R* ,d’apres le théoreme de dérivabilité des fonctions
composées,

CORRIGES

F'(x) = 2F|(2x) — F|(x) = 2

— =0.
2x

1
X

Remarque : puisque R est un intervalle, on peut en déduire que la fonc-
tion F est constante. Alors sa valeur se calcule par exemple en 1 et on a
F(1) =In2.

* De la méme fagon, définissons :
X
Gi(x) = / In(#) dz.
1
G est dérivable et a pour dérivée In et :

G(x) = G1(x?) — G (V7).

Donc pour tout x € R*,

/ / 1 /
G'(x) = 2xG (x?) — —zﬁGl(ﬁ)
1
— 2y _
= 2xIn(x?) WS In(v/x) ,

soit :

G (x)=4 (x = ﬁ) Inx.

@ METHODE

Les fonctions définies par une intégrales sont tres délicates a étudier. On
se ramenera a chaque fois au théoreme :
Soit f une fonction continue sur un intervalle / et a € I, la fonction

X
F:I—-R, xr—)/ f@)de
a

est la primitive de f sur / qui s’annule en a.

puis on utilisera la définition de la primitive d’une fonction.

On se souviendra que pour dériver une fonctiondu type : x — G (u (x)) il
est indispensable d’utiliser le théoréeme de dérivabilité des fonctions com-
posées.
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Chapitre

¥ Nombres complexes

1. Nombres complexes et coordonnées cartésiennes
2. Nombres complexes et coordonnées polaires

3. Nombres complexes et polyndmes

4. Nombres complexes et calcul vectoriel

&3 Nombres complexes et coordonnées cartésiennes

Exercice type 1 Lycée Fénelon, Paris

Soient z; et z; les nombres complexes :

i . 1+
T

1 =

) 1 1
n Mettre sous la forme a + ib les nombres z1, z2, —, —, 2122
Z1 22

E Calculer |z1] et |z2].

€2 Ensemble C

Définition 1

On admet I’existence de I’ensemble C des nombres complexes.

Cet ensemble de nombres contient I’ensemble des réels R.

On peut prolonger a cet ensemble les opérations d’addition et de multiplication
définies dans R.

1l contient un nombre noté i tel que i = —1.

Tout nombre complexe s’écrit de fagon unique z = a + ib avec a et b dans R.

€2 Le plan complexe

Un nombre complexe est représenté par un point du plan euclidien muni d’un
repere orthonormé direct (O; ii,v), qui prend alors le nom de plan d’Argand-
Cauchy ou plan complexe.

Au point de coordonnées (1 ; 0) on fait correspondre le nombre complexe 1.
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Au point de coordonnées (0 ; 1), on fait correspondre le nombre complexe i.

Au point M (x ; y), on fait correspondre le nombre complexe noté x + iy.

Définition 2

. - P
On appelle affixe du point M et du vecteur OM le nombre complexe z défini
ci-dessus. Inversement, M est appelé I’image du nombre complexe z. On écrit
parfois M (z) pour signifier cette correspondance entre le point et son affixe.

€8 Forme algébrique

Définition 3
L’écriture z = a + ib, avec a et b dans R, s’appelle la forme algébrique du
nombre complexe z.
Le réel a s’appelle la partie réelle de z et se note Re(z).
Le réel b s’appelle la partie imaginaire de z et se note Im(z).

Théoréme 1

Soient z1 et z des nombres complexes. On a :
Re(z; +z2) = Re(z1) + Re(zz) et Im(zi + z2) = Im(zy) + Im(z2).

€ Conjugué

Définition 4

Soit un nombre complexe z, affixe d’un point M. On appelle conjugué du
nombre complexe z = a + ib (a et b réels) et on note z, le nombre complexe
a —1ib.

L’image M de 7 est donc le symétrique de M par rapport a I’axe (O; if).

Théoréme 2

Pour tous nombres complexes z et 7’ :

(£)=<  «=0
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On pourra retenir facilement les propriétés ci-dessus sous la forme :
* le conjugué d’une somme est la somme des conjugués
* le conjugué d’un produit est le produit des conjugués

* le conjugué d’un quotient est le quotient des conjugués.

€ Module

Définition 5
On appelle module du nombre complexe z = a +1ib (a et b réels), et on note |z|, W
le nombre réel : 8
2l = Va+ b2 =7z e
[
_______________ M, =
Im(z) ! -
1zl ! \/
E Re(z) ]
o ! ()
| o
I o=
! o
. ()
1Z1 !
Im@) |- 0N > \/

Remarque : le module de z s’interprete comme la distance O M.

Théoréme 3

Pour tous nombres complexes z et 7 :
lzl=1zl et |zl =zl x |ZI.

€M Inégalités
Pour tous nombres complexes z et 7' :
|Re(2)] < |zl

| Im(2)| < |z,
lz+ 7| <zl + 12| (inégalité triangulaire).
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€X opérations

e (a+1ib)+ (@’ +ib") = (a+a’) + (b + D).
e (a+1ib)(a’ +1ib") = (aa’ — bb") + (ab’ + ba)i.
e Soit z = a + ib un nombre complexe non nul :

1 z a . b
-= = —i .
7z |zl2 a?+b2 a2+ b2

@ Solution de Uexercice type 1 Lycée Fénelon, Paris

n . i(4 4 31) 344 i+i
4T @osn@+3) 25 25 2s¢
1 4—31 —i(4—3i
1 _4-3t_ i _ D_ _3_4
71 i —i
Ona: 5
(1+1) 1 2
=— = —(1 .
22 TN, 2( +1)
Donc : |
=1 et — =—1.
22
D’ou, finalement :
4 3i
2= 755 T 05

n En appliquant les formules :

|z1|=\/( 3)2+(4)2=1 et ool = V(2 =1.

25 25/ 5

€3 Nombres complexes et coordonnées polaires

Exercice type 2 Lycée Branly, Nogent

Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe :

(i)
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€2 Argument

Définition 6

Soit z un nombre complexe non nul et M le point du plan d’affixe z. On appelle
argument de z, et on note arg(z), I’angle de vecteurs

L=
0= w,0M).
\
Im(@) |- oo M.
v |
1z !
1 (2
' £
0 =Arg(z) ' Re(z) E
T > —
o S | =
1ZI E \/
ImE)}----------- ¥
(]
‘L
=
o=
Remarques g
* Le nombre complexe 0 n’a pas d’argument. L
* Toute mesure de I’angle arg z s’appelle un argument de z.

(

* L’argument d’un nombre complexe non nul peut étre représenté de maniere
unique par un nombre réel dans | — 7 ; 7 ]. On I’appelle parfois argument prin-
cipal de z.

* Onditque le couple (|z], arg(z)) est un couple de coordonnées polaires du point
d’affixe M.

Théoréme 4
Soient z et z’ deux nombres complexes non nuls. Alors :

arg(zz') = arg(z) +arg(z')  (2m)
1
arg (E) = —arg(z) (Qm).
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EZ) Notation exponentielle

Définition 7
Soit 6 un réel. .
On convient de noter ¢!’ le nombre complexe :
e’ = cos6 +isind.
Propriétés 1
» Soient @ et 8’ deux nombres réels. Alors :
il it — oi(0+6")
¢ Formule de Moivre :
Soient & un nombre réel et n un entier. Alors :
( olf ) "_ einf
Ou encore :
(sin® +1icos0)" = sin(nd) + icos(nh).
* Formules d’Euler :
f:i)c 4 e—ix ei)c _ e—ix

COSx = ———  ; sinx = -
2 21

Théoréme 5

Tout nombre complexe z non nul peut s’écrire sous la forme :
z = |z] (cos@ +isin6)
— |z|e®
ou # est un argument de z.

@ A RETENIR

Un nombre complexe non nul admet trois formes différentes :
* la forme algébrique x + iy liée aux coordonnées cartésiennes.

* la forme trigonométrique r (cos 6 + isin @) liée aux coordonnées polaires.

* la forme exponentielle re'.
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@ Solution de Uexercice type 2 Lycée Branly, Nogent
Immédiatement :

1 i 2(V3 i
_3+%=§(7+%)
=3 (cos (%) + isin (%)) .

i 2 iz

= —€6.

3

Ainsi :

—_

S

Donc :

(1 +1)7 128 1x
BT I B
V33 2187

128  —six

= ——¢ 6
2187

B [ ) i)
~2187 I\ s 6/

INTERROS

(

&3 Nombres complexes et polynomes

Exercice type 3 Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

Soit P(z) = 42> + (4 — 8i)z% + (10 — 8i)z — 20i.
El calculer P(2i).
n Déterminer un trindme du second degré Q(z) tel que :
P(z) = (z — 2i) O(2).
En déduire I’ensemble des racines de P.
H Donner la factorisation complete de P(z) (i.e. en facteurs de degré 1).

CORRIGES

(

4

EX) 1’ équation du second degré dans C
Pour résoudre I’équation :
az> +bz+c=0
(ol a, b et ¢ désignent trois réels, a étant non nul) dans C, on calcule :

A = b — 4ac.
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* Si A > 0 alors I’équation admet deux racines réelles distinctes :

—b+ VA —b — VA
X]=———— et xp=———.
2a 2a
* Si A =0 alors I’équation admet une racine réelle double :
—b
X0 = —.
0= 2

* Si A < 0 alors I’équation admet deux racines complexes conjuguées :
—b +iJ/]A] —b —i/|A]
= D=
2a 2 2a

@ Solution de Uexercice type 3 Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

n Calculons tout d’abord les puissances itérées de 2i :
@' =2i, Qi)*=-4, et (2i)}=-8i
Calculons ensuite P (21i) :
P2i) =4 x (—8i) + (4 — 8i) x (—4) + (10 — 8i) x (2i) — 20i
= —32i — 16 + 32i + 20i + 16 — 20i
=0.

Le nombre 2i est donc racine de P.

21

n Cherchons a factoriser P sous la forme :
P(z) = (z — 2i)(az®> + bz + ¢).
On développe le membre de droite et on identifie terme a terme :
42° + (4 — 8i)z® + (10 — 8i)z — 20i = az® + (b — 2ai)z> + (c — 2bi)z — 2ic.
On en déduit que les valeurs suivantes conviennent :
a=4 b=4 c=10.
Ainsi P(z) = (z — 20)(4z% + 4z + 10).
Il ne reste plus qu’a déterminer les racines de ce trindbme du second
degré.
Calculons son discriminant et ses racines z et 22 :
A=—144
done: —1 - 3i 143

t =
5 et 22 )

i1 =
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@ Solution de Uexercice type 3 (suite) Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

H On en déduit la factorisation :

o i <Z B —12— 3i) (Z _ —1;—3i)

24(Z_2i)<z+ 1-;3i> (z+1—231>.

€3 Nombres complexes et calcul vectoriel

Exercice type 4 Lycée Michelet, Vanves

Soit les points du plan :
AQ2;2v3), BQ2;-2v3) et C(—1;+/3).
Montrer que les droites (AC) et (BC) sont perpendiculaires.

INTERROS

(

Définition 8

A tout vecteur w de coordonnées (a ;b) on associe le nombre complexe
z=a+1ib.

Ce nombre complexe s’ appelle I affixe du vecteur w.

CORRIGES

(

Propriétés 2

n Soit A et B deux points du plan d’affixe respective z4 et zp. Alors le
vecteur ﬁ a pour affixe zg — z4. On en déduit: AB = |zp — z4a|.

E Soit A, B, C, D quatre points d’affixes respectives z4, zp, z¢, zp telles
queza # zpetzc # zp . Alors :

(AB,CD) = arg (ZD — ZC) 7).
B — <A

@ A RETENIR

Dans tous les exercices ou ’on demande de comparer des distances ou des
angles, penser a utiliser les modules ou les arguments.
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@ Solution de Uexercice type 4 Lycée Michelet, Vanves

Les coordonnées des trois points définissent donc leurs affixes :
o Aestd’affixezq =2+ 2i/3,
o Bestdaffixe 75 = 2 — 2iv/3 et
o Cestdaffixe zc = —1 4 iV/3.
L’ affixe du vecteur a est donc :
za—z2c =3+iV3,
et celle du vecteur @ est donc :
28 —2c =3 — 3iV3.

On calcule :
Zg—2c 33— 3iv/3
ZA — 2C 3413
3 . .
=3 (1 -iv3)B-iv3)
1
= ;(-4iV3)
= —iv/3.
Or,
. b4
arg(—lx/g) =-3 2m).
Donc :
— —> T
(CA,CB) = —3 2m)
ou encore
— —> b4
(CA,CB) = ) ().
— — .
Les vecteurs CA et CB sont orthogonaux, donc les droites (CA) et (CB)
sont perpendiculaires.

4
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n v/f¢  Nombres complexes 5:?""""\ epggz{ige‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?
1 1
Siz=—=+ —i, alors z* € R.
n z > + ) z
n Siz+z=0alorsz =0.
1
n Siz+—-=0alorsz=1iouz = —i.
Z

B silzl=1let|z+2|=1lalorsz' =0.

n w/E  Puissances de nombres complexes tomin| © foriee

On considére les deux nombres complexes a = 1 +iv/3 et b = 1 — i. Parmi
les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

T
n Un argument de a est arg a = 5
n La forme trigonométrique de b est b = V2eiE,
a 11 existe un entier naturel non nul n tel que a” soit réel.

n 11 existe un entier naturel non nul n tel que 0" = 1.

B w/k | Interprétation géométrique ejnmin\ °p_°gz;‘9é‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n L’ensemble des points M du plan complexe d’affixe z tels que z+7 = |z|
est un cercle.

n Soit z un nombre complexe différent de 1 — i. On considere le nombre
= % L’ensemble des points M d’affixe z tels que |[Z| = 1
est un cercle.
a Le centre de gravité du triangle ayant pour sommets les points d’affixes
1,jetj2onj= eZiT” est le point O.
n Le point M d’affixe z appartient a I’axe des imaginaires purs si et seule-

ment si arg(z) = % ().

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

ya

CORRIGES

(
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n w/k | Interprétation géométrique ejnmin\ °p_°g;;‘9é‘

On considere dans C I’équation :

2 —274+5=0.
On désigne ses racines par 7 et z2, la partie imaginaire de z; étant strictement
positive. Soient M| et M, les images respectives des deux racines dans le

plan complexe. Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont
exactes ?

n Les points M et M, appartiennent au cercle de centre O et de rayon 5.
n Le triangle O M| M3 est équilatéral.

n L’axe (Ox) est la médiatrice du segment [M| M>].

n Le milieu / du segment [M M>] a pour affixe 2i.

H Forme algébrique * “1omin| © e
Lycée Thiers, Marseille
Mettre sous la forme « a + ib » les nombres complexes suivants :
1+iv2 1-i)2 1
7\/§—i ; (1+i) et 1+?

E Conjugué et forme algébrique * {iomin‘ °p_°gzgisé ‘

Lycée Masséna, Nice
Mettre sous la forme « a + ib » le conjugué du nombre complexe suivant :
B =25 +1)
3i(7 + 2i)

] ~t| . c Py
EZ vraiou Faux * ftsmn © et
Lycée Evariste Galois, Sartrouville
Préciser pour chacune des égalités suivantes si elle est vraie ou fausse.

V3-i _Sir
n — =€ 12
1+i1

1+i

1—i
V20 —-i) i

- - @7 e 1
V3—i
Viti .
1—iv3
—1+i _sim
—e 2

1+iv3

=l

¥
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n Opérations sur les conjugués * %jomin\ °p_°'z’,{;"° \ ——
Lycée Buffon, Paris
Montrer que, pour tout z complexe non nul, on a :
(z+1> Lt =z-1
z 4 2
; » o
n Caractérisation des nombres réels = 10min °p_°g_,:g'9e \ ©
Lycée Chaptal, Paris
Soient z; et z deux nombres complexes de module 1 avec 1 + z1z2 # 0.
Démontrer que Z = fitn est réel.
I +z122 o
. - =
m Recherche d’'un ensemble de points * 5']5min‘ °p_°'z’,[;'9° \ e
Lycée Marie Curie, Sceaux E

Donner I’ensemble des points M du plan dont les affixes z vérifient :
n z% a pour partie réelle 0.

E 2% a pour partie imaginaire 0.

. R } c Y
m Forme exponentielle *  15min °p_ e \
Lycée En Forét, Montargis
n Donner la forme algébrique de (1 4 1)'!.

CORRIGES

E Donner la forme algébrique de (—1 — i)!'>. (On pourra pour cela passer
par la forme exponentielle)

(

. g | @ Corrigé
B Avec unalgorithme * Camin O
Lycée Charlemagne, Paris
Soient les nombres complexes z; = V2+ i\/g, n=2+2ietZ = Z—l.
22

n Ecrire Z sous forme algébrique.

E Donner le module et un argument de z1, z2 et Z.
: b4 L
En déduire cos — et sin —.
12 12
n Le plan est muni d’un repere orthonormé. On prendra 2 cm comme unité
graphique. On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives z1,
metZ.
Placer le point B, puis placer les points A et C en utilisant la regle et le
compas (on laissera les traits de constructions apparents).
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On considere 1’algorithme suivant :

Entrées
Saisir n, Xo, Yo-
Initialisation
x prend la valeur xq
y prend la valeur yp
Traitement
Pour k allant de 2 a n
x prend la valeur x x Xo -y X Yo
y prend la valeur x x yp + Xo X Yy
Fin de Pour
Sortie
Afficher x + iy

(a) Effectuer a la main 1’algorithme pourn = 3, xo =2 et yo = 1.

(b) Que permet de calculer cet algorithme ?

Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe Z2 %07,

@ Corrigé ‘

E Nombres complexes et trigonométrie x %:iSmin 0. 248

Lycée du Parc, Lyon

Posons:u:—\/2+ﬁ+i\/2—«/§.

Calculer u? sous forme algébrique.

Mettre u? sous forme trigonométrique, en déduire u sous forme trigono-
métrique.

Cela permet-il d’obtenir des égalités trigonométriques remarquables ?

m Equation du second degré * * 20min °p_°§_,f;“’é |

Lycée Lavoisier, Paris
Soit (E) I'équation : z2 — 6z 4+ 12 = 0.

Montrer que (£) admet 2 solutions complexes conjuguées u et i, u étant
celle de partie imaginaire positive.

Calculer le module et un argument de u. En déduire module et argument
de u.

Donner u — 4 sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

Calculer le module de

. En déduire module et argument de —
u— u—

Proposer une construction géométrique de u et u.
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E Résolution d’équations polynomiales » 5']5min‘ °p_°'z’gg'9° \ ~—~—
Lycée Carnot, Dijon
On considere I’équation Z3 — 1222 +48Z — 128 = 0.
n Montrer que 8 est solution de cette équation.
E Déterminer a et b deux réels tel que :
73— 127> +48Z — 128 = (Z — 8)(Z> + aZ + b).

n Résoudre I’équation proposée.

COURS

BT Racines d’un polynome % 2smin © e
Lycée Masséna, Nice
Soit P(z) = z* — 14z° + 7422 — 1267 + 585.
n (a) Calculer P(3i).

(b) Montrer que si z est racine de P, alors 7 est aussi racine de P.
Qu’en déduit-on ?
E Déterminer un trindme Q(z) a coefficients réels tel que :

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

P(z) = (22 4+ 9)Q(z). En déduire toutes les racines de P.
- . . e , S Corrigé W
m Equation du troisieme degre * 125 mm‘ °p_ e \ e
Lycée Jules Ferry, Caen E
On se propose de résoudre dans C 1’équation suivante : 8
P+ W3-+ (1-V3)z—i=0 &)

(

n Montrer qu’il existe une solution zg de (€) qui est imaginaire pure.

n Ecrire le membre de gauche de 1’équation sous la forme (z — z) x P(z)
ou P(z) est un trindme a coefficients réels. En déduire I’ensemble des
solutions de (&).

a Mettre ces solutions sous forme trigonométrique et les placer sur un
graphique.

m Puissance d’'un nombre complexe % * 30min °p_°gg;i9é‘
Lycée Marie Curie, Sceaux

n Au point M d’affixe z, on fait correspondre le point M’ d’affixe f(z)
avec :

z—iz
Sur quelle partie du plan f est-elle définie ?

n Donner une forme trigonométrique de f (i), en déduire que ( f (i))4 est
réel.
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@ Corrigé

m Une application du plan complexe % “domin| © e

Lycée Carnot, Dijon

Soient A et B deux points du plan d’affixe respective i et —2i. Notons f
I"application qui & M d’affixe z distincte de i associe un point M’ d’affixe 7’
définie par :

2z —1i
iz+ 1"

7 =

Montrer que :
(@ +2i)(z—i)=1.

Notons r le module et § un argument de z — i. De méme, notons r’ et 6§’
le module et un argument de 7’ + 2i.

Exprimer r’ et 8" en fonction de r et 0.

Soit ¢ le cercle de centre A et de rayon 1, montrer que si M appartient
a ¢, M’ appartient a un cercle de centre B noté ¢’ que ’on précisera.

Soit T d’affixe :
V2 V2
— 14+ — )i
) + + > 1

Montrer que 7 appartient a €.

Proposer une construction géométrique de 7.

@ Corrigé

m Application du plan complexe (2) * % %:$5mi"\ p. 5 \

Lycée Thiers, Marseille

Soit f I’application du plan qui a tout point M d’affixe z distincte de 2 — i
associe le point M’ d’affixe 7’ définie par :

, Zz+3-12i
=241

Interpréter géométriquement le module de z'.

En déduire I’ensemble des points M tel que |z’| = 1.

Interpréter géométriquement I’argument de z'.

En déduire I’ensemble des points M tel que 7’ soit imaginaire pur.
Retrouver le résultat de la question E par le calcul.

Retrouver le résultat de la question u par le calcul.
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m Recherche d’un ensemble de points % * 5:]5min‘ °p_°gg;‘9é |
Lycée Claude Bernard, Paris

Quel est ’ensemble des points M du plan dont les affixes z vérifient :
B oz+z=1z
B :-z=il

E Réle d’un algorithme Ak - 15min epFZOg;isé‘
Lycée Hoche, Versailles

On donne I’algorithme suivant :

Variables

Z; et Z, sont des nombres complexes

e, f et u sont des nombres réels
Entrée

Lire Z;
Traitement

Z» prend la valeur Z;

e prend la valeur (Z; + Z»)/2

f prend la valeur (Z; — Z»)/(2i)

u prend la valeur \/e? + f2
Sortie

Afficher u

n Qu’affiche cet algorithme quand Z; =4 — 3i?

n Plus généralement, quel est le role de cet algorithme ?

E Polyndme de degré quatre *x i min‘ °p_°'z’g;‘9é \
Lycée du Parc, Lyon

9
Soit P(z) = z* — 3% + Ez2 —3z+1.
On va chercher a calculer les racines de P.

Calculer P(1 +1).
Comparer P () et P(z).

Montrer que si zq est racine de P alors zq est aussi racine de P.

. . 1 o
Montrer que si zo est racine de P alors — est aussi racine de P.
20

Déterminer toutes les racines de P, sachant que P a au plus quatre ra-
cines.

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

(
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INTERROS

m Une équation paramétrée *Kk 325 min‘ °p_°'z’g;'9° \
Lycée Marie Curie, Sceaux
n Soit @ €] — 7 ; ]. Résoudre dans C 1I’équation :

22 = 25in(20)z + 2(1 + cos(2a)) = 0.

E Déterminer module et argument de ces solutions.
a Pour quelles valeurs de « les deux solutions sont-elles égales ?

E Sommations classiques S %:!ﬂmin\ep_c‘z’;;"é\

Lycée Blaise Pascal, Paris

Etant donné un entier n > 1 et x un réel, calculer :

n
S = Zcoskx =1+4cosx +cos2x + ---+ cosnx.
k=0

240
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NOMBRES COMPLEXES - CHAP. 9

@ Enoncé
v/¢ Nombres complexes | |
0. 233 /”\\\\
. 5 1 1)\? 1.
n Vrai. On commence par calculer z© = 5 alx 51 = —51 puis
1
4= 2
Z 2 2
E Faux. Il suffit de choisir z imaginaire pur : si z = 2i alors z +z = 0. g
(&
A 2 +1 L \
Vrai. Si z + — = 0 alors = 0 ce qui équivaut, pour z non nul, a
Z
72 = —1. Cette équation a deux solutions i et —i. \/
Faux. Siz = letz = —2,alorsz+z7 = —letonalz] = 1et
lz+2| =1

Aol

E v/F Puissances de nombres complexes 0,233

INTERROS

b4
n Faux. Le nombre a a pour argument o

bid
Vrai. Le module de b est +/2 et il admet — y comme argument donc son

écriture exponentielle est bien V2e %,

Vrai. Onaa’ = —8.

s

Faux. Supposons qu’il existe un entier n non nul tel que 4" = 1, alors on
aurait |[b"| = |b|" = 1 d’ou on déduirait |b| = 1 ce qui est contradiction
avec le résultat trouvé a la question 2.

)
LA
=
e
o
=]
o

Aol

B v/F Interprétation géométrique p. 233

n Faux. L’ensemble des points M du plan complexe d’affixe z tels que

7+ 7 = |z] est composé de deux demi-droites passant par I’origine du
repere.
Posons z = x +iy ol x et y sont deux réels. L’égalité z +7 = |z| s écrit
alors 2x = \/x2 4 y2 ce qui équivaut a y> = 3x2 et x > 0. L’ensemble
cherché est donc la réunion des demi-droites d’équation y = x+/3 et
y = —x+/3avecx > 0.

E Faux. Si z est un nombre complexe différentde 1 —iet Z = Llif—zll
alors I’ensemble des points M d’affixe z tels que |Z| = 1 est 1fne droite.
On désigne par M le point d’affixe z, par A le point d’affixe
a = —1 + 2i et par B le point d’affixe b = 1 —i. L’égalité |Z]| = 1
équivauta [z + 1 —2i| = |z — 1 +i| soit MA = M B. L’ensemble cher-
ché est donc la médiatrice du segment [A B].
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B Vrai. On nomme A, B et C les points d’affixes respectives 1, j et j2.
Ces trois points sont sur le cercle de centre O et de rayon | car :

1 =1jl= %=1

CORRIGES

D’autre part,
—_— —> . 2
(OA,0B) =arg(j) = 5
“ 4 2 2
3B . . 4 T b1
(0B,00) =arg(j*) —arg()) = — = = &~

On en déduit donc que les angles inscrits AC B et BAC ont pour mesure
T .
— radians.

Le triangle ABC est donc un triangle équilatéral inscrit dans un cercle
de centre O. Cela signifie que O est son centre de gravité.

n Faux. Le point O d’affixe 0 appartient a I’axe des imaginaires purs et
cependant, il n’a pas d’argument.

A ATTENTION

Avant de parler de 1’argument d’un nombre complexe, on commen-
cera toujours par s’assurer que ce nombre est non nul.

‘ © Enoncé ‘

n v/F Interprétation géométrique p. 23

n Faux. Les deux racines de I’équation proposée sont z; = 1 + 2i et

72 = 1 — 2i. Leur module est donc égal a /5. Par suite, les points M et
M, appartiennent au cercle de centre O et de rayon /5.

n Faux. Le triangle O M| M> est isocele non équilatéral car
OM; = OM, = V/Set MiM, = 4.
a Vrai. Les racines de I’équation sont deux nombres complexes conjugués

donc leurs images sont symétriques par rapport a 1’axe des abscisses.
Ainsi I’axe (Ox) est la médiatrice du segment [M M>].

n Faux. Le milieu / du segment [M M>] a pour affixe 1.

Remarque : une représentation graphique de la situation apporte une
aide précieuse a la résolution de cet exercice.

B Forme algébrique o
Lycée Thiers, Marseille
Multiplions en haut et en bas par le conjugué du dénominateur :
1+iv2 (1 +iv2)(V2+1)  V2-V2+2i+i
V2—i 3 a 3
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NOMBRES COMPLEXES - CHAP. 9

Deméme,(l_i>2= (=0 = 2y = —1, /\

1+i = 4

o R ) |
ainsique i+ - = ——— = - =0.
1 1 1
° =
. s 7 . E g
E Conjugué et forme algébrique My =)
(& )

Lycée Masséna, Nice
D’apres les propriétés du conjugué d’une somme, d’un produit et d’un quo-
tient, le conjugué de ce nombre complexe vaut :
B+2)(5 —1i)
—3i(7 — 2i)

Développons le numérateur et le dénominateur, nous trouvons :

-B+2)5-1)  17+T7

3i(7—-2i) 6421
Multiplions en haut et en bas par le conjugué du dénominateur :
-3+2)(5—-1)  (A7+7)(6-21)) 8 .35

.

INTERROS

3T —2) 477 159 " '53°
- Enoncé
u Vrai ou Faux o 2
Lycée Evariste Galois, Sartrouville E
3 —1i i
n Faux. Comparons les modules de = ,1 etde e_sl_z : 8
i
‘e_sli_g =1 ’ﬁ—i’ =2 . 14i=+2
Comme le module d’un quotient est égal au quotient des modules,
3_i
il
1+

Les deux nombres complexes considérés ont des modules différents ; ils
ne sont donc pas égaux.

E Vrai. Il suffit de multiplier les deux termes du quotient par le conjugué
du dénominateur et d’effectuer les produits :

1+i  (1+)2
—i a+pa-p -
V231 — )

a Vrai. On écrit le nombre complexe — sous forme exponentielle.

V3-i

Pour cela, on en détermine le module et un argument.

’ﬁ(l—i)‘zz ‘«/5—1’:2,
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4]
Ml
=
(- 1
(- 1
e donc :
V21 —i)| .
V3-i |
ag (V20 —D)) == @m)  :  ag(V3-i)=—= @n.
4 6
On en déduit que :
V21 =) . T
aag———— = —— |+ — = ——.
S A 46 12
Par conséquent,
V20 —0) i
—— = 12,
V3-i
n Vrai. Il suffit de multiplier les deux termes du quotient par le conjugué
du dénominateur.
B Faux. On raisonne comme a la question n en comparant les modules
des deux nombres complexes.
—14+i| 2 . ’ sEl_
= — @ © = 9
1+iv3] 2
donc ces deux nombres complexes ne sont pas égaux.
© METHODE
Dans le cas d’un Vrai ou Faux, on ne fait pas systématiquement tous les
calculs si aucune justification n’est demandée. Il existe souvent des procé-
dures plus rapides pour établir qu’une proposition est fausse.
Par ailleurs il convient de bien vérifier s’il y a ou non des pénalités en cas
de réponse erronée.
Opérati L - a @ Enoncé
perations sur es conjugues p. 235
Lycée Buffon, Paris
Simplifions le nombre complexe proposé a 1’aide des propriétés des conju-
gués :
I T+z Z24+1-1-7 z2-2
Bap==—— = = = ——.
Z Z z Z
(Onautilis€ 7jz2 =21 X 22 etz] + 22 =21 + 22.)
Simplifions par 7 :
1 T+z -7 _
+t—-——=——"=z2—-1
Z z z
244
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BY caractérisation des nombres réels | &

Lycée Chaptal, Paris (TN

Il s’agit de démontrer que Z = Z.

Calculons donc : .
21 +22 21 + 22

l+z1z2 147122

En réduisant au méme dénominateur :

21 + 22 + 712221 + 712222 — Z1 — 22 — Z1Z122 — 2222Z1
(1 +z1z22)(1 +7122) '

7-Z=

COURS

Z-Z=

.

Comme |le2 =z1z1=1 et Izzl2 = 7772 = 1, on obtient :
7_7_ Nntuntutn-—u-—2—-21—-22
(I+z1z2)(1 +7122)

0.

Ainsi, Z est réel.

@ METHODE

Pour montrer qu’un nombre complexe Z est réel, on peut

INTERROS

° montrer que sa partie imaginaire est nulle

* montrer qu’il est non nul et qu’il admet un argument de la forme k7 ou
k désigne un entier relatif

s

* montrer qu’il est égal a son conjugué.

)
LA
=
e
o
=]
o

B Recherche d’un ensemble de points o et
Lycée Marie Curie, Sceaux

n Notons Re(z) = x et Im(z) = y.
Alors :

=@ +iy)2 =x— y2 + 2ixy
et Re(zz) =x2— y2.
Ainsi I’ensemble des points M (x ; y) cherché a pour équation carté-
sienne :
xz—y2=0 < (y=xo0uy=—x).
L’ensemble cherché est donc réunion de la premiere et de la deuxieme
bissectrice du repere (orthonormé).

E Enn, onavuque:
Im (22) = 2xYy.

Ainsi, I’ensemble des points M (x ; y) cherché a pour équation carté-
sienne :

xy=0 <= (x=0o0uy=0).

L’ensemble cherché est donc la réunion des deux axes de coordonnées.
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i
A
-
g . @ Enoncé
= E] Forme exponentielle My
= Lycée En Forét, Montargis
n Ecrivons 1 + i sous la forme exponentielle : 1 +i = V26i%,
Ainsi on peut alors calculer aisément :
11 . 1ix
1+ = (v2) e'f,
Enfin notons que e i i3Tﬂ .On a donc :
A+ =(v2 ”_3zfz( ) —32 4 32i.
&) VoA
E Notons que (—1 —i)!3 = —(1 41)! puisque I’exposant est impair. On
peut donc comme ci-dessus obtenir, en utilisant ici eilST” —ei7 ;
=157 4
(—1-)P = —=(v2)PPel T = —(v2)P%e 1T = —128V2 (— — —)
V2 V2
soit: (=1 — )1 = —128 + 128i.
. Enoncé
B2 Avec unalgorithme | © i |
Lycée Charlemagne, Paris
m -2
22
_ V2+iV6
242
(V2 +iv6) (2 — 2i)
(2420220
2V2-2i x iv/6 +i (2v6 - 2V2)
- 8
V2+6+i (V6 - V2)
= i .
2 2
B ai=y/(v2) + (V6) = vE=2/3
22l = VA +4=8=2V2.
z1
|Z| = — =
2]
V2o
COS ( arg(z = — = =
( # 1)) %/\? % = arg(z1) = % 2m).
sin (arg(z1)) = —= = —
22 2
246
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= arg(z2) = % 2m).

2
cos (arg(z2)) = T = \/7_
>

2

sin (arg(zz)) = % =

arg(Z) = arg(z)) — arg(z) = % - % - % @n).

COURS

a On en déduit donc que :

2 6
12 4
et

sin——Im(z)—\/a_\/i g
2 -4 =
L
—
o =

N
Bissectrice de AOD

s

P
Bissectrice de EOD

>
>

6 8 10

)
LA
=
e
o
=]
o

On commence par construire le cercle de centre O (origine du repere)
passant par B(2 ; 2). Le point A est sur ce cercle puisque z; a méme
module que z>. Notons D le point de ce cercle coupant I’axe (Ox) en
une abscisse positive.

4
Il nous faut ensuite une demi-droite formant un angle de 3 avec [OD)

. T . .
puisque I’argument de z; est —. On construit donc au compas un triangle
équilatéral OAD. A est a I’intersection de la demi-droite faisant un angle

T . . .
de — et du cercle passant par B. Pour le point C, il faut obtenir une

. . s . . .
droite faisant un angle de T avec [OD). Ceci s’obtient en construisant
au compas (ce qui n’apparait pas sur la figure) la bissectrice de ’angle
AOD, puis la bissectrice de I’angle EOD. C est a I’intersection entre
cette bissectrice et le cercle de centre O et de rayon 1 puisque le module
de Z est 1.
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4]
Ml
—
(- 1
(- 1
(<] 5 JNEY) e >
Initialisation 2 1
k=2 2x2—1x1=3| 2x14+1x2=4
k=3 3x2—1x4=2|3x14+2x4=11
Affichage sortie : 2 + 11i.
(b) Cetalgorithme sert a calculer les puissances successives d’un nombre
complexe .
En effet, si z = xo + iyo,
2% = (x0 +iyo) (xo + 1y0) = g — ¥ +i(x0y0 + Yox0)-
Pour la puissance suivante, x prend la valeur x(z) = yg et y la valeur
X0Y0 -+ Yoxo, et ensuite on multiplie a nouveau par xg + iyp pour
obtenir z>.

n On pourrait évidemment utiliser 1’algorithme précédent en le program-
mant sur une calculatrice. Mais on sait d’apres la question E que I’écri-
ture exponentielle de Z est elfs.

Dong, 72007 — (eif_2>2 007 _ e
2007 1
Or, 2007 = 167 x 12 4+ 3 donc T 167 + 1
Ainsi,
72007 _ in (167+7)
f:167i7'[ x eld
V2 V2
=—1x|—=—+i—=
2 2
V2 2
=—— —i—.
2 2
. s2 o n E é
E Nombres complexes et trigonométrie | N |
Lycée du Parc, Lyon
n Calculons u? sous forme algébrique :
W =2+v2-24+2-2iv2=2v2 - 2iV2.

E On voit immédiatement que arg(uz) = _Tn et que |u|2 =4.
2arg(u) = —% + k2 et donc arg(u) = —% + k7, k étant un entier
relatif.

Il y a donc a ce stade deux valeurs possibles pour 1’argument de # mo-
dulo 27.
248
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On va donc regarder le signe de la partie réelle et de la partie imaginaire /\
de u pour savoir dans quel quadrant du cercle trigonométrique le point
image de u se situe.

La partie réelle de u est négative, et sa partie imaginaire positive, donc
son point image se situe dans le deuxieéme quadrant.

7
On a donc arg(u) = %
On en déduit que u = Zei%ﬂ.

COURS

a On a donc les égalités trigonométriques suivantes :

cos (£> = M et sin (z) = 2;\/5

8/ 2 8 2

.

4 u Pe E g
m Equation du second degré At
Lycée Lavoisier, Paris
n Calculons le discriminant de E :
A=6>—4x12=—12.

Les solutions sont donc complexes conjuguées et valent :

INTERROS

u=3+iv3 et T=3-iV3. @
E Ona: |u|?> =9+ 3 = 12. On obtient donc : E
(-
3
u=23 i—}-l =2«/§(cos(z>+isin z)) 8
2 2 6 6
On en déduit : |u| = 24/3. Alors, modulo 27, arg(u) = %

Comme le point d’affixe u est le symétrique du point d’affixe u par rap-
port a I’axe des abscisses, on a |u| = 2«/§, et modulo 27,

arg(u) = =%

a Tout d’abord, u — 4 = —1 4+ iv/3, donc |u — 4| = /(=1)2 +3 = 2.

cos (arg(u —4)) = —%, et sin (arg(u —4)) = 73, donc

3
arg(u —4) = el (27), ce qui donne la forme trigonométrique de u — 4 :

2
2 2
u—4=—1+i«/§=2<cos<§>+isin(?n>>.
n Calculons le module de " :
u—
u _ |u| _
u—4| |ju—4
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CORRIGES

Calculons alors, modulo 27, I’argument de

arg (ﬁ) =arg(u) — arg(u — 4) = _%'

u . 3 u
— est le conjugué de ,ona:
u—4 u—4

Comme

u u b4
@ ool)=2
ﬁ—4‘ e apl=— ==
H Appelons O Torigine, A le point d’affixe 4, U celui d’affixe u et V
d’affixe u, € le cercle de centre O et de rayon 1 et ¢’ le cercle de
diametre [OA].
La question n nous dit que le point U est sur la demi-droite D d’équa-
tion :

b4
argz = —.
gz 6

. w1 : , |
Or, on sait que sin iy donc on trace la droite d’équation y = 2 qui

. L. . — ——= /4
coupe le cercle trigonométrique en un point M tel que (OA, oM ) =%

Et la question n nous dit que le point U est sur ¢ car le triangle O AU
est rectangle en U. On peut donc construire le point U. Le point V est
le symétrique de U par rapport a I’axe des abscisses.

‘ © Enoncé ‘

E Résolution d’équations polynomiales 0. 23]

Lycée Carnot, Dijon
E} Posons P(Z) = Z3 — 122 + 48Z — 128, et calculons P(8) :
P(8)=512—12x 64+48 x 8 — 128 = 0.
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Le réel 8 est donc bien racine de P. /\

E On cherche donc a et b tel que :

(Z—8)(Z*+aZ+b)=Z>+(@—8)Z*>+ (b—8a)Z — 8b = P(Z).

En identifiant terme a terme, on trouve : a = —4 et b = 16.

Ainsion a :

COURS

P(Z) = (Z — 8)(Z* — 4Z + 16).

a Si z est racine de P, ou bien z = 8, ou bien z est racine de Z2 —4Z + 16.

.

Recherchons les racines de ce trindme du second degré. On calcule

d’abord
A = —48 = (4i\/§)2. On en déduit les racines de ce trindme, et fi- 7,
nalement celles de P : 2
o=
{8:2+2iv3:2-2iV3} . =
=
. A © Enoncé
m Racines d’un polynome p.237 \

Lycée Masséna, Nice

n (a) Montrons que 3i est racine de :

s

2% — 1423 + 7427 — 1267 + 585.
Commencons par calculer les puissances itérées de 3i :

G =31, Gi)>=-9, @Gi)’=-27, et @GBi)*=38I.

)
LA
=
e
o
=]
o

Calculons ensuite P (31) :
P(3i) =81 — 14 x (—=27i) + 74 x (=9) — 126 x (31) + 585 = 0.
(b) Comme P est a coefficients réels, pour tout z on a :
P =PQ).

Ainsi si z est racine de P, 7 est aussi racine de P.

On en déduit que —3i est aussi racine de P.
E Par une méthode de coefficients indéterminés, on trouve :
P(z) = (22 4+ 9)(z® — 14z 4 65).

Les racines de z2 + 9 sont 3i et —3i (déja connues). Les autres racines
de P sont les solutions z1 et zp de z2 — 147 +65 =0 :

A =—64 donc z1=T74+4 et zp=T7—4i.

Les racines de P forment donc I’ensemble {—3i; 3i; 7 —4i; 7 + 4i}.
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Aol

m Equation du troisieme degré 0,237

Lycée Jules Ferry, Caen

n Posons P(z) = z° 4+ (v/3 —1)z2 + (1 — 4/3i)z — i et calculons P(i) :

CORRIGES

P =—i+i—+3+i++/3-i=0.
Le nombre i est donc solution de (£).

E Factorisons P :

P() =2 —i + V3 —ir) +z—i
=@-D+ @ - xV3z+z-i
=(z - D@2+ 3z +1).
Les deux autres racines de (£) sont donc les solutions de I’équation (£’) :
Z+V32+1=0 &)

Calculons le discriminantde (') : A =3 -4 x 1 = —1.
On obtient alors les deux solutions zj et zp :

—3+i —/3—1i
= Zzzi‘

€
21 ) )

H On obtient immédiatement leurs formes trigonométriques :
. b4 .. T
1= Cos (5> + 1s1n (5>
Sw .. (5m
Z] = COS (?> + 1sin (?>
S . S
72 = COS (—?> +1sin (—?> .

A

v

e
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@ METHODE

Le texte demande de prouver I’existence d’une solution de 1’équation qui
est imaginaire pure. Dans le cadre de cet exercice, on « voit » que i est
solution et on se contente donc de montrer que P (i) = 0. Dans un cadre
plus général, la méthode a suivre consiste a prouver 1’existence d’un réel
k tel que P (ki) = 0. Pour cela, on calcule P (ki) et on I’écrit sous forme
algébrique. On applique alors la propriété : un nombre complexe est nul si
et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles simulta-
nément. On obtient ainsi un systeme d’équations permettant d’obtenir la
valeur de k.

‘ © Enoncé ‘

m Puissance d’un nombre complexe 0. 237

Lycée Marie Curie, Sceaux

n Le nombre complexe z = x + iy vérifie la relation z — iz = 0 si et
seulement si :
x+iy —i(x —iy) =0
(x=y)+ily—x) =0
y=x.
La fonction f est définie sur le plan tout entier privé de la droite d’équa-
tion y = x.
E Calculons f(i) et écrivons-le sous forme algébrique puis sous forme
trigonométrique :

£G) i i(1+i)= 1 i

1—i 2 )
! <cos<3n> +isin(3n>>
V2 4 4))

En appliquant la formule de Moivre, on trouve :

(f)* = % (cos(m) + isin()) = _}1,

Donc (f (i))4 est réel.

BT une application du plan complexe o
Lycée Carnot, Dijon
E} cCalculons (z/ + 2i)(z — i) :
(z/+2i)(z—i)=<.22_i+2i>(z—i)=. (z—1D=1
iz+1 iz+1

[ COURS

INTERROS

s

)
LA
=
e
o
=]
o
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CORRIGES

n Ecrivons z’ + 2i et z — i sous forme exponentielle :

7 420 =rlel?
z—i=re?.
Réécrivons alors le résultat de la question n :
(Z/ + 2i)(Z _ i) — r/r el(e’_;'_e) — 1.
On en déduit les relations demandées :

1
F==
’

' =—-0 (n).

a Rappelons tout d’abord une interprétation géométrique de r, r’, 6 et 6’
dans le cas ou le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct
(05 id,9) :

M
t SN

L —
r=AM 9=<M’A )
=M Yo — (7800
r= Gz(u,B )

Le point M d’affixe z appartient a € si et seulement si » = 1, on en
déduit immédiatement " = 1 : le point M’ appartient au cercle de centre
B et de rayon 1.

n Notons ¢ I’affixe de T :

3 W2
AT =1 —i| = §+% —1,

Le point 7 appartient donc au cercle €.

H En utilisant ce qui précede :

L — V2 V2
(u,AT) = arg (7 + T) = %

On a donc les deux relations suivantes pour le point 7”7 :
’ o o T
BT =1 (u,BT) =7

Ce qui permet de construire 7" sur le cercle €” :

254
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NOMBRES COMPLEXES - CHAP. 9

COURS

.

© Enoncé ‘

m Application du plan complexe (2) 0 %
Lycée Thiers, Marseille
n Notons B le point d’affixe —3 + 2i et A celui d’affixe 2 — i, on a alors :
RW=E:£ﬁi£M=§%.
lz— (2 —1)| AM

INTERROS

s

E Les points M tel que |z'| = 1 sont les points M tel que AM = BM, soit
la médiatrice de [AB].

a L affixe demestz—i—?» — 2i et celui demestz — 241, donc :
z4+3-2i
z—2+1

)
LA
=
e
o
=]
o

arg(z') = arg( ) = (m,m) Q).

n Comme (m ,B_A)/I = (m,ﬁ), on en déduit que les points pour
lesquels z’ est imaginaire pur sont soit le point B car alors 7/ = 0, soit
les points M tels que :

— — b4
(MA,MB) =+- (Qm).
Finalement cet ensemble est le cercle de diametre [A B] privé du point
A. (Revoir la caractérisation angulaire d’un cercle.)
H Par le calcul, notons z = x + iy et remplacons :
=1 = ¢x+3*+0-2"=x -2+ @+’
— 5x-3y+4=0.
Cet ensemble de points est donc bien une droite comme 1’assure le rai-
sonnement géométrique.
Il reste a vérifier que cette droite est bien la médiatrice de [A B].

Le milieu / de [AB] a pour coordonnées <—§ ; 5) Il est bien sur la
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droite car ses coordonnées vérifient son équation.
De plus, un vecteur directeur # de cette droite a pour coordonnées (3 ; 5)

-2 . .
et le vecteur AB a pour coordonnées (—5 ; 3). Le produit scalaire

J
u-AB = 3 x (=5) +5 x 3 = 0. Donc les vecteurs sont orthogo-
naux. La droite est donc perpendiculaire a [A B] et passe par son milieu,
c’est donc bien la médiatrice de ce segment.

Le complexe z’ est imaginaire pur si et seulement si sa partie réelle est
nulle.
Exprimons z’ sous forme algébrique :

2432 G+3)+ip -2

72—2+i x=-2)+iy+1)

Alors,
2+3-2 (+3)&x -2+ G +Dr—-2)
z—2+4i1 (x =22+ (y+1)?

(=2 -2)-O0+DEx+3)
(x =22+ + 1?2
Ainsi 7’ est imaginaire pur si et seulement si :
x+HE-=2)+O+D(y—-2)=0 et z#2—1i

On développe et factorise a nouveau pour obtenir :

(x+3)(x—2)+(y+1)(y—2)=(x+%)2+<y_%)2_12_7=0

L’ensemble des points vérifiant cette équation est bien un cercle, de
1 1
centre le point / milieu de [AB] de coordonnées (—5 ; 5) C’est le

cercle de diametre de [AB] car le point A de coordonnées (2 ; —1) est
sur ce cercle. Cependant, le point A ne fait pas partie de I’ensemble des
solutions (condition z # 2 — 1).

On retrouve donc bien que I’ensemble cherché est le cercle de diametre
[AB], privé du point A.

2)
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NOMBRES COMPLEXES - CHAP. 9

m Recherche d’un ensemble de points \ °p_‘gg;°é ‘ —

Lycée Claude Bernard, Paris

n Notons Re(z) = x et Im(z) = y et raisonnons par équivalences succes-
sives :

2+7=|z] &= 2x =1/x2+y2etx >0

— 4x’=x*+ y2 etx > 0 (on aélevé au carré).

COURS

Finalement apres réduction et factorisation on trouve que :

.

2+7=|7]| &= (x@x—y) (x@x—i—y):Oetx}O.

L’ensemble cherché est donc la réunion de deux demi-droites fermées
d’équations :

{y:x@x ot {y=—\/§x

x=0 x>0

INTERROS

n Un calcul analogue montre que :

z—7=1|z7] & (x/gy—x) (x/§y+x) =0ety>0.

L’ensemble cherché est donc la réunion de deux demi-droites fermées So
d’équations : 4
(-
1 1 n°=
= ——=J7 = ——=37

) V3 et Y V3 ©

y=0 y=0

A C - @ Enoncé
Réle d’un algorithme i

Lycée Hoche, Versailles
B} Sizi=4-3ietZ,=4+3i,

Z1+Z Z1—Z
e=g=4,f=%=3etu=\/42+32=5,cequiest
i
le module de Z;.
Z1+ Z
E De facon générale, si Z1 = x +1iy, Zo = x —iy,e = % = x,
VAR WA
leTzzyetuzy/x2+y2=|21|.
Polvnd ded : © Enoncé
olynome de degre quatre ‘ p. 239 ‘

Lycée du Parc, Lyon

n Mettons 1 + i sous forme exponentielle pour en calculer plus facilement
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les puissances successives :
1+i=+2e'T =1+i
(1+1)? =267 = 2i
(1 +1)° =2v2e ¥ = 242
(1+1)* =4e™ = 4.
Calculons alors P(1 +1) :

CORRIGES

P(1+i) = —4 —3(=2+2i) + g(2i) —3(1+i)+1

=—4-34+1+6+9i—6i—3i
=0.

E Comme P est a coefficients réels on a :

9 — = 9

24—3z3+5z2—3z+1=z4—3z3+§z2—32+1
9

=z4—3z3+522—z+1.

On en déduit que P (z7) = P(2).

H Supposons zg racine de P. Puisque P(z9) = 0, on a alors :
P (zo) =0 (car P(z0) = P(z0)).
n Supposons zg racine de P. Remarquons que zg # 0 (P (0) # 0).
Factorisons P (zp) par zg :

zg 3z3+9z2 3z04+1=2z4(1 31+91 31+1
= = = 0 =] = J=— = = J== — .
0 0 g0 0 20 2z(2) ZS zg

1
Finalement : P(z9) = zg - P (—)
20

. 1 .
On en déduit que — est racine de P.
<0

H Le nombre 1 +iest racine de P. D’apres les questions précédentes 1 —1,

! t
®
I+i 1-—i

sont aussi racines de P.

Finalement P a pour racines les quatre complexes suivants :

1—1 1+i
141, 1-—1, t .
+1 1 > e >
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NOMBRES COMPLEXES - CHAP. 9

m Une équation paramétrée | A | ~
Lycée Marie Curie, Sceaux
n Remarquons de suite que :
(1 + cosa)) = 2 cos*(a)
sin(2a) = 2 sin(a) cos(a).

COURS

On peut alors calculer le discriminant du trindme :
A = (4sin(a) cos(@))? — 4 x 4 cos*(a)
=16 cos2(oz)(sin2(a) —1)
=—16 c0s4(a).

Les racines de ce polynéome sont donc :

.

z1 = 2sin(x) cos(a) +1 x 20052(05)

zo = 2sin(x) cos(a) — i x 20052(05).

INTERROS

E Il y a trois cas possibles :

. Siae}—%;%{,cos(a))&

Dans ce cas |z1| = |z2| = 2 cos(«) et on obtient :
T .. (T
z1 = 2 cos(a) (cos (5 — a) + 1sin (5 — a))

72 = 2 cos() (cos (—% +(x) + isin (—% +(x)) .

)
LA
=
e
o
=]
o

. Sia ¢}—%;%[,cos(a) <0.

Dans ce cas |z1| = |z2| = —2 cos(w) et on obtient :
b4 . b4
z1 = —2cos(a) (cos (—5 — a) + 1sin (—5 —a))

7o = —2cos() (cos (% +(x) + isin (% +a)) .

. T T
J Slazaouaz—i,
z1 =22 =0.

a Les deux solutions sont égales si et seulement si A = 0 soit si

b b
o = 5 ou o = —E
S . . © Enoncé
E ommations classmues 0. 240 ‘
Lycée Blaise Pascal, Paris
Ona:

S=Re(1+e" +e¥ ... +e)
=Re (14 ") + )2+ +*)").
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On reconnait la somme des n + 1 premiers termes de la suite géométrique de
raison e** et de premier terme 1.

CORRIGES

Supposons d’abord que e* = 1, ¢’est-a-dire x = 0 (27), alors pour tout
entier k, e = 1 etdonc S = n + 1.
Désormais, nous supposerons au contraire x #= 0 (2m).

1 — e(rtDix
Onobtient: S=Re| —— |.

1 =g
Factorisons :
1 — elr+Dx _ ei”T“x (e—i"—erlx _ ei”T“x)
jntl _jntl
2-i”T+1xelzx_elzx
= —2ie -
2i
L ognfl, n+1
= —2ie' 2 xsm( 2 x)
et de méme :
1—e* =e2 (e 2 —e2>
Lo X
= —2ie? sin (5) .
Donc :
. (n+1
; sin X
1 —ellntbx ( 2 )
71 x =g 2 7)‘_
F sin 3)
Alors :

sin(n+1x> sin(n+1x>
S =Re (ei%) . ﬁ =cos(nx> 72
2

& METHODE

La méthode utilisée dans la résolution de cet exercice est a retenir. L’idée
de base est d’interpréter une somme de cosinus comme étant la partie
réelle d’une somme de nombres complexes.

On notera qu’il convient de distinguer deux cas selon que la raison de la
suite géométrique considérée vaut 1 ou non. La formule a utiliser pour le
calcul de la somme n’est pas la méme dans les deux cas.
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Chapitre

¥ Droites et plans

1. Position relative de droites et de plans dans U'espace
2. Démontrer le parallélisme

3. Orthogonalité dans l'espace

4. Démontrer Uorthogonalité

Exercice type Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-bois

ABCDEFGH est un cube. I et J sont les milieux respectifs des segments [EH]
et [CG].

. | H ‘ : G
] DL : ] : ]
| | 1 | T |
) : L F : :
[ T | [ [
I I ' I ] I
! ! : ! ® !
] ] : ] J
I I I |
] ] : ] ]
! ! ) | !
,,,,,,,,,,,,,,,, R
! Lo | co
! T : ! !
LA | | A

—————————————————————————————————————————————

Montrer que la droite (EG) est orthogonale au plan (BDF).
En déduire que les droites (EG) et (DF) sont orthogonales.

Montrer de méme que les droites (EB) et (DF) sont orthogonales.

Déduire des questions précédentes que la droite (DF) est orthogonale au
plan (EGB).
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& Position relative de droites et de plans dans
Uespace

€2 Positions relatives de deux droites

Deux droites de I’espace peuvent étre :
* coplanaires et sécantes ;
* coplanaires et paralleles ;

* non coplanaires.
Remarque : « coplanaires » signifie « situées dans le méme plan ».

Exemple :
ABCDEF est un prisme droit a base triangulaire. Les points /, J, K et L sont
les milieux respectifs de [AB], [BF], [FD] et [DE].

D

B

* (AL) et (BK) sont coplanaires ((AB) et (LK) étant paralleles).
° (EJ)et (AK) ne sont pas coplanaires (K est extérieur au plan (EJA)).

° (IJ)et (AL) ne sont pas paralleles ((/J) est parallele a (A F) qui est sécante a
(AL)).

Propriété 1

Deux droites sécantes sont coplanaires.
Deux droites coplanaires non sécantes sont paralleles.
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DROITES ET PLANS - CHAP. 10

€2 Positions relatives d’une droite et d’un plan

Une droite peut étre :
* strictement parallele a un plan;
e parallele, contenue dans le plan;

e sécante au plan en un point.

Propriété 2

Une droite qui ne coupe pas un plan est parallele a ce plan.
Une droite dont deux points distincts appartiennent a un plan est contenue dans
ce plan.

€8 Position relative de deux plans

INTERROS

Deux plans de I’espace peuvent étre :

° strictement paralleles ;

(

¢ confondus;

e sécants selon une droite.

Propriété 3
Deux plans non confondus ayant un point commun sont sécants selon une
droite.

CORRIGES

(

3 Démontrer le parallélisme

€2) Droites paralléles

Propriété 4
Si deux droites sont paralleles, alors toute droite parallele a I’une est parallele a
I’autre.

Propriété 5
Si une droite D et un plan P sont parall¢les, tout plan P’ contenant D et sécant

avec P coupe P en une droite D’ parallele a D.

Propriété 6
Si deux plans P et P’ sont parallgles, tout plan qui coupe P coupe aussi P’ et

les deux droites d’intersection sont des droites paralleles.



ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 264 — #274

Théoréme 1 (Théoréme du toit)

Si les plans P et P’ sont sécants selon
une droite A et si une droite D de P est
parallele a une droite D" de P’, alors la
droite A est parallele aux droites D et
D. P’

€2 Droite et plan paralléles
Propriété 7

Une droite D est parallele a un plan P si et seulement si D est parallele a une
droite de P.

/
) D//Pcar{D/CP
ﬂ D//D

P

EX) Plans paralleles

Propriété 8
Si deux plans sont paralleles, alors tout plan parallele a ’un est parallele a
I’autre.

Propriété 9

Si un plan P contient deux droites sécantes paralleles au plan P’, alors les plans
P et P’ sont parallgles.

E3 Orthogonalité dans l'espace
Définition 1

Deux droites de I’espace sont orthogonales lorsque leurs paralleles passant par
un point quelconque sont perpendiculaires.

264
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DROITES ET PLANS - CHAP. 10

H
: G
E F ABCDEFGH est un cube. Les droites (AB) et
(F G) sont orthogonales car la parallele (BC)
P,'- SRk REEEEEEEES ¢ a (FG) est perpendiculaire a (AB).
A B
| D
Définition 2
) A »n
Une droite est orthogonale a un plan lors- §< o
qu’elle est orthogonale a deux droites sé- - §
cantes du plan. P A o
: =

(

Définition 3

‘P est un plan et A un point de I’espace.
Le projeté orthogonal de A sur P est le point d’intersection de P et de la droite
orthogonale a P passant par A.

CORRIGES

3 Démontrer Uorthogonalité

(

Théoréme 2
Si une droite est orthogonale a un plan, alors elle est orthogonale a toutes les
droites de ce plan.

Propriété 10
Si deux droites sont paralleles, alors toute droite orthogonale a I’une est ortho-
gonale a I’autre.

Propriété 11
Deux droites orthogonales 2 un méme plan sont paralleles.

Propriété 12
Deux plans orthogonaux a la méme droite sont paralleles.
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@ Solution de Uexercice type Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-hois

n EFGH étant un carré, la droite (EG) est perpendiculaire a la droite (FH)
qui est contenue dans le plan (BDF).
De plus, la droite (EG) est contenue dans le plan (EFG) qui est orthogo-
nal a la droite (FB), elle est donc orthogonale a cette droite.
La droite (EG) est donc orthogonale a deux droites sécantes du plan
(BDF), elle est donc orthogonale a ce plan.

E Lorsqu’une droite est orthogonale a un plan, elle est orthogonale a toute
droite de ce plan. Donc (EG) est orthogonale a (DF) qui est contenue
dans le plan (BDF).

a Ici c’est a vous de choisir le « bon plan » pour effectuer un raisonne-
ment du méme type que précédemment. Il convient de considérer le
plan (DAF), qui contient le point G.

ABFE étant un carré, (EB) est orthogonale a (AF). De plus, la droite
(FG) étant orthogonale au plan (AEB), (EB) est orthogonale a (FG).

La droite (EB) est orthogonale a deux droites sécantes du plan (DAF),
elle est orthogonale au plan (DAF). Elle est donc orthogonale a la droite
(DF) qui est contenue dans ce plan.

n D’apres les questions précédentes, (DF) est orthogonale a (EG) et (EB)
qui sont deux droites sécantes du plan (EGB). Elle est donc orthogonale
a ce plan.
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DROITES ET PLANS - CHAP. 10

n v/E  Orthogonalité “ 1omin © Corat |

Soit ABC'S un tétracdre quelconque et O est le projeté orthogonal de S sur
le plan (ABC). Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

Les droites (SO) et (B O) sont orthogonales.
Les droites (SO) et (AC) sont orthogonales.

Les droites (B O) et (AC) sont paralleles.

La droite (B O) est orthogonale au plan (SOC).

E w/e Plans et droites “1omin| © et

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

n Soit P un plan contenant la droite D et P’ un plan contenant la droite
D'.Si D et D' sont orthogonales, alors P et P’ sont sécants.

La droite D est orthogonale au plan P et P’ est un plan contenant D.
Alors P et P’ sont sécants.

La droite D est orthogonale au plan P et P’ est un plan contenant D.
Alors toute droite de P’ est orthogonale au plan P.

La droite D est parallele au plan P et P’ est un plan contenant D. Alors
les plans P et P’ sont paralléles.

La droite D est parallele au plan P et la droite D’ est orthogonale a la
droite D. Alors D’ est orthogonale au plan P.

B w/E Transitivité  10min ep_czo;{igé‘

Dans I’espace, les propriétés suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

Deux droites paralleles a une mé€me troisieme sont paralleles entre elles.

Deux droites orthogonales a une méme troisieme sont orthogonales entre
elles.

Deux droites orthogonales a une méme troisiéme sont paralleles entre
elles.

Deux plans paralleles a une méme droite sont paralleles entre eux.

Deux droites paralleles 2 un méme plan sont paralleles entre elles.

Deux droites orthogonales a un méme plan sont paralleles entre elles.

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

(
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n Intersection de plans * 5:?""""\ ep_ccz:;;igé ‘

Lycée Guynemer, Compiégne

Tracer un tétracdre ABCD et placer un point I sur la face ACD, mais pas sur
une aréte.

Construire I’intersection des plans (BAI) et (BCD).

., ~t| . c s
H Orthogonalité dans un cube * “15min| © it
Lycée Alain, Caen
Soit ABCDEFGH un cube.

Les points 1, J, K, M et N sont les milieux respectifs de [AB], [BC], [C D],
[FG]et[GH].

H N _ G
: M
E CF
DK
/’, J C
A d I

n Montrer que les droites (AC) et (H F) sont orthogonales.
E Montrer que les droites (AE) et (D) sont orthogonales.
n Montrer que (AC) est orthogonale au plan (J K N).
n Montrer que (I J) est orthogonale au plan (H FB).

E Un probléme de construction * 5:?""""\ ep_ccza;gigé |

Lycée Saint-Louis-de-Gonzague, Paris

Construire le point E d’intersection de la droite (P Q) avec le plan (BCD)
sur la figure ci-dessous. On précise que sur la figure suivante, P € (ABC) et
Q € (ACD).

A
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V4 )y 4 " _‘I . c .
n Tétraedre régulier S S mm\ °p_ e \ —~—
Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-bois
ABCD est un tétraedre régulier. I est le milieu de [AC].

n Montrer que la droite (AC) est perpendiculaire au plan (IBD).

n En déduire que les arétes non adjacentes d’un tétraedre régulier sont
orthogonales.

COURS

n On considere le centre de gravité G du triangle BCD.

(a) Construite G sur la figure.

(b) Construire I'intersection X de la droite (IG) et du plan (ABD). On
pourra utiliser le plan (CIG) et on justifiera la construction.

n Dans une pyramide a base rectangulaire  * % - 20min 0. 275
Lycée La Bruyeére, Versailles

@ Corrigé ‘

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Sur la figure ci-dessous, les points E, F et G appartiennent respectivement
aux arétes [SA], [SB] et [SD].

CORRIGES

(

B

n Construire I’intersection des plans (EFG) et (ABC).
E En déduire la section de la pyramide SABDC par le plan (EFG).

n Section d’un cube Kk - 15min ‘ Qthz);;igé ‘
Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-bois

ABCDEFGH est un cube. I et J sont les milieux respectifs des segments [EH]
et [CG] (voir figure page suivante).

n Construire le point X intersection de la droite (BJ) avec le plan (EFG).
Justifier la construction.

E En déduire la droite intersection des plans (B1J) et (EFG).
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2]
Q
(- 1
(-
=
= n En utilisant les questions précédentes, construire la section du cube par
= le plan (BIJ).
R SE N R
3 I l |
E! | F| |
| | ]
! ! [ ]
| D |
N g | <
T
- Corrigé
m Dans un cube *x - 20min| © Cors |

Lycée La Bruyeére, Versailles
ABCDEFGH est un cube. I est le milieu de [AE] et L est le milieu de [CG].
. — ]l — — 11—
J et K sont les points tels que BJ = ZBA et BK = ZBC.

Le but de ’exercice est de démontrer que les droites (1J), (KL) et (BF) sont
concourantes.

n (a) Montrer que le quadrilatere AILC est un parallélogramme.
, — 1=
(b) Démontrer que JK = é_lI L.

(¢) Justifier que les droites (IJ) et (KL) sont sécantes en un point qu’on
appellera R.
E (a) Quelle est I’intersection des plans (AEB) et (BCG) ?

(b) Démontrer que R appartient a la droite (BF) et conclure.
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DROITES ET PLANS - CHAP. 10

n vzf Orthogonalité \ ep.Egg;mé ‘ T

n Vrai car par définition, la droite (SO) est orthogonale au plan (ABC),
donc a toutes les droites de ce plan et en particulier a la droite (B O).

E Vrai pour la méme raison que précédemment.

a Faux. Dans I’espace deux droites peuvent étre orthogonales a une méme
droite sans étre paralleles entre elles. Dans le cas général, les droites
(BO) et (AC) sont sécantes.

n Faux. Dans le cas général, la droite (B O) n’est pas perpendiculaire a la
droite (OC). Elle n’est donc pas orthogonale a un plan qui contient cette
droite.

COURS

.

E w/F Plans et droites \ep.igz;mé‘

INTERROS

Faux. Les plans peuvent étre paralleles.

Vrai. Le plan P’ est non parallele & P car il contient une droite non
parallele 2 P. Donc P et P’ sont sécants.

Faux. D’aprés la question précédente, P et P’ sont sécants, donc la
droite d’intersection de ces deux plans est contenue dans P et n’est pas
orthogonale & P’ puisqu’elle est contenue dans ce plan.

Faux. Les deux plans peuvent étre sécants selon une droite parallele a D
(théoreme du toit).

)
LA
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e
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o

Faux. D’ peut par exemple étre parallele & P si on la choisit dans le plan
parallele a P contenant D.

B v/f Transitivité ep.Egbo; * ‘

Vrai (cours).

Faux, on sait que si les trois droites sont coplanaires, alors deux droites
perpendiculaires a une méme troisieme sont paralleles.

Faux, on peut imaginer comme contre exemple les trois axes d’un repere
orthonormal.

Faux. Deux plans sécants selon une droite D sont tous les deux paralleles
aD.

Faux. Une droite est parallele a un plan lorsqu’elle est parallele a une
droite du plan. Si deux droites sont paralleles a des droites du plan qui
ne sont pas paralleles, elles ne sont pas paralleles entre elles.

Vrai (cours).
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n Intersection de plans | S |
Lycée Guynemer, Compiégne

CORRIGES

Tout d’abord, on peut remarquer que les plans (BAI) et (BCD) ne sont pas
paralleles ni confondus puisqu’ils ont en commun le point B, mais que A
n’appartient pas au plan (BCD).

Ces plans se coupent donc suivant une droite dont on connait déja un point,
le point B.

11 suffit donc de trouver un autre point.

La droite (AI) est contenue dans le plan (BAI) et aussi dans le plan (ACD)
puisque I est un point de la face ACD.

Elle coupe [CD] en un point J.

Ce point J appartient au plan (BCD) puisqu’il appartient a la droite (CD). 11
appartient donc a I’intersection des plan (BAI) et (BCD).

On a donc (BAD)N(BCD) = (BJ).

[t il el W il Bttt S el 1

B Orthogonalité dans un cube S
Lycée Alain, Caen

n Les diagonales (AC) et (BD) du carré ABC D sont perpendiculaires,
donc la droite (H F), parallele a la droite (B D), est orthogonale a la
droite (AC).

E La droite (A E), orthogonale aux droites (AB) et (AD), est orthogonale
au plan (ABD).

La droite (A E) est donc orthogonale a toute droite contenue dans le plan
(ABD). En particulier, (AE) est orthogonale a (D).

a La droite (K J) joignant les milieux de deux cotés du triangle BDC est
parallele au troisieme c6té [B D]. Or, ABC D étant un carré, (B D) est
perpendiculaire a (AC), donc (K J) est perpendiculaire a (AC).

(K N) joignant les milieux de deux cotés opposés du carré DCGH est
parallele a (GC), or (GC) est orthogonale au plan (ABC), donc a la
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droite (AC). Par conséquent (K N) est aussi orthogonale a (AC). /\
La droite (AC) est orthogonale aux deux droites sécantes (K J) et (K N)
du plan (JKN).

(AC) est donc orthogonale au plan (/K N).

n La droite (/J) est parallele a (AC), donc perpendiculaire a (D B), donc
orthogonale a (H F'). La droite (IJ) est de plus contenue dans le plan
(ABC) orthogonal a la droite (B F) ; la droite (/ J) est donc orthogonale
a(BF).

La droite (/J), orthogonale a deux droites sécantes du plan (H FB), est
orthogonale a ce plan.

COURS

.

n Un probléme de construction 0,768
Lycée Saint-Louis-de-Gonzague, Paris

© Enoncé ‘

INTERROS

Pour construire I’intersection de la droite (P Q) avec le plan (BC D), on choi-
sit un plan P qui contient la droite (P Q) et coupe le plan (BC D) selon une
droite D’ que I’on sait construire. Le point d’intersection de la droite (P Q)
et de la droite D’ est aussi le point d’intersection de la droite (P Q) et du plan
(BCD,).

La droite (A P) coupe la droite (BC) en I et la droite (A Q) coupe la droite
(CD) en J. Les points A, I et J n’étant pas alignés déterminent un plan. Ce
plan coupe le plan (BC D) selon la droite (/J).

s
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Le point d’intersection de la droite (P Q) et du plan (BC D) est le point d’in-
tersection de la droite (1 J) et de la droite (P Q), ce qui permet de le construire
de maniere précise.

A
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B3 tétraddre régutier Wiral

Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-bois

CORRIGES

n Le tétracdre étant régulier, ses faces sont des triangles équilatéraux. Par
conséquent (DI), médiane issue de D dans le triangle ACD est aussi hau-
teur, et donc la droite (AC) est perpendiculaire a la droite (DI). Pour la
méme raison, la droite (AC) est perpendiculaire a (BI) puisque le triangle
ABC est aussi équilatéral.

La droite (AC) est donc perpendiculaire a deux droites sécantes du plan
(IBD), elle est donc orthogonale a ce plan.

E La droite (AC) étant orthogonale au plan (IBD) est orthogonale a toute
droite de ce plan. Elle est donc orthogonale a la droite (DB) et donc au
segment [DB] qui est 1’aréte du tétraedre non adjacente a [AC]. Ces deux
arétes sont donc orthogonales.

Le tétraedre étant régulier, le méme raisonnement peut étre effectué pour
toutes autres arétes non adjacentes, ce qui démontre la propriété : dans
un tétragdre régulier, deux arétes non adjacentes sont orthogonales.

a (a) G est le point d’intersection de deux médianes du triangle BCD,
qui sont faciles a construire a 1’aide du quadrillage.

(b) Une droite et un plan sont soit paralleles, soit se coupent en un point
que nous appelleront X, s’il existe.
Pour trouver ce point, il faut trouver une droite du plan (ABD) sé-
cante avec la droite (IG).
On se place dans le plan (CIG) comme conseillé : la droite (GI) est
évidemment contenue dans ce plan.
De plus, A étant un point de la droite (CI) appartient aussi a ce
plan. Par ailleurs J, milieu de [BD], appartient a (CG) donc au plan
(CGI). Donc la droite (AJ) est contenue dans le plan (CIG), et les
droites (AJ) et (IG) sont donc coplanaires, et sécantes d’apres la
figure, en un point X.
La droite (AJ) est contenue dans le plan (ABD) aussi. Le point X
est donc I’intersection de la droite (IG) et du plan (ABD).
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bl

u Dans une pyramide a base rectangulaire . 269

Lycée La Bruyeére, Versailles

COURS

.

n La droite (FE) est incluse dans le plan (EFG), et la droite (AB) est in-
cluse dans le plan (ABC). Par ailleurs ces deux droites sont contenues
dans le plan (SAB) et sont sécantes en un point que nous appelons H.
De méme, la droite (FG) est contenue dans le plan (EFG) et la droite
(BD) est contenue dans le plan (ABC). Ces deux droites sont coplanaires
car elles sont contenues dans le plan (SBD) et sécantes en un point que
nous appelons K.

INTERROS

On sait que deux plans non paralleles et non confondus ont pour inter-
section une droite.
H e (EFG)N(ABC)
K e (EFG)N(ABC)
La droite (HK)) est donc I’intersection cherchée.

} = (HK) = (EFG)N (ABC).

)
LA
=
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n La section d’une pyramide par un plan est un polygone.
Nous en connaissons déja deux cotés : [EF] et [FG]. Un segment de la
droite (HK) en fait aussi partie. C’est le segment [1J], ou I est I’intersec-
tion de [CD] avec la droite (HK) et J est I’intersection de [AC] avec la
droite (HK).
La section de la pyramide SABDC est donc le polygone EFGIJ matéria-
lisé en stries rouges ci-dessus.

Y section d'un cube S|
Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-bois

n La droite (BJ) et la droite (FG) sont coplanaires et sécantes car elles
sont toutes deux incluses dans le plan (BCG). De plus la droite (FG) est
incluse dans le plan (EFG). Le point X intersection de la droite (BJ) avec
le plan (EFG) est donc le point d’intersection des droites (FG) et (BJ).
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@ METHODE

Méme si deux droites semblent se couper sur un dessin en perspec-
tive, il faut prouver qu’elles se coupent vraiment, et pour cela mon-
trer qu’elles sont coplanaires.

E L’intersection de deux plans non paralleles et non confondus est une
droite.
On connait déja un point de cette droite, le point X construit a la question
n, puisqu’il est intersection d’une droite du plan (BIJ) avec une droite
du plan (EFG).
Le pont I appartient aussi aux deux plans : il est évident qu’il appartient
au plan (B1J), et comme I appartient a la droite (EH) incluse dans le plan
(EFG), I appartient au plan (EFG).
Donc la droite (IX) est I’intersection des plans (B1J) et (EFG).

a On connait déja trois segments du polygone section du cube par le plan
(BLJ) : le segment [IK], K étant I’intersection de la droite (IX) avec
I’aréte [HG] (X et I appartiennent au plan (EFG) et donc la droite (IX)
est sécante a la droite (HG)), le segment [BJ], et le segment [JK]. Par
ailleurs on sait qu’un plan coupe deux plans paralleles selon deux droites
paralleles.

La face ABFE est parallele a la face CDHG, donc on construit, a partir
du point B, un segment parallele au segment [KIJ], qui coupe I’aréte
[AE] en L. II suffit ensuite de construire le segment [LI]. La section est
le polygone LBJKI.

Enonch

B Dans un cube Wil
Lycée La Bruyeére, Versailles

n (a) D’apres les propriétés du cube, on a AE = C—G) Or, Al = —AE

— 1 — —_ = . o
et CL = -CG, donc Al = CL, ce qui prouve que le quadrilatere

AILC est un parallélogramme.
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(b) .ﬁ){ = Té + ﬁ d’apres la relation de Chasles (vue en seconde). /\
Donc,
- 1l — 1—
JK =-AB + -BC
4 4
1
_lg %
4 =
Or, comme AILC est un parallélogramme, AC = /L. On a donc ©

= 1=
bien JK = ZIL'

.

(¢) D’apres la question m, les points I, J, K et L sont coplanaires.
De plus, les droites (IJ) et (KL) ne sont pas paralleles. En effet,

— 1— - — l (— —
JK = JILdone JT+1K = (IK + KL) et donc

— 3— 11— . . .
JI = _4_1] K + ZK L. Les droites (IK) et (KL) étant sécantes en

INTERROS

. . =7

K, le vecteur ne peut s’exprimer en fonction du vecteur K L. Par
.. -
conséquent, le vecteur J I n’est pas colinéaire au vecteur K L.

Elles se coupent donc en un point R.
E (a) Les plans (AEB) et (BCG) se coupent suivant la droite (BF).

(b) On connait trois points appartenant a la fois aux plans (AEB) et
(BCG) : le point B et le point F d’apres la question m, et le
point R d’apres la question n, puisque R est ’intersection d’une
droite incluse dans le plan AEB) et d’une droite incluse dans le plan
(BCG).

Comme ’intersection de deux plans non paralleles et non confon-

dus est une droite, les points B, F et R sont alignés, ce qui prouve
que R appartient a (BF).

Donc les droites (1J), (KL) et (BF) sont bien sécantes en R.

s
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H
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Chapitre

11

Géometrie vectorielle
dans U'espace

1. Calcul vectoriel dans U'espace

2. Plan dans l'espace

3. Vecteurs coplanaires et repére de 'espace
4. Représentations paramétriques

Exercice type 1 Lycée Lafayette, Clermont-Ferrand

Soit ABCDE FG H un pavé droit.

Démontrer que les plans (AF H) et (BDG) sont paralleles.

& Calcul vectoriel dans l'espace

Les opérations (multiplication par un réel et somme) définies sur deux vecteurs
du plan peuvent s’étendre a deux vecteurs de I’espace et elles vérifient les mémes
propriétés.

En effet, les vecteurs i et U de ’espace peuvent étre représentés a ’aide de trois
points coplanaires A, B et C : ii = ﬁ etv = A—C)‘ Toute opération sur les
vecteurs 4 et U peut alors se définir dans le plan (ABC).




ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 280 — #290

€3 Plan dans Uespace

€2 Caractérisation

Propriété 1
Tout plan de I’espace est défini par un point A et un couple de vecteurs non
colinéaires qui forment un repére de ce plan : (A ; u,).
On dit que le plan est dirigé par le couple (i,v).

€2 Plans paralleles

Propriété 2
Deux plans dirigés par le méme couple de vecteurs sont paralleles.

&3 Vecteurs coplanaires et repere de l'espace

€% Vecteurs coplanaires

Définition 1
Trois vecteurs i, v et w tels que 4 et ¥ ne soient pas colinéaires sont coplanaires

si et seulement si il existe deux réels a et b tels que

W = aii + bv.

Si deux des trois vecteurs i, v et w sont colinéaires, alors i, U et w sont copla-
naires.

@ Solution de Uexercice type 1 Lycée Lafayette, Clermont-Ferrand

Montrons que les deux plans sont dirigés par le méme couple de vecteurs :

) — T —
D’apres la relation de Chasles : AH = AE + EH.

— =
Comme ABCDEFGH est un pavé : AH = BF + FG et finalement
—  —
AH = BG.
— —>

On montre de méme que FH = BD.
Par leur position sur le pavé, les points A, H et F' ne sont pas alignés, donc

—
les vecteurs AH et F'H ne sont pas colinéaires et dirigent le plan (AH F).

De méme, les vecteurs B_G) et B_D> dirigent le plan (BDG). Les deux plans
étant dirigés par le méme couple de vecteurs, ces plans sont paralleles.
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E®) Repére de Uespace

Propriété 3
Si i, ¥ et w sont trois vecteurs non coplanaires de ’espace, pour tout vecteur 7
de I’espace il existe un triplet unique de réels (a ; b ; ¢) tel que f = au+bv+cw.
Définition 2
Un repere de I’espace est défini par un point A et un triplet de 3 vecteurs non
coplanaires (i,0,W).

Propriété 4

Dans le repere (A ; i,0,w), pour tout point M de I’espace il existe un triplet

unique de réels (x ; y ; 7) tel que AM = xii + YU+ zW.

INTERROS

Définition 3

(

. . . . . . -
Ce triplet constitue les coordonnées du point M, mais aussi du vecteur AM dans
le repere (A ; u,v,w).

Les calculs sur les coordonnées dans 1’espace se font comme les calculs sur les
coordonnées dans le plan.

CORRIGES

3 Représentations paramétriques

Exercice type 2 Lycée René Descartes, Cournon

L’espace est muni d’un repere (O ;1?,]7,/;). La droite D passe par le point
A de coordonnées (2 ; —1 ; 1) et a pour vecteur directeur # de coordonnées
2;2;1).

‘P est le plan parallele a D, passant par les points B(0; 1;2) et C(—2;3; 2).

(

n Déterminer une représentation paramétrique de la droite D.

E Déterminer un repere du plan P et en déduire une représentation para-
métrique du plan P.

a Le plan P’ de représentation paramétrique :

x=2m+n+S5
y=2m+1 avec m et n dans R
z=m+n-—2

est-il parallele au plan P ?
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€% Représentation paramétrique d’une droite

L’espace est muni d’un repere (O ; ;,f,l_c').
Soit D la droite passant par le point A de coordonnées (x4 ; ya ; z4) et de vecteur
directeur u de coordonnées (a ; b ; c).

. . N . .. . , —_—> -
Un point M appartient a D si et seulement si il existe un réel k tel que AM = ku.

La traduction analytique de cette relation vectorielle donne le théoréme suivant :

Théoreme 1
Un point de coordonnées (x ; y ; z) appartient a la droite D passant par A et de
vecteur directeur i si et seulement si il existe k appartenant a R tel que :

x =ka+xyp
y=kb+ ya
z=kc+za

Définition 4
Ce systeme constitue une représentation paramétrique de la droite D, de para-
metre k décrivant R.

Remarque : si k ne parcours qu’un intervalle de R, I’ensemble décrit n’est alors
qu’un segment ou une demi-droite.

A ATTENTION

Cette représentation paramétrique n’est pas unique et dépend du vecteur direc-
teur et du point choisi sur la droite !

€®) Représentation paramétrique d’un plan

Un point M appartient au plan de repere (A ; u,0) si et seulement si il existe des
réels k et ¢ tels que AM = ki + tv.

La traduction analytique de cette relation vectorielle donne le théoreme page sui-
vante :
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Théoréme 2
L’espace est muni d’un repere (O ; 17,]?,/;).
On considere le plan P de repére (A ; ii,v). Le point A a pour coordonnées
(x4 ; A ; za) et les vecteurs i et U ont pour coordonnées respectives (a ; b ; c)
et(a ;b ;).
Alors le systeme :

x=ka+td + xa

y=kb+1th + ys aveck e Rett € R.

z=ke+tc +za

est appelé une représentation paramétrique du plan P.

@ Solution de Uexercice type 2 Lycée René Descartes, Cournon 3
o=
o
n Une représentation paramétrique de D est : =
-_—
x=2k+2 =
y=2k—1 avec k € R.
z=k+1 \/

H .
E Le vecteur BC a pour coordonnées (—2 —0; 3 —1;2 —2), c’est-a-dire
(=2:;2;0).
— o a
Les vecteurs BC et u ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées
ne sont pas proportionnelles. Le plan P admet donc comme repere

CORRIGES

(B ; u,BC). Une représentation paramétrique de P est donc :

x =2t—2t
y=2t+2t'+1 avect € Ret? € R. \/
z2=1t+2

a Le plan P’ est dirigé par le couple de vecteurs de coordonnées (2; 2 ; 1)
et (1;0;1). Le premier vecteur est le vecteur u. Le vecteur v de co-

: L ,
ordonnées (1 ;0 ; 1) est-il coplanaire a u et BC ? En d’autres termes,

. . . > > ey . .
existe-t-il deux réels a et b tels que v = au + bBC ? Cette équation
vectorielle donne un systeme de 3 équations dans R, a deux inconnues

aeth:
1=2a—-2b
0=2a+2b
1l=a

Ce systeme n’admet pas de solution.

Le vecteur v ne peut pas s’exprimer en fonction de u et B_C)', donc le
plan P’ ne peut pas étre dirigé par ces deux vecteurs. Il n’est donc pas
parallele a P.
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n w/F | Points alignés ou coplanaires ejnmin\ © ot |

L’espace est muni d’un repere (O; i, j,k).
Parmi les affirmations suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Les points A(1;2; 1), B(0;2;2)et C(0;0;5) sont alignés.

E Les points A(5;4;2),B(1;2;2),C(3;5;2)et D(—5;—2;2) sont
coplanaires.

a On considere les quatre points A(1;0; 1), B(—1;2;5),C(2;4;6) et
D(5;1;0). Les droites (AB) et (C D) sont parall¢les.

n Les quatre points de la question précédente sont alignés.

n w/F  Vecteurs colinéaires et coplanaires  10min °p_°gggi9é‘

Soient i, ¥ et w trois vecteurs non coplanaires de 1’espace.
Parmi les affirmations suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

E} Les vecteurs i + v, ii + W et w + U ne sont pas coplanaires.
F] Les vecteursii, v et i + ¥ + W ne sont pas coplanaires.
Bl Les vecteurs w — ii, W + ¥ et it + ¥ ne sont pas coplanaires.
P} Les vecteurs i, w + v et w — v ne sont pas coplanaires.

B W/E Représentation paramétrique d’une droite < Jomia| & e |

L’espace est rapporté au repere orthogonal (O ; zq',f,l_c'). On considere le plan
‘P de repere (O ;i,j + k), ainsi que la droite D de représentation paramé-
trique :

x=1+4+2t
y=2-—-t , telR
z=-3-—1
Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Le point M de coordonnées (3 ; 1 ; —4) appartient a la droite D.

Le vecteur u# de coordonnées (—2 ; 1 ; 1) est un vecteur directeur de la
droite D.

n Le vecteur v de coordonnées (1 ; 2 ; —3) est un vecteur directeur de la
droite D.

La droite D est parallele au plan P.

284
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n Recherche de points * 5:?""""\ ep_c%;igé ‘ —

Lycée Marie Curie, Sceaux

Existe-t-il cinq points non coplanaires A, B, C, D et E tels que :

BE =2BC et AE=3AD 2

COURS

H Plan et représentation paramétrique * 15 min °p_°g;;i9é‘
Lycée Guynemer, Compiégne

Dans un repere de I’espace, on considere les points A(—2; 2; —1),B(2;0; 3),
C(=2:;0;0),D0;—4;1)etE(—2;—1;-=2).

n Vérifier que les points A, B et C déterminent bien un plan.

— . — —
n Montrer que le vecteur D E est colinéaire au vecteur —AB — 2AC.

Que peut-on en déduire pour la droite (DE) ?

a Donner une représentation paramétrique du plan (ABC).

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Le point D appartient-il a ce plan ?

n Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).

n Position relative de deux droites * * 20min °p_°g;1“9é ‘ @
Lycée Guynemer, Compiégne E
Partie A e

(=

On donne ci-dessous les représentations paramétriques de deux droites :

x:1+t x =3t \/
(dy) : y=2—t ,teR et (dp) - y=14+2t ,teR.
z7=3+72¢ z=2—1t

n (dy) et (d») sont-elles coplanaires ?

n Soit (d3) une droite parallele a (d) et sécante a (d2). Donner un point
d’une telle droite, et un vecteur directeur.

a Donner une équation paramétrique du plan contenant (d3) et (d3).

Partie B : Vrai ou faux ?
n Si deux droites de 1’espace sont paralleles a une méme troisieme, alors
elles sont paralleles entre elles.

n Si deux droites sont paralleles a un plan P, alors elles sont paralleles
entre elles.

a Si deux droites de 1’espace sont orthogonales a une méme troisi¢me,
alors elles sont paralleles.
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@ Corrigé

ﬂ Repére de Uespace * 5:?5'“‘"\ o

Lycée La Bruyeére, Versailles
L’espace est muni d’un repere (0 il ,]7,/;).

On considere les points A(2 ;4 ;—1), B3:;1;2),C(1;0;1),D3;2;1)
et E(1;2;0).

-

3 — =  —> .
Démontrer que AB, AC et AD ne sont pas coplanaires.

a

Déterminer les coordonnées du point M tel que AM =2AB — A

Ou se situe le point M ?

. —> —> — —
Déterminer les réels a, b et c telsque AE = aAB +bAC +cAD.

Quelles sont les coordonnées de E dans le repere (A; AB,A_C>' ,A_D>) ?

|

‘ @ Corrigé ‘

u Positions relatives de deux droites % “20min <50

Lycée La Bruyeére, Versailles

On considere la droite (d) de représentation paramétrique :

x=06+1
d : {y=1+4+2 , teR.
z=1-—1t

Donner les coordonnées d’un point A et d’un vecteur directeur u de (d).

Donner une représentation paramétrique de la droite (d’) passant par le
-1
point B(3 ; —3 ; —6) et de vecteur directeur v | 1
2

Les droites (d) et (d") sont-elles coplanaires ?

Démontrer qu’il existe un point C de (d) et un point D de (d’) tels que
le milieu du segment [C D] soit le point I de coordonnées (1 ; —2; 3).

n Plan médiateur d’un segment Kk - 25min ‘ ep_c;;;igé‘

Lycée Hoche, Versailles

On considere un cube ABCDEFGH.Onnote I le centre de laface ADHE,
J celui de la face ABC D, et K le milieu du segment [/ J] (voir figure page
suivante).

— — —>
L’espace est rapporté au repere (A ;i AB,AD AE )

Déterminer les coordonnées des points /, J et K dans ce repere.

Démontrer que les points A, K et G ne sont pas alignés.
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n (a) Démontrer que le plan médiateur du segment [/ J] est le plan (AK G). /\

(b) Déterminer une équation cartésienne du plan (AK G) et une repré-
sentation paramétrique de ce plan.

(¢) Vérifier que le point D appartient au plan (AK G).
n Quel est le point d’intersection de la droite (AK) avec le plan (CDH) ?

H

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

m Position relative de plans et de droite % 320 min‘ °p_°g;;‘9é ‘
Lycée Claude Bernard, Paris

L’espace est rapporté a un repere orthonormal, et ¢ et ¢’ désignent des para-
metres réels.

Le plan P admet comme équation cartésienne :
P:x—=2y+3z4+5=0.

CORRIGES

Le plan S admet comme représentation paramétrique :

x=-=24+1t4+2t
S:qy=—t-2
7=—1—1t+3¢

(

La droite D admet comme représentation paramétrique :

x =-24t
D:qy =—t
z =—-1—t

n Démontrer qu’une représentation paramétrique du plan P est :

x =t+2t
y =1l—t+7¢
7z =—1-—1t

Démontrer que la droite D est une droite du plan P.

Etudier la position relative des plans P et S. Le cas échéant, donner une
représentation paramétrique de leur intersection.
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n w7k Points alignés ou coplanaires

@ Enoncé
‘ D. 284 ‘

E vz Vecteurs colinéaires et coplanaires

Faux. Les coordonnées du vecteur ﬁ sont (—1 ;0 ;1) et celles du

ﬁ .
vecteur AC sont (—1; —2 ; 4). Ces coordonnées ne sont pas proportion-
nelles donc les vecteurs ne sont pas colinéaires. On en déduit que les
trois points A, B et C ne sont pas alignés.

—
Vrai. Les coordonnées du vecteur AB sont (—4 ; —2 ; 0), celles du vec-

— —
teur AC sont (=2 ;1 ;0) et celles du vecteur AD sont (=10 ; —6 ; 0).
Les trois vecteurs peuvent s’exprimer en fonction des vecteurs i et j. IIs
sont donc coplanaires et les quatre points appartiennent au plan passant
par A et dirigé par le couple (i, j).

. — s
Vrai. Le vecteur AB a pour coordonnées (—2 ; 2 ; 4) et le vecteur CD

-3
a pour coordonnées (3 ; —3 ; —6). Donc CD = —A_é Les droites

(AB) et (CD) sont dirigées par des vecteurs colinéaires, donc elles sont
paralleles.

—
Faux. Le vecteur AC a pour coordonnées (1 ;4 ; 5) et n’est donc pas

L. -2 . L
colinéaire au vecteur A B. Les points A, B et C ne sont donc pas alignés,
il en est par conséquent de méme pour les quatre points A, B, C et D.

© Enoncé
p. 284

Soit A un point de I’espace. (A ; ii,v,w) forme un repere de I’espace.

Vrai. Les vecteurs # + U et 4 + w ne sont pas colinéaires car si
ii +w = k(i + ), alors on aurait (k — 1) + kv — kw = 0. L’uni-
cité de la décomposition d’un vecteur selon les trois vecteurs de la base
donnerait k = 1 et k = 0, ce qui est impossible.
On cherche ensuite & montrer que w + v = a(u + V) + b(ii + w) est
impossible. En effet, cela donnerait le systeme :

a+b=0
a=1
b=1

qui n’a pas de solution.

Vrai. Le vecteur i + v + w ne peut pas s’écrire sous la forme aii + bv.
Faux. La relation # + v = (@ -+ v) — (W — #) montre que les vecteurs
sont coplanaires.

Vrai. Il n’est pas possible d’exprimer # en fonction des vecteurs w + v
et w — U qui ne sont clairement pas des vecteurs colinéaires. Donc les
vecteurs ne sont pas coplanaires.
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Aol

B Vw/F Représentation paramétrique d’une droite 0. 284

n Vrai. Ce point correspond a t = 1.

E Vrai. D’apres la représentation paramétrique donnée, le vecteur de coor-
données (2 ; —1 ; —1) est un vecteur directeur de la droite D donc son
2 — 2 5
opposé, le vecteur # de coordonnées (—2 ; 1 ; 1), est aussi un vecteur
directeur de D.

B Faux. Les coordonnées de v ne sont pas proportionnelles a celles du
vecteur directeur de D donc ce n’est pas un vecteur directeur.

n Vrai. Un vecteur directeur de D est égal a 2 — (f + l_é). Il est donc
coplanaire a un couple de vecteurs qui dirige P. La droite D est donc
parallele a P.

I Recherche de points S et

Lycée Marie Curie, Sceaux

La relation B_E> = 2B_C>' implique que les points B, C et E sont sur la droite
(BE) ou confondus si B = E.

La relation AE = 3AD implique que les points A, D et E sont sur la droite
(AE) ou confondus si A = E.

Doncsi B = E ou A = E, il y a au maximum trois points distincts qui sont
donc coplanaires. Sinon, les points sont situés dans le plan (A B E) puisqu’ils
sont sur des droites de ce plan. On ne peut donc pas trouver de points non
coplanaires qui vérifient la relation.

Aol

u Plan et représentation paramétrique 0. 265

Lycée Guynemer, Compiégne
— —
B AB@;-2;9etACO;-2;1).
Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées ne sont

pas proportionnelles, donc (A ; AB,AC) définit bien un plan.

— — —
E DE(—2;3;-3)et —AB —2AC(—4;6; —6) donc:

— 1, — —
DE = 5 (—AB —24AC).
2
Ces vecteurs sont donc colinéaires, ce qui prouve que la droite (D E) est

parallele au plan (ABC) puisque (A ; A_é ,A_C>' ) constitue un repere de
ce plan.

Remarque : a ce stade, on ne sait pas si la droite est strictement parallele
au plan (ABC) ou incluse dans ce plan.

[ COURS

INTERROS

s

)
LA
=
e
o
=]
o
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B On connait deux vecteurs formant une base du plan (ABC). De plus, le
point A, par exemple, appartient au plan (A BC) donc une représentation
paramétrique du plan (ABC) est :

x =244
=2—2t—2¢ , tett étantdeux réels.
z =—14+4t+7¢

Remarque : on aurait pu aussi utiliser le point B, ou le point C : un plan
n’a pas une représentation paramétrique unique.

Pour savoir si D appartient au plan, il faut chercher s’il existe des valeurs
de t et t’ permettant d’obtenir les coordonnées de D.

On obtient le systeme :

0 = -2+ 4t
—4 =2-2tr—2¢ , tett étantdeux réels.
1 =—-1+44r+7¢

. . . 1
De la premiere équation, on déduit # = ok

. . . 5
En reportant cette valeur dans la deuxiéme équation, on obtient ¢’ = >

Le deuxieme membre de la troisieme équation est alors :
—1+4x l iy é = z
2 2 2
Cette troisieme égalité n’est pas vérifiée avec les valeurs trouvées pour
t ett’, donc D n’appartient pas au plan (ABC).

. . -
n La droite (AB) a pour vecteur directeur le vecteur AB et passe par le
point A, ce qui donne comme représentation paramétrique :

=244t
2 —2t , telR.
7z =—1+4t

Remarque : 1a encore, on aurait pu utiliser le point B pour obtenir une
autre équation paramétrique de la droite (A B) équivalente a celle donnée
ici.
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E Position relative de deux droites | S | —~

Lycée Guynemer, Compiégne

Partie A

n Tout d’abord, on peut se demander si ces deux droites sont paralleles,
auquel cas elles sont coplanaires.

COURS

D’apres les équations paramétriques, #(1 ; —1 ; 2) est un vecteur direc-
teur de (dq) et v(3 ; 2 ; —1) est un vecteur directeur de (d5).

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées ne sont pas
proportionnelles. Donc les deux droites ne sont pas paralleles.

.

11 nous faut maintenant chercher a déterminer si elles sont sécantes, ¢’ est-
a-dire s’il existe 7 et ¢’ tels que :

1+t =3¢
2—t =1+2¢.
3+2t =2—+¢

INTERROS

De la premiere équation, on tire 1 = 3¢’ — 1, et en reportant dans la
seconde on obtient :

2-3'+1=1+2¢.

2
On en déduit que 5t = 2 et donc ¢t/ = —.

o
LA
=
=
=
=
o

g . . 1
En revenant a la premiére équation on obtient# = 3 x 37 = 5 I nous

faut ensuite voir si les valeurs trouvées vérifient la troisieme équation :

34 2 17 . 5 2 8
=== e ===
5 5 5 5
La troisieme équation n’étant pas vérifiée, nous n’avons pas trouvé de
valeurs pour 7 et ¢’ telles que le systéme soit vérifié, ce qui signifie que
les droites ne sont pas sécantes.

Les droites ne sont ni sécantes ni paralleles, par conséquent, elles ne sont
pas coplanaires.

E Il faut tout d’abord remarquer qu’il existe une infinité de droites paral-
leles a (d) et sécantes a (d). Si on prend un point quelconque sur (d3)
et qu’on construit par ce point une droite parallele a (d;), ce qui est tou-
jours possible, en prenant un autre point de (d2), on peut aussi construire
une parallele a (d>), donc a (dy).

On va donc choisir arbitrairement un point / de (d2), par exemple le
point / correspondantat =0:7(0;1;2).

Un vecteur directeur de la droite (d3) cherchée est le vecteur directeur
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("¢ ]

LAd

4

(- 1

‘ -

e de (dy) : u(1; —1;2). On obtient donc la représentation paramétrique :
xX =t
y=1—t , telR.
z=2+72t

a Le plan contenant (d>) et (d3) a pour base le point d’intersection de ces
deux droites, donc I, et pour vecteurs directeurs un vecteur directeur de
(d1) : u(1; —1;2)etun vecteur directeur de (d2) : v(3:2; —1).
Une représentation paramétrique de ce plan est donc :

x=t+3t
y=1—t+2¢ , tett étant deux réels.
7=2+2t—1t

Partie B

n Vrai. Cela fait partie du cours.

E Faux. Prenons deux droites sécantes d’un plan P’ parallele au plan P :
elles ne sont pas paralleles entre elles, mais elles n’ont pas de point
d’intersection avec P, donc elles sont paralleles a P.

B Faux. Plagons-nous dans un cube ABCDEFGH.

H

Yoy

B

La droite (GB) est orthogonale a la droite (AB) car elle est incluses dans
le plan (FGB) orthogonal a (AB).

La droite (BC) est orthogonale a (AB) pour la méme raison.

Or ces deux droites sont sécantes en B.

x E g
u Repére de Uespace S |
Lycée La Bruyeére, Versailles
—> — —>
E} Ona:AB(1;-3:;3),AC(—1;-4;2)et AD(1; —2;2).
Les vecteurs sont coplanaires si et seulement si on peut exprimer I’'un

H .
d’entre eux, par exemple A D, en fonction des deux autres.
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0 N o P ;
n \E(Eonc cﬂa}rcher a_§aV01r si on peut trouver deux réels k et k" tels /\
que AD = kAB + k'AC.

Si ces réels existent, ils sont solutions du systéme :
1 =k—K

—2 = -3k—4k
2 =3k+2k

COURS

. — — —
obtenu en écrivant que les coordonnées de AD et de kAB + k' AC sont
égales.

.

La premiere équation donne k = 14k, et en reportant dans la deuxiéme
on obtient :

1
—2:—3—3k/—4k’©k/=—5.

INTERROS

] . . 6
En reprenant la premiere équation, on obtient donc k = 7

Le second membre de la troisieme égalité vaut donc, avec les valeurs de
16
k et k¥’ obtenues, = # 2.

(g ]
S
— — — —
On ne peut pas trouver de réels k et k' tels que AD = kAB + kK'AC, o
donc les trois vecteurs ne sont pas coplanaires. g
(&
x—2 =3
— —  —
E Posons M(x ; y; z). Alors, AM =2AB—-AC & (y—4 =-2
z+1 4
X 5
&gy =2
Z 3

Donc M(5;2; 3).

Le point M se situe dans le plan (ABC), puisque le vecteur AM s’ex-
prime en fonction des deux vecteurs directeurs du plan (ABC).

—1 =a—-b+c
— — — —
B AE=aAB+bAC+cAD & {2 =-3a—4b—2c
1 =3a +2b + 2c¢
a =b—c—1
&2 =-3b+3c+3—-4b—2c
1 =3b—3c—34+2b+2c
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a =b—c—1
AE = aAB+bAC +cAD & { —Tb+c =-5
5b—c¢ =4
a =b—c—1
&S (5h—c =4
—2b =—1

La derniere équation est obtenue en ajoutant la deuxieme et la troisieme
de I’étape précédente.

. . 1 3
On obtient donc successivement : b = o e = —3 eta=1.

D’apres le calcul précédent, les coordonnées de E dans le repere
— — —> 1 3
(A:AB,AC.AD) sont (1: 575 ):

@ Enoncé
‘ p. 286 ‘

Lycée La Bruyeére, Versailles

D’apres la représentation paramétrique de (d), on sait que le point
A(6;1; 1) appartient a (d) et que le vecteur (1 ; 2 ; —1) est un vecteur
directeur de (d).

Une représentation paramétrique de (d”) est :

x=3—1
z7=—-6+4+2t

Les vecteurs i et ¥ ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées ne sont
pas proportionnelles. Donc les droites (d) et (d”) ne sont pas paralleles.
Nous allons donc vérifier si elles sont sécantes, ¢’est-a-dire chercher si
on peut trouver ¢ et ¢’ tels que :

6+t =3-t¢ t ==
1+2t =-34+1t ©<1-6-2/ =-3+7¢
1—t =-6+2¢ 1+3+¢ =-6+21
t=-3-1¢
&t =-2
' =10

Comme on ne trouve pas la méme valeur de ¢’ dans la deuxiéme et la
troisiéme équation, on ne peut pas trouver ¢ et ¢’ tels que le systeme soit
vérifié, donc les droites (d) et (d") ne sont pas sécantes.

Par conséquent, elles ne sont pas coplanaires.
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n Les coordonnées du milieu d’un segment sont les demi-sommes des co- /\
ordonnées des deux extrémités, donc on obtient le systeme :
6+t+3—1¢
2 : — 74
S otr t2_3+t =21 -14+2 -3+¢ =-4 %
IS 1+47—¢—-6+2 =6 3
2 =3 ~

¢
S~ =

Il
&~ B

On a trouvé des valeurs de ¢ et ¢'.
t = —3,donc C(3; —5;4),ett =4,donc D(—1 ;1 ;2), en utilisant
les représentations paramétriques des deux droites.

@ METHODE

Il est ici prudent de vérifier que / est bien le milieu du segment [C D],

INTERROS

. w
ce qui est le cas. ~g
o
© Enoncs S
7 gm » nonce
n Plan médiateur d’un segment \ 0. 266 \ o
Lycée Hoche, Versailles
- 11—
B A1=-AH
2
1/ — —
=3 (AD + DH)
. 1 A—> A—>
Donc / <0; 1 ; 1)
22
— 11—
AJ =-AC
2
1l /— —
=3 (4B +BC)
. 1 A—> A—>
= 5 ( B + D)
1

1 1 1
K étant le milieu de [/ J], K a pour coordonnées <Z ; 2 ; Z)
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—_

E AK apo rcoordonnées( L1
u R

P 4°2°34
AG =AB+BC+CG =AB+AD+ AE, donc le vecteur AG a pour

coordonnées (1 ;1 ;1).

CORRIGES

N———

— = s ,
Les vecteurs AK et AG ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées
ne sont pas proportionnelles.

Donc les points A, K et G ne sont pas alignés.

Remarque : cette vérification est nécessaire puisqu’on parle ensuite du
plan (AK G) qui ne serait pas défini si les points A, K et G étaient
alignés.

a (a) La notion de plan médiateur d’un segment dans 1’espace est simi-
laire a celle de médiatrice dans le plan. C’est donc I’ensemble des
points équidistants des deux extrémités du segment.

K étant le milieu de [/ J], /K = K J, donc K appartient au plan
médiateur.

[AI] et [AJ] sont deux demi-diagonales de deux faces du cube,
donc Al = AJ et A appartient au plan médiateur.

Dans le triangle G H I rectangle en H, d’apres le théoreme de Py-
thagore, GI> = GH> + HI>.

De méme, dans le triangle GJC, GJ?=GC*+CJ2.

Or GH = GC (deux arétes du cube) et HI = CJ (deux demi-
diagonales de deux faces du cube). Donc GI?> = GJ? et GI = G J.
Par conséquent G appartient au plan médiateur de [/ J]. Les trois
points considérés étant non alignés, ils définissent le plan (AK G)
qui est donc le plan médiateur du segment [/ J].

(b) L’équation cartésienne est de la forme ax + by + cz +d = 0.

A(0 ; 0;0) appartient au plan donc d = 0 et I’équation est de la
forme ax + by + cz = 0.

1 1 1
K appartienta (AK G) donc : e + Eb + I 0.
G appartienta (AKG) donca + b+ ¢ = 0.
L’équation du plan est définie a une constante multiplicative pres,
donc on peut choisir la valeur d’un des coefficients. Choisissons
par exemple a = 4. On obtient alors le systeme :

1 1
Sb+ e =—1©{2b+c =4

4
b+c =-4 btc =-4

Par soustraction des deux équations, on obtient b = 0, puis en
remplacant b par sa valeur dans une des équations, c = —4.

Une équation cartésienne du plan (AK G) est donc 4x — 4z = 0,
ouencore x —z = 0.
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Pour la représentation paramétrique, on peut utiliser le point A et /\
— — .
les deux vecteurs AK et AG . On obtient donc :
lt +t
X =-
4
1 ., . wn
y=—t+t , tett'étant deux réels. oz
2 —]
1 S
z=-t+1
4

(¢) D apour coordonnées (0 ; 1; 0). Ces coordonnées vérifient I’équa-
tion cartésienne du plan donc D appartient au plan (AK G).

.

n Une représentation paramétrique de la droite (AK) est :

| S
X IZt g

1 =
.

4

en utilisant le point A et le vecteur directeur AK .
Le plan (C D H) est constitué de tous les points dont I’ordonnée est 1, il
a donc pour équation y = 1.

Le point d’intersection de (AK) et de (CDH) a donc pour ordonnée 1,
ce qui nous donne ¢ = 2.

)
LA
=
e
o
=]
o

o : 1
Le point d’intersection a donc pour coordonnées (5 i1 5) C’est le

centre de la face CDHG.

© Enoncé ‘

m Position relative de plans et de droite 0. 287

Lycée Claude Bernard, Paris

n La représentation paramétrique proposée est une représentation du plan
P si et seulement si les coordonnées exprimées en fonction de ¢ et ¢/
vérifient I’équation cartésienne du plan P pour toutes valeurs de 7 et ¢'.

Donc on remplace :

1420 =21 —t+1)+3(—1—1)+5=0t+0/ —5+5=0.
L équation est vérifiée quelles que soient les valeurs de 7 et /, donc on a
bien une représentation paramétrique du plan P.

E La encore, on remplace dans 1’équation cartésienne de P : si, pour tout 7,
les coordonnées des points de D vérifient I’équation de P, cela signifiera
que D est incluse dans P.
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Remarque : les deux autres cas de figure sont :

¢ les coordonnées des points de D ne vérifient I’équation cartésienne de
‘P pour aucune valeur de ¢ : alors la droite est parallele au plan P ;

¢ il existe une unique valeur de ¢ qui convient : alors la droite D est
sécante au plan P.

En remplagant, il vient :
—24+t—-2(-t)+3(-1—-1)+5=0t-5+5=0.

Donc ici aussi, toute valeur de ¢ convient, donc la droite D est une droite

du plan P.

Cherchons a quelle condition un point de S appartient a P, en rempla-
cant x, y et z dans 1’équation cartésienne de P par leur expression dans
la représentation paramétrique de S :

— 24142 —2(—t—2t)+3(—=1 =1t +3)+5=0
= 0r+151' =0
1 =0.
On obtient alors 1’équation de I’intersection en remplagant ¢’ par 0 dans
la représentation paramétrique de S.
La droite intersection de P et S a pour représentation paramétrique :

%= =2k
y=—t
z=—1—1¢

C’est en fait la droite D.
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Chapitre

12

¥ Produit scalaire

1. Produit scalaire et norme

2. Orthogonalité dans l'espace

3. Equation cartésienne d’un plan
4. Intersection

Exercice type 1 Lycée Hoche, Versailles

L’espace est muni d’un repere orthonormé. On considere les points
A(l;—=1;0),B3:;0;1),C(1;1;0) et D3 ;1;—2). Onnomme [ le
milieu de [AD].

n Démontrer que les droites (AC) et (DC) sont perpendiculaires.
E Démontrer, par un calcul vectoriel, que pour tout point M de 1’espace,
— = 2 2
MD - -MA=MI"—1A".
a En déduire une équation cartésienne de I’ensemble £ des points M tels
— — .
que MD - MA = 0, et le caractériser.

n Les points B et C appartiennent-ils a cet ensemble & ?

&3 Produit scalaire et norme

€% Produit scalaire dans Uespace

Définition 1
Le produit scalaire dans I’espace de deux vecteurs i et v est le produit scalaire
des vecteurs i et v dans tout plan contenant ces vecteurs.

Il en découle que le produit scalaire dans I’espace a les mémes propriétés que le
produit scalaire dans le plan. Il faudra seulement penser a introduire la troisieme
coordonnée lorsqu’on fait du calcul analytique.
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Propriété 1 (Expression du produit scalaire)

Dans un repére orthonormé de I’espace, le produit scalaire des vecteurs i et U
de coordonnées respectives u(x ; y;z) et v(x’;y’ ;z')est:

u-v=uxx+yy +z7.

Propriété 2
Soit i, v et w des vecteurs, a et b deux réels,
U-v=0v-u (symétrie)
(ali +bY)-w=a@-w)+b (- w) (linéarité).

€2 Norme et distance de deux points

Propriété 3
il = Vi - =/x2+ y2 + 22
Propriété 4
Soit A et B deux points,
ﬁ . ﬁ = ||1E§||2 = AB? (carré scalaire).

Une sphere étant un ensemble de point équidistants d’un point fixe, on obtient le
théoreme suivant :

Théoreme 1

Soit A(xo ; yo ; zo) un point de 1’espace et R un réel positif.
La sphere de centre A et de rayon R admet pour équation cartésienne :

(x —x0)> + (y — y0)* + (z — 20)* = R*.

€3 Orthogonalité dans l'espace

€%) orthogonalité de deux droites

Définition 2
On dit que deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul.



ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 301 — #311

PRODUIT SCALAIRE - CHAP. 12

Propriété 5
Deux droites de I’espace sont orthogonales si et seulement si elles ont des vec-
teurs directeurs orthogonaux.

€2 orthogonalité d’une droite et d’un plan

Propriété 6
Soit D une droite de vecteur directeur i, et P un plan dirigé par le couple de

vecteur (v,v'). La droite D est orthogonale au plan P si et seulement si - v = 0
etiu-v =0.

Propriété 7
D est une droite de vecteur directeur u#, orthogonale au plan P. Alors pour tous
points M et N de Pona:
L
u-MN =0.

© Solution de Uexercice type 1 Lycée Hoche, Versailles

n A_C>' a pour coordonnées (0 ;2 ;0) et D_C>‘ a pour coordonnées
(=2;0;2). On constate donc que A_C)' . D—C)' = 0, ce qui signifie que
les vecteurs directeurs des droites (AC) et (BC) sont orthogonaux. Les
deux droites sont donc orthogonales. Elles sont méme perpendiculaires
car elles sont sécantes en C.

. = —

E Comme / est le milieude [AD],ona ID = Al.
En utilisant la relation de Chasles, on obtient :

— —  — —> — =
=MI-MI+MI-(ID+IA)+AI-IA
=MI>—]A?

n Les coordonnées de 7 étant (2;0; —1),ona:

Al =12+ 124+ (—-1)3 = /3.
E_n)notant (x ;¥ ;z) les coordonnées du point M, la condition Aﬁ) .
MA = 0 qui équivaut a MI*> — I A> = 0 devient :
(x—22+y2+ @+ 1)?=3.

[ INTERROS

CORRIGES

(
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@ Solution de Uexercice type 1 (suite) Lycée Hoche, Versailles

On reconnait I’équation d’une sphere de centre /(2 ; 0; —1) et de rayon
V3.

n Pour savoir si les points B et C appartiennent a cette sphere, on teste si
les coordonnées de ces points vérifient 1I’équation.

 Pour B: (3 —2)> 40?4 (1 + 1)?> = 5, donc B n’appartient pas 2 la
sphere.

 Pour C : (1 —2)>+ 12+ (04 1)?> = 3, donc le point C appartient 2 la
sphere.

A ATTENTION

Une erreur classique est d’oublier que 1’on est dans I’espace, et de
parler de cercle au lieu de sphere.

£ Equation cartésienne d’un plan

Exercice type 2 Lycée Notre-Dame-du-Grandchamp, Versailles

=

Dans I’espace rapporté au repere orthonormal (O ; 7’, ',1?), on considere les
points A(3;0;0), B(0;6;0),C(0;0;4)et D(—5;0;1).

n (a) Vérifier que le vecteur 77 de coordonnées (4 ; 2 ; 3) est normal au
plan (ABC).

(b) Déterminer une équation du plan (ABC).

E (a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite A, ortho-
gonale au plan (A BC) passant par D.

(b) En déduire les coordonnées du point H, projeté orthogonal de D
sur le plan (ABC).

(¢) Calculer la distance du point D au plan (ABC).
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EX) Vecteur normal a un plan

Définition 3
Soit P un plan dans I’espace. Un vecteur non nul v est dit vecteur normal de P
si pour tous points M et N de P ona:

L —

v-MN =0.

On peut dire aussi que P est orthogonal 2 U

Vecteur normal
au plan P.

E® Equation cartésienne d’un plan

Théoreme 2

Soit A(xg ; yo ; zo) un point de ’espace et v(a ; b ; ¢) un vecteur non nul.
11 existe un unique plan P passant par A et orthogonal 2 . On a:

—
MeP << AM-v=0.

Propriétés 8

e Le plan P admet donc une équation cartésienne de la forme
ax +by+cz=d.

* Réciproquement, si P est un plan de I’espace d’équation cartésienne :

ax +by+cz=d,

alors le vecteur 71(a ; b ; ¢) est un vecteur normal au plan P.

* Sia'x + D'y + ¢’z = d’ est une équation cartésienne d’un plan P’, alors les
plans P et P’ sont paralleles si et et seulement si un vecteur normal de P est

colinéaire a un vecteur normal de P’, ¢’est-a-dire si et seulement si il existe
unréel A #Otelquea = ra’, b = 1D, c = Ac'.

* En conséquence, a’x + b’y + ¢’z = d’ est une autre équation cartésienne de
P si et seulement si les deux équations sont proportionnelles, ¢’est-a-dire si

et seulement si il existe un réel A # 0 tel que a = Aa’, b = Ab', c = A’ et
d=2xd'

INTERROS

(

7

CORRIGES

(
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3 Intersection

%) Intersection d’une droite et d’un plan

Propriétés 9
Soit P un plan de vecteur normal 7 et D une droite passant par A et de vecteur
directeur .
E} Siii et u sont orthogonaux, alors D et P sont paralléles.
De plus, si A € P, alors D est incluse dans P,
etsi A ¢ P, alors D et P n’ont aucun point commun.

n Si 71 et i ne sont pas orthogonaux, alors D et P sont sécants.

€®) Intersection de deux plans

Propriété 10 (Point de vue géométrique)

Soient P et P’ deux plans distincts de vecteurs normaux 7 et n’.

 Si# etn’ sont colinéaires, alors P et P’ sont strictement paralleles : ils n’ont
aucun point commun.

-
¢ Si etn’ ne sont pas colinéaires, alors P et P’ sont sécants. Leur intersection
est une droite.

Propriété 11 (Point de vue algébrique)

Les plans P et P’ d’équation respective ax + by +cz +d =0 et
a'x +b'y +c'z+d = 0sont sécants si et seulement si les triplets (a ; b ; c) et
(@’ ; b ; ¢) ne sont pas proportionnels.

€5 Position relative de trois plans

Déterminer I’intersection £ des trois plans :

Pr : aix+biyt+ciz+d =0 (E))
Py ax+by+cz+dy=0 (Ez)
Ps : ax+byy+cz+dz=0 (E3)
revient a résoudre le systeme linéaire (X) constitué par les équations (E1), (E2),

(E3).

Le systeme est dit compatible si et seulement si £ # &. L’intersection peut étre
alors :

* un point (le systtme admet alors une unique solution),

304
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e une droite,
° un plan.

Dans ces deux derniers cas, on parle de systeme indéterminé.

431-1%cas: L # O

P1 N P, est alors une droite D.

On est ramené a étudier D N P3, une bonne méthode pour cela étant de chercher
une représentation paramétrique de D.

e SiD NP5 est réduit a un point P, on dit que les trois plans sont concourants.

* SinononaD C Pz etdonc L = D. Le systeme est équivalent au systeme ob-
tenu en supprimant I’une quelconque des trois équations. On obtient un systéme
d’équations cartésiennes de la droite D.

432-2°cas: L = O

INTERROS

Le systeme est incompatible dans les trois configurations suivantes :

* Les trois plans sont deux a deux strictement paralleles.

(

e Deux plans sont strictement paralleles, par exemple P et P,. Alors Pz coupe
Py et P, suivant des droites Dy et D, paralleles.

7

CORRIGES

* Les plans sont deux a deux sécants et les droites d’intersection sont strictement
paralleles.

© Solution de Uexercice type 2 Lycée Notre-Dame-du-Grandchamp, Versailles

— —

n (a) AB a pour coordonnées (—3 ;6 ;0) et AC a pour coordonnées
(=3;0;4). Les coordonnées de ces vecteurs n’étant pas propor-
tionnelles, les vecteurs ne sont pas colinéaires.

(

Cela montre que les points A, B et C définissent bien un plan et
il suffit de montrer que 7 est orthogonal a ces deux vecteurs pour
montrer qu’il est normal au plan (ABC).

- ==
n-AB=4x(-3)+2x64+3x0=0

et
o ==
n-AC=4x(-3)+2x0+3x4=0.

Le vecteur 7 est donc bien un vecteur normal au plan (ABC).

(b) Une équation cartésienne du plan (ABC) est donc de la forme
4x+42y-+3z = d, avec d tel que les coordonnées de A par exemple
vérifient I’équation, donc 12 = d. Cela donne donc :

4x +2y +3z=12.
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@ Solution de Uexercice type 2 (suite) Lycée Notre-Dame-du-Grandchamp, Versailles

E (a) La droite A orthogonale au plan (ABC) a pour vecteur directeur
71 et passe par le point D, donc une représentation paramétrique de
cette droite peut étre :

xX=-5+4t
y =2t , telR.
z=1+3t

(b) Le point H appartient a A et a (ABC) si et seulement si il existe
une valeur du parametre ¢ tel que :

x =—-54+4t
y =2t
z=1+ 3¢

4x +2y +3z =12
En remplagant x, y et z en fonction de ¢ dans la derniere équation
on trouve la condition :
4(=5+41) +2x2t+3(1+31) =12,
d’ou r = 1 et les coordonnées du point H sont donc : (—1;2; 4).

(¢) Ladistance de D au plan (ABC) est égale a D H puisque H est le
projeté orthogonal de D sur (ABC). On trouve :

DH =\/(=1+52+Q2—-02+@4—1)?
=+/29.
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n w/F Généralités ‘10 min prg{;igé‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Si A et B sont deux points distincts de 1’espace et k un réel non nul,

. - -2 .
I’ensemble des points M de I’espace tels que AM = k - AB est la droite
(AB).

E Si A, B, C sont trois points distincts de I’espace et H est le projeté ortho-
. — > > —
gonal de C sur la droite (AB) alors AB- AC = AB - AH.

a Si A,B,C,D sont quatre points distincts de I’espace tels que

—_— — — —> - . =2 . .
AB -AC = AB - AD alors les vecteurs AB et C D sont colinéaires.

n Le plan d’équation x —2y+2z—7 = 0 est tangent a la sphere d’équation
x2 4+ y2 472 — 6y — 4z +4 = 0 au point A de coordonnées (1 ; 1 ; 4).

E w/F  Produit scalaire dans Uespace 10 min‘ °p_°g1r;isé‘

Dans I’espace muni d’un repere orthonormal (O ;i,j,k), on considere le
vecteur i de coordonnées (0 ; 1 ; 2).

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

11 existe un unique vecteur v de I’espace tel que &t - v = O et v -7 = 0.

L’ensemble des points M de I’espace tels que i - W/I = 0 est un plan.

L’ensemble des vecteurs v de ’espace telsque ii - v = O et v -7 = —1 et

v -7 = 0 est vide.

L’ensemble des vecteurs v de I'espace telsque u - v = 10 -7 = 1 et
v-J = lestvide.

B w/F Positions relatives de plans de l'espace f:iﬂmin‘ °p_°g1';i9é ‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Soient P, Q, R trois plans tels que P N Q N'R = &, alors le systeme
formé par les équations cartésiennes de ces trois plans n’admet aucune
solution.

Soient P, Q, R trois plans tels que P N Q N'R = &, alors le plan P est
parallele au plan Q et le plan Q est parallele au plan R.

SiIPNQ#TetRNQA#TalorsPNANTR # .

Soit m un réel, I’ensemble des points M de I’espace de coordonnées
(m ; m ; 0) est le plan d’équation cartésienne x — y = 0.

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

(




INTERROS
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n v/k Droites et plans de 'espace 5:?""""\ Qp%)]rgigé ‘

L’espace est rapporté au repere orthonormal (O; ?,f,l_c'). On considere quatre
points A(2;4;1), B(0;4;-3),C(3;1;=3)et D(1;0;—2).

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?
n Une équation cartésienne du plan (ABC) est: 2x +2y —z = 11.
E Les droites (AB) et (C D) sont orthogonales.

n Une représentation paramétrique de la droite (C D) est :

x=—1+4+2t
y=—1+4t¢ , reRR.
z=1—1t

3 9
n Le point / de coordonnées <§ 14— §> appartient a la droite (AB).

B Avec un cube * 5:%“ min‘ Ong{;igé ‘

Lycée Carnot, Dijon

Soit ABCDA'B’C’' D’ un cube d’aréte a, ou (AA’), (BB'), (CC’) et (DD")
sont paralleles.

Calculer les produits scalaires suivants en fonction de a.
— — — — —
AB-AA" , AB-CC' , AB-DC' , AB-CD
— — — —> — —_— —
AD-BC' , AC-DB' , AC'-DB , AC' -A'C.

n Etude d’un quadrilatére 5 * 15min ep.cgﬂi’é\
Lycée Pasteur, Dole

Soit I’espace rapporté a un repere orthonormé, on considere les 4 points
A(13;—11;10), B(13;9;25),C(=7;18;13)et D(—7; —2; —-2).

Quelle est la nature de la figure ABCD?

n Arétes orthogonales d’un tétraédre » 15 min‘ °p_°g{;‘9é ‘
Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

n Montrer que pour tous points A, B, C et D de ’espace,on a:
— = = = = —
DA-BC+DB-CA+DC-AB=0.

n En déduire que, si dans un tétraedre deux couples d’arétes opposées sont
formés d’arétes orthogonales, il en est de méme du troisieme.
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n Base orthonormée * 5:?""""\ °p_°§’{2"é\ —

Lycée Condorcet, Paris

On se place dans un repere orthonormé (0 ; T,f,l_c)). Soient :

_,< 4 1 8) 4(4 8 1) _,(7 4 4)
il-gigig) ¢ Vlgigig) ¢ wlgi—gig)-
999 999 9 99

Démontrer que (i,v,w) est une base orthonormée.

COURS

n Equation cartésienne d’un plan * {]Smin\ °p_°§{;"’é \
Lycée Victor Hugo, Besancon

Soit I’espace rapporté a un repere orthonormé, on considere les 2 points
A(=1:;0;1)etB0;3;1).

n Donner une équation cartésienne du plan passant par A et de vecteur
normal 7(0; 1; 1).

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

E Donner une équation cartésienne du plan parallele au plan d’équation
X 4+ y — 2z = 4 et passant par B.

n Donner une équation cartésienne du plan médiateur du segment [A B].

m Droites et plans de U'espace 5 % mi,,‘ ap_cg{gigé ‘
Lycée Jean Renoir, Bondy

CORRIGES

L’espace est rapporté au repere orthonormal (O; ?,]‘,/2).

Les points A, B, C et D ont pour coordonnées respectives :
(=1:;0:2) . 3:2;-4 , (1;-4:2) et (5:-2:4).
On considere les points /, J, K définis par : I milieu du segment [AB], K
. — 11—
milieu du segment [CD] et BJ = ZBC.

(

n Déterminer les coordonnées des points 7, J et K.
E (a) Montrer que les points /, J et K ne sont pas alignés.
(b) Montrer qu’une équation cartésienne du plan (/JK) est :
8x+9y +5z—-12=0.

(c) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (AD) et
démontrer que le plan (I J K) et la droite (A D) sont sécants en un
point L dont on déterminera les coordonnées.

— 11—
(d) Montrer que AL = ZAD.
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m Aires et volumes * %:'?5 min‘ prg{gigé ‘
Lycée Jean Renoir, Bondy

INTERROS

Dans I’espace muni d’un repere orthonormé, on considere les points A(3;0; 1),
BO;—-1:;2),C(1;—=1;0)etD(1;1;-=2).
— =

n (a) Démontrer que les vecteurs AC et BC sont orthogonaux.

(b) En déduire la nature du triangle ABC.

(¢) Calculer I’aire de ce triangle.
E (a) Vérifier que ii(2 ; —5 ; 1) est un vecteur normal du plan (ABC).

(b) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

(¢) On admet le résultat suivant :

Soit P un plan d’équation cartésienne ax + by + cz = d.

Si M est un point quelconque, de coordonnées (x ; y ; z),ona:
lax + by + cz — d|

Déterminer la distance de D au plan (ABC).

d(M,P) =

a En utilisant les questions n et E, déterminer le volume du tétraedre
ABCD.

. > > TA - =2
n (a) Déterminer un vecteurn telquen - BC =0etn-CD =0.
(b) En déduire une équation cartésienne du plan (BC D).

B Exprimer le volume du tétraedre A BC D en fonction de I’aire du triangle
BCD.

n Déterminer I’aire du triangle BCD.

m Configuration remarquable K < 10min °p_°§;5"é\

Lycée de Montgeron

L’espace est rapporté au repere orthonormal (O ; f,f,l?).
On considere le point H de coordonnées (a ; b ; ¢) ou a, b et ¢ sont trois réels
tels que abc # 0.
On pose S = a’ + b + 2.
n Déterminer une équation du plan P passant par H et orthogonal a la
droite (OH).
E Déterminer les coordonnées des points A, B et C d’intersection de P
avec les axes x'Ox, y'Oy et 7/ Oz.
a Vérifier que :
1 n 1 n 11
OA?  OB* 0C?* OH?
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m Algorithme * %k 5:?0min‘ep§g;1rigé‘
Lycée Virlogeux, Riom

On considere une droite D passant par le point A(a ; b ; c) et de vecteur
directeur ii(m ; n ; p), ainsi qu'un point P(x ; y ; 7).

On appelle distance de P a D le minimum de la longueur PM lorsque le
point M décrit la droite D.

COURS

n Ecrire une représentation paramétrique de la droite D.

n Calculer I’expression de la distance M P pour un point M quelconque
de D.

a On considere 1’algorithme suivant :

Initialisation
t=0
r=0,01
Entrées
Donner les valeurs de a, b, ¢, m, n, p, X, y, z
Traitement
Donner & I la valeur (x-a)?+(y-b)>+(z-c)?
Donner a D la valeur (x-a-rm)2+(y-b-rn)?+(z-c-rp)?
Si D> I alors
remplacer r par —r
Donner & D la valeur (x-a-rm)?+ly-b-rn)?+(z-c-rp)?
Fin Si
Tant que D< I Faire
Donner a T la valeur t+r
Donner a I la valeur D
Donner & D la valeur (x-a-tm)?+(y-b-tn)?+(z-c-tp)?
Fin de tant que
Sortie
Afficher /T

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

(

Que fait calculer cet algorithme aux lignes (1) et (2) du traitement ?

Expliquer quelle méthode il utilise pour obtenir une valeur approchée de
la distance de P a D.

Que peut-on craindre avec cette méthode ?
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n v/F Généralités ‘ ep-ng?;cé ‘

E v/F Produit scalaire dans Uespace

Faux. Si k est non nul, le point M ne pourra jamais étre confondu avec
A. L’ensemble obtenu sera donc la droite (A B) privée de A.

Vrai. Si le point C appartient a la droite (AB) alors C = H et I’égalité

est vraie. Sinon, AB-AC = AB-AH + AB - HC. Or, les droites (AB)
— =
et (HC) sont orthogonales donc AB - HC = 0.
=t e
Par suite, AB- AC = AB - AH.
— > > . — -
Faux. AB- AC = AB - AD équivauta AB - DC = 0 donc les vecteurs
AB et C—D) sont orthogonaux et non colinéaires.

Vrai. On commence par transformer 1’équation de la sphere en
[ &y — 32+ (z—272=09.La sphere est de centre 1(0 ;3 ;2)
et de rayon 3.

On s’assure que le point A appartient bien a cette sphere puisque ses
coordonnées vérifient I’équation trouvée. Le plan tangent a la sphere au
point A est I’ensemble des points M de I’espace tels que AM - ﬁ =0.
En calculant ce produit scalaire, on obtient ainsi une équation carté-
sienneduplan P : x —2y +2z — 7 =0.

@ Enoncé
‘ p.307 ‘

E v/f Positions relatives de plans de Uespace

Faux. Les vecteurs de coordonnées (0 ;2 ; —1) et (0 ; 6 ; —3) vérifient
tous les deux les conditions demandées.

Vrai. L’ensemble des points M de coordonnées (x ;y ;z) tels que
ii - OM = 0 forme le plan d’équation : y 4+ 2z = 0.
Faux. Le vecteur de coordonnées (—1 ; 0 ; 0) convient.

Faux. Le vecteur de coordonnées (1 ; 1 ; 0) convient.

@ Enoncé
‘ p.307 ‘

Vrai. Un triplet (a ; b ; ¢) est solution du systeme formé par les équa-
tions cartésiennes de ces trois plans si et seulement si il vérifie ces trois
équations, ce qui équivaut a dire que le point de coordonnées (a ; b ; ¢)
appartient simultanément aux trois plans. Or, par hypothese, I’intersec-
tion des trois plans est vide.

Faux. Considérons les plans P, Q et R d’équations cartésiennes respec-
tivesx +y =2,y+z=3etx+2y+z = 0. Lintersection de ces trois
plans est clairement vide cependant ces plans ne sont pas paralleles.
Faux. Considérons les plans P, Q et R d’équations cartésiennes respec-
tivesx =0,x+y =2etx =3.0naPNQ # & puisque, par exemple



Etude d’un quadrilattre — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 313 — #323

PRODUIT SCALAIRE - CHAP. 12

le point de coordonnées (0 ; 2 ; 0) appartient a la fois a P et a Q. De
méme, on a R N Q # & puisque le point de coordonnées (3 ; —1 ; 0)
appartient simultanément aux plans Q et R.

Cependant P N Q N'R = @ puisqu’on ne peut avoir simultanément
x=0etx =3.

n Faux. Le point de coordonnées (1 ; 1 ; 1) appartient au plan d’équation
cartésienne x — y = 0 mais ses coordonnées ne sont pas de la forme
(m ;m;0).

n vk Droites et plans de Uespace St

n Vrai. On commence par vérifier que les points A, B et C ne sont pas
., . — —

alignés puisque les vecteurs AB(—2 ;0 ; —4) et AC(1 ; =3 ; —4) ne

sont pas colinéaires. Par suite, il existe un unique plan contenant les

points A, B et C. Il ne reste plus qu’a s’assurer que les coordonnées des
trois points vérifient I’équation proposée, ce qui est le cas.

. ~ . z z Z H
E Vrai. D’apres la question précédente, les coordonnées du vecteur AB
sont (—2;0; —4).

On calcule de méme celles du vecteur C_D> soit (—2; —1; 1). Le produit
scalaire de ces deux vecteurs est nul donc ils sont orthogonaux et les
droites (AB) et (C D) sont orthogonales.

B Faux. Le point D n’appartient pas a la droite proposée. En effet, les
équations t — 1 = 0 et 1 — ¢ = —2 sont incompatibles.
n Vrai. On connait les coordonnées du vecteur ﬁ On calcule celles du
— . 7 14 — 7T — .
vecteur Al soit —3 10 -5 ) On a donc Al = EAB. Par suite,

ces deux vecteurs sont colinéaires et les points A, / et B sont alignés.

Enoncé
B Avec un cube A |
Lycée Carnot, Dijon
— —= —
e AB-AA' =0 . CcC'=0

!
!
3l

« AB-DC' = AB-DC = a2 . CD = AB.-CD = —a?
— = — —> ’

« AD-BC'=AD-BC=u
— == — = — — = — —>

« AC.-DB = AC-(DB+BB)=AC-DB+AC-BB =0
— — — — — —_— =

>
Q
o
%

I
N
a

!

l
+l+
|
!
|
l

>
aQ
>
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|
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E Etude d’un quadrilatére | © i |

Lycée Pasteur, Dole

CORRIGES

— —  —
Calculons les coordonnées des vecteurs AB, DC et BC :

— — —
AB(0;20;15) ; DC(@0;20;15) et BC(—20;9;—12).

— — — —>
Comme AB = DC, ABCD est un parallélogramme. Calculons AB - BC :

— —

AB-BC =0x (—20)4+20 x 9+ 15 x (—12) = 0.
Comme ﬁ B_C)' = 0, les vecteurs ﬁ et B_C>' sont orthogonaux, donc ABC D
est un rectangle.

Enfin, Hﬁ” = HB—C)'H = 25, donc ABCD est un carré.

ol

ﬂ Arétes orthogonales d’un tétraedre p. 308

Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

n On décompose les vecteurs ﬁi’ et D_C>' al’aide de la relation de Chasles
en introduisant le point A :

—_— = > = = —> —>
DA-BC+DB-CA+DC-AB=D (

b

+AB)
.

-A

—

B-AC

2 &l
+ o+
al 2l

— —

AC - AB

|
b
+ @

"2l gy
ol
|

E Les trois couples d’arétes opposées sont ([DA],[BC]), ((DB],[AC])
et ((DC],[AB]).

On applique alors I’égalité ci-dessus en supposant deux des trois pro-
duits scalaires nuls : le troisiéme est alors nul.

u Base orthonormée | N |
Lycée Condorcet, Paris

Vérifions d’abord que les vecteurs sont unitaires :

2 2 2
7= (=5) +(5) +(5) === =1
2 g)z <§>2 (1>2_16+64+1_
BE=(3) +(5) +(5) =Xt -1,

oo z>2 <_§>2 <i>2_49+16+16_
= (3) +(-3) +(§) =2t

Ensuite, calculons les produits scalaires suivants pour montrer que ces vec-

314
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teurs sont deux a deux orthogonaux : /\
. . (4 x44+1x8+8x1 0
-V = = 9
! 9% 9
o o () xT+1x(—4)+8x4
u-w = =0,
9x9 wn
o _AxTHBxX(H+1x4 =
veow = =0.
9x%x9 8

Alors la famille de vecteurs (i,v,w) est une base orthonormée.

@ METHODE

Pour prouver qu’une famille (i,v,w) de trois vecteurs est une base or-
thonormée de 1’espace, on montre que les normes des trois vecteurs sont

.

(2
égales a 1 (on dit alors que les vecteurs sont normés ou unitaires) puis que 2
les vecteurs sont deux a deux orthogonaux. e
[
=
z . , . , © Enoncé
Equation cartésienne d’un plan 0,309

Lycée Victor Hugo, Besancon

n Comme 7 est un vecteur normal au plan cherché, une équation carté-

sienne de celui-ci est : (7]
ytz=d, ~§
ou d est déterminé par le fait que A appartient au plan cherché, soit : 5
04+1=d. b
Le plan cherché admet donc pour équation cartésienne :
y+z=1.
E Un plan parallele au plan d’équation :
x+y—2z=4
admet pour équation :
x+y—2z=a,
ou a est déterminé par le fait que B appartient au plan, soit :
3—2=\a.
Le plan cherché admet donc pour équation cartésienne :
x+y—2z=1.

a Le plan médiateur du segment [A B] passe par le milieu de [AB] et ad-

met A—é comme vecteur normal.
Calculons les coordonnées du milieu de [ A B] ainsi que celles du vecteur
—
AB :
1 3
Milieu de [AB] : ( ;

—
—33 ; 1); le vecteur AB : (1;3;0).



Droites et plans de ’espace — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 316 — #326

v

Ml

=

(- 1

(- 1

e Le plan médiateur du segment [A B] a donc pour équation :

x+3y=c,
avec :
! + 2 d 4
——+-=c , doncc=4.

2 2

Cette équation cartésienne est donc x + 3y = 4.

@ METHODE

La premiéere et la troisiéme question peuvent aussi étre résolues avec les

méthodes suivantes :

 Le plan passant par A et de vecteur normal 7 est I’ensemble des points
M de I’espace tels que m -7 = 0. Si le point M a pour coordonnées
(x ;y ;2), on calcule alors les coordonnées du vecteur m puis on
effectue le produit scalaire.

* Le plan médiateur du segment [AB] est I’ensemble des points M de
I’espace équidistants de A et de B. Si le point M a pour coordonnées
(x;y;2),oncalcule alors les distances M A et M B et on écrit I’égalité
M A? = M B? qui aprés simplification fournira 1’équation cherchée.

BT Droites et plans de Uespace Wial

Lycée Jean Renoir, Bondy

n Les coordonnées respectives des points / et K sont :
I(1;1;—1) et K@3;-3;3).

Le point J est défini par la relation vectorielle lT} = %B—C)'

Soient (x ; y ; z) les coordonnées du point J. Alors, les coordonnées du
vecteurﬁ sont(x —3;y—2;z+4).

Les coordonnées du vecteur B_C>' sont (—2; —6;6).

Les coordonnées du point J s’obtiennent en résolvant le systeme :

3 1
x—3=—-
2
3
D=
v 2
3
4==2
Z+ >

51 5
Le point J a pour coordonnées (— c=2 ——).
2°2° 2

— = .
E (a) Lesvecteurs /K et I J sont pour coordonnées respectives (2 ; —4; 4)
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3 1 3
et <— S—=" ——). Comme il n’existe pas de réel k tel que /\

27 27 2
— — . — =
IJ = kIK, on en déduit que les vecteurs /K et /J ne sont pas
colinéaires donc les points /, J et K ne sont pas alignés.

(b) Considérons le plan P d’équation cartésienne :

8x +9y +5z—-12=0.

COURS

Il contient le point / puisque 8 x 1 +9 x 14+ 5 x (—=1) — 12 =0.
On montre de méme que le plan P contient aussi les points J et K.
Or, d’apres la question précédente, les points /, J, K ne sont pas
alignés donc ils déterminent un plan. Ce plan n’est donc autre que
le plan P. Par conséquent, une équation cartésienne du plan (/ J K)
est8x +9y + 5z — 12 =0.

@ METHODE

Pour résoudre cette question, on aurait pu aussi procéder de la
maniére suivante :
On commence par déterminer un vecteur 7 a la fois orthogo-

.

INTERROS

nal aux vecteurs ﬁ){ et f)l Un tel vecteur est donc un vecteur
normal au plan (/JK). Le plan (I J K) est donc I’ensemble des

. R
points M de I’espace telsque n - IM = 0.

s

(¢) Le vecteur xﬁ) a pour coordonnées (6 ; —2 ; 2).

)
LA
=
e
o
=]
o

Un point M de coordonnées (x ; y; z) appartient a la droite (AD)
si et seulement si il existe un réel ¢ tel que AM =tAD.

Une représentation paramétrique de la droite (A D) est donc :

x=—1+6¢
y = -2t , tel.
z=2+2t

Un point M de la droite (A D) appartient au plan (/ J K) si et seule-
ment si il existe un réel 7 tel que 8(61 —1)—18t+52¢+2)—12 = 0.

En résolvant cette équation, on obtient t = T

Le plan (/JK) et la droite (AD) sont sécants en un point L de

; 1 5)
coordonnées ( — ; ——; = ).
2 22
(d) Le vecteur xﬁ) a pour coordonnées (6 ; —2 ; 2) et le vecteur A_l>, a
1 1
pour coordonnées <§ ; —3 ; 5), ce qui établit la relation deman-
dée.
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m Aires et volumes \ep.ig?ﬁ' cé ‘

Lycée Jean Renoir, Bondy

1 )

(b)

()]

2 e

(b)

()

Les vecteurs A_C)' et B_C)‘ ont pour coordonnées respectives
(=2;—1;—=1)et(1;0;—2).On calcule leur produit scalaire :

— —

AC-BC=(-2)+(-1) x (=2)=0.

. — =

On en déduit que les vecteurs AC et BC sont orthogonaux.
On déduit de la premiere question que le triangle ABC est rec-
tangle en C.
L’ aire du triangle ABC est :

1
.;zf:iACxBC,

soit :

dz%«/gx«/g.

30
L’ aire du triangle ABC est donc —

On a vu que les poins A, B, C ne sont pas alignés. Pour prouver
que le vecteur # est un vecteur normal au plan (ABC), il suffit de

prouver que ce vecteur est orthogonal a la fois aux vecteurs A_C)' et
B_C>' . En effet, on sait d’apres le cours que tout vecteur non nul or-
thogonal & deux vecteurs non colinéaires d’un plan PP est un vecteur
normal au plan P.

. =2 - - - .
On vérifie que BC - u = AC - u = 0 ce qui acheve la preuve.
Le plan (ABC) est ’ensemble des points M de 1’espace de coor-
données (x ; y ; z) tels que m - i = 0. Une équation cartésienne
du plan (ABC) est

28 =3y Az =T,

Pour déterminer la distance de D au plan (ABC), il suffit d’appli-
quer la formule donnée dans I’énoncé : soit P un plan d’équation
cartésienne ax + by +cz =d.
Si M est un point quelconque, de coordonnées (x ; y ; z),ona:
lax + by + cz — d|

d(M,P) =
a2+ b2+ ¢?
. . . | — 12|
On en déduit que la distance du point D au plan (ABC) est
q p plan ( ) 730
. 24/30
So1t s

a On considere comme base du tétraecdre ABC D le triangle BCA. Son
volume est alors :

1 230
V—EAXT,
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soit ¥ = 2. /\

n (a) Soit 7 un vecteur de coordonnées (a ; b ; c).

. . > HA
En calculant ces produits scalaires, on montre que n - BC = 0 et

- == .
n-CD =0 équivauta :
a—2c=0
2b —2c¢ =0.
On peut donc choisir par exemple 71(2 ; 1 ; 1).

A ATTENTION

11 existe une infinité de vecteurs 7 répondant a la question !

COURS

.

(b) Remarquons que les points B, C, D ne sont pas alignés (les vec-
— —>

teurs BC et C D ne sont pas colinéaires) donc ils déterminent un
plan.

INTERROS

Le plan (BCD) est I’ensemble des points M de 1’espace de coor-

données (x ; y ; z) tels que BM -ii = 0. Une équation cartésienne
duplan (BCD)est2x +y+z = 1.

s

H On considere comme base du tétraedre ABCD le triangle BC D. Son
volume est alors donné par la formule :

)
LA
=
e
o
=]
o

1
VYV =—-o xd,
3
ou &7’ représente 1’aire du triangle BC D et d la distance du point A au
plan (BCD).

On calcule cette distance en utilisant la méme formule qu’a la question

6
d=— =+/6.
\/_

@)}

On a donc :
Vo

”I/=3

n Le volume du tétragdre ayant été calculé antérieurement, on peut ainsi
déterminer I’aire du triangle BC D.

Ona:

On en déduit :
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@ METHODE

On retiendra la méthode utilisée dans cet exercice (un grand classique des
sujets de baccalauréat antérieurs).

On consideére un tétraedre et, en calculant son volume de deux maniéres
différentes, on déduit, selon les probleémes, soit I’aire d’une des faces trian-
gulaires du tétragdre soit la distance d’un des sommets au plan contenant
la face opposée a ce sommet.

EZY configuration remarquable | © o |

Lycée de Montgeron

n Remarquons tout d’abord que comme abc # 0, les trois réels a, b et ¢
sont non nuls.
Le vecteur O H de coordonnées (a ; b ; ¢) est normal au plan P, qui a
donc une équation du type :

ax+by+cz=d.

De plus, H € P donc axy + byy + czy = d.
Apres calcul, d = a?+b2+c2 =8, dou:

ax +by+cz=S. (P)
E Equation :
de x¥’'Ox : y=z=0
de Y0y : x=z=0
de 70z : x=y=0

S
Or,A € PN(x'Ox)doncys =z4 =0etaxy = S,d’oll A <— ;0;0).
a

S S
De facon analogue, on trouve : B (0 = 0) et C <0 ;0 —).
c

b
52 52 52
2 _ 2 _ 2 _
El ona 04 ==, OB’=,3 0C=—.
b 1 N 1 . 1 a4+ +cr s 1
onc = = S
0OA?2  OB? 0cC? S2 sz S
1
Or, OH?*=S donc —— = —. Finalementon a bien :
OH? S
1 1 1 1

oaz o202 T om?
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E Algorithme \ ep.Egﬁncé ‘

Lycée Virlogeux, Riom

n Une représentation paramétrique de D est :

X=a-+tm

y=b+tn , telR. 2

z=c+1p 8
(]

B PM=VG&—a—mP+(G—b-m)>+(c—c—1p>
a La ligne (1) calcule le carré de la distance de P a A.

La ligne (2) calcule le carré la distance de P au point M de D de para-
metre r = 0,01.

.

Le test permet de voir si P M? est plus grand que P A2,

Dans ce cas, le point paramétré par ¢ sur D s’écarte, lorsque # augmente,
de la position qui réalise la distance minimale P M. Alors on donne a r
la valeur —0,01, ce qui fait « bouger » M dans I’autre sens.

INTERROS

On fait varier ¢ de r a chaque boucle, et des que la valeur D cesse de
diminuer, on considere que la valeur précédente réalise a peu pres la
distance de P ala droite D.

Avec ce procédé, on risque :

e soit d’obtenir un résultat assez éloigné du résultat exact si la norme du
vecteur # est grande, car les points choisis sur D sont €loignés les uns
des autres ;

)
LA
=
e
o
=]
o

* soit d’avoir un test tres long a réaliser si au contraire la norme du vec-
teur u est tres petite.

On peut essayer de corriger ce défaut en modifiant correctement la va-
leur de r.



ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 322 — #332



ILTSM — v. 1.0 o
14 novembre 2014 — page 323 — #333

Chapitre

13

Probabilités

conditionnelles

1. Probabilités conditionnelles
2. Indépendance
3. Formule des probabilités totales

Exercice type Lycée Virlogeux, Riom

Un laboratoire propose un test de dépistage d’une maladie. Ce test présente
les caractéristiques suivantes :

* la probabilité qu’un individu atteint de cette maladie ait un test positif est
0,95.

* laprobabilité qu’un individu non atteint par cette maladie ait un test négatif
est aussi 0,95.

On choisit un individu au hasard et on note M 1’événement « I’individu est
malade » et 7' I’événement « le test est positif ».

n On réalise un dépistage dans une population donnée dans laquelle la
proportion d’individus atteints de la maladie est 0,001.

(a) Construire un arbre représentant cette situation.
(b) Calculer la probabilité de I’événement 7.

(¢) Calculer la probabilité qu’un individu présentant un test positif soit
atteint de la maladie. Cette probabilité est appelée valeur prédictive
du test.

E On veut étudier les variations de cette valeur prédictive selon la propor-
tion d’individus atteints de la maladie dans la population.

(a) On considere une population a risque pour la maladie considérée :
dans cette population, un quart des individus sont atteints. Quelle
est alors la valeur prédictive du test ?

(b) On considere maintenant une population dans laquelle la propor-
tion d’individus atteints de la maladie est x. Déterminer en fonc-
tion de x la valeur prédictive du test pour cette population.

Pour quelle valeur de x un individu dont le test est positif a-t-il
autant de chance d’étre malade que d’étre sain ?
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KD Probabilités conditionnelles

Définition 1
Soit P une probabilité définie sur un univers 2 et A un événement de probabilité
non nulle. Pour tout événement B, on appelle probabilité de B sachant A le réel :

P(AN B)

Pa(B) = P(A)

Théoreme 1
Soient A et B deux événements, avec P(A) # 0. Alors :

P4(B) + P4(B) = 1.

3 Indépendance

Définition 2
Soit P une probabilité définie sur un univers 2. Deux événements A et B de

probabilités non nulles sont indépendants si et seulement si :
P(ANB) = P(A) x P(B).

L’indépendance peut résulter d’un dispositif expérimental : il faut y étre vigilant
en lisant I’énoncé. Par exemple, on peut effectuer des expériences indépendantes,
simultanées ou successives. On attend d’un éleve qu’il mentionne clairement cette
indépendance dans sa copie avant d’appliquer la formule ci-dessus.

Propriété 1

Deux événements A et B de probabilité non nulle sont indépendants si et seule-
ment si :
Pa(B) = P(B)
ou
Pp(A) = P(A).
Propriété 2

Si A et B sont indépendants, alors Aet B, Aet B, et A et B le sont aussi.

324
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€3 Formule des probabilités totales

Définition 3

Les événements Eq, ..., E, forment une partition de <2 si et seulement si
* les E; sont deux a deux incompatibles.
e aucun des E; n’est impossible.

e laréunion des E; est I’univers.

Remarque : on dit aussi que (Eq, ..., E,) forment un systtme complet d’événe-

ments.

Théoréme 2 a

. o=
Soit P une probabilité définie sur un univers Q2 et Eq, ..., E, un systtme com- E
plet d’événements, alors pour tout événement B : E

P(B)=PBNE)+PBNE))+---P(BNEy).

C’est I’'importante formule des probabilités totales, qu’il faut écrire, quand c’est
utile, directement sous la forme suivante :

P(B) = Pg,(B) P(E1) + Pg,(B) P(E2) + - - - Pg,, (B)P(Ep).

(

(2]
L
@ Solution de Uexercice type Lycée Virlogeux, Riom E
o=
n (a) On peut représenter la situation par 1’arbre ci-dessous : 8
0’95 ! \/
0,001 _-M _
0,05 T

_ 0,05 T
0,999 M <
0,95 T
(b) On calcule :
P(T)=PMNT)+PMNT)

= 0,001 x 0,95 4 0,999 x 0,05

= 0,0500.
P(TAM) 0,001 x 0,95
© Ona:Pr(M)= 2L ) _ X272 A 0,0187.
P(T) 0,0509

4

QD
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Virlogeux, Riom

E (a) On obtient le nouvel arbre :

095 T
025 M <_
0,05 ~T
005 T
0,75 M

A

095 T

En faisant le méme calcul que précédemment, on obtient :
P(TNM) 0,25 x 0,95
P(T) ~ 0,25x0,95+0,75 x 0,05

(b) On obtient maintenant cet arbre :

Pr(M) = ~ 0,864.

0,95 T
. M <_
0,05 T
0,05 T

x>~ M

0,95 T

A

En faisant le méme calcul que précédemment, on obtient :

Py (M) — P(TNM) _ x % 0,95 0,95
P = Py T xx095+(—x)x005 0,05+0,9
0,95x

97X 05 <= 0.95x = 0.45x + 0,025
0,05+ 0,9x * r

< 0,5x = 0,025
— x = 0,05.
Conclusion : un individu dont le test est positif a autant de chance

d’étre malade que sain lorsque 5% de la population est atteinte par

cette maladie. |
4
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n w/F Probabilités conditionnelles  10min °p_°gg;‘9é‘ —~

La bibliotheque d’un lycée comporte 150 romans policiers et 50 romans de
science fiction. On sait que quarante pour cent des écrivains de romans poli-
ciers sont frangais et que soixante-dix pour cent des auteurs de science fiction
sont frangais. Jacques choisit au hasard un ouvrage parmi les 200 livres de la
bibliotheque.

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

COURS

1
La probabilité que Jacques choisisse un roman policier est T50°

La probabilité qu’il choisisse un roman policier frangais est 0,4.

La probabilité qu’il choisisse un ouvrage d’un auteur francais est 0,475.

(2]
La probabilité qu’il choisisse un roman policier sachant que I’auteur est g
francais est 0,3. o=
7T
[
=
A - z K . Corrigé
E w/k Evénements indépendants = 10min °p_ i \

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n On joue a pile ou face avec une piece équilibrée. La probabilité d’ obtenir
face au dixieéme lancer sachant qu’on a obtenu pile a tous les lancers
précédents est strictement supérieure a 0,5.

7

CORRIGES

E Si A et B sont deux événements définis sur le méme espace probabilisé

2 3 — 4
tels que P(A) = 3 P(B) = 3 et P(ANB) = 5 alors les événements

A et B sont indépendants.

(

a (a) Dans une classe de terminale S, les trois quarts des éleves sont des
filles. Une fille sur trois a son permis de conduire du premier coup
alors que cela n’est le cas que d’un gargon sur dix. On interroge au
hasard un éleve de la classe. La probabilité qu’il ait eu son permis
du premier coup est 0,275.

(b) On interroge un éleve ayant eu son permis du premier coup. La
probabilité que ce soit un garcon est 0, 1.

B v/F Indépendance 5:1|0min‘ QD_Cgsrgisé ‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Si deux événements de probabilité non nulle sont incompatibles, alors
ils ne peuvent pas étre indépendants.

E Si deux événements A et B sont indépendants, alors les événements A
et B sont aussi indépendants.
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a Si les événements A et B sont indépendants ainsi que les événements A
et C alors les événements B et C sont indépendants.

n Si les événements A et B sont indépendants ainsi que les événements A
et C alors les événements A et B N C sont indépendants.

n v/F | Intersection ¥ mi,,‘ °p_°g3’;‘9é ‘

Pour chacune des propositions énoncées ci-dessous, dire si elle est vraie ou
fausse.

Dans une mare vivent des grenouilles vertes et des rainettes. On observe que
30% des grenouilles sont des rainettes et donc 70% des grenouilles sont des
grenouilles vertes.

Un héron mange 10% des rainettes et 20% des grenouilles vertes de cette
mare.

Alors la probabilité

. . 1
qu’une rainette soit mangée par le héron est 1o
, . : . ) 1
qu’une grenouille verte soit mangée par le héron est 3

. . 3
qu’une grenouille soit mangée par le héron est 1o

. . . 3
qu’une grenouille soit une rainette et mangée par le héron est 100"

. . . 1
B qu’une grenouille mangée par le héron soit une rainette est 3

. - oE Corrigé
H Lancer de fléchettes * * 3 min °p_ w
Lycée Carnot, Dijon
Une épreuve consiste a jeter des fléchettes sur une cible partagée en trois
cases notées 1, 2 et 3. Deux concurrents A et B sont en présence. On admet
que chaque joueur touche une case et une seule a chaque lancer, et que de
plus les lancers sont indépendants. Pour le concurrent A, la probabilité de
toucher les cases 1, 2 et 3 sont dans cet ordre :
1 1 7
—, — et —.
123 12
Le concurrent B a ses 3 éventualités équiprobables.
n Le concurrent A lance 3 fléchettes.
(a) Quelle est la probabilité qu’il atteigne chaque fois la case 3 ?

(b) Quelle est la probabilité qu’il atteigne les cases 1, 2 et 3 dans cet
ordre ?
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(¢) Quelle est la probabilité qu’il atteigne les cases 1, 2 et 3 ? /\

n On choisit un des 2 concurrents. La probabilité de choisir A est égale a
2 1
3 celle de choisir B vaut 3

(a) Un seul lancer est effectué, quelle est la probabilité que la case 3
soit atteinte ?

COURS

(b) Un seul lancer est effectué et la case 3 est atteinte. Quelle est la
probabilité que ce soit le concurrent A qui ait lancé la fléchette ?

ré & 1 . c s
K3 Indépendance * “15min| © et
Lycée Marie Curie, Sceaux

On lance un dé non pipé 3 fois de suite. Soit x , y et z les chiffres obtenus
lors des trois lancers.

On considere deux événements :

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

°c A=«xXxyxz=12»

° B=«x+y=4n».

Les événements A et B sont-ils indépendants ?

Lycée Hoche, Versailles

(7]

“Lid

4 y . Kl . s 2

u EsperanCEd un gain * % > 20min () Fgg;lge ‘ =
: : o

Q

()

Un fabricant d’écrans plasma teste une premiere fois ses appareils a la sortie
de la chaine de fabrication. Si le test est positif (c’est-a-dire si I’écran fonc-
tionne correctement), 1’écran est livré au client. Sinon, il retourne en usine
ou il est réparé puis testé une seconde fois. Si ce deuxieme test est positif,
I’écran est livré au client, sinon il est détruit.

(

Une étude statistique a permis de montrer que le test est positif pour 85% des
écrans neufs sortis directement des chaines de fabrication, mais que parmi les
écrans réparés, seulement 60% d’entre eux passent le second test avec succes.

On note 77 I’événement : « le premier test est positif ».

On note C 1I’événement : « 1’écran est livré au client ».

n Représenter les données de 1’exercice par un arbre de probabilité.

E On choisit un écran au hasard a la sortie de la chaine de fabrication.
(a) Quelle est la probabilité de I’événement 7' ?
(b) Quelle est la probabilité de I’événement C ?

B La fabrication de I’écran revient a 150 euros au fabricant si I’écran n’est
testé qu’une fois. Cela lui cofite 30 euros de plus si il doit étre testé une
seconde fois. Chaque écran livré est facturé n euros au client.
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Soit X la variable aléatoire qui, a chaque écran fabriqué, associe le gain
(éventuellement négatif) réalisé par le fabricant.

(a) Déterminer la loi de probabilité de X en fonction de n.

(b) Exprimer I’espérance de X en fonction de n.

(¢) A partir de quelle valeur de n le fabricant peut-il espérer réaliser
des bénéfices ? (Arrondir n a I’entier supérieur).

n Sondages téléphoniques Kk - Somin °p_°325"’é\

Lycée Paul Doumer, Le Perreux-sur-Marne

Les résultats seront donnés a 1073 pres.

Une entreprise confie a une société de sondage par téléphone une enquéte
sur la qualité de ses produits. Chaque enquéteur a une liste de personnes a
contacter.

Lors du premier appel téléphonique, la probabilité que le correspondant soit
absent est 0,4. Sachant que le correspondant est présent, la probabilité qu’il
accepte de répondre au questionnaire est 0,2.

n On note :

* Aj I’événement « la personne est absente lors du premier appel » ;

° Ry I’événement « la personne accepte de répondre au questionnaire
lors du premier appel ».

Quelle est la probabilité de Ry ?

Lorsqu’une personne est absente lors du premier appel, on lui téléphone
une seconde fois a une heure différente, et, alors, la probabilité qu’elle
soit absente est 0,3. Et, sachant qu’elle est présente lors du second appel,
la probabilité qu’elle accepte de répondre au questionnaire est encore

0,2.

Si une personne est absente lors du second appel, on ne tente plus de la
contacter.

On note :

e Ap I’événement « la personne est absente lors du second appel » ;

° Ry I’événement « la personne accepte de répondre au questionnaire
lors du second appel » ;

* R I’événement « la personne accepte de répondre au questionnaire ».
Montrer que la probabilité de R est de 0,176.

Sachant qu’une personne a accepté de répondre au questionnaire, quelle
est la probabilité que la réponse ait eu lieu lors du premier appel ?

On suppose que les sondages aupres des personnes d’une méme liste
sont indépendants.
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Un enquéteur a une liste de vingt personnes a contacter. /\

Quelle est la probabilité qu’une au moins des vingt personnes de la liste
accepte de répondre au questionnaire ?

n Limite d’une probabilité Sk - %min epgg[:]rige‘
Lycée Hoche, Versailles

COURS

Une urne contient trois pieces de monnaie équilibrées. Deux d’entre elles
sont normales : elles possedent une face « PILE » et une face « FACE ». La
troisieme est truquée et posseéde 2 faces « FACE ». On prend une piece au
hasard et on fait des lancers successifs de cette piece.

On considere les événements suivants :
* B :«La piece prise est normale »

* P :«On obtient PILE au premier lancer »

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

e F, : «On obtient FACE pour les n premiers lancers »

Calculer la probabilité de P N B et P N B. En déduire la probabilité de
P.

Calculer de méme la probabilité de F;,.

Sachant que I’on a obtenu « FACE » lors des n premiers lancers, quelle
est la probabilité d’avoir pris la piece truquée ?

CORRIGES

n Calculer la limite quand # tend vers +oo de cette probabilité.

(

m Etude d’un jeu kk < domin Qp%)z;igé ‘
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

Juliette se préte a un jeu se déroulant en plusieurs manches.

 FElle a autant de chances de gagner que de perdre la 1™ manche.

e Si elle gagne une manche, la probabilité qu’elle gagne la suivante est 0,6.
 Si elle perd une manche, la probabilité qu’elle perde la suivante est 0,7.
On considere, pour tout n € N, les événements suivants :

G, : «lJuliette a gagné la n® partie »

P, : «Juliette a perdu la n® partie »

On admet que, pour tout n € N*, les événements G, et P, sont contraires.

n (a) Construire un arbre rassemblant les différentes possibilités pour
les 1% et 2¢ manches. On fera figurer les probabilités pg,(G2),
ppr, (G2), pG,(P2), pp,(P>), dont on justifiera les valeurs.

(b) Calculer p(G») et p(P>).
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n Pour tout n € N*, on pose x, = p(Gp) et y, = p(Py).
(a) Calculer, pour un n arbitraire, pp, (G,+1) et pG, (Pu+1)-

(b) En déduire que pour toutn € N* :

{an =0,6x,4 0,3y,
Yn+1 = O,4xn + 0,7 Yn

a On pose a, = x, + yp et b, = 4x, — 3y,.

(a)

(b)

(0

Démontrer que la suite (a,) est constante et que (b,) est géomé-
trique.

En déduire I’expression de x,, en fonction de n. On ne demande pas
Yn-
Démontrer que la suite (x,) converge et trouver sa limite.

@ Corrigé ‘

m Etude d’une suite *okod - smin @ CO

Lycée Eugeéne Delacroix, Maison-Alford
Une urne contient trois dés cubiques équilibrés. Deux d’entre eux sont verts
et possedent six faces numérotées de 1 a 6. Le troisieme est rouge et possede
deux faces numérotées 1 et quatre faces numérotées 6.

On prend un dé au hasard dans I'urne et on le lance. On note :

e V I’événement : «le dé tiré est vert »,

* R TI’événement : «le dé tiré est rouge »,

¢ S I’événement : « on obtient 6 au lancer du dé ».

n On tire au hasard un dé et on effectue un lancer de celui-ci.

(a)

(b)

Etablir I’arbre de probabilité associé a cette expérience en utilisant
les notations ci-dessus.

Calculer la probabilité P(Sy).

E On tire au hasard un dé de I’urne et on lance ce dé n fois de suite. On
note S, I’événement : « on obtient 6 a chacun des n lancers ».

(a)

(b)
()

(d)

Soit n € N*. Déterminer les probabilités conditionnelles Py (S,) et
P R (Sn ) .

o 2 \" 1 2)\"
EndedulrequepourtoutneN*,P(Sn)zgx 3 +§x 3) -

Pour tout n € N*, on note p,, la probabilité d’avoir tiré le dé rouge,

sachant qu’on a obtenu 6 a chacun des n tirages.
1

2x (3) +1

Déterminer la limite de p, quand n tend vers +oc0.

Démontrer que pour tout n € N*, p, =
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n Dans cette question, on admet que la suite (p,) est croissante. /\

On s’intéresse au plus petit entier ng tel que p, > 0,999 pour tout
n > ng.

(a) Pourquoi peut-on, sans le calculer, affirmer qu’un tel entier ng existe ?

(b) Recopier et compléter I’algorithme suivant de telle sorte qu’il af-
fiche la valeur de ng recherchée dans cette question.

COURS

Variables
E est un réel strictement compris entre 0 et 1
N est un entier naturel non nul
Entrée
E prend la valeur ...
Traitement
N prend la valeur 1
Tant que ...
N prend la valeur ...
Fin Tant que
Sortie
Afficher N

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

(¢) Résoudre par le calcul I'inéquation p, > 0,999 et en déduire la
valeur de ng.

ya

CORRIGES

(
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EJ v/r Probabilités conditionnelles Wial

Faux. Soit 7' I’événement « Jacques choisit un roman policier ». On sup-
pose qu’on est en situation d’équiprobabilité.

(@) lors P(T) 150 0,75
n a alors =— = .
200 ’

Faux. Soit F I’événement « Jacques choisit un ouvrage dont I’auteur est
francais ». On cherche a calculer P(F N T) :
P(FNT)=P(T)Pr(F)=0,75 x 0,4 s0it P(F N T) =0,3.

Vrai. On applique la formule des probabilités totales avec le systeme
complet d’événements (T,T) :

P(F) = Pr(F)P(T) + PF(F)P(T)
= 0,75 x 0,4 +0,25 x 0,7

— 0,475.
B Fux ona ppery < PEND _ 03 Ly 12
aux. Un a = = SO1 = —.
F P(F) 0,475 F 19

z . , E 3

B v/r Evénements indépendants =

Faux. La piece étant parfaitement équilibrée, la probabilité d’avoir face a

1 . .
un lancer quelconque est de ok Les lancers successifs étant indépendants,

le fait d’avoir obtenu neuf fois de suite pile lors des lancers antérieurs
n’a aucune influence sur le dixieme lancer ... méme si I’intuition nous
incite a penser qu’on devrait voir apparaitre « face » !

Vrai. On commence par calculer P(A N B) :

— 6

P(ANB)=P(A)— P(ANB) = 5
3
On compare ensuite avec le produit P(A)P(B) = - x —.

On a bien P(A N B) = P(A)P(B) ce qui prouve I’'indépendance des
événements A et B.

(a) Vrai. On définit les événements :
S : «’éleve a réussi le permis de conduire ».
F : «L’éleve interrogé est une fille ».
G : «L’éleve interrogé est une garcon ».
On applique la formule des probabilités totales avec le systeme
complet d’événements (F,G) :
P(S) = Pr(S)P(F) + PG (S)P(G).

1
On obtient alors P(S) = 0,1 x 0,25+ 0,75 x 3 = 0,275.
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(b) Faux. On cherche a calculer Ps(G). D’apres la formule des proba- /\
bilités conditionnelles, puisque P(S) est non nul, on a:

P(SNG) 01x025 1
P(S) 0275  11°
Une valeur approchée de Ps(G) a 0,001 pres est 0,091.

Ps(G) =

COURS

B v/F Indépendance Qp.E?zo?" * ‘

.

n Vrai. Si deux événements A et B définis sur un méme espace proba-
bilisé sont incompatibles, alors P(A N B) = 0. Supposons que ces
deux événements soient en méme temps indépendants, on aurait alors
P(AN B) = P(A)P(B) et par suite, P(A)P(B) = 0 ce qui est contra-
dictoire avec le fait que A et B sont deux événements de probabilité non
nulle.

INTERROS

E Vrai. Il s’agit d’une propriété du cours. Si deux événements A et B sont

indépendants, alors A et B sont indépendants; B et A sont indépen-
dants; A et B sont indépendants.

a Faux. On lance un dé parfaitement équilibré. On désigne par A 1’événe-
ment « Le résultat obtenu est strictement supérieur a 2 », par B I’évé-
nement « On obtient un nombre premier » et par C I’événement « On
obtient un résultat pair ».

)
LA
=
e
o
=]
o

P(A) = 3 P(B) = 3 puisque B est réalisé si et seulement si on ob-

tient 2, 3 ou 5 (on rappelle que 1 n’est pas un nombre premier). Enfin,

P(C) = 3 L’événement A N B est réalisé si et seulement si on obtient

1
3ouS5donc P(ANB) = 3= P(ANC). On vérifie que les événements

A et B sont bien indépendants ainsi que les événements A et C. Il existe
une seule maniere de réaliser I’événement B N C : obtenir le 2. Par suite,

1 1
P(BNC) = r Or, P(B)P(C) = 7 donc les événements B et C ne
sont pas indépendants.

n Faux. Considérons le lancer de deux dés discernables équilibrés. On dé-
signe par A I’événement « La somme des résultats obtenus sur les deux
dés est impaire », par B 1’événement « Le premier dé affiche un résultat
pair » et par C I’événement « Le deuxieme dé affiche un résultat pair ».
Si on modélise un résultat par un couple d’entiers naturels entre 1 et 6,
ou la premiere composante du couple représente le résultat obtenu sur le
premier dé et la deuxieéme composante le résultat obtenu sur le deuxieme
dé, 'univers des possibles contient 36 couples.

On obtient facilement P(A) = P(B) = P(C) =0,5et:

P(ANB)=P(ANC) = P(BNC) =0,25.
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Par suite, les événements A et B d’une part et A et C d’autre part sont
bien indépendants. Cependant, A n’est pas indépendantde BNC puisque
P(AN BNC) =0 alors que le produit P(A) P(B N C) est non nul. Il
est en effet impossible d’obtenir simultanément une somme impaire et
deux résultats pairs sur chacun des dés.

@ METHODE

Pour prouver qu’une affirmation est fausse, il suffit de trouver un contre-
exemple.

n w/E Intersection O

n Vrai.

Ceci résulte directement de I’énoncé : un héron mange 10% des rai-
nettes.

Vrai.

Ceci résulte directement de I’énoncé : un héron mange 20% des gre-
nouilles vertes de la mare.

Faux.

On considere les événements :

R : «La grenouille est une rainette ».

V : «La grenouille est une grenouille verte ».

M : «La grenouille est mangée par le héron ».

(R; V) forme un systeme complet d’événements. D’apres la formule des
probabilités totales, on a :

P(M) = P(R) x PR(M) + P(V) x Py(M).

En remplagant par les valeurs numériques fournies par 1I’énoncé, on ob-

tient :
P I Lyl 21T
707010 10" 100

Vrai.On a :
P(RNM) = P(R) x PR(M) ,
soit
3 1 3
P(RONM)=—x —=—.
10 10 100
Faux.On a:
Py (R) = P(RN M)
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soit, en utilisant les réponses obtenues dans les questions précédentes :

5 3
60 17

@ METHODE

Dans un exercice de probabilité, on attachera la plus grande importance a
la lecture et a la compréhension de 1’énoncé. Ainsi, ici, il est essentiel de
ne pas confondre « une grenouille soit une rainette et mangée par le héron »
qui correspond a une intersection et « une grenouille mangée par le héron
soit une rainette » qui amene a un calcul de probabilité conditionnelle.

B Lancer de fléchettes QP_Egzoancé |

Lycée Carnot, Dijon

7
n (a) Le concurrent A touche la case 3 avec la probabilité Th

Les 3 lancers successifs étant indépendants les uns des autres, la
probabilité que le joueur A touche 3 fois la case 3 vaut donc

7 343

1237 1728

1
(b) La probabilité qu’il atteigne la case 1 vaut 2’ celle pour qu’il at-

1
teigne la case 2 vaut 3 et celle pour qu’il atteigne la case 3 vaut
7
12°
La probabilité que le joueur A touche d’abord la case 1, puis la case
2 et enfin la case 3 vaut :
1 1 7 7

— X=X —=—.
12 3 12 432
(¢) Le joueur a alors plusieurs possibilités (I’ordre des cases n’est pas
imposé), mais chacune des éventualités a une probabilité égale a
7

432

1re case touchée | 2¢ case touchée | 3¢ case touchée
1 2 3

W[N] BN =
DO = W =] W
— 0] = W] o

Ce qui fait 6 possibilités.

[ COURS

INTERROS

s

)
LA
=
e
o
=]
o
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v
Ml
=
(- 1
(- 1
e La probabilité qu’il touche les cases 1, 2 et 3 vaut donc :
7 7
X — = —.
432 72

n (a) Notons E4 I’événement « le joueur A est choisi » ; Ep 1’événement
«le joueur B est choisi»; notons C I’événement « la case 3 est
atteinte ».

Le couple (E4; Ep) constitue un systeme complet d’événements,

on peut appliquer la formule des probabilités totales :
P(C)=P(EANC)+ P(EpNC)

Calculons la probabilité de E4 N C.

2
Si on choisit le joueur A (ceci avec une probabilité 5), la case 3 est

7
touchée avec une probabilité TR

On en déduit que :
P(EAﬂC)zlx% 7.
12 3 18
Calculons la probabilité de Ep N C.

1
Si on choisit le joueur B (ceci avec une probabilité 5), la case 3 est

o 1
touchée avec une probabilité 3

On en déduit que :
o1 1
P(EBﬂC)_gxg_g.
On conclut alors en calculant la probabilité de C :

P(C) = 7 11
189 2
(b) On cherche donc la probabilité de E 4 sachant que C est réalisé. On
calcule donc la probabilité suivante :
P(EANC) & 7
— =18
2

Pc(Eap) = PC) =

=35
p o
E Indépendance | © e |
Lycée Marie Curie, Sceaux

L’univers €2 est I’ensemble de tous les triplets (a,b,c) ou a, b, et ¢ sont trois
entiers compris entre 1 et 6. Il existe ainsi 216 résultats possibles.

Le dé étant par hypothese non pipé, on est en situation d’équiprobabilité.

La probabilité d’un événement élémentaire (a,b,c) est :

1
P({(a.b,0)}) = 216"
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L’événement A est la réunion des événements élémentaires : /\
1,2,6) ; (1,34 ; 1,43 ; (1,6,2) ; (2,1,6) ;
2,2,3) ; 232 ; @6,1) ; G149 ; 322 ;
3.4,1) ; 41,3 ; &3,1) ; (6,1,2) ; (6,2,1).

Donc :

5
P(A) = —.
(A) 7
L’événement B est la réunion des événements élémentaires :

(1,3,2) ; (222 ; @G,1,z) ou z décrit {1,...,6}.

COURS

.

Donc : |
P(B) = o .
Or, I’événement A N B est la réunion des événements élémentaires : (1,3,4), 8
(2,2,3), (3,1,4). v
Donc : E
3 1 5 1 5 -

Ainsi,
P(ANB) # P(A)P(B).

Donc A et B ne sont pas indépendants.

@ METHODE

Pour savoir si deux événements sont indépendants, on calcule la probabi-
lité de leur intersection et on la compare au produit de leurs probabilités.
L’indépendance est une notion délicate et I’intuition est, en ce domaine,
souvent mauvaise conseillere !

)
LA
=
e
o
=]
o

y . E ¢
ﬂ Espérance d’un gain S|
Lycée Hoche, Versailles
n On a I’arbre suivant :

1
0.85 T <
0,6 C
0,15 f
04 ~C

E (a) D’apres I’énoncé, P(T7) = 0,85.
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CORRIGES

(b) Comme T} et T} forment une partition de 1’univers,
P(C)=P(CNT)+P(CNTy)
=0,85x1+0,15x 0,6
=0,94.

B (a) La variable aléatoire X prend les valeurs n — 150 dans le cas de
I’événement 71, n — (150 + 30) dans le cas C N T et — (150 + 30)
si I’écran n’est finalement pas livré.

On obtient la loi de probabilité de X dans le tableau suivant :

X; n—150 | n —180 | —180
P(X =xi) 0,85 0,09 0,06

(b) L’espérance de X est donc :
E(X) =0,85(n — 150) + 0,09(n — 180) + 0,06 x (—180)

= 0,94n — 154,5.
(c) L’entreprise peut espérer réaliser des bénéfices des que E(X) > 0,
154,5
“est-a-dire 0,94n — 154,5 > 0 soit .
c’est-a-dire n > 0 soitn > 0.94

L’entreprise peut espérer un bénéfice a partir de n = 165.

@ Enoncé
‘ p. 330 ‘

u Sondages téléphoniques
Lycée Paul Doumer, Le Perreux-sur-Marne
n D’apres I’énoncé, P(A1) = 0,4 et PA-1 (Ry) =0,2.
Comme la personne ne peut répondre au premier appel que dans le cas
ou elle est présente, on a :

Ri =R N A_l.
On a donc :
P(Ri) = P (R1) x P(A1),
soit :
P(R1) =0,2x (1-0,4) =0,12.
n La personne peut étre appelée deux fois .Elle peut donc répondre au
questionnaire soit au premier appel soit au second. On a donc :
P(R) = P(R1 U Rp).
Or, les événements R; et Ry sont incompatibles, d’ot :
P(R) = P(R1) + P(R2).

P(R1) a été calculé a la question précédente. Il reste alors a calculer
P(R2).



N Limite d’une probabilit¢ — v. 1.0 an
14 novembre 2014 — page 341 — #351

PROBABILITES CONDITIONNELLES « CHAP. 13

La personne répond au questionnaire au second appel dans le cas ou /\
elle a été absente au premier appel, présente au second et ou elle a alors
accepté de répondre au questionnaire. On a donc :

P(Rp) = P(A1 N A3 N Ry) = P(A1) x Pa,(A2) X Py i, (R2)
soit :
P(Ry) =0,4 x 0,7 x 0,2 =0,056.
On en déduit finalement :
P(R) =0,12 40,056 = 0,176.

a On sait que la personne a accepté de répondre au questionnaire donc
I’événement R est réalisé. On calcule alors Pg(Rp).

COURS

.

- P(R; N R)
R(R]) = ——————
P(R) !
Comme R| N R = Ry, alors : g
P(Ry) 0,12 3 =
Pr(R1) = = ~ 0,682 al0 es.
R(R1) P(R)  0.176 a pres =

n L’enquéteur répete 20 fois de maniere identique et dans des conditions
indépendantes la méme épreuve : effectuer un sondage aupres d’une per-
sonne. D’apres la question 2, la probabilité qu’une personne accepte de
répondre au questionnaire est de 0,176.

Soit D I’événement « au moins une des vingt personnes de la liste ac-
cepte de répondre au questionnaire ».

D est I’événement « aucune des vingt personnes n’accepte de répondre
au questionnaire ».

s

)
LA
=
e
o
=]
o

Or, lors de la répétition d’expériences aléatoires indépendantes, la pro-
babilité d’une liste de résultats est égale au produit des probabilités de
chaque résultat.

On en déduit que :

P(D) = (1 —0,176)%°.
D’ou finalement :
P(D) =1— (0,824 ~ 0,979 21073 pres.

B) Limite d’une probabiité Wil

Lycée Hoche, Versailles

. . . 2 . .
n La probabilité de tirer une piece normale vaut 3’ celle de tirer une piece

1 2 — 1
truquée vaut 3 Ona P(B) = 3 et P(B) = B

P N B signifie « avoir tiré une piece normale et tomber alors sur PILE ».
Sa probabilité vaut donc :

P(PNB) = P(B) x Pg(P) = = x

[SSHIN )
N =
98]
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CORRIGES

Les événements « avoir une piece truquée » et « obtenir PILE au premier
tirage » sont incompatibles, P N B a donc une probabilité nulle.

Enfin, la picce est soit normale soit truquée, donc les événements P N B
et P N B sont incompatibles et leur réunion vaut P : la probabilité de P

vaut donc :
1 40 1
33
E L’événement F,, N B signifie « avoir une piéce normale et tomber sur

FACE n fois de suite », sa probabilité vaut donc :
2 1 1 1

X === X =—
RN

L’événement F,, N B signifie « avoir la piéce truquée et tomber sur FACE
n fois de suite ». Or si I’on a la piece truquée, on obtient systématique-

ment FACE. Sa probabilité vaut donc 3

L’événement F, est la réunion de F, N B et de F, N B. De plus, ces
événements sont incompatibles. La probabilité de F;, est donc la somme
des deux probabilités et vaut :

1 1
5 1+F .

B Il s’agit d’un calcul de probabilité conditionnelle. L événement connu
est « tomber n fois de suite sur FACE ». C’est I’événement F;,,. On
cherche la probabilité de « la piece prise est truquée » sachant F;,. C’est
la probabilité de B sachant F,, soit :

P(BNF,) _ 1
P(F) 1450

P, (B) =

n Quand 7 tend vers I’infini, on sait que 1/2"~! tend vers 0. On en conclut
que :

— 1
lim Pfr,(B) = lim — = 1.
n——+o00 n—+o00 | + =T

m Etude d’un jeu | © Eooee |
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy
n (a) Les données de 1’énoncé se traduisent ainsi :
p(G) =05 , pP)=05
et pG,(Gny1) =06 , pp,(Pay1) =07,
Puisque les événements G et P, sont contraires :
PG,(G2) + pG,(P2) =1
PG, (P2) =0,4.
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PROBABILITES CONDITIONNELLES « CHAP. 13

Et aussi : /\
pp(G2) + pp(P2) =1
pPl (GZ) = 0a3'
On construit alors facilement I’arbre des possibilités. On a indiqué

entre parentheses les probabilités calculées ci-dessus et non four-
nies par I’énoncé.

COURS

0,6 G G NG

2 1 2

.

0,5
04 P, GNP,
03 -G, PNG,

0,5 T

INTERROS

0,7 P P NP

2 1 2

(b) Les événements G et P étant contraires, ils forment un systeme
complet d’événements. D’apres la formule des probabilités totales
ona:

p(G2) = p(G1) pG,(G2) + p(P1) pp (G2)
=0,5x%x0,64+0,5x%0,3
=0,45.

p(P2) = p(G1) p6,(P2) + p(P1) pp, (P2)
=0,5%x0,44+0,5x0,7
=0,55.

)
LA
=
e
o
=]
o

E (a) Sur le méme modele qu’a la question m :
pp,(Gu41) =1-0,7=0,3,
PGn(Pn-H) =1-0,6=0,4.
(b) Puis d’apres la formule des probabilités totales :
Xnt1 = p(Gut1) = p(Gy) pG,(Gnt1) + p(Py) pp,(Gpy1)
=x, X 0,6+ y, x0,3.
Ynt1 = p(Put1) = p(Gn) pG,(Pni1) + p(Pn) pp,(Poy1)
=x, x 0,44+ y, x0,7.
B @ SoitneN*:
ap+1 = Xp+1 + Yn+1
= (0,6 +0,4)x, + (0,34 0,7) yn

=Xp + Yn = an.
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i
LAd
-
(- 1
(- 1
(—]
L4
bpy1 = @4 x0,6-3x0,4)x,+ 4 %x0,3—-3x%x0,7)y,
= 1,2x, — 0,9y,
=0,3b,.
On en déduit que la suite (a,) est constante et que la suite (b, ) est
géométrique de raison 0,3.
(b) Comme la suite (a,) est constante, tous ses termes ont la méme
valeur et il suffit alors de calculer le premier terme.
On obtient: a, =a; =0,5+0,5=1.
La suite (b,) étant géométrique de raison 0,3 et de premier terme
by =4 x0,5—-3x0,5=0,5, on a alors, pour tout naturel » non
nul,
b, =0,5x0,3""L,
Il vient, en éliminant y, entre les deux égalités :
1 3 5
Txn = 3an+b, dol =-(3405x03"")=Z4+=-0,3"
i an+by, ou xp 7 ( + X ) 7+21
(¢) Comme 0,3 € [—1; 1], la suite géométrique de terme général 0,3"
converge vers 0. Alors :
. 3
lim x, = —.
n——+o0o 7
p . Enoncé
m Etude d’une suite | © i |
Lycée Eugéne Delacroix, Maison-Alford
n (a) Arbre de probabilité de I’expérience :
L s
E \%
3 B -
6
1
S |
| 3
3 R
L N
3 S,
(b) Comme V et R forment une partition de 1’univers, d’apres la for-
344
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mule des probabilité totales : /\

P(S1) =PV NS+ PRNSY)
1 1 2

Zx iy

AV R R
376 33
1
3

COURS

1
E (a) Lorsqu’on a un dé vert, la probabilité d’obtenir 6 a un lancer est 3

n
Les lancers successifs étant indépendants, Py (S,) = (8) .

Lorsqu’on lance un dé rouge, la probabilité d’obtenir 6 a un lancer

2 2\"
est g,donc Pr(S,) = (§> .

(b) Par le méme raisonnement qu’a la question m, on trouve :

.

INTERROS

P(Sy) = P(V) X Py(Sy) + P(R) x Pr(Sy)
2 1\" 1 2\"
=§X<a> +§X<§> :
(©) pn= Ps,(R)

P(RNS,)
P(Sn)

s

)
LA
=
e
o
=]
o

Toax (31

n
(d) Comme 0 < 1 < 1l,ona lim (—) =0etalors lim p, =1.
4 n—>+o0o \ 4 n——+00

a (a) D’apres la définition de la limite d’une suite, si la limite est égale
a 1, tout intervalle ouvert contenant 1 contient tous les termes de
la suite a partir d’un certain rang. Donc I’intervalle 10,999 ; 1,001[
contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang ng, ce
qui prouve ’existence de ng.
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¢ ]
LAd
-
(- 1
(- 1
e (b) L’algorithme complété est :
Variables
E est un réel strictement compris entre 0 et 1
N est un entier naturel non nul
Entrée
E prend la valeur 0,999
Traitement
N prend la valeur 1
Tant que % <E
2 — 1
* (4) *
N prend la valeur N+1
Fin Tant que
Sortie
Afficher N
Cet algorithme affiche le plus petit N tel que py > 0,999, c’est
donc la valeur ng cherchée.
(c) ! 0,999 & ! 2 (1>n
¢) ——— >0, — >2x (=
1\" 0,999 4
2x (-] +1
4
1 0,999 (1)"
& = >2x |-
0,999 0,999 4
- <1>" 0,001
) =
4 2 x 0,999
«(3) <15
=) | —=
4 1998
A I’aide de la fonction In, on obtient :
1 1
nln (—) <Ink <—>
4 1998
et donc :
In 1998
In4
La valeur de ng est donc 6.
346



ILTSM — v. 1.0 =§
14 novembre 2014 — page 347 — #357

Chapitre

14

Lois de probabilites

continues

1. Généralités sur les lois continues
2. Loi uniforme sur un intervalle

3. Loi exponentielle

4. Loi normale centrée réduite

5. Lois normales \V' (i ; 0'2)

Exercice type 1 Lycée Virlogeux, Riom

n Trouver k pour que la fonction définie par f(x) = kx? soit une densité
de probabilité sur [0 ; 3].

E Soit X une variable aléatoire de densité f sur [0 ; 3].
(a) Calculer P(0,3 < X < 2).

(b) Quelle est la probabilité que X soit supérieure a 1 sachant que X
est inférieure a 2 ?

ED Genéralités sur les lois continues

€% Variable aléatoire continue

Définition 1
Une variable aléatoire continue est une fonction qui, a chaque issue d’une expé-
rience, associe un nombre réel d’un intervalle de R (qui peut étre R tout entier).

€23 Loi de probabilité a densité

Soit X une variable aléatoire continue définie sur un intervalle [a ; b] et x¢ un
nombre réel de I’intervalle [a ; b]. Alors :

* P(X = xo) = 0 pour tout xg.

» Il existe une fonction f continue et positive telle que fab f(x)dx =1 et pour
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tous cetd de [a ; b] avec ¢ < d,

d
Pc<X <d) =/ f(x)dx.

Remarque : puisque P(X = x¢) = 0, cela ne change rien de mettre les inégalités
strictes ou larges dans P(c < X < d).

On en déduit donc que P(c < X < d) est I’aire sous la courbe représentative de
f entre les droites d’équation x = cetx =d.

Ona: A=Plc<X<d)=Plc<X<d)

Si X est définie sur un intervalle de la forme [a ; +00[, alors pour tout ¢ > a, on
a:
PX>c)=1—-Pla<X <o) (en raisonnant sur les aires)

!

[N S
S

C

Q  |emmasas

Pa<X<c) PX>c¢)

348
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LOIS DE PROBABILITES CONTINUES « CHAP. 14

@ Solution de Uexercice type 1 Lycée Virlogeux, Riom

3
n On doit avoir / kx2dx = 1, et f positive sur cet intervalle.
0

3 313
/kxzdleé{]i} —1
0 3 0
k x 33

3

=1l

1
k=—.
< 9

2
Bl @ PO3<Xx< 2)=/ f(x)dx
0,3

1 X3 2
9 3 0.3

230,33
27 27
7,973
-7
~ 0,30.

(b) II s’agit ici d’une probabilité conditionnelle : on cherche
Pix<o)(X > 1).

INTERROS

(

CORRIGES

P[(X <2)N(X > 1)]
P(X <2)
P(l <X <?2)
P(X <2)

5],

]2

Px<)(X > 1) =

(

=

W

—
I\)|><
-

(=}

(8]
-
[
~

OO.I ~ ﬁ|oo|';,’|\1
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€3 Loi uniforme sur un intervalle

€% Loi uniforme sur [« : 5]

Définition 2
Soit a et b deux réels tels que a < b, on dit que la variable aléatoire X suit la

loi uniforme sur I’intervalle [a ; b] si sa densité de probabilité est une fonction
f constante sur [a ; b].

Propriété 1
Soit f la densité de probabilité d’une variable aléatoire X suivant la loi uni-
forme sur [a ; b], alors, pour tout réel x de [a ; b] :

1
f(x)=m,
X —a

b—a’

P(X <x)=

Définition 3
L’espérance d’une variable aléatoire de densité f sur un intervalle [a ; b] est le
nombre réel E(X) tel que :

b
E(X):/ tf(t)de.

En utilisant cette formule pour la loi uniforme on obtient :

a+b
E(X) = >

3 Loi exponentielle

Exercice type 2 Lycée Lafayette, Clermont-Ferrand

On sait que, pour un certain composant mécanique, la durée de vie moyenne
est de 1 600 jours et que la variable aléatoire X donnant le nombre de jours
de bon fonctionnement peut étre modélisée par une loi exponentielle.

n Donner le parametre A de cette loi. On donnera la valeur exacte, qu’on
utilisera dans la suite de I’exercice, puis une valeur arrondie a 1074,

QDY
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Exercice type 2 (suite) Lycée Lafayette, Clermont-Ferrand

Dans la suite de 1’exercice, les résultats seront arrondis eu centieme.

E Quelle est la probabilité qu’'un de ces composants, choisi au hasard, ait
une durée de vie inférieure a 2 années (non bissextiles) ?

n Quelle est la probabilité qu'un de ces composants, choisi au hasard, ait
une durée de vie supérieure a 4 ans (dont une bissextile) ?

n Sachant qu'un composant est encore en état de bon fonctionnement au
bout de 1 000 jours, quelle est la probabilité qu’il soit encore en état de
marche au bout du double ?

€2 Loi exponentielle de paramétre 1 sur R .

INTERROS

Définition 4
On appelle loi exponentielle de parametre A la loi de densité f définie sur R4
par f(x) = Ae™**, A étant un réel strictement positif.

(

Propriété 2

Si X est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A, alors
pour tout intervalle [a ; b] inclus dans [0 ; +oof :

o Plc<X <d)=e? —e M,

o P(X >c)=e .

CORRIGES

(

Ona: .

1
E(X)= lim / X X re Mdx = —.
t—+00 Jq A

@ Solution de Uexercice type 2 Lycée Lafayette, Clermont-Ferrand

1
n D’apres le cours, A = —— =~ 0,000 6.
1 600

E Il y a 730 jours dans deux années non bissextiles. On cherche donc
P(X < 730).

730
P(X < 730) = / e ¥ dx
0

730
_ [_e—kx]
0
_ 730
=1 —e T600
~ 0,37.
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@ Solution de Uexercice type 2 (suite) Lycée Lafayette, Clermont-Ferrand

El Oncherche P(X > 1461).
P(X >1461)=1— P(X < 1461)

— 1 [—e_kx] 1461

0
1461
=1 (1-e13f)
_ 146l
— e T600
~ 0,40.
n Il s’agit ici d’une probabilité conditionnelle : on cherche

P(X>1 000) (X <2 000).

P[(X > 1000)N (X < 2000)]
P(X > 1000)

_ P(1000 < X < 2000)

- P(X > 1000)

5012 000
[_e “]1000
=[]y

P(x=1000)(X < 2000)

_ 1000 2000
e T600 — e 1600

— 1000
e 1600

~ (,46.

@ METHODE

En fait, cette probabilité n’est autre que P(X < 1 000).

Ceci ne devrait pas vous étonner : la loi exponentielle est une loi
de durée de vie sans vieillissement : la probabilité que 1’objet soit
«vivant » au temps ¢ + h sachant qu’il est « vivant » au temps ¢ ne
dépend que de & et pas de ¢, donc la probabilité, ici, que le composant
soit « vivant » au temps 2 000 sachant qu’il était « vivant » au temps
1 000 est la méme que la probabilité qu’il soit « vivant » au temps
1 000 (sachant qu’il était « vivant » au temps 0).
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3 Loi normale centrée réduite

Exercice type 3 Lycée Jean Moulin, Saint-Amand-Montrond

D’apres Wikipédia, concernant le quotient intellectuel (QI) : « La moyenne
du QI standard est fixée a 100 pour des raisons historiques. L’écart type a
15 est arbitraire, mais il correspond a un écart probable de 10, ce qui veut
dire qu’entre un QI de 90 et de 110, il y a 50% de la population. Pour les
psychologues américains "un individu sur deux est normal", donc entre 90 et
110 se situe la zone de normalité. ».

n Est-il exact qu’avec une moyenne (ou espérance) égale a 100 et un écart-
type égal a 15, 50% de la population a un QI compris entre 90 et 110 ?

Justifier.

E Quelle est la probabilité, pour un individu choisi au hasard, d’avoir un
QI inférieur a 80 ?

a Une association de bienfaisance veut aider les personnes mentalement
déficientes. Elle a décidé de s’occuper des 5% de personnes ayant le
plus bas QI. Quel sera le QI maximal pour pouvoir étre aidé par cette
association ?

INTERROS

.

N

SR

©

=
2 péfinition =
Définition 5 \/

Si une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite notée N (0 ; 1)
alors sa densité de probabilité est la fonction f définie sur R par :

x2

fx)= \/;—ne_f

€2 Propriétés sur la fonction de densité

Soit X une variable aléatoire suivant A'(0 ; 1).
» La fonction f est continue sur R (composée de fonctions continues).

* D’apres la définition d’une loi de densité de probabilité, pour tous nombres
b
réelsa et b aveca < b, P(a < X < b) = / f(x)dx. Cependant, on ne
a

connait pas de primitive de cette fonction.

* D’apres les propriétés des lois de densité, f étant définie sur R, I’aire totale
sous la courbe représentative de f est égale a 1. Elle représente P(X € R).
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* La courbe représentative de f est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.
Cela entraine que :

— P(X €[0;4o00]) = P(X €] —00;0]) =0,5.
— P(X < —u)=P(X > u).
- PX<—-u)=1—-P(X <u.

X Propriété et valeurs particulieres

Propriété 3
Pour tout nombre réel o appartenant a ]JO ; 1[, il existe un unique nombre réel
ug >0telque P(—ug < X <ug)=1-—oa.
On en déduit que P(X < ug) = 1 — %
Valeurs a connaitre :

e Sia=5%,P(—uy < X < uy) =0,95, ctal’aide de la calculatrice, on trouve
up,05 ~ 1,96.

e Sia=1%,P(—uy < X < uy) =0,99, et al’aide de la calculatrice, on trouve
up,01 ~ 2,58.

On verra dans le chapitre suivant I’importance de ces valeurs.

€®) Espérance et variance

Si X suit N(0; 1), E(X)=0etV(X)=1.

Remarque : par analogie avec les variables aléatoires discretes,
V(X) = E[X*] = [ECOT”.

€3 Théoreme de Moivre Laplace

Théoréme 1 (admis)

Pour tout nombre entier naturel n non nul, X,, est une variable aléatoire qui suit

la loi binomiale B(n ; p).
X, —np

Zp= — L
/np(l — p)

b
Pour tous nombres a et b tels que a < b, P(a < Z, < b) tend vers / f(x)dx
a

est appelée variable normale centrée réduite associée a X,.

lorsque n tend vers +o0, f étant la fonction définie au paragraphe m

354
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3 Lois normales \ (i ; 02)

B8 péfinition
Dire qu’une variable aléatoire X suit une loi normale A'(u ; o'2) signifie que la

e suit la loi normale centrée réduite N/ (0 ; 1).

variable aléatoire T =

€2 Propriété

Si X suit N'(u ; 02), alors E(X) = pet V(X) = o2

€8 Valeurs a connaitre

INTERROS

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi A/ (u ; o2). Alors :

(

* P(u—o0 <X <p+o)~0,68
e P(u—20< X< u+20)~0,95.
° P(u—30 <X < u+30)=0,997.

CORRIGES

™) Remarques

* On peut toujours si nécessaire (voir exercice 17) se ramener a la loi N'(0 ; 1) en
utilisant la définition.

(

° P(n—30 < X <+ 30) =~ 0,997 signifie que la probabilité d’obtenir une
valeur de X en dehors de I'intervalle [« — 30 ; u + 307] est quasiment nulle.

* La fonction densité de toute loi normale est représentée par une courbe «en
cloche ». Le sommet (d’abscisse () est d’autant plus haut que o est petit, et la
« cloche » est d’autant plus élargie que o est grand.

Ici sont représentées les lois normales d’espérance nulle et d’écart-type 2 (la plus
plate), 1 et 0,2 (la plus pointue).

325 2-15-1-05 (0051 15 2 25 3
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@ Solution de Uexercice type 3 Lycée Jean Moulin, Saint-Amand-Montrond

n A la calculatrice, pour une variable aléatoire X suivant la loi normale
N(100 ; 15), P(90 < X < 110) ~ 0,495, donc on n’est pas tres loin
du 50%.

E Toujours a la calculatrice, P(X < 80) ~ 0,09.

@ METHODE

11 convient de bien connaitre le fonctionnement de sa calculatrice.
Par exemple, pour un calculatrice TI83, La commande est la sui-
vante :

normalcdf(-1€99,80,100,15)
.0912112819

Le « —10% » traduit le fait qu’on commence a —oo, la loi étant dé-
finie sur R, pour aller jusqu’a 80. Les parametres de la loi normale
sont ensuite donnés.

H On cherche u tel que P(X < u) = 0,05.

Ala calculatrice, on obtient sur une TI83 :

invNorm(.05,100,15)
75.32719561

Donc on aidera les personnes dont le QI est inférieur a 75 (en arrondis-
sant a I’unité).

y
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n acM Généralités 18 mi,,‘ °p_°§;g‘“ ‘

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la réponse exacte.

n Soit f(x) la fonction définie sur [0 ; 2] par f(x) = kx + 1. La valeur de
k telle que f est une densité de probabilité est :

@k:—% @k:% [€]k=0

E La fonction f est définie sur R par f(x) = 2x — 1. Alors la fonction f
peut étre une fonction de densité de probabilité sur :

@{h”zﬁ} 8] 11:2] @{o;

1+4/5
7]

a Soit f une fonction de densité de probabilité définie sur [0 ; 1] par

f(x) = 3x2. X est une variable aléatoire suivant cette loi sur [0 ; 1].
Alors E(X) = vaut :

1 3 1
n Soit f une fonction de densité de probabilité définie sur [2 ; +oo[ par
k
fx) = —- Alors k vaut :
X
[a] 1 [b] -2 [c]2

n acM Loi uniforme ‘n '“‘"\ ep.cgzgigé ‘

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la réponse exacte.

n Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—2 ; 2]. Alors
E(X) vaut :

[a]0 [b] 2 [c] -2
E Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [2 ; 7]. Alors
Pix>4)(X < 6)estégalea:

(a] % (b] 0.8 [c] 0,4

a Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [2 ; 3]. Alors la
probabilité que le chiffre des centieémes de sa valeur soit 3 est :

[a] 0 [b] 0,1 [c] aucune de ces deux réponses

n Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—1 ; 3]. Alors
la probabilité que X soit positive sachant que X est inférieure a 1,5 est :

[a] 0,375 [B] 0.5 [€] 0.6

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

(
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B acm  Loi exponentielle * 1min ‘Op_cgér;igé ‘

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la réponse exacte.

Un robot a une durée de vie aléatoire exprimée en heures qui suit la loi expo-

nentielle de parametre A =

2000°
n La probabilité qu’un robot ait une durée de vie supérieure a 2500 heures
est:
@ e_% |I| e%
@ 1— e_% IE e_%
n La durée moyenne de vie d’un de ces robots est :
[a] 2000 h [b] 0,000 5
[c] environ 1 386 h [d] 1500 h

t
n La limite de I'intégrale / Axe ¥ dx quand 7 tend vers +oo est égale
0

a:
[@] e~ >0 [B] 2 000
[€] 20001n2 [ 0,000 5

n Sachant qu’un robot fonctionne encore apres 2 500 heures, la probabilité
qu’il fonctionne 2 500 heures de plus est :

2 500 el L 2500
e~ 200 [b] tres inférieure & e~ 2000
_5000
@ e 2000
. Cao | @ Corrigé
n acM Lois normales ?,?5"""\ 380 \

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la réponse exacte.
Ce QCM est a traiter sans calculatrice.

n Si Z suit la loi normale centrée réduite, alors la variable X qui suit la loi
normale NV (i ; 02) est :

@] X=0Z+n [b] X =
[c] Aucune de ces deux réponses

Z—u

(e

E Si X suit la loi normale de parametre 10 et 22 alors :
[a] P(X < 12) > 0,68 [b] P(X > 12) ~ 0,32
[c] P(6 < X < 14) =~ 0,68

a Si X suit la loi normale de paramétres 10 et 22, la valeur approchée de
utelque P(O < X <u)=0,475est:

[a] 14 [B] 12

[c] impossible a trouver sans calculatrice
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n Si X est une variable suivant la loi normale centrée réduite. On pose /\
F(t) = P(X < t),alors :
[a] P(X < —1)=—F(1) [b] P(X >1)=1—-2F(1)

[c] P(—t <X <1)=2F@) — 1

H Lecture graphique de probabilité *  10min °p_°g;5i9é ‘
Lycée Jean Rostand, Villepinte

COURS

La variable aléatoire X a pour densité de probabilité la fonction f représentée
ci-dessous.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

n Justifier que cette fonction définit bien une densité de probabilité.

n Donner les probabilités suivantes :
(2]
@ P(X<2) b P(X=1 (© P(X e[-2;0]) 'S
o=
d P(-2<X<2) (e P(X=1 f PO<LX<K2 o=
()
n Fonction densité de probabilité Kk - 20min °p_°§7’5"é\ —

Lycée Jean Rostand, Villepinte

On considere la fonction f définie par :
fO=1422 sixel-1i1]
V=g ’

fx)=0 sinon

1
n Calculer / f(x)dx. Justifier que f peut étre une densité de probabi-
-1
lité.
n Soit X une variable aléatoire de densité f.

1
Calculer E(X) = / xf(x)dx.
-1
a Déterminer, a I’aide de la calculatrice, la valeur de L au centieéme pres
telle que I'intervalle / de centre 0 et de longueur 2L soit tel que
P(X el)=0,5.
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n Fonction uniforme * “ 10min Qp_cg;{igé ‘
Lycée Jean-Pierre Vernant, Pin-Justaret

INTERROS

On choisit au hasard un nombre réel dans I’intervalle [3 ; 7].
X est la variable aléatoire égale au nombre choisi.

Les résultats seront donnés sous forme de fraction irréductible.
Quelle est la loi de probabilité de X ?

Quelle est sa fonction de densité ?

Calculer I’espérance de X.

Calculer la probabilité de choisir un nombre strictement inférieur a 5,5.

On sait qu’une personne a choisi un nombre supérieur a 5. Quelle est la
probabilité que ce nombre soit inférieur a 6,2 ?

u Temps d’attente *  10min ep_cg;;igé‘

Lycée Guynemer, Compiégne

Suite a un probleme sur sa liste téléphonique, Christophe contacte le ser-
vice apres-vente de son opérateur. Le conseiller I’'informe qu’un technicien
le contactera pour une intervention a distance entre 18 et 19 heures.

Sachant que le technicien appelle de maniere aléatoire sur le créneau indiqué,
quelle est la probabilité que Christophe attende entre 15 et 40 min ?

n Trouver le paramétre d’une loi exponentielle % 5:1|5min °p_°g7’;i9é‘

Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-bois

Une grande entreprise dispose d’un vaste réseau informatique. On observe
le temps de fonctionnement normal séparant deux pannes informatiques. Ce
temps sera appelé « temps de fonctionnement ».

Soit X la variable aléatoire égale au temps de fonctionnement, exprimé en
heures.

On admet que X suit une loi exponentielle de parametre A.

n On sait que la probabilité que le temps de fonctionnement soit inférieur
a7 hestégale a0,6.

Montrer qu’une valeur approchée de A a 1073 prés est 0,131.

Dans la suite de l’exercice on prendra 0,131 comme valeur approchée de A
et on donnera les résultats a 1072 prés.

n Montrer qu’une valeur approchée de la probabilité que le temps de fonc-
tionnement soit supérieur a 5 heures est 0,52.
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a Calculer la probabilité que le temps de fonctionnement soit compris /\
entre 6 et 10 heures.

n Sachant qu’il n’y a pas eu de panne au cours des 4 premieres heures,
calculer la probabilité qu’il n’y ait aucune panne pendant 5 heures sup-
plémentaires.

Déterminer le réel a tel que P(X > a) = P(X < a).

COURS

n On préleve aléatoirement huit temps de fonctionnement, qu’on suppose
indépendants.

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de relevés correspondant a
des temps de fonctionnement supérieurs ou égaux a 5 heures.

(a) Quelle est la loi suivie par Y ? 8
(b) Calculer la probabilité que trois temps parmi ces huit soient supé- §
rieurs ou égaux a 5 heures. =
-_—
C alculer |"espérance mathématique de on arrondira a 1 entier le
(c) Calculer I’espé hématique de Y ( dira a I’entier 1 =
plus proche).
z (] ol . c Py
m Durée de vie moyenne %Kk - 20min °p_ et \ \

Lycée Charlemagne, Paris

La durée de vie, exprimée en années, d’un appareil ménager avant sa premicre
panne est une variable aléatoire X qui suit la loi exponentielle de parametre A.

CORRIGES

Une étude statistique montre qu’environ 22% des appareils tombent en panne
avant la fin de la deuxieme année.

(

n (a) Déterminer une valeur approchée de A.

(b) Quelle est la probabilité qu’un de ces appareils fonctionne pendant
au moins 10 ans ?

(¢) Quelle est la durée de vie moyenne de ces appareils ?

E On considere que la durée de vie d’un de ces appareils est indépendante
de celle des autres appareils. Un magasin d’électroménager a acheté dix
de ces appareils.

(a) Quelle est la probabilité qu’au moins un de ces appareils ait une
durée de vie supérieure a 15 ans ?

(b) Déterminer le nombre minimal d’appareils que le magasin devrait
acheter pour que la probabilité qu’au moins un d’entre eux fonc-
tionne correctement pendant plus de quinze ans soit supérieure a
0,999.
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m Fonctions et probabilités K% - 20min Qp_caa?rgigé‘

Lycée Claude Monet, Paris

Soit A un réel strictement positif et f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par
f(x) = e,

On désigne par C la courbe représentative de f dans un repére orthonormal.

Etudier les variations de f et sa limite en +00.

Déterminer une équation de la tangente 7 a la courbe C au point L
d’abscisse 0.

Calculer I’abscisse du point E intersection de 7 avec I’axe des abscisses.

Expliquer ot peut se lire sur la courbe représentative de f la valeur du
parametre A.

Représenter E, L et T puis, a main levée, tracer la courbe C, dans le cas

ouir=0,5.
X suit la loi de densité f. Interpréter graphiquement la probabilité
P(X <1).
! . c Y
m Avec une ROC ko Cosmin © Soiee

Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-bois

Partie A : Restitution organisée de connaissances

Pré-requis :
* X estune variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A.

* Lafonctiondensité de probabilité de X est la fonction f définie sur [0 ; +o00[
par: f(x) = re M.

e L’espérance de X est donnée par E(X) = 11111 xf(x)dx.
X o0

n Déterminer les réels a et b tels que la fonction G définie par
G(x) = (ax + b)e™* soit une primitive sur [0 ; +-oo[ de la fonction
g définie par g(x) = Axe ™.

1
E Montrer que E(X) = .

Partie B

Un magasin vend des moteurs électriques, tous identiques. Une étude statis-
tique du service aprés-vente a permis d’établir qu’un moteur tombe en panne
en moyenne au bout de 8 ans. On note X la variable aléatoire donnant la du-
rée de vie, exprimée en années, sans panne, de chaque moteur électrique. On
suppose que X suit la loi exponentielle de parametre A.
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Tous les résultats seront arrondis a 1073 pres. /\
n Déterminer A.
Pour la suite de [’exercice, on prendra A = 0,125.

E Calculer P(X < 1) et interpréter le résultat.

a Quelle est la probabilité qu’un moteur dure plus de 3 ans ?

COURS

n Quelle est la probabilité qu’un moteur dure plus de 4 ans sachant qu’il a
duré plus d’un an ?

E Contrdle de production Kk - 20min ep_cg;;igé ‘
Lycée Claude Monet, Paris

Une machine outil fabrique des cylindres. On mesure I’écart, en dixieémes
de millimetres, entre le périmetre des cylindres et la valeur de réglage de
la machine. On suppose que I’écart suit une loi exponentielle de parametre
A=1,5.

Si I’écart est inférieur a 1, le cylindre est accepté. Si 1’écart est compris entre
1 et 2, on procede a une rectification qui permet d’accepter le cylindre dans
80% des cas. Si I’écart est supérieur a 2, le cylindre est refusé.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

n On préleve au hasard un cylindre dans la production.

(a) Montrer que la probabilité qu’il soit accepté avec ou sans modifica-
tion est égale 2 0,915 a4 1073 pres.

CORRIGES

(b) Sachant qu’il est accepté, quelle est la probabilité qu’il ait subi une
rectification ?

E On préleve de maniere indépendante dix cylindres de la production. On
suppose que le nombre de cylindres est suffisamment important pour
assimiler ce tirage a un tirage successif avec remise.

(a) Quelle est la probabilité pour que les dix cylindres soit acceptés ?

(

(b) Quelle est la probabilité pour qu’au moins un cylindre soit refusé ?

m Loi normale centrée réduite *  10min °p_°g7r5isé‘
Lycée Guynemer, Compiégne

La variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite. Les résultats seront
arrondis au millieme.

n Calculer :
(a P(X=1 (b) P(-1,5<X <22
(¢) P(X <1,3) d P(X >0,22)

n On note A I’événement « X > —0,38 » et B I’événement « X < 1,02 ».
Calculer P4 (B).



ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 364 — #374

E Qualité de Ueau * ~Smin ‘ep_cg;gigé‘
Lycée Guynemer, Compiégne

INTERROS

Une étude menée sur I’eau du robinet provenant d’un certain captage affirme
que la quantité en milligrammes par litre (mg.L~") de nitrates suit la loi nor-
male d’espérance 30 et d’écart type 8. Selon le code de santé publique, la
teneur en nitrates doit étre inférieure 2 50 mg.L~! afin d’assurer la protection
des femmes enceintes et des nouveaux nés.

Quelle est la probabilité, a 10~ pres, que 1’eau provenant de ce captage pré-
sente, par sa teneur élevée en nitrates, un risque pour la santé ?

m Approximation de la loi binomiale {ésmin °p_°g7'g‘9°'\

Lycée Jean-Pierre Vernant, Sevres

Une entreprise emploie 220 salariés. Pour la suite, on admet que la proba-
bilité p qu’un salarié soit malade une semaine donnée durant une période
d’épidémie est égale a 0,05.

On suppose que I’état de santé d’un salarié ne dépend pas de 1’état de santé
de ses collegues.

On désigne par X la variable aléatoire qui donne le nombre de salariés ma-
lades une semaine donnée.

n (a) Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on
donnera les parametres.

(b) Calculer I’espérance mathématique p et 1I’écart-type o de la va-
riable aléatoire X.

E On admet que I’on peut approcher la loi de la variable aléatoire par la
loi normale centrée réduite, ¢’est-a-dire de parametres O et 1.

Le tableau suivant donne les probabilités de I’événement « Z < x » pour
quelques valeurs du nombre réel x.

x| —-1,55|-124 | -0,93 | —0,62 | —0,31 0
P(Z <x) | 0,061 | 0,108 | 0,176 | 0,268 | 0,378 0,5

X 0,31 0,62 0,93 1,24 1,55
P(Z <x) 0,622 0,732 0,823 0,893 0,939

Calculer, au moyen de I’approximation proposée en question m, une
valeur approchée & 1072 prés de la probabilité de I’événement « le nombre
de salariés absents dans I’entreprise au cours d’une semaine donnée est
supérieur ou égal a 7 et inférieur ou égal a 15 ».
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m Chaine d’embouteillage *x - 20min °p_°g7’;"é\ —~——
Lycée Jules Ferry, Paris

Sur une chaine d’embouteillage dans une brasserie, la quantité X (en cl) de
liquide fournie par la machine pour remplir chaque bouteille de contenance
maximum 110 cl peut étre modélisée par une variable aléatoire de loi normale
de moyenne p et d’écart type o = 2.

COURS

Lalégislation impose qu’il y ait moins de 0,1% de bouteilles contenant moins
d’un litre.

n A quelle valeur de la moyenne 1 doit-on régler la machine pour respec-
ter cette regle ?

E La machine étant réglée sur . = 106,18, quelle est la probabilité qu'une
bouteille déborde lors du remplissage ?

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

B Loin(u:o?) x jown| S|

Lycée Virlogeux, Riom

Une usine fabrique des composants mécaniques dont la durée de vie X est
une variable aléatoire qui suit une loi normale d’espérance 5 ans et d’écart-
type 6 mois.

Quelle est la probabilité qu’un composant pris au hasard ait une durée de vie :

7

CORRIGES

n inférieure a 4 ans et 3 mois ?

E supérieure a 5 ans et 3 mois ?

a comprise entre 4 ans et 6 mois et 6 ans ?

(

E Le paradoxe de Bertrand Kk - 30min QngBrEisé‘
Lycée Virlogeux, Riom

Dans certains cas, 1’expression « choisi au hasard » est trop imprécise pour
répondre.

Voici la question posée a Bertrand : quelle est la probabilité qu'une corde
choisie au hasard dans un cercle ait une longueur supérieure au c6té d’un
triangle équilatéral inscrit dans ce cercle.

n On considere un cercle de centre O et de rayon R et un triangle équi-
latéral ABC inscrit dans ce cercle. On trace la perpendiculaire a [A B]
passant par O. Elle coupe [AB]en H.

(a) Prouver que H est le milieu de [AB].
(b) Exprimer O H en fonction de R.

—

(¢) Donner, en degrés, la mesure de AO B.
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E Il'y a plusieurs fagons de choisir une corde « au hasard ». On peut choisir
un point M sur un rayon [O P] quelconque et tracer la corde perpendi-
culaire a (OM) en M.

On appelle X la variable aléatoire égale a la longueur O M.

(a) Quelle est la loi suivie par X ?

(b) Quelle est la probabilité que cette corde ait une longueur supérieure
au coté d’un triangle équilatéral inscrit dans le cercle ?

(¢) Obtient-on le méme résultat si on choisit M au hasard sur un dia-
metre ?

a Une autre fagon de choisir une corde au hasard est de choisir un nombre
Z au hasard entre 0 et 180, et de construire un angle au centre de mesure
Z. La corde choisie au hasard est celle qui intercepte cet angle.

(a) Quelle est la loi suivie par Z ?

(b) Quelle est la probabilité que cette corde ait une longueur supérieure
au coté d’un triangle équilatéral inscrit dans le cercle ?

m Variance et loi exponentielle K% - 1min °p_°g;5i9é‘

Lycée Jean Moulin, Saint-Amand-Montrond

On a vu dans le cours que ’espérance d’une variable aléatoire continue X
X

de fonction de densité f est donnée par E(X) = liI_P / tf(t)dt, par
X—>+00

analogie a la définition de 1’espérance pour une variable aléatoire discrete.
On sait que, pour une variable aléatoire discrete, la variance peut se calculer
par:

V(X) = E(X?) — [E(X)]%

Il semble donc logique de définir la variance d’une variable aléatoire continue
par une formule analogue, le signe T étant remplacé par le signe [, et la
fonction densité f jouant le rdle des p; de la formule discrete.

Alors,

V(X)= lim /0 ' 2 f()dr — [E(X)].

On suppose que X suit une loi exponentielle de parametre A, on a donc :

X 2
V(X):t_l)i?_loo/o 2 f(r)dt — (%) )

n Trouver a, b et ¢ tels que (at>+bt+c)e ™! soit une primitive de r>re ™!,

E En déduire la variance, puis I’écart-type, d’une variable aléatoire suivant
une loi exponentielle.
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m Rencontre et loi uniforme *kk - 30min °p_°gg;‘9é\

Lycée Virlogeux, Riom
Deux amis Claire et Patrick ont décidé de se rencontrer entre 12 h et
13 h, mais n’ont pas donné plus de précision, et arriveront I’un comme I’ autre
aléatoirement dans cette tranche horaire. Aucun des deux n’est trés patient :
Claire a décidé qu’elle n’attendrait pas plus de 10 min et Pierre qu’il n’atten-
drait pas plus d’un quart d’heure.
Quelle est la probabilité que les deux amis se rencontrent ?

m Avec un algorithme %K - 30min °p_°ggg'9° \
Lycée Buffon, Paris
n Dans un lycée donné, on sait que 55% des éleves sont des filles. On sait
également que 35% des filles et 30% des gargons déjeunent a la cantine.
On choisit, au hasard, un éleve du lycée.
Quelle est la probabilité que cet éleve ne déjeune pas a la cantine ?

E Une variable aléatoire Y suit une loi binomiale de parametres 20 et 0,2.

Ecrire une formule donnant la probabilité que Y soit supérieure ou égale
2 2. Donner ensuite la valeur approchée du résultat a 1073 pres.

a On considere une variable aléatoire X qui suit la loi normale d’espérance
uetd’écart type o.

(a) Donner, sans utiliser la calculatrice, a 102 pres si nécessaire, les
probabilités P(u —o < X < p+o)et P(X = n+o0).
(b) Déterminer dans chaque cas, en fonction de o, le réel r tel que :
*Plu—r<X<pu+r)=095
e Plu—r< X< u+r)y=0,99
n On considere I’algorithme suivant :

A et C sont des entiers naturels
Initialisation
C prend la valeur 0
Traitement
Pour i allant de 1 a 9
A prend une valeur aléatoire entre 1 et 7
SiA>5
Alors C prend la valeur C + 1
Fin Si
Fin Pour
Sortie
Afficher C

Dans I’expérience aléatoire simulée dans I’algorithme ci-dessus, on ap-
pelle X la variable aléatoire prenant la valeur C affichée.
Quelle loi suit la variable X ? Préciser le cas échéant ses parametres.

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

7

CORRIGES

(



Loi uniforme — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 368 — #378

n acM Généralités ‘ ep.Egg;mé ‘

CORRIGES

E} Réponse [a] . Eneffet:

D 2 2
1 X
——x+1Ddr= [-= =1.
/0( S*¥+ D { 4+x}

14+4/5
2

E Réponse [a] . En effet, sur {0 ; , la fonction n’est pas toujours

positive, donc ne peut étre une fonction densité de probabilité.
En revanche, f est positive pour x > 0,5, et :
145
2

@x—Ddx = [x*—x], > =1.
1

! 4] 3
E] Réponse m.Eneffet,/ x x3x2dx = | —| =:>.
0 4], 4
¢k { kr k k
R/ a E ff t, —dx = — f— —_— = t
Bl Réponse [c] nee/Z)62 x), a-l—ze
k
lim —— = 0 donc il faut que 7= 1douk =2.

a——+00

Remarque : la réponse [B] est absurde car elle donne une fonction né-
gative.

E acm Loi uniforme O

E} Réponse [a]. Cestle cours.

E Réponse [a].Ona:
P((X>4N(X <6))
P(X > 4)
P4 <X <6)
P(X > 4)

Pix>4)(X <6) =

W N Liw|uito

H Réponse [b] . Le chiffre des centiemes est 3 sur les intervalles [2,03 ; 2,04[,

[2,13;2,14],...,[2,93; 2,94[, soit sur 10 intervalles d’amplitudes 0,01.

10 x 0,01
Donc la probabilité est Xf =0,1.
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3 Réponse [€] . On cherche : /\

P X > 0) P((X <1,5NX > 0))
> =
K=1 P(X < 1,5
_PO<X<1)5)
T P(X <1,5) -4
L5 >
_ i S
2,5
4
_ I8
25 \/
=0,6.
. . @ Enoncé g
B acm Loi exponentielle R S
£
Réponse [a] . C’est le cours. —
Réponse [a] . C’est le cours aussi.
Réponse [b] . Cela vient de la définition générale de 1’espérance d’une

variable aléatoire, donc de sa valeur moyenne.

Réponse [a] . Cela vient du fait que la loi exponentielle est une loi de
durée de vie sans vieillissement.

s

)
LA
=
e
o
=]
o

n acm Lois normales \ ep.Egg; cé ‘

n Réponse [a] . Cela vient de la définition.
n Réponse [a] . En effet, on sait d’apres le cours que :

P8 < X < 12) =~ 0,68 (un écart-type de part et d’autre de I’espérance),

donc P(X < 12) > 0,68.

Pour les autres réponses, d’apres les valeurs a connaitre :

P(X > 12) = 0,16 et P(6 < X < 14) = 0,95 (deux écarts-types de
part et d’autre de I’espérance).

a Réponse [a] . Eneffet, si P(0 < u) = 0,475, P(—u < X < u) =0,95,
et on sait que cette valeur correspond a un intervalle d’amplitude deux
écart-types de part et d’autre de la moyenne, donc u = 14.

] Réponse [€]. P(X > 1) = 1 — F(t) et par symétrie,
PX <—1)=1-F(),
donc :
P(—t <X <t)=F(@t)— (1 —F(@))
—2F(r)— 1.
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@ Enoncé
‘ p. 359 ‘

Lycée Jean Rostand, Villepinte

Tout d’abord, f est partout positive. Elle est intégrable car continue. De
plus, I"aire sous la courbe est I’aire d’un triangle de base 4 et de hauteur
0,5, elle est donc bien égale a 1. Les conditions sont remplies pour que
f puisse étre une densité de probabilité.

(a) P(X < 2) =1 puisqu’on prend toute I’aire sous la courbe.
(b) P(X = 1) = 0. C’est une propriété du cours.

(¢) Ilnousfauttrouverl’ordonnée y du point d’intersection de la courbe
représentative de la fonction f avec I’axe des ordonnées. On peut
par exemple utiliser le théoreme de Thales :

OH AO
BC  AC
et donc :
1 2 1
OH=-x - = —.
2 3 3
Par conséquent,
Pt el—2:i0p— 223 _
e[-2; = = —.
2 3
(d) P(—2 < X < 2) =1 puisqu’on prend la aussi toute I’aire sous la
courbe.
1x1 1
PX>1) = z—_,
(e) P( ) 7 )

® P(0<X<2)=1—P(Xe[—2;0])=§,

Remarque : on aurait pu également ici faire la somme de 1’aire
d’un trapeze et d’un triangle, mais ¢’était plus long !

K Fonction densité de probabilité Wial

Lycée Jean Rostand, Villepinte

12 4 12
fait que la primitive choisie est impaire pour alléger le calcul).

! 1 3 4! 1 3
/ fx)dx = hx + —xﬂ =2 (— + —) = 1. (On a utilisé le
=il =i

La fonction f est positive ou nulle sur R. De plus, 1’aire sous sa courbe
représentative est égale a 1 donc elle peut étre une densité de probabilité.

1 1

1 3

/ xf(x)dx = / <Zx + ZxS) dx. La fonction a intégrer étant im-
—1 -1

paire, et I’intervalle d’intégration étant symétrique par rapport a 0, cette

intégrale est nulle, donc E(X) = 0.

On veut trouver L tel que P(—L < X < L) =0,5.
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L
Ceci se traduit par : / f(x)dx = 0,5, ce qui équivaut a : /\
—-L

[1 e 3r 05@2(1L+1L3> 0,5
=3¢ 9F =3 =0, - - =0,
474, 4" 4

sL+L3=1
s L3+L-1=0.

COURS

.

Posons g(x) = x3 +x — 1.

L’intervalle I cherché est de la forme [—L ; 4+L] d’apres 1’énoncé. Donc
L est un nombre de I’intervalle [0 ; 1], puisque P(—1 < X < 1) = 1.

Résoudre le probleme revient a trouver une valeur L comprise entre O et
1 telle que g(L) = 0.

INTERROS

g'(x) = 3x2 + 1, donc g’ est positive et la fonction g est strictement
croissante. Elle est continue car c’est une fonction polyndéme. De plus,

g(0) = —1 et g(1) = 1, donc d’apres le corollaire du théoreme des
valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 admet une unique solution
entre O et 1.

s

A la calculatrice, on voit successivement que g(0,6) < 0 et
g(0,9) > 0, puis que g(0,68) < 0 et g(0,69) > 0, donc une valeur
approchée de L est 0,68.

)
LA
=
e
o
=]
o

n Fonction uniforme | R |
Lycée Jean-Pierre Vernant, Pin-Justaret

n Puisqu’on choisit le nombre au hasard, la loi de probabilité de X est la
loi uniforme sur [3 ; 7].

1
E L’intervalle a pour amplitude 4, donc la fonction densité est f(x) = 1
sur I’intervalle [3 ; 7] (et O ailleurs).

3+7

a D’apres le cours, E(X) = > 5.
55-3 25 5

P(X <55 == ==
B P& <55 4 4 "3

Remarque : le «strictement » ne change rien au résultat.
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B 11 s’agit ici d’une probabilité conditionnelle :

CORRIGES

P((X >5N(X <6,2)
P(X >5)
PS5 <X <62
P(X > 5)

6,2—5
7
7-5
7

Pix-5(X <6,2) =

| W

© Enoncé
p. 360

n Temps d’attente

Lycée Guynemer, Compiégne

Appelons X la variable aléatoire donnant le temps d’attente de Christophe.

Puisque I’opérateur appelle de facon aléatoire sur le créneau indiqué, la loi
suivie par X est la loi uniforme sur [18 ; 19].

Christophe attend entre 15 et 40 minutes si 19 h 15 < X < 19 h 40.
19h40—-19h 15

P(19h 15 <X <19h40) =

1h ’
et en passant en minutes :
25 5
P(I9h15<X <19h40) = — = —.
60 12
N , . . © Enoncé
Trouver le parametre d’une loi exponentielle 0. 360 ‘

Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-bois
7
B rx<n=06s / re ™M dx =0,6
0

7
& [—e_’\x]o =0,6
& 1-e =06
Se ™t =04
& =71 =1In0,4
In0,4
7
Ce qui donne en effet A ~ 0,131.

S A=—

E P(X >5)=¢* d’apres le cours, donc P(X > 5) ~ 0,52.
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10
3] P(6<X<10)=/ e dx O

6

10
[
6
_ 10k 4 o6k

~ 0,19 (en utilisant la valeur approchée de A proposée).

COURS

n Il s’agit ici d’une probabilité conditionnelle. On cherche P(y~4)(X > 9).

P((X>4HNX>9)
P(X > 4)

P(X > 9)

P(X > 4)

.

Pisgy(X > 9) =

|
INTERROS

=e
~ 0,52.

Remarque : cette probabilité est égale a la probabilité qu’il n’y ait pas
de panne durant les 5 premieres heures, ce qui justifie I’appellation de

(7]
«loi de durée de vie sans vieillissement ». ‘g
B Px>a=PX<a)se=1-c* =
w1 8
sSe Y =-
2
& —al=—1n2
. In2
A

Remarque : cette valeur a est appelée durée de demi-vie.

n (a) Ilyarépétitions de facon indépendante d’une épreuve de Bernoulli,
le succes étant « avoir une durée de vie supérieure ou égale a 5
heures ».

Y suit donc la loi binomiale de parametres (8 ; 0,52) d’apres la
question E

8
(b) P(Y=3)= (3) x 0,523 x (1 —0,52)83 ~ 0,20.
(¢) D’apres le cours de premiere, E(Y) = 8 x 0,52 ~ 4.

Remarque : cette question se rapporte au cours de premiere, qu’il
convient donc de ne pas avoir oublié !
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m Durée de vie moyenne

Durée de vie moyenne — v. 1.0
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@ Enoncé
‘ p. 361 ‘

Lycée Charlemagne, Paris

1 )]

(b)
(o)

2 e

(b)

L’énoncé nous dit que P(X < 2) = 0,22 (approximativement).
Donc :

2
2
/ re M dx = 0,22 & [—e—“] =022
0 0

&s1-e2=0,22

set=0,78

& —20 =1n0,78

- 10,78
-

On adonc A =~ 0,124.
P(X > 10) = e~ 10* ~ 0,289.
La durée moyenne de vie de ces appareils est, d’apres le cours,

1
-~ 8.
A

Dans cette question, on fait appel a des notions vues en classe
de premiere, ce qui montre qu’il ne faut pas avoir oublié ce qui
a été appris 1’année précédente (comme dans I’exercice précédent
d’ailleurs).

La facon la plus simple de répondre a cette question est de passer
par I’événement contraire : en effet, le contraire de « au moins un
appareil a une durée de vie supérieure a 15 ans » est I’événement
noté A : «tous les appareils ont une durée de vie inférieure a 15
ans ».

Il faut donc trouver la probabilité qu’un de ces appareils ait une
durée de vie inférieure a 15 ans.

P(X <15)=1—e P x0,844.

Il y a 10 appareils, donc la probabilité que tous aient une durée de
vie inférieure a 15 ans est :

P(A) = (0,844)'° ~ 0,183.

Donc la probabilité qu’au moins un ait une durée de vie supérieure
al5ansest:

1 — P(A) ~0,817.
11 faut ici que 1 — 0,844 > 0,999.

1 —0,844" > 0,999 < 0,844" < 0,001
< nln0,844 < In 0,001
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car In est strictement décroissante sur R /\

In 0,001
n >
In 0,844
n étant un nombre entier, il faut donc que n soit au moins égal a 41.

@ METHODE

Dans toute question de probabilités contenant 1’expression « au
moins », il faut envisager d’utiliser I’événement contraire.

Le piege dans le type de calcul ci-dessus est d’oublier de se
poser la question du signe du nombre par lequel on divise les

car In0,844 < 0.

COURS

.

deux membres d’une inéquation. g
Il faut garder a ’espritque si0 < x < 1, Inx < 0. o
&
=
. Ry Enoncé =
m Fonctions et probabilités \ep_ W
Lycée Claude Monet, Paris
"(x) = —A%e™** Donc, f'(x) < 0 sur Ry, et f est strictement dé-
1 ey ) +, et f
croissante.
g —AX __ g _ (7]
xlgl_looe =0 car A > 0 donc xlyfoo fx)=0. \3
B /0=110=- =
Donc I’équation de la tangente 7 au point L d’abscisse 0 est : 8
y = —22x 4 A
H xg est telle que yg = 0, donc —Asz + X =0.0nadonc:
—A 1
XE= —= = —.
VY

n A est I’ordonnée du point L puisque f(0) = A.
H On a le graphique suivant :

A
L
057
E
T A -
0 1 2 o~

La droite 7 est la droite (LE).
n La partie colorée sous la courbe représente P(X < 1).
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i
T
-
& EZY Avec une ROC | © oo |
o . 362
= Lycée Pablo Picasso, Fontenay-sous-bois

Partie A

B G &) =ae™ + (ax +b) (—)»e‘“)
=e M (=rax +a —Ab).
On souhaite que G'(x) = g(x), donc :
e ™M (—rax +a — Ab) = dxe M.
En identifiant les coefficients, on obtient : —Aa = A, donca = —1, et
a—XAb=0donch = —%.

1
Par conséquent, G(x) = (—x — X) e M,

t t
2 E(X):/O xf(x)dx:/o g(x)dx

=[G,

1) o U

=] —f — — —
( A ¢ + A

1 1

At —At

= —t — —.
e Ae + A

D’aprés le cours, on sait que lim e ™** = 0.
xX—>—+00

De plus, pour A > 0,

11111 (—Ax) = —0c0 N

X 00 P . _ —Axy __
lim (ze?) =0 don I (S =0,
a——00

etdonc lim (xe™¥) = 0 en divisant par A.
X—> 400

4 1 1
Donc lim / xf(x)dx = —, c’est-a-dire E(X) = —. Ce résultat est
t—+00 0 A A

un résultat a retenir, mais ici, il s’agit d’'une ROC!

Partie B

n La notion de moyenne est similaire a celle d’espérance mathématique,
donc on a E(X) = 8 (environ).
Donc d’apres le résultat de la question de cours,
1 1

=——=-=0,125.
E(X) 8

1
B rx<) =/ re M dx = [—e—“}; = —e*+1~0,118.
0
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Cela signifie que la probabilité qu’un moteur tombe en panne au cours /\
de la premiere année est environ égale a 0,118.

a On cherche P(X > 3).
P(X > 3) =e* ~0,687.

n Il s’agit ici d’une probabilité conditionnelle : On cherche :
P((X >DHNX > 4))
P(X >1)

P(X > 4)

T PX > 1)
—4)

COURS

Pix>1)(X > 4)

.

€
i
— 3

~ 0,687.

INTERROS

Remarque : on retrouve le résultat précédent ce qui est une propriété de
la loi de durée de vie sans vieillissement.

K5 Contréle de production =
Lycée Claude Monet, Paris

s

Soit A I’événement « le cylindre est accepté », B I’événement « le cylindre a
un écart a la valeur de réglage inférieur a 1 » et C I’événement « le cylindre a
un écart a la valeur de réglage compris entre 1 et 2 ».

)
LA
=
e
o
=]
o

1
n (a) P(B):/ re M dx
0

1
= / 1,5¢~ 15 qx
0

1
_ —I,Sx]
= |—e
|: 0

=—e 141
~ 0,777.

* P(C) = [—e715]? = —e7192 1 ¢=15 % 0,173
« P(A) = P(B) + 0,8 x P(C) ~0,915.
(b) On chercheici P4 (C).
P(ANC) _ P(C)

PO="3% =Pa)

~ 0,189.

E (a) La probabilité qu'un cylindre soit accepté est P(A). Les tirages
étant supposés indépendants, la probabilité que les dix cylindres
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soient acceptés est :

CORRIGES

(P(A))"° ~0,411.
(b) 1II s’agit ici de 1’événement contraire du précédent, donc sa proba-
bilité est :
1— (P(A))'" ~0,589.

Aol

m Loi normale centrée réduite p. 363

Lycée Guynemer, Compiégne

n (@) P(X = 1) = 0: comme pour toute loi continue, la probabilité
d’obtenir une valeur précise est nulle.

(b) Ala calculatrice, P(—1,5 < X < 2,2) = 0,919.
(¢) Deméme, P(X < 1,3) =~ 0,903.
(d) De méme, P(X > 0,22) ~ 0,413.
P(ANB) P(—0,38 < X <1,02) 0,494
B r.B) = = ~
P(A) P(X > —0,38) 0,648

~ 0,762.

B oualité de Ueau O oms

Lycée Guynemer, Compiégne

Si on appelle X la variable aléatoire donnant la teneur en nitrates, on cherche
P(X > 50).

A la calculatrice, on obtient 0,006 2.

ETY Approximation de La Loi binomiale S

Lycée Jean-Pierre Vernant, Sevres

n (a) On a 220 répétitions de fagon indépendante d’une épreuve de Ber-

noulli dont le succes « le salarié est malade », a pour probabilité

0,05.

Par conséquent X suit la loi binomiale B(220 ; 0,05).

(b) n=EX)=220x0,05=11.

o = /np(1—p) = /220 x 0,05 x 0,95 = /10,45 ~ 3,233.

Bl 7<x<1567-11<X—p<15-11
&S 4<X—nu<4
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4 4 . . .
on cherche donc P (— — < Z< —) , Z étant une variable aléatoire sui- /\
o o

vant la loi normale centrée réduite.
4

Or, — =~ 1,24. D’apres le tableau précédent,
o

P <—i €% < i) ~ (0,893 — 0,108 ~ 0,785.
o o

COURS

Donc la probabilité qu’entre 7 et 15 salariés soient absents au cours
d’une semaine donnée est environ 0,785.

.

Remarque : cette valeur est assez éloignée de celle obtenue en calcu-
lant directement avec la loi binomiale (0,84). Il ne faut pas oublier que,

dans le théoreme de Moivre, on précise bien que n tend vers 4o00. Ici, g

n = 220. [

o=

@ Enoncé E

m Chaine d’embouteillage Ml =

Lycée Jules Ferry, Paris
n On veut P(X < 100) < 0,001. Mais u est inconnue. Il va donc falloir

. . X — .
passer par la loi normale centrée réduite. On pose Z = —'u. Z suit
o
la loi normale centrée réduite.

s

P(X <100) = P(X — u < 100 — w)

X — 100 —
=P< ®o_ M)
o o

100—u)
- .

)
LA
=
e
o
=]
o

=P<Z<

Ala calculatrice, on trouve P(Z < t) = 0,001 pour r ~ —3,090, donc

100 —

i ~ —3,090, et donc 100 — u ~ 2 x (—3,090). On obtient donc
o

n ~ 106,18 cl (on arrondit par exces pour étre stir que la probabilité

sera bien inférieure a 1).

E On cherche ici P(X > 110), connaissant les parametres de la loi nor-
male. On peut donc utiliser directement la calculatrice.

On obtient P(X > 110) =~ 0,028.

B Loi (i 0?) il
Lycée Virlogeux, Riom

El Onaicio =0,5, d’ot P(X < 4,25) ~ 0,067.
El Alacalculatrice, P(X > 5,25) ~ 0,309.
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a De méme, P(4,5 < X < 6) ~0,819.

E) Le paradoxe de Bertrand | & |

Lycée Virlogeux, Riom

n (a) Le triangle ABC est équilatéral. Par conséquent, (A H), hauteur,
est aussi médiane et médiatrice. Donc H est le milieu de [AB].

(b) On sait que [HC] est une médiane du triangle ABC, O est son
1 1 1
centre de gravité, donc OH = §HC = EOC = ER.
(¢) L’angle AO B est I’angle au centre interceptant I’arc AB. Tl mesure
donc le double de I’angle au sommet ABC interceptant le méme
arc, donc 120°, puisque le triangle A BC est équilatéral.

E (a) On a choisi un point quelconque sur un rayon de longueur R. La
variable aléatoire X suit donc la loi uniforme sur [0 ; R].

(b) La corde aura une longueur supérieure au coté d’un triangle équila-
téral inscrit dans le cercle si OM < OH.

P(X<0H)—%——l
- R 2

(c) Appelons Y la variable aléatoire ¥ qui donne 1’abscisse du point
M sur la droite (B H) munie d’un repere telle que 1’abscisse de D
soit R. Si on choisit M sur le diametre, la loi suivie par Y est la loi
uniforme sur [—R ; R].

1 1 R 1
P|——=R<Y < -R|)=—=—-.
2 2 2R 2
Cela ne change pas la probabilité de choisir M au hasard sur un

diametre.
a (a) La variable aléatoire Z suit la loi uniforme sur [0 ; 180].

(b) La corde aura une longueur supérieure a celle du c6té d’un triangle
équilatéral inscrit dans le cercle si X > 120.

180—-120 1

m Variance et loi exponentielle S|

Lycée Jean Moulin, Saint-Amand-Montrond
E} Lafonction F(1) = (at®> + bt 4 c¢)e™* est une primitive de r2re " si
et seulement si F/(1) = r2Ae *.Ona:
F'(t) =t*e™ = [2at + b — Aar> + bt + c)le™ = Pre™
— —rar* +1Q2a—rb) +b—re =121
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LOIS DE PROBABILITES CONTINUES « CHAP. 14

En identifiant les coefficients, on obtient : /\

a=—1
—)\.a = A 2
20— =0 < ¢ b=—7

b—xc=0 . _3. -4

A2 >

Q

(]

2 2
_ 2 —A
E OnadoncF(t)_—<t -I—xt—i-—ﬂ)e 5

Par conséquent :

.

V(X)= lim / : @) dr — [ECXO)
X—>1+00 0

xX—> 400

2 2 . 1\2
. _ 2 “ “ —At -
xEToo{ (t +At+x2>e }0 <A>

2 1
22 A2
1
A2

= lim Oxtzf(t)dt—G)z

INTERROS

s

1 1
Donc V(X) = IV et I’écart-type est donc égal a ) (X est par définition
un nombre positif).

)
LA
=
e
o
=]
o

m Rencontre et loi uniforme | N |
Lycée Virlogeux, Riom

On peut considérer que I’heure d’arrivée de Claire suit une loi uniforme sur
[0 ; 1], et celle de Patrick aussi. On peut donc représenter I’espace possible
de leur rencontre par un carré de coté 1.

Si on appelle X I’heure d’arrivée (aléatoire) de Claire, et Y ’heure d’arrivée
(aléatoire) de Pierre, I’énoncé nous dit que :

°* 0 < X < 1 (en considérant que 12h = Oh).
°ce 0<Y<l1

1
e Y <X+ 3 puisque Claire ne veut pas attendre plus de 10 minutes.
1
e X <Y+ 7 puisque Pierre ne veut pas attendre plus de 15 minutes.
Ceci permet de déterminer 1’espace des rencontres possibles de Claire et Pa-

trick, et donc la probabilité qu’ils se rencontrent.
On obtient le graphique page suivante.
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La partie non hachurée correspond a la possibilité d’une rencontre.

On trouve la probabilité d’une rencontre en faisant le rapport entre 1’aire de
cette portion de plan et I’aire du carré correspondant a la présence de I’un ou
de I’autre, qui est égale a 1. Le polygone ABCDEF est constitué de deux
trapezes.

La droite (E B) est d’équation y = x.

Pour calculer la probabilité que Claire et Patrick se rencontrent, il faut ajouter
les aires des triangles EFH et ABH' (de méme aire), EKD et CK'B (de
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LOIS DE PROBABILITES CONTINUES « CHAP. 14

méme aire) et des rectangles FHH'A et DKK'C.
’ ] 2 1 ! /\
L’ordonnée de F est —, donc 2F H — et FH = ——, donc la somme
6 36 62
1
des aires des deux trlangles EFH et ABH' est h

1
L’abscisse de D est 4_1 donc 2K D* = T6 et la somme des aires des triangles

COURS

1
EKDetCK'B est —.
32

Le rectangle F H H'A a pour hauteur H F = et pour longueur :

1
6+/2

.

1 2 2
HH — EB—2EH <3 L _yz_Y2_52
3\/5 6 6 )
=
. 52 5 =
Son aire estdonc —— X —— = —. L
6«/5 6 36 —
11 =

Le rectangle K DCK' a pour hauteur K D = et pour longueur

V3242

1 3 1
D ( ) et C car C est sur la droite d’équation y = x — —

4’
32
Donc CD = — \/7

L aire de K DCK' est donc ——= ——
f 2f 16

Finalement, la probabilité que Claire et Patrick se rencontrent est :

11 5 3 107
= == ~03T.
I T I TRR T R

)
LA
=
e
o
=]
o

m Avec un algorithme | N |
Lycée Buffon, Paris

Remarque : cet exercice balaye les programmes de premiere et de terminale,
ce qui fait toute sa difficulté !

n On note :
° F: «I’éleve est une fille » ; i <
e C: «I’éleve mange a la cantine ». @
L’analyse de I’énoncé conduit C
a ’arbre ci-contre. bes _
C
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On cherche P (C). D apres la formule des probabilités totales :
P(C)=P(CNF)+P(CNF)

CORRIGES

car F et F forment une partition de 1’univers.
On a donc :

P (C) = 0,55 x 0,65+ 0,45 x 0,7 = 0,672 5.

B rr=2=1-Pr =<2
=1-PY=0-P¥=1

20
=1-0,80_— (1) x 0,2 x 0,8"°

~ 0,931.
L utilisation de I’événement contraire permet d’écrire une formule « re-
lativement » simple.

H (a) ° Ceci est une propriété du cours :P(u —o < X < u+o0) ~ 0,68.

l1—Pu—0<X<
cPX>pu+o)= W 02 M+0)%0,16.

On peut éventuellement s’aider de la fonction densité de probabilité
d’une loi normale pour visualiser ce calcul.

(b) La aussi il s’agit du cours :
e Plu—r<X<u+r)=095 < r=~20.
e Plu—r<X<u+r)=09 < r~3o.

n A chaque étape du « Pour », on choisit un nombre entier parmi les nombres
1,2,3,4,5, 6 et 7. Donc la probabilité, a chaque étape, qu’il soit stricte-

ment supérieur a 5 est =
On répete donc 9 fois une expérience de Bernoulli ol le succes est ob-

. . . .. 2
tenir un nombre strictement supérieur a 5, dont la probabilité est —. C

compte le nombre de succes, donc C suit la loi binomiale de parametres

2
9et —.
7

384
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Chapitre

)

Intervalle de
fluctuation et

estimation

1. Intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95%
2. Estimation

Exercice type Lycée Léonard de Vinci, Blanquefort

Une médium affirme étre capable de deviner sans étre sur place si une lampe
est allumée dans une piece ou non. Lors d’une expérience effectuée dans des
conditions surveillées, la médium répond correctement 16 fois sur 25.

n La médium affirme qu’elle répond correctement dans 75 % des cas.

(a) Donner I'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
de la proportion de réponses correctes selon la médium.

(b) Enoncer une régle de décision. Que peut-on conclure ?

E Une personne qui ne croit pas aux phénomenes paranormaux affirme
que, compte tenu des résultats de 1’expérience, on peut tout aussi bien
affirmer que la personne n’a aucun don particulier.

(a) Sila personne n’a aucun don particulier, quelle devrait étre la pro-
portion p de réponses correctes ?

(b) Donner I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
de p.

(¢c) Enoncer la régle de décision et I’appliquer. Conclure.

a Comment peut-on réduire le risque d’arriver a ces deux conclusions dif-
férentes ?
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ED Intervalle de fluctuation asymptotique au seuil
de 95%

Définition 1

Soit X, une variable aléatoire suivant une loi binomiale B(n ; p) avec
p €10 ; 1[. L'intervalle :

L= |p— 1,967\'17(1_17) Dp+ 1,967\'17(1_17)
NG NG

est appelé un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% de la va-

. z . z n
riable aléatoire fréquence F,, = —.
n

On admet (mais cela peut se démontrer) que lorsque 7 tend vers 400, la probabi-
lité que F,, prenne ses valeurs dans I, tend vers 0,95.

Remarques

* On peut considérer que cet intervalle est utilisable si n > 30, np > 5 et
n(l—p)=5.

* On a déja rencontré le nombre 1,96 : si Z est une variable aléatoire suivant la
loi N(0; 1), P(—1,96 < Z < 1,96) ~ 0,95.

. . . 1
e 1l est facile de montrer que I'intervalle de fluctuation {p — T P+ 7_ s
n n
vu en seconde, contient [Iintervalle de fluctuation asymptotique

v/ p(1—=p) /' p(1—=p)
n n

p—1,96——;p+1,96—————|, donc il n’y a pas contra-
[ [

diction entre les deux énoncés, celui de seconde étant seulement un énoncé
simplifié.

E£3 Estimation

On utilise I'intervalle de fluctuation asymptotique quand on connait une propor-
tion « théorique » dans une population et qu’on veut savoir si un échantillon peut
&étre considéré comme issu de cette population.

Dans ce paragraphe, la proportion théorique p de la population est inconnue et on
cherche a I’estimer a partir d’un échantillon.
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INTERVALLE DE FLUCTUATION ET ESTIMATION - CHAP. 15

€X) Intervalle de confiance

Définition 2
Soit X, une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B(n ; p) avec p €]0; 1[

X
et F, = -t

n
Soit f la fréquence observée dans un échantillon. On appelle intervalle de

confiance de la proportion inconnue p avec un niveau de confiance 0,95 1’in-
1 1

ﬁ?f‘i‘ﬁ-

tervalle | f —

Remarques

1 1
* On admet (mais on peut démontrer) que I’intervalle [Fn - ﬁ s Py + ﬁ}

contient, pour n assez grand, la proportion inconnue p avec une probabilité su-

INTERROS

périeure ou égale a 0,95. L'intervalle | f — T s f+ T est une réalisation
n n

de cet intervalle obtenue a partir d’un échantillon.

(

* On peut considérer que cet intervalle est utilisable si n > 30, nf > 5 et

au méme niveau de confiance, dans certaines disciplines.

n(l—f)=5. .

° On utilise aussi l'intervalle | f — 1,96M s f+ 1,96M , E
Ji Ji =

o

()

N . . . 2
* A ce niveau de confiance, I’amplitude de I’intervalle de confiance est —. En
n

jouant sur n, on peut obtenir un intervalle de longueur donné a : il suffit que n

(

. . 4
soit supérieur ou égal a —.
a

@ Solution de Uexercice type Lycée Léonard de Vinci, Blanquefort

16
Ici, la fréquence observée est %5 = 0,64.

n (@) Ona:
1— 1—
L= |p—196¥20 =P . g¥PU =P
Jn Jn
Ici:
0,75 x 0,25 0,75 x 0,25
I = — 1 - . 1 -
l0,75 ,96 25 ;0,75 4+ 1,96 25

~ 0,58 ; 0,92].

an
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Léonard de Vinci, Blanquefort

(b) Si la proportion de réponses correctes n’appartient pas a I’inter-
valle de fluctuation, on rejette 1I’hypothese que la médium répond
correctement dans 75% des cas.

Ici, la fréquence observée est 0,64. Elle appartient a ’intervalle de
fluctuation asymptotique. On ne rejette donc pas I’hypothese que
la médium répond correctement dans 75% des cas.

E (a) Si la personne répond au hasard, elle a une chance sur 2 de ré-
pondre correctement, donc la proportion de réponses juste devrait
étre 0,5.

(b) Si la proportion de réponses correctes n’appartient pas a ’in-
tervalle de fluctuation asymptotique autour de 0,5, on rejette
I’hypothese que la médium répond au hasard. On a :

0505 05%05

J=105-1096 22X93 45, 19¢ 22%x00
25 + 25

~ [0.304: 0,696].

(¢) Comme 0,64 appartient a J, on ne peut rejeter I’hypothese que la
médium répond au hasard.

a La seule fagon de parvenir a une unique conclusion est d’augmenter la
taille de I’échantillon jusqu’a obtenir des intervalles / et J disjoints.

388



[ah ILTSM — v. 1.0 o
14 novembre 2014 — page 389 — #399

INTERVALLE DE FLUCTUATION ET ESTIMATION - CHAP. 15

n acH Intervalles de fluctuation asymptotique f:iSmin‘ © Coriat | —~

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la réponse exacte.

n Une maladie touche 5 % de la population d’un pays. On préleve au ha-
sard un échantillon de 100 personnes de cette population. L’intervalle de
fluctuation asymptotique de la proportion de personnes atteintes par la
maladie dans cet échantillon est, au centieme pres :

[a] [0,04 ; 0,06]
[b] (0,01 ; 0,09]
[c] Aucune de ces deux réponses

COURS

E Lorsqu’on multiplie la taille d’un échantillon par deux, I’amplitude de
I’intervalle de fluctuation asymptotique est :
[a] divisé par 2
[B] multiplié par /2
[c] divisé par V2

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

a On sait que, si on lance un dé équilibré, la probabilité d’obtenir 6 est é
Carole a lancé 80 fois un dé et obtenu 20 fois 6. Elle peut en conclure,
au seuil de 95 % :

[a] que le dé est sans doute équilibré
[b] que le dé est pipé
[c] rien du tout

n Quelle serait la réponse si Carole obtient la méme proportion de 6 mais
en ne lancant le dé que 20 fois ?
[a] que le dé est sans doute équilibré
[b] que le dé est pipé
[c] rien du tout

CORRIGES

(

n acm  Intervalles de confiance {jsmi..‘ °p_°g;;isé ‘

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la réponse exacte.

n Dans un village de Chine, on a observé 600 naissances de gar¢ons sur
1000 naissances. On peut en conclure, au niveau de confiance 0,95, que :

[a] Il'y a autant de naissances de filles que de gargons.

[b] 11y a une différence significative entre le nombre de naissances
de filles et de gargons.

[c] Rien du tout.
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E Lors d’un sondage entre le premier tour et le deuxieéme tour d’une élec-
tion présidentielle, le candidat X a été crédité de 51,5% des intentions
de votes. On négligera les votes blancs et les abstentions pour simplifier.
La taille minimale de 1’échantillon du sondage tel que X soit « presque »
sir de gagner est :

[a] 1000 [b] 82 [c] 4445

a On a étudié, dans deux populations différentes A et B, la prévalence
d’une maladie sur deux échantillons de taille 100.
Pour la population A, on a trouvé 0,48% de malades, et pour la popula-
tion B on a trouvé 0,33% de malades.
On peut alors considérer que :
[a] La population A est beaucoup plus atteinte que la population B.
[b] 1l n’y a pas de différence significative entre les deux populations.
[c] On ne peut rien dire.

n Si, dans un échantillon de 1000 personnes, 60 % affirment qu’elles pré-
ferent la marque de jeans A, alors :

[@a] On peut quasiment affirmer qu’entre 56% et 64% de la population
préfere cette marque.

[b] On ne peut rien affirmer du tout.

[c] On peut quasiment affirmer qu’entre 60% et 80% de la population
préfere cette marque, et rien de plus.

E acM Quelintervalle ?  20min ep_cg;;igé‘

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la réponse exacte.

n Un professeur a constaté sur un trimestre que sur les 60 éleves interrogés,
40 n’avaient pas correctement appris leur lecon. Le professeur peut en
conclure, au niveau de confiance 0,95, que :

[a] Au moins 54% des éléves n’avaient pas appris leur legon.

2
[b] 3 des éleves n’avaient pas appris leur legon.
[c] Ni I’un ni I"autre.

E Dans une classe préparatoire aux grandes écoles scientifiques, il y a 10

filles et 20 garcons. A la fin de la premiére année, 4 filles et 10 gargons
integrent une des écoles les plus renommeées (Polytechnique, Ecoles nor-
males, Ecole des Mines). On peut considérer que :

[a] Tl n’y a pas de différences entre les chances de réussite des filles
et des garcons.

[b] Les gargons réussissent mieux que les filles.

[c] On ne peut rien dire.
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a Avant le deuxieme tour d’une élection présidentielle, le candidat favori /\
a commandé a deux instituts de sondage les intentions de votes de ses
concitoyens. Le premier institut le donne gagnant avec 54% des voix sur
un échantillon de 300 personnes, et le deuxieéme le donne favori avec
52% des voix sur un échantillon de 10000 personnes. Le candidat pré-
fere :

[a] Le premier sondage car le pourcentage est plus élevé.
[b] Le deuxieme sondage car 1’échantillon est plus grand.
[c] Le deuxieme sondage pour une autre raison.

COURS

n acm Conditions d’utilisation - 20min QDFg;Qisé‘

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la réponse exacte.

n Dans une population, la fréquence de la présence d’un gene est 0,005.
On étudie un échantillon de 900 personnes. Alors :

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

[@a] On peut définir un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil
de 95%.

[b] On ne peut définir aucun intervalle de fluctuation.

[c] On peut définir un intervalle de fluctuation.

7

CORRIGES

n Dans un échantillon de 100 personnes issues d’une population, on a
trouvé que 10% avaient les yeux bleus. Alors :

[a] On peut définir un intervalle de confiance au niveau de confiance
0,95.

[b] On ne peut pas définir un intervalle de confiance au niveau de
confiance 0,95.

(

[c] Compte tenu de I’énoncé, on ne sait pas si on peut définir un in-
tervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95%.

a L’intervalle de fluctuation I = |p — P+ vu en seconde :

1 1
NN
[@] estinclus dans 'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de

95%.
[b] Contient I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95%.

[c] Nil’un ni I’autre.
/5 (1 =
n Le maximum de la fonction qui a x associe f(x) = M est

N
atteint sur [0 ; 1] pour :
[a]x=0 [b]x =1 [c] Une autre valeur a préciser.
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u Elections * _ -!5 min Qng;gi!lé ‘
Lycée Léonard de Vinci, Blanquefort

Un sondage réalisé avant le premier tour de 1’élection présidentielle de 2002
sur un échantillon représentatif de la population francaise en age de voter
donnait : 20 % pour J. Chirac, 18 % pour L. Jospin, et 14 % pour J.M. Le Pen.
L’échantillon comportait 989 personnes.

Comme on le sait si on fait une recherche sur le sujet, les deux candidats au
deuxieme tour ont été J. Chirac et J.M. Le Pen.

n Donner, pour chaque candidat, un intervalle de confiance, au niveau de
confiance de 0,95, de la proportion de personnes votant pour ce candidat.

E Peut-on s’étonner de ce qui s’est passé ?

. P . an Corrigé
B naille d"échantillon ko Clomin © e
Lycée Hoche, Versailles
n Un candidat a une élection a commandé un sondage portant sur 1 000
personnes choisies au hasard. La proportion de personnes votant pour

ce candidat dans I’échantillon est 0,53. Expliquer pourquoi le candidat
n’est pas sir d’étre élu.

E Quel devrait étre la taille de I’échantillon pour que, avec la méme pro-
portion de personnes favorables au candidat, le candidat soit quasiment
str d’étre élu ?

u Piece normale ou pas ? * * 15 min °p_°g;;isé ‘

Lycée Henri Matisse, Cugnaux

n On jette 100 fois une piece et on obtient 59 fois face. Peut-on considérer
la piece comme équilibrée ?

n La réponse serait-elle la méme en gardant la méme proportion de faces
avec 1 000 lancers ?

a Quel est le nombre minimal de lancers qui permettra, en conservant la
méme proportion de face, de décider que la piece n’est pas équilibrée ?

n Marge d’erreur *  15min ep_cg;;ige‘
Lycée Hoche, Versailles

n Pour un sondage portant sur 1 000 personnes, on parle parfois de « marge
d’erreur de 3% » au niveau de confiance de 95%. Comment pouvez-vous
expliquer cette expression ?

E Sur combien de personnes doit porter un sondage pour que 1’on puisse
de la méme maniere parler de « marge d’erreur de 1% » au niveau de
confiance de 95% ?
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n Retraits d"argent * 15 min Qp%)gr;igé‘ —
Lycée Guynemer, Compiégne

Une étude sur un distributeur de billets a montré que 65% des retraits effec-
tués sont compris entre cinquante et quatre-vingt euros.

n Sur une certaine journée, il a été effectué 150 retraits. Donner I’intervalle
de fluctuation asymptotique au seuil de 95% de la proportion de retraits
compris entre cinquante et quatre-vingt euros pour cette journée.

COURS

E Dans quel intervalle peut-on estimer se trouver le nombre de retraits
entre cinquante et quatre-vingt euros lors de cette journée ?

m Bareme d’un concours *  15min ep_czaaigé |

Lycée Pape-Clément, Pessac

Lors d’un écrit & un concours, on souhaite que environ 70% des personnes
s’étant présentées a I’ écrit soient admissibles pour passer I’oral. On note a le
pourcentage d’admissibles.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

n On corrige, dans toutes les matieres de I’écrit, les copies de 50 candidats,
et parmi eux 27 sont admissibles. Expliquer pourquoi le jury décide de
modifier les baremes dans les différentes matieres.

E Avec les nouveaux barémes, sur 60 candidats, 35 sont admissibles. Ex- E

pliquer pourquoi le jury accepte ce bareme. =

s

(=]

g H <o o | @ Corrigé “
Espérance de vie aox < 2min €T

(

Lycée Léonard de Vinci, Blanquefort

n Dans un certain pays, en 1980, la proportion de femmes vivant au-dela
de 75 ans était, d’apres un échantillon de 1000 personnes choisies au
hasard, 60%.

Celle des hommes, pour un échantillon de méme taille, était 53%.
Peut-on dire, au niveau de confiance 0,95, qu’en 1980, il y avait une dif-
férence significative pour I’espérance de vie des hommes et des femmes ?

n Trente ans plus tard, sur des échantillons de méme taille, la proportion
de femmes vivant au-dela de 77 ans est 60%, et celle des hommes vivant
au-dessus de 77 ans est 57%.

Peut-on dire, au niveau de confiance 0,95, qu’en 2010 il y a une diffé-
rence significative pour I’espérance de vie des hommes et des femmes ?
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m N’oubliez pas la premiére ! Kk - 20min °p_°2’55‘“\

Lycée Hoche, Versailles
Dans une population de 100 000 personnes, une proportion p valant 35%
de la population achetent régulierement leurs chaussures sur internet. Soit

X la variable aléatoire égale au nombre d’individus, dans un échantillon de
1 000 personnes tirées au hasard, achetant régulierement leurs chaussures sur

INTERROS

internet. Soit F = 1 la fréquence de ces individus dans 1’échantillon.

On admet que, compte tenu du nombre de personnes sondées par rapport a la
taille de la population, on peut assimiler le tirage a un tirage avec remise.

n Quelle est la loi suivie par X ?
E Déterminer la loi de F.
a Dans quel intervalle fluctue F,

(a) avec une probabilité de 95%, en utilisant la loi binomiale ?

(b) enutilisant I’approximation par la loi normale et I’intervalle de fluc-
tuation asymptotique au seuil de 95% ?

E Sondages multiples Kk - 25min °p_°251“”°'\

Lycée Virlogeux, Riom

Lors d’un scrutin électoral, 6 instituts de sondages ont mené des enquétes afin
de connaitre les intentions de vote en faveur d’un certain candidat « M ».

Les résultats sont donnés dans le tableau suivant :
Institut 1 2 3 4 5 6
Taille de

. . 1200 [ 1050 900 1070 | 1020 | 1100
I’échantillon
Pourcentage
en faveur de M
Intervalle de
confiance

45,7 48,1 50,2 48,3 46,9 53,1

n Compléter ce tableau par les intervalles de confiance a 95% pour les
estimations de chaque institut.
E Un institut peut-il affirmer que le candidat M atteindra fort probable-
ment la majorité absolue (plus de 50% des votes), ou, au contraire, ne
I’atteindra pas ?
a On considere que les 6 enquétes ont été menées de fagon indépendante.
(a) Quel est la proportion de votes en faveur du candidat M parmi la
totalité des personnes sondées par les 6 instituts ?

(b) Fournir un intervalle de confiance a 95% de la proportion de vote
en faveur du candidat M pour I’estimation regroupant les résultats
des 6 instituts. D’apres vous, le candidat obtiendra-t-il la majorité ?
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] _‘I . c Py
m Un sujet complet Kk 50min \ °p_ TN \ —~——
Nouvelle-Calédonie
Dans ce qui suit, les résultats approchés sont a arrondir a 1073,

On précise que les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

Une entreprise produit en grande série des plaques métalliques rectangulaires
pour I’industrie automobile.

COURS

Partie A. Loi binomiale

On note E 1’événement : « une plaque prélevée au hasard dans la production
d’une journée est défectueuse ».

On suppose que P(E) = 0,02.

On préleve au hasard 50 plaques dans la production de la journée pour vérifi-
cation. La production est assez importante pour que 1’on puisse assimiler ce
prélevement a un tirage avec remise de 50 plaques.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélevement ainsi défini, as-
socie le nombre de plaques de ce prélevement qui sont défectueuses.

n Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on déter-
minera les parametres.

E Calculer les probabilités P(X = 0) et P(X = 1).

a Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, au plus deux plaques
soient défectueuses.

CORRIGES

B. Loi normale

Une plaque de ce type est conforme pour la longueur lorsque sa longueur
L, exprimée en millimetres, appartient a I’intervalle [548 ; 552]. Une plaque
de ce type est conforme pour la largeur lorsque sa largeur £, exprimée en
millimetres, appartient a I’intervalle [108 ; 112].

(

n On note L la variable aléatoire qui, a chaque plaque de ce type prélevée
au hasard dans un stock important, associe sa longueur L. On suppose
que la variable aléatoire L suit la loi normale de moyenne 550 et d’écart
type 1. Calculer P (548 < L1 < 552).

E On note L7 la variable aléatoire qui, a chaque plaque de ce type prélevée
au hasard dans le stock, associe sa largeur £. On admet que :

P(108 < Ly < 112) =0,95.
On suppose que les variables aléatoires L et L sont indépendantes. Ce
qui signifie que :
P((548 < L1 <552)N (108 < Ly < 112))
= P(548 < L1 <552) x P(108 < Ly < 112).

On préleve une plaque au hasard dans le stock. Déterminer la probabilité
qu’elle soit conforme pour la longueur et conforme pour la largeur.
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C. Intervalle de confiance

Dans cette partie on considere une grande quantité de plaques devant étre
livrées a une chaine de montage de véhicules électriques. On considere un
échantillon de 100 plaques prélevées au hasard dans cette livraison. La livrai-
son est assez importante pour que 1’on puisse assimiler ce tirage a un tirage
avec remise.

On constate que 94 plaques sont sans défaut.

n Donner une estimation ponctuelle de la fréquence inconnue p des plaques
de cette livraison qui sont sans défaut.

E Soit F' la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 100 plaques préle-
vées au hasard et avec remise dans cette livraison, associe la fréquence
des plaques de cet échantillon qui sont sans défaut.

On suppose que F suit la loi normale de moyenne p et d’écart type

1—
%, ou p est la fréquence inconnue des plaques de la livraison

qui sont sans défaut.

Déterminer un intervalle de confiance de la fréquence p avec le coeffi-
cient de confiance 95%.
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bl

n acM Intervalles de fluctuation asymptotique 0. 389

n Réponse [b] en utilisant la formule du cours.

1
E Réponse [€] . L’intervalle de fluctuation a pour amplitude T, donc si
n

on multiplie la taille de 1’échantillon par 2, I’amplitude est divisée par
V2.

a Réponse [b] . Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95%

COURS

1
de la proportion 3 dans un échantillon de taille 80 est [0,085 ; 0,248] .
Il ne contient pas la proportion 0,25 obtenue.

.

n La réponse [a] . L'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de
95% pour un échantillon de taille 20 est [0,003 ; 0,33]. Il contient la
proportion 0,25.

INTERROS

E acm Intervalles de confiance = e

n Réponse [b] L’intervalle de confiance de la proportion du nombre de
garcons est environ [0,568 ; 0,632]. Cet intervalle ne contient pas 0,5,
donc il n’y a pas autant de naissances de filles que de garcons.

s

E Réponse [€] . Si la proportion observée est 0,515, la borne inférieure

1
de I'intervalle de confiance est 0,515 — —. Pour étre presque sir de
n

)
LA
=
e
o
=]
o

gagner, il suffit que 0,5 soit inférieur a cette borne, donc il suffit que

i < 0,015. Cela donne n > 4 445.
Jn

a Réponse [b] . Pour la population A, I’intervalle de confiance de la pré-
valence de la maladie est, au niveau de confiance 0,95, [0 ; 0,104 8]. En
effet, on ne peut pas donner ici des pourcentages négatifs.
Pour la population B, I'intervalle de confiance de la prévalence de la
maladie est, au niveau de confiance 0,95, [0 ; 0,103 3].
Ces deux intervalles ayant une intersection non vide, il n’y a pas de dif-
férence significative entre les prévalences de la maladie dans ces deux
populations.

n Réponse [a] . En effet, I'intervalle de confiance au niveau de confiance
0,95 est environ [0,568 ; 0,632].

E acm Quel intervalle ? \ ep.Eggﬁ' cé ‘

n Réponse [a] . Le professeur ne sait pas le nombre exact d’éleves n’ayant
pas appris leur lecon. on ne peut donc utiliser qu’un intervalle de confiance,
au niveau de confiance 0,95. On obtient : I ~ [0,538 ; 0,796].
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E Réponse [€] . On ne peut rien conclure car les conditions d’utilisation

des intervalles de confiance ne sont pas remplies (n > 30, nf > 5 et
n(f —1) =5).

Réponse [c] . En effet, 'intervalle de confiance au niveau de confiance
0,95 a pour borne inférieure 0,51, ce qui lui prédit une victoire.

n acm Conditions d’utilisation o et

Réponse [b] . Les conditions ne sont pas remplies pour utiliser I’inter-
valle de fluctuation asymptotique car 900 x 0,005 = 4,5 < 5 et I'inter-
valle de fluctuation étudié en seconde ne s’applique pas non plus car p
doit appartenir a [0,2 ; 0,8], ce qui n’est pas le cas.

Réponse [a]. n > 30 nf =5 n(l—f)>5

On ne connait pas la proportion théorique donc on ne peut pas détermi-
ner un intervalle de fluctuation.

Réponse [B] . Etudions la fonction f qui a tout réel p de [0 ; 1] associe

1-2p

1—
u. On calcule : f/(p) = ——2——
n 2, /2=

1
f(p)>0 = 1-2p>0 < p=<s3

. . . 1 .
La fonction f atteint son maximum pour p = > et ce maximum est égal

1
am.

0,98 =
Donc: p+1,964/ &n_&) a pour maximum 0,5+ NG et p—1,964/ Lln&)

[p(1 — 0,98
a pour minimum 0,5 — 1,96 u =1- .
n Jn

Réponse [c] . D’apres ’étude de la question 3, le maximum est atteint
pour x = 0,5.

B3 Etections © tos|

Lycée Léonard de Vinci, Blanquefort

Pour J. Chirac : I} ~ [0,168 ; 0,232].
Pour L. Jospin : I ~ [0,148 ; 0,212].
Pour J.M. Le Pen : I35 ~ [0,108 ; 0,172].

Ces intervalles ont une intersection non vide, donc on ne peut pas s’éton-
ner de ce qui s’est passé.
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. P . E 3
E Taille d’échantillon \Qp_ W —~—
Lycée Hoche, Versailles
n L’intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95 est environ

[0,498 ; 0,562]. Cet intervalle contenant 0,5, le candidat n’est pas sQr
d’étre €élu.

1 1 -4
Il faudrait que 0,53 — — > 0,5 <— — < 0,03 < n > 1112.
- ! i i =
o
. o
EJ Picce normale ou pas ? o

.

Lycée Henri Matisse, Cugnaux

n Si la piece est équilibrée, la probabilité d’obtenir face est 0,5. On utilise
donc I’intervalle de fluctuation asymptotique. I = [0,402 ; 0,598].

Le nombre 0,59 appartient a cet intervalle, donc on peut considérer la
piece comme équilibrée.

n Avec 1 000 lancers, I’intervalle de fluctuation asymptotique est environ
[0,469 ; 0,531]. Le nombre 0,59 n’appartient plus a cet intervalle, donc
on ne peut plus considérer la piece comme équilibrée.

V0,52 0,5

a Il fautque: 0,5+ 1,96—— < 0,59 < 0,09 > 1,96—

Vn Vn
< /n > 10,88

< n>119.
Il faudrait donc 119 lancers pour étre quasiment siir que la piece n’est
pas équilibrée.

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o

Enoncé

B Marge derreur © |
Lycée Hoche, Versailles

n Au niveau de confiance de 95%, la demi-amplitude de I’intervalle de

1
confiance est —. Lorsque n = 1 000, cela donne une demi-amplitude

Jn
1
=~ 0,03. Cela signifie que, au niveau de confiance de 95%, la
Y1000 snied ’

fréquence estimée dans la population differe de celle obtenue d’au plus
3%.

de

1
n Pour avoir une marge d’erreur de 1%, il faut que — < 0,01, donc
n

n > 10 000. Il peut étre tres cotteux de faire une estimation sur 10 000
individus ...

BY Retraits d’argent =
Lycée Guynemer, Compiégne

n Ici, n = 150 et p = 0,65. Les conditions sont donc remplies pour
calculer un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95%.
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CORRIGES

0.65 x 0,35 0.65 x 0.35
I=1065-196x —2X2.06541096x o1
150 150

Donc I ~ [0,574 ;0,726].

E Sur un total de 150 retraits, cela représente entre 87 et 108 retraits.

@ Enoncé
‘ p. 393 ‘

m Baréme d’un concours
Lycée Pape-Clément, Pessac

n Sur I’échantillon, la proportion d’admissibles est 54%. L’intervalle de
confiance au niveau de confiance de 0,95 de cette proportion est environ
[0,399 ; 0,682]. Cet intervalle ne contient pas le pourcentage 70%, donc
les baremes ne conviennent pas.

E Maintenant, I’intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95 est en-
viron [0,454 ; 0,712]. Cet intervalle contient 70%, donc est acceptable.

m Espérance de vie | N |
Lycée Léonard de Vinci, Blanquefort

n L’intervalle de confiance au seuil de 0,95 était en 1980, pour les femmes,
environ [0,568 ; 0,632]. Celui des hommes était environ [0,498 ; 0,562].
Ces deux intervalles n’ayant pas de valeur commune, on peut dire qu’il
y avait une différence significative en 1980.

E L’intervalle de confiance au seuil de 0,95 est, en 2010, pour les femmes,
environ [0,568 ; 0,632] et pour les hommes [0,538 ; 0,602].
Cette fois-ci les intervalles ont une intersection non vide, donc on ne
peut pas dire, au seuil de 0,95, qu’il y ait une différence significative
entre les hommes et les femmes.

m N’oubliez pas la premiere ! | © foere |

Lycée Hoche, Versailles
n X suit la loi binomiale de parametres 1 000 et 0,35.

k
E F prend les 1 001 valeurs de la forme 1000’ ou k varie de 0 a 1 000, et

P((F= m) = P(X =k).

5 N 3N 5 a . b
a (a) D’apres le cours de premiere, F fluctue dans I’intervalle [m ; m],

ou a est le plus petit entier tel que P(X < a) > 0,025, et b le petit
entier tel que P(X < b) > 0,975.
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11 faut donc utiliser la table de la loi binomiale de parametres 1 000 /\
et 0,35.
G P(X <c¢) G P(X <o¢)
320 | 0,024 657 01 379 | 0,974 237 842
321 | 0,028 80571 380 | 0,977 921071 2
322 | 0,033516359 381 | 0,981 148 452 §

On trouve a = 321 et b = 380, donc F fluctue dans I’intervalle
[0,320; 0,380].

(b) En utilisant I’approximation par la loi normale, I’intervalle de fluc-
tuation d’une proportion de 0,35 dans un échantillon de 1 000 indi-

.

vidus est :
0,35 x 0,65 0,35 x 0,65 3
0,35—1,96x ————:035+1,96x ——| [
1 000 1 000 E
[
c’est-a-dire environ [0,320 4 ; 0,379 6]. Ce résultat est pratique- =

ment identique a celui obtenu avec la loi binomiale.

. Enoncé
E Sondages multiples = |
Lycée Virlogeux, Riom o
n En appliquant la formule du cours, E
I= Ty iy L g
SRRV S
et on obtient :
1 2 3
[0,428 ; 486] [0,450; 0,512] [0,469 ; 0,535]
4 5 6
[0,452;0,514] [0,438 ; 0,500] [0,501 ; 0,561]

E Lorsque I’intervalle de confiance contient des valeurs inférieures et supé-
rieures a 50%. Il n’est donc pas possible de se prononcer, avec un risque
inférieur a 5%, sur le fait que le candidat M atteindra ou non la majorité
absolue.

L’institut 1 peut annoncer que selon ses estimations, le candidat n’ob-
tiendra pas la majorité, alors que I’institut 6 peut affirmer le contraire !

a (a) On calcule le nombre total de réponses en faveur du vote pour le
candidat A :
1200 x 45,7+ ---+ 1100 x 53,1
100

Cela représente une proportion d’environ 48,4% des 6 370 per-
sonnes interrogées.

~ 3 085.
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(b) Un intervalle de confiance au seuil de 95% de cette proportion est :
[0,474 ; 0,499].

Avec I’ensemble des résultats, il semble donc que le candidat M
n’obtienne pas la majorité.

CORRIGES

m Un sujet complet ‘ep;gg;eé‘

Nouvelle-Calédonie

Partie A. Loi binomiale

n Les tirages pouvant étre considérés comme indépendants, on peut consi-
dérer qu’il y a répétition d’un schéma de Bernoulli 50 fois, la proba-
bilité de « succes » (plaque défectueuse) étant 0,02. Donc X suit la loi
B(50; 0,02).

El Ona: P(X =0)=(1-0,02)"~ 0,364 et
P(X =1 = () x0,02x (1-0,02)"" ~0,372.

Bl Ona:P(X=2) = (3) x 0,022 x 0,98 ~ 0,186 et
PX<2)=PX=0+PX=1)+P(X =2)~0,922.

B. Loi normale
n A la calculatrice, on trouve : P (548 < L < 552) =~ 0,954 5. Mais on
peut aussi utiliser le résultat du cours en remarquant que :
548 = u — 20 et 552 =pu+20,
et la valeur approchée de cet probabilité est 0,95.

n La probabilité que la piece soit conforme est 0,954 5 x 0,95, soit environ
0,907.

C. Intervalle de confiance
n Ona: p=0,94.

n En appliquant la formule du cours qui donne I’intervalle de confiance au
seuil de 0,95, on trouve :
0,94 x 0,06 0,94 x 0,06

I~ 0,94—1 o 0,94+ 1
l0,9 ,96 o 1 0.94+1.96 0

~ [0,893; 0,987].

Remarques

* Comme on ne connait pas p, on I’estime par la fréquence observée sur
I’échantillon.

* L’intervalle [p — ﬁ ;p+ ﬁ = [0,93; 0,95] convient aussi.
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Chapitre

16

Arithmétique
[spécialité)

1. Division Euclidienne

2. PGCD et algorithme d’Euclide

3. Nombres premiers entre eux, égalité de Bézout
4. Nombres premiers

&0 Division Euclidienne

Exercice type 1 Lycée Courbet, Belfort

n Calculer le reste de la division euclidienne de 1 000 par 37.

E En déduire que si n s’écrit 1 000 x u + v alors :
n est divisible par 37 <= u + v est divisible par 37.

Définition 1 (Diviseurs et multiples)

Soitn € Z et p un entier supérieur ou égal a 2. On dit que p divise n, et on écrit
p | n, si et seulement si il existe un entiera € Z tel que n = a x p.

On rencontre aussi les expressions : n est multiple de p, n est divisible par p.

Définition 2 (Congruence)

Soient n, m € Z et p un entier supérieur ou égal a 2. On dit que n est congru a
m modulo p,etonnote:n = m (p) si et seulement si n — m est divisible par

p-

Propriétés 1

Soient a, b, ¢, d, e € Z, et p un entier supérieur ou égal a 2. Alors :

a=b (p) a=e (p)
b=e (p) =< a+c=b+d (p)
c=d (p) a-c=b-d (p)
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Théoréme 1 (Division euclidienne)

Soitn € Z, et p un entier supérieur ou égal a 2.

Il existe un unique g € Z appelé quotient, et un unique entier r € [0 ; p — 1]
appelé reste, tels que :
n=pq-+r.

© Solution de Uexercice type 1 Lycée Courbet, Belfort

n Le quotient de la division de 1 000 par 37 vaut 27 et le reste vaut 1, en
d’autres termes :

1000=1 (37).

n Par la compatibilité des opérations avec la relation de congruence, nous
avons :
1000-u+v=u+v (37).

De cette relation, nous tirons 1’équivalence suivante :
1000-u+v=0 37) <utv=0 (37).

€3 PGCD et algorithme d’Euclide
Lycée Thiers, Marseille

Calculer le PGCD de 231 868 et de 8 190.

Théoreme 2 (Algorithme d"Euclide)

Soient a et b deux entiers strictement positifs. On pose Ag = a et Bp = b, on
définit par récurrence deux suites d’entiers A, et B, comme suit :

Apy1 = By, et B4 estle reste de la division de A, par B,,.

Soit ng le plus petit entier tel que By, soit nul. Alors, B,,—1 est le pged de a et
de b.
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@ Solution de Uexercice type 2 Lycée Thiers, Marseille

Mettons en place I’algorithme d’Euclide :

Ap =231
0 31868 Ao = 28 x Bg + 2 548
By =8190
Al =8190
! A1 =3 x By + 546
B =2548
Ay =254
2 548 Ay =4 x By + 364
B, =546
A3 =546 Az =1x B+ 182
By =364
(7]
Ay =364 (=]
A4 =2 x Bs+0.
{34 =182 i =
Ll
Donc E

pged(8 190,231 868) = 182.

(

3 Nombres premiers entre eux, égalité de Bézout

Exercice type 3 Lycée Sainte-Croix, Neuilly

On considere I’équation (E) : 12x —5y = 3 ou x et y sont des entiers relatifs.
Apres avoir vérifié que le couple (4 ; 9) est solution, résoudre 1’équation (E).

CORRIGES

(

4

Définition 3 (Entiers premiers entre eux)

Deux entiers strictement positifs m et n sont dits premiers entre eux lorsque
I’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

e pged(m,n) =1,

e Ilexiste deux entiersu etvtelsqueu -m +v-n =1 (égalité de Bézout).

Propriété 2

L’entier d est le pged de n et de m si et seulement si les entiers 7 et 7 sont
premiers entre eux.
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Théoréme 3 (Théoréme de Gauss)

Si un entier n divise le produit ab et si n et a sont premiers entre eux, alors n
divise b.

@ Solution de Uexercice type 3 Lycée Sainte-Croix, Neuilly

On vérifie que 12 x4 — 5 x 9 = 3.
Onadonc 12x — 5y =12 x4 —5 x 9.
Cette équation équivaut a :

12(x —4) =5(y —9).
12 divise 12(x — 4) donc 12 divise 5(y — 9). Or, 12 est premier avec 5 donc,
d’apres le théoreme de Gauss, 12 divise (y —9). Il existe donc un entier relatif
ktelque y — 9 = 12k soit y = 12k + 9.
En remplagant y par 12k + 9 dans I’équation initiale, on en déduit alors que
x =5k +4.
Réciproquement, tout couple (5k+4 ; 12k +9), ou k désigne un entier relatif
est solution de I’équation 12x — Sy = 3 puisque 12(5k+4) —5(12k+9) = 3.
Les solutions de I’équation (E) sont les couples (5k + 4 ; 12k + 9), ou k
désigne un entier relatif.

3 Nombres premiers

Exercice type 4 Lycée Chaptal, Paris

Soit n un entier positif, on définit :

o]
n — 5

Démontrer que si M,, est premier, alors n est premier.

Définition 4
On dit qu’un entier positif n différent de 1 est un nombre premier s’il vérifie
I’une des conditions équivalentes :

* L’ensemble des diviseurs positifs de n est A(n) = {1 ; n}, 1 et n étant distincts

e Soient p et g deux entiers positifs. Sin = pqg alors p = 1oug = 1.

* Tous les entiers compris entre 1 et n — 1 sont premiers avec .

406
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A\ ATTENTION

1 n’est pas un nombre premier.

Théoreme 4 (Euclide)

’ L’ensemble des nombres premiers est infini.

Théoreme 5 (Décomposition en facteurs premiers)

Pour tout entier n strictement plus grand que 1, il existe un unique k-uplet de
nombres premiers (p1 ;... ; pk), avec p; < --- < pj, et un unique k-uplet
d’entiers strictement positifs (a; ; ... ; ag) tel que :

—_ % Ak
n=p X-xph.

Propriété 3
Le PGCD de deux entiers est égal au produit de leurs facteurs premiers com-
muns affectés de leur plus petit exposant.

© Solution de Uexercice type 4 Lycée Chaptal, Paris

Supposons que n n’est pas premier. Il existe alors deux entiers p et g stricte-
ment supérieurs a 1 tels que M, puisse s’écrire :

=) GS)

M, = .

39 —1 3—-1

Les deux facteurs du produit sont des entiers : le premier est la somme des p
premiers termes de la suite géométrique de raison 37 et de premier terme 1 ;
le second est la somme des g premiers termes de la suite géométrique de
raison 3 et de premier terme 1. Ce sont donc dans les deux cas des sommes
d’entiers non nuls.

Comme M,, est premier, I’'un de ces facteurs est égal a 1. Ceci implique que
p = 1oug = 1, ce qui est contraire a I’hypothese, donc n est premier.

y

INTERROS

(

7

CORRIGES

(



INTERROS

408

ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 408 — #418

B v/# ivisibilité dans N < fomia| O

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Le nombre 8 775 possede 12 diviseurs.

E Pour tout entier naturel n, entier N = n°

— n est divisible par 30.
n L’équation 65x — 20y = 1 n’a pas de solutions dans Z?.

n L’entier 80 x 5% — 1 est multiple de 7.

EY vi= poco “ tomin| © st

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Si deux entiers naturels sont divisibles respectivement par 6 et 10, alors
leur PGCD est 2.

Soit a et b deux entiers naturels non nuls, s’il existe deux entiers relatifs
u et v tels que au + bv = 2, alors le PGCD de a et de b est 2.

Sin=1 (7) alors PGCD(3n + 4,4n +3) = 7.

Le PGCD de a et b est le plus grand diviseur de a + b qui ne soit pas
égalaa + b.

B v/  Nombres premiers  10min ep_cz;;isé‘

Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?

n Si p est premier, alors p> + 2 aussi.

n Si les entiers a et b sont premiers entre eux, alors a + b eta — b le sont
aussi.

n Si b est premier, alors pour tout entier naturel a non nul,
PGCD(a,b) = 1.

n Si p est premier, alors I’entier N = 37 — p est divisible par p.

Y vivisibilits o fomn O
Lycée Marie Curie, Sceaux

n Montrer que pour tout n entier positif, ona: 10" =1 (9).

E En déduire que si n s’écrit 10 x u + v, alors n est divisible par 9 si et
seulement si u + v est divisible par 9.

a En déduire un critere de divisibilité par 9.
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u Critere de divisibilité par 4 * 10 min‘ °pF§{g‘9é \
Lycée Arago, Perpignan

Montrer qu’un entier est divisible par 4 si et seulement si le nombre constitué
de ses deux derniers chiffres en base 10 est divisible par 4.

COURS

E Un algorithme * 5:]5min‘ Qp%rzigé ‘
Lycée Jean-de-La-Fontaine, Paris

On considere I’algorithme suivant :

Variables
n, u entiers
Entrée
Saisir la valeur de n
Traitement
u prend la valeur abs(n)
Tant que u > 11
u prend la valeur u - 11
Fin de Tant que
Sortie
Afficher u

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Fin

Qu’obtient-on si on exécute 1’algorithme avec n = 37?

CORRIGES

Que fait, de facon générale, cet algorithme ?

On exécute cet algorithme avec un entier naturel a et on obtient 3.

(

On I’exécute ensuite avec un entier naturel b et on obtient 5.
Qu’obtiendra-t-on si on I’exécute avec 3a + b ?

A-t-on le méme résultat si a et b sont des entiers relatifs de signes
contraires ?

ﬂ Equations diophantiennes * > 20min °p_°z1r;isé ‘
Lycée Jean Monod, Clamart

x =10 (23)

11 s’agit de résoudre le systeme (S) :
& . ysteme (5) {x —4 ()

n Déterminer un couple d’entiers (« ; B) solutionde : 23« + 78 = 1.

n En déduire un couple (1 ; vo) solution de I’équation ci-dessous, puis
résoudre completement cette équation :

23u — Tv = —6.
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n Démontrer que x est solution de (S) si et seulement s’il existe (u ; v)
23u —T7Tv = —6

x =104 23u

En déduire I’ensemble des solutions de (S).

couple d’entiers vérifiant : {

n Déterminer la plus petite solution entier naturel xo divisible par 16.

n Entiers premiers entre eux * 15 min‘ °p_°z1r5isé ‘

Lycée Masséna, Nice

Soit 7 un entier positif, montrer que 21 + 3 et n> 4 3n 4 2 sont premiers entre

eux.
z mgm . oL . c Py
n Décomposition en facteurs premiers * 10 mm‘ °p_ oriae \
Lycée Jules Haag, Besancon
Soit u et v deux entiers premiers entre eux, avec uv = n2.
Montrer que u et v sont eux-mémes des carrés.
W _mg EgEg 7 oL . c Py
m Divisibilité par 24 Aok - 20min © S |

Lycée Jean-Baptiste Say, Paris
n Quels sont les restes possibles de la division d’un nombre premier p

par4?
E Quels sont les restes possibles de la division d’un nombre premier p
par 6?
n En déduire que pour tout nombre premier p > 5, I'entier p> — 1 est
divisible par 24.
m Critere de divisibilité par 7 Xk D min °p_°§;{'9° |

Lycée Buffon, Paris
Soit a < 10 000. On peut I’écrire en base 10 :
a = azaxaiagy avec a; € [0;9].
Posons u = 2a3 + aj et v = 2as + ay.

Montrer que a est divisible par 7 si et seulement si 3u + v est divisible par 7.

m Chiffres des unités d’une puissance *x 5']5min‘ °ng;{'“° \
Lycée Montesquieu, Herblay
n Déterminer le plus petit entier naturel p non nul tel que 77 =1 (10).
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n Trouver le chiffre des unités dans I’écriture décimale de : /\
A =1997"999""",
m Nombres premiers * % {éo min‘ °ng;{‘“ \ 0
Lycée Masséna, Nice 8
Soit M,, = 1111...111, le nombre constitué en base 10 par n chiffres «1». ~
Montrer que si M,, est premier, n est premier.

BT Equationduseconddegrédans Z k% < ismil O s
Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

Soit p un nombre entier.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Trouver les couples (x ; y) tels que x> — y* = p.

E Equations diophantiennes etalgorithme ~ *% < 20min ‘ QPFZ;;i’é ‘
Lycée Hoche, Versailles

On considere I’équation :
(E) : Tx-=206y=1,

ou x et y désignent deux entiers relatifs.

CORRIGES

n Vérifier que (15 ; 4) est une solution de (E), puis résoudre 1’équation
(E).
n En déduire I’'unique entier a tel que :

0<a<25 e Ta=1 (26).

(

n Pour obtenir a, on a écrit I’algorithme suivant :

Initialisation

Affecter a p la valeur 0
Traitement

Tant que ...

Affecter a p la valeur p + 1

Fin Tant que
Sortie

Afficher p

Que doit-on écrire a la place des pointillés pour que 1’algorithme affiche
la valeur de I’entier a ?
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v
=
(- 1
'I! E C . . ;‘55 . | @ Corrigé
= ryptographie et algorithme & S mm‘ i \
- Lycée Charlemagne, Paris

Partie A

On considere I’algorithme suivant :

Variables
a est un entier naturel
b est un entier naturel
c est un entier naturel
Initialisation
c prend la valeur 0
Saisir la valeur de a
Saisir la valeur de b
Traitement
Tant que a > b
Affecter a c la valeur ¢ + 1
Affecter a a la valeur a - b
Fin de Tant que
Sortie
Afficher c
Afficher a

n Faire fonctionner cet algorithme avec @ = 13 et b = 4 en indiquant les
valeurs des variables a chaque étape.

E Que permet de calculer cet algorithme ?

Partie B

A chaque lettre de 1’alphabet, on associe, grice au tableau ci-dessous, un
nombre entier compris entre 0 et 25.

J| K| L | M
9 | 10| 11 | 12
W X |Y | Z
22 123 | 24| 25

A|B|C|D]|E]|F
0 1 2 3 4 5

N|O|P|[Q]|R{S
1314|1516 |17 | 18

B< oo =—

S|l <=

S E

On définit un procédé de codage de la fagon suivante :
« Etape 1 : A la lettre qu’on veut coder, on associe le nombre m correspon-
dant dans le tableau.

« Etape 2 : on calcule le reste de la division euclidienne de 9m + 5 par 26 et
on le note p.

« Etape 3 : au nombre p on associe la lettre correspondant dans le tableau.

n Coder la lettre U.
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ARITHMETIQUE (SPECIALITE) « CHAP. 16

n Modifier I’algorithme de la partie A pour qu’a une valeur m entrée par /\
I'utilisateur, il affiche la valeur de p, calculée a 1’aide du procédé de
codage précédent.
Partie C
2
n Trouver un nombre entier x tel que 9x = 1 (26). 8
n Démontrer alors I’équivalence : “
Im+p=p Q6)m=3p—15 (20).

n Décoder alors la lettre B.

m Nombre de diviseurs d’un entier *hkk 120 min‘ °p_°g;;‘9é ‘

Lycée Courbet, Belfort

E} Soit a un entier dont p{' - pi* est la décomposition en facteurs pre-
miers.

(72
Q
o=
[~
L
—
=

Montrer que le nombre de diviseurs positifs de a est (1 +ay) - - - (14ax).

E1 Supposons que a = 2"(2"*! — 1) avec 2! — 1 premier.
Montrer qu’alors la somme des diviseurs positifs de a vaut 2a.

2

CORRIGES

(
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EJ v# Divisibilité dans N | @ |

Faux. L’entier 8 775 possede 24 diviseurs. Pour calculer le nombre de
diviseurs de 8 775, on le décompose en produit de facteurs premiers :
8775 = 33 x 5% x 13. Le nombre de diviseurs de 8 775 est donc
N =4x3x2=24.

Voir corrigé de I’exercice 17 pour une justification de ce calcul.

Sinon il « suffit » d’écrire tous les diviseurs ... en faisant attention a ne
pas en oublier !

Vrai. Sin = 0oun = 1, alors N = 0 donc N est bien divisible par 5. Si
n > 1, on écrit N sous forme factorisée : N = n(n — 1)(n + 1)(n> + 1).
On remarque que le nombre n(n—1)(n+ 1) est le produit de trois entiers
consécutifs donc il est toujours pair et multiple de 3 donc divisible par
6. Il ne reste plus qu’a prouver que N est toujours multiple de 5 pour
pouvoir conclure.

* Sin = 5k, n est évidemment divisible par 5 ;

* Sin =5k+ 1aveck € N, alors n — 1 est multiple de 5 donc N aussi ;
* Sin =5k + 4 avec k € N, alors n 4 1 est multiple de 5 donc N aussi ;
e Sin=>5k+2aveck € N, alors n2 + 1 est multiple de 5 donc N aussi;
* Sin = 5k+ 3 avec k € N, alors n” + 1 est multiple de 5 donc N aussi.

On peut donc conclure que, pour tout entier naturel n, N est a la fois
divisible par 6 et par 5. Comme 5 et 6 sont premiers entre eux, il en
résulte que N est divisible par leur produit 30.

Vrai. En effet, 5 divise 65 et 20 donc il divise 65x — 20y. Or 5 ne divise
par 1 donc il n’existe pas d’entiers relatifs x et y tels que 65x —20y = 1.

Vrai. On a 5° = 15 625, donc 5° = 1 (7).

Or, 469 = 6 x 78 + 1. Donc 5% = (56)78 x 5. Par conséquent,
549 % 5=5 (7).

Or, 80 = 3 (7) donc 80 x 5% =1 (7).

Lentier 80 x 5%¢% — 1 est donc un multiple de 7.

E v/ PGCD eﬁﬁ’g" °é ‘

Faux. 12 est divisible par 6 et 20 est divisible par 10, mais le PGCD de
12 et 20 est 4.

Faux. On considere les entiers @ = 3 et b = 4. On prend u = 6 et
v = —4.On a alors au + bv = 2, alors que le PGCD de a et de b est 1.

Vrai. Comme n = 1 (7) alors il existe un entier k tel que n = 7k+1. On
aalors3n+4=21k+7=7C3k+1)etdn+3=28k+7 =74k + 1)
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donc les entiers 3n + 4 et 4n + 3 sont tous les deux divisibles par 7. Il /\
reste a prouver que 3k + 1 et 4k -+ 1 n’ont aucun diviseur commun.
On remarque que 4(3k + 1) — 3(4k + 1) = 1 donc, d’apres le théoreme
de Bézout, les entiers 3k + 1 et 4k + 1 sont premiers entre eux. Par suite,
on a bien PGCD(3n +4,4n + 3) =17.

n Faux. Le PGCD de a et b est bien un diviseur de a + b, mais ce n’est pas
toujours le plus grand diviseur propre. Pour a = 6 et b = 4, le PGCD
de a et b est 2, mais la somme a + b = 10 est divisible par 5.

COURS

.

bl

B v/F Nombres premiers p. 408

n Faux. 11 suffit de choisir p = 2. On a alors p> + 2 = 10. L’entier p est
bien premier mais p> + 2 ne est pas.

E Faux. Choisissons a = 17 et b = 15, les entiers a et b sont premiers
entre eux. Cependant, comme a +b = 32 eta — b = 2, les entiers a + b
et a — b ne sont pas premiers entre eux.

INTERROS

a Faux. Si a est multiple de b, par exemple a = 3b, alors :

PGCD(a,b) = b.
n Faux : contre exemple pour p = 2. Le nombre N = 7, n’est pas divisible
par 2. w
Ll
o
© Enoncé g==
Divisibilité 408 =]
: o

Lycée Marie Curie, Sceaux

n D’apres la compatibilité de la multiplication avec la congruence et comme
10=1 (9),ona:

10"=10x10x---x10=1x1x---x1=1 (9).
E 11 suffit de voir que I’on a :
0u+v=u+v ().

Donc I’'un des membres est congru a 0 modulo 9 si et seulement si I’autre
membre est congru a 0 modulo 9.

a Comme la relation de congruence est compatible avec la multiplication,

nous avons, pour tout entier n positif, la relation suivante :
10"=1 (9).
Ecrivons n = ag x 10° 4+ a; x 10 +a» x 10> + -+ + a, x 10" en
base 10, comme la relation de congruence est compatible avec I’addition,
nous obtenons
n=ao+a+a+---+a, 9.

Ainsi 9 divise n si et seulement si 9 divise la somme des chiffres qui
composent n en base 10.
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u Critere de divisibilité par 4 | S |
Lycée Arago, Perpignan

Ecrivons un entier n = anan_1ay—o ...ap en base 10. Posons en base 10,
m = ajap et p = apay—1 - ..as. Nous avons I’égalité n = 100p +m. Comme
100 = 0 (4), nous pouvons affirmer que n = m (4).

Ainsi 4 divise 7 si et seulement si 4 divise m.

. Enoncé
n Un algorithme et |
Lycée Jean-de-La-Fontaine, Paris
n °* u=37;u > 11, donc u prend comme nouvelle valeur 37 — 11 = 26;

* u > 11, donc u prend comme nouvelle valeur 26 — 11 = 15;
* u > 11, donc u prend comme nouvelle valeur 15 — 11 = 4;
* u < 11, donc on I’affiche. On obtient en sortie 4.

Cet algorithme donne le reste de la division euclidienne de la valeur
absolue de n par 11.

a et b sont égaux a leur valeur absolue puisque ce sont des entiers natu-
rels.

Le reste de la division euclidienne de a par 11 étant3,ona:a =3 (11).
Onademémeb =5 (11).
Par conséquent, en utilisant les propriétés de la congruence, on a :
3a+b=3x3+5 (11),
donc :
3a+b=14 (11)
Le reste est par conséquent 3, qui est la valeur obtenue en sortie.

n On n’aura pas le méme résultat car, si a et b sont de signes différents,
3a 4+ b # |3a| + |b].
Par exemple : supposons a = 36. Le reste de la division par 11 est bien
3.

Prenons b = —16; u prend alors la valeur 16, et le reste de la division
par 11 est bien 5.

On a3a + b = 92, et le reste de la division de 92 par 11 est 4.

4 . . . E ¢
n Equations diophantiennes | S |
Lycée Jean Monod, Clamart
n Appliquons 1I’algorithme d’Euclide :

23=T7Tx342
T=2x3+1.
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Alors,2 x3 =7 — 1. /\

Multiplions par 3 la premiere égalité :

23x3=7x94+2x3

=7x9+4+7—-1 o
=7x10—1. =
Q
Donc : «
23 x3—-7x10=-1,
d’ou : \/

23 x (=3)+7x10=1.

@ METHODE

Comme 23 et 7 sont premiers entre eux, le théoréeme de Bézout assure
I’existence d’un couple d’entiers («, ) tels que 23« + 78 = 1.

L algorithme d’Euclide permet ensuite de trouver un couple d’entiers
répondant a la question.

INTERROS

n Alors en multipliant par (—6) : 23 x 18 —7 x 60 = —6. Soit un couple
d’entiers (u ; v) vérifiant 23u — 7v = —6:
2u —Tv=—-6 < 23(u—18) —T7(v—60) =0
< 23(u — 18) =7(v — 60).

)
LA
=
e
o
=]
o

Or, 23 et 7 sont premiers entre eux, d’ou :

23u —Tv=—-6 <= 23| (v—60) et 7| (u—18)

v—60 u—18

23 7

< v=60+23m et u=18+7m avecm € Z.

et

Donc un couple vérifiant 1’égalité est, par exemple, celui obtenu pour
m = 0, soit (60 ; 18).

a Soit un entier x :

x=104+23u (u€Z)
10+23u=4 (7)
{x=10+23u (ue?

x solution de (S) < {

23u=—-6 (7)
x=104+23u (u€Z)
2u=—-6+7v (veZz
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4]
Ml
—
(- 1
(- 1
S
) x=104+23u (u€?)
x solution de (S) <—
u=18+7m (meZ) dapres|f)
= x =104+23(18 4+ 7m) = 424 + 161m
pour un certain m € Z.
m | 1| 23| 4|5 |6 | 7| 8
X 1712
746 | 907 | 1068 | 1229 | 1390 | 1551
=424 + 161m ‘ ‘ ‘ =16 x 107
La plus petite solution xq divisible par 16 est 1 712.
. . © Enoncé
n Entiers premiers entre eux p. 410 ‘
Lycée Masséna, Nice
Remarquons tout d’abord que :
n+3n+2=m+1)n+2)
et
2n+3=m+1)+ @n+2).
Or, si un entier d divise deux entiers a et b alors il divise toute combinaison
linéaire a coefficients entiers de ces deux entiers.
Posons a = 2n 43 etb = n* 4+ 3n + 2.
Soit d un diviseur commun a a et b.
Alors d divise 2b — (n + 1)a soit d divise n + 1.
Mais alors d divise aussi (2n + 3) — 2(n + 1) soit d divise 1. On en déduit
que d = 1. On peut alors conclure que le seul diviseur commun 2 n2 + 3n +2
et 2n 4 3 est 1, ce qui prouve que ces deux nombres sont premiers entre eux.
© METHODE

Pour montrer que deux entiers sont premiers entre eux, on dispose de

quatre méthodes :

* On utilise le théoreme de Bezout : deux entiers a et b sont premiers
entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que
au+bv =1.

* On désigne par d un diviseur commun aux deux entiers, puis, en uti-
lisant des combinaisons linéaires judicieusement choisies de ces deux
entiers, on montre que d = 1.

o)
~—
418
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—

* On montre, en le calculant (par exemple par 1’algorithme d’Euclide),
que le PGCD de ces deux entiers est égal a 1.

* On utilise un raisonnement par 1’absurde (on suppose que les deux en-

tiers ne sont pas premiers entre eux et on montre que ceci conduit a une (=
contradiction). g
()
a — . @ Enoncé
Décomposition en facteurs premiers i y

Lycée Jules Haag, Besancon

Considérons la décomposition de n en produit de facteurs premiers :

- . 3
— 1 k
n=p; X oo X Pk oz
. . . .. o=
ou pi, ..., px sont des nombres premiers deux a deux distincts et ay, ..., a E
sont des entiers naturels non nuls. =
On a alors :
2 24y 2ay
n“=pyt X x pt,
soit, comme n2 = uv :
2a; 2ay
uv = pl X -+ X pk
Comme pj, ..., px sont des nombres premiers, la décomposition de u et v en

produits de facteurs premiers est de la forme :

N | Ck
u=p' x---xpy

)
LA
=
e
o
=]
o

_ di dj.
vV=p; XX pg

ou ¢; = 0 dans le cas ou le facteur premier p; ne figure pas dans la décompo-
sition de u, ou ¢; = 2a; dans le cas contraire.

En effet, comme u et v sont premiers entre eux, ils ne peuvent avoir aucun
facteur premier en commun.

On ade méme d; = 0 ou d; = 2a;.

Dans tous les cas, pour tout entier i compris entre 1 et k, ¢; et d; sont pairs,
donc u et v sont des carrés.

B oivisibilité par 24 Rt

Lycée Jean-Baptiste Say, Paris

n Le reste ne peut étre 0, p serait divisible par 4 (ce qui n’est pas possible
puisque p est premier), le reste peut étre 1.

Si le reste est 2, p = 4k + 2 = 2(2k + 1). Ce nombre n’est premier que
si2k 4+ 1 =1,soitk =0;alors p = 2.
Enfin le reste peut étre 3.
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E Le reste ne peut étre 0, car alors p serait divisible par 6, il peut étre 1. Si

le reste est 2, p = 6k + 2 = 2(3k + 1). Ce nombre n’est premier que si
3k+1=1,soitsi k =0, et alors p = 2.
Si le reste est 3, p = 6k + 3 = 3(2k + 1) ; ce nombre n’est premier que
si2k+1 =1, soitsi k = 0, etalors p = 3. Le reste 4 n’est pas possible :
en effet si p = 6k + 4, p = 2(3k + 2) ; ce nombre ne peut étre premier
car il n’existe pas de valeur de k telle que 3k + 2 = 1. 5 est un reste
possible.

CORRIGES

B Soit p un nombre premier tel que p > 5.

Les restes possibles dans la division de p par 4 sont sont 1 ou 3 (question
n) et ceux de la division de p par 6 sont 1 ou 5 (question E).
On doit donc étudier quatre cas.

* Cas 1.
p=1 @4 et p=1 (6).
Il existe alors deux entiers naturels n; et ny tels que :
p=4n+1 et p=6ny+1.
On a donc :
dni+1=6ny + 1,
d’ou :
2n1 = 3712.
Comme 2 divise 3n; et est premier avec 3, il résulte du théoreme de
Gauss que n est pair.

Il existe donc un entier naturel k tel que ny = 2k.
On a alors :

p=12k+1 et p>—1=24(6k>+k),
ce qui montre que p> — 1 est divisible par 24.

e Cas 2.
p=3 @4 et p=5 (0).
Il existe alors deux entiers naturels 7 et nj tels que :
p=4n;+3 et p=06ny+5.
On a donc :
dny +3=6nr,+5,
d’ou :
2n1 =3ny + 1.

Par conséquent, 3n7 + 1 est pair, donc 3n, est impair.
L’entier n; étant alors impair, il existe un entier & tel que no, = 2k + 1.
On en déduit que :

p?—1=(12k+11)> =1 =24k + 1)(6k + 5) ,

ce qui montre que p> — 1 est divisible par 24.
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* On étudierait de méme le cas 3 : /\

p=1 @4 et p=5 (6)
etlecas4:
p=3 4 e p=1 (0).

COURS

m Critere de divisibilite par 7 \ ep.EZ'?ﬁ' i \

Lycée Buffon, Paris

.

Remarquons que :
10=3 (7), 100=2 (7) et 1000=6 (7).

Donc azazajag = ap+3aj +2az+6a3 (7), le membre de gauche est congru
a 0 si et seulement si le membre de droite I’est.

INTERROS

EZY chiffres des unités d’une puissance |
Lycée Montesquieu, Herblay

n On a successivement :

7=7 (10) 2=49=9 (10) g
P=7x9=3 (10 7*=7x3=1 (10) E
donc p = 4. 8

E Bien siir :

A=719""" (q0).
Notons 7 le reste de la division euclidienne de 1 9992 001 par4,ona:
A=7 (10).
Or, 1999 = 3 (4) donc il faut simplifier 3% %01 (4).
Comme 32 =9 =1 (4), il vient 32901 = 31 (4). Alors :

A=7 (10) donc A=3 (10).

Le chiffre des unités dans I’écriture décimale de A est 3.

EZ] Nombres premiers |
Lycée Masséna, Nice

Le nombre M,, est la somme des n premiers termes de la suite géométrique
de terme général :
10" —1
vV, =10", M, = 5
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Supposons que n = pg avec p et g deux entiers. Nous pouvons écrire la
décomposition en M, en deux facteurs :

(101"1 = 1) <10‘1 = 1)

M, = .

104 — 1 10—-1

Ces deux termes sont des entiers (sommes des premiers termes de suites géo-
métriques a termes entiers).

CORRIGES

Comme M, est premier, I’un de ces termes vaut 1, ce qui correspond a p = 1
ouag = 1. Donc n est premier.

m Equation du second degré dans 7, | © Eomee |

Lycée Guy de Maupassant, Fécamp

Factorisons le premier membre de 1’équation : p = (x + y)(x — y).
Comme p est un nombre premier, 1'un des deux facteurs est égal a 1 oua —1.

On a donc 4 possibilités :

* x+y=1,etalorsx —y = p;onadoncx =

étant un nombre premier. Les solutions sont les couples <— o=
p étant un nombre premier.

e x —y = letalorsx +y = p; les solutions sont alors les couples de la

(1 +p p—1
forme | —— ; ——
2 2
° x+y=—1,etalorsx —y = —p; les solutions sont alors les couples de

-p—1 p—1
la forme P —
2 2
e x—y=—l,etalorsx +y = —p et y = —x — p; les solutions sont alors

) , p étant un nombre premier.

) P étant un nombre pI’leCI’

les couples de la forme < ) p étant un nombre premier.

iyl

E Equations diophantiennes et algorithme p. 411

Lycée Hoche, Versailles

n 7 x 15 —26 x 4 = 1 donc le couple (15 ; 4) est solution.
On a donc :

Tx — 26y =1l
{7>< 15-26x4 =1
En soustrayant membre a membre, on obtient :
T(x —15)—26(y —4) =0,

Oou encore .
7(x — 15) = 26(y — 4).
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26 divise le produit 7(x — 15), et est premier avec 7, donc 26 divise /\
x — 15, et il existe k tel que x = 26k + 15.

En reportant dans 1’équation de départ, on a :
726k +15) — 26y =1,

soit :
26y = 182k + 104 ,

COURS

etdonc y = 7k + 4.

On vérifie que les couples (26k + 15 ; 7k + 4) sont bien solutions en
remplacant dans I’équation de départ :

T(26k + 15) — 26(7k +4) = 105 — 104 = 1.
Par conséquent, S = {(26k +15;4+7k), k € Z}.

.

E a est une de valeur possible pour x. On veut donc trouver k tel que
0 < 26k 4 16 < 25. La seule valeur possible est k = 0, et alors a = 15.

a La ligne incomplete est : « Tant que 7p — 1 n’est pas divisible par 26 ».

INTERROS

E Cryptographie et algorithme | N |
Lycée Charlemagne, Paris
Partie A

n * a > b donc ¢ prend la valeur 1 et a prend la valeura —b = 9;

)
LA
=
e
o
=]
o

* a > b donc c prend la valeur 2 et @ prend la valeur 9 — 4 =5

* a > b donc ¢ prend la valeur 3 et a prend la valeur 5 —4 = 1;

* a < b donc on sort de la boucle ;
e On affichec =3eta = 1.

E Cet algorithme donne le quotient (¢) et le reste (a) dans la division eu-
clidienne de a par b (la valeur initiale de a est perdue).

Partie B

n A «U» correspond m = 20. Alors,

9m +5 =185
=27x6+3,

donc p = 3, et la lettre correspondante est « D ».
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E Voici un algorithme qui convient :

CORRIGES

Variables
m est un entier naturel
a est un entier naturel
b est un entier naturel
Initialisation
c prend la valeur 0
Saisir la valeur de m
Traitement
Tant que 3m + 5 > 26
Affecter a c la valeur ¢ + 1
Affecter a m la valeur m - 26
Fin de Tant que
Sortie
Afficher m

Partie C
n «3»convientcar9 x 3 =27et27 =1 (26).
Bl 9x3=1(26)©9%x3xm=m (26)
& 309m) =m (26)
< 3(p—5=m (26) car9Im+5= p (26)
< 3p—15=m (26)
a «B » correspond au nombre 1, donc p = 1. Alors, 3p — 15 = —12, et
—12 =14 (26).
Donc la valeur de m est 14 et la lettre qui avait été encodée est O.

Rl

m Nombre de diviseurs d’un entier 0,413

Lycée Courbet, Belfort
n Un diviseur d positif de a s’écrit de fagon unique pill e p,f" avec pour
touti, 0 < d; < a;.
Il y a donc autant de diviseurs de a que de mots de longueur k que 1’on
peut écrire avec a; + 1 symboles a la place d;, cela fait donc
(1+4aj) - - - (1 4 ax) mots possibles. Ce qui revient a dire que le nombre
de diviseurs positifs de a est : (1 +a;) - - - (1 + ag).

E Notons P = 2"*! — 1. On applique le résultat ci-dessus et I’on trouve
qu’il y a exactement 2(n + 1) diviseurs de a que 1’on peut lister naive-
ment comme suit :

1,2,...2", P2P,...2"P.
La somme des diviseurs vaut donc :
A+P)Q"* -1 =2x2"2"*" - 1) = 2a.
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Chapitre

17

Matrices et suites
[Spécialité)

1. Matrices et opérations

2. Systemes linéaires

3. Marche aléatoire. Etude asymptotique
4. Suites de matrices

Exercice type 1 Lycée Charlemagne, Paris
. 2 4 1 0
n Soient A = (_1 _2> et h = <0 1).

(a) Calculer AZ.
(b) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel » non nul,
(Lh+ A" =1L +nA.

E Application.
. 3 4 .
(a) Soit M| = 1 1) Calculer, pour tout entier naturel n non

nul, la matrice M.

(b) Meéme question pour la matrice M = (:g 411)

&) Matrices et opérations

€X) Matrices

Définition 1

Soient m et n deux entiers naturels strictement positifs.

Une matrice de format (m,n) est un tableau a m lignes et n colonnes de nombres
réels appelés coefficients.

La position d’un coefficient est indiquée en indice : a;; est le coefficient qui se
trouve a I’intersection de la i¢ ligne et de la j¢ colonne.

Une matrice A dont les coefficients sont a;; est parfois notée (a;; ).
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€23 Matrices particulieres

Définition 2
Une matrice de format (n,n) est appelée matrice carrée d’ordre n.

Une matrice de format (m, 1) est appelée matrice colonne.
Une matrice de format (1,n) est appelée matrice ligne.

€E) Somme et produit par un réel

Soient A la matrice de format (m,n) de coefficients a;;, et B la matrice de format
(m,n) de coefficients b;;.

Définition 3

La somme A 4+ B des deux matrices A et B est la matrice C de format (m,n),
de coefficients ¢;; = a;j + b;;.

Le produit kA de la matrice A par un réel k est la matrice D de format (m,n) et
de coefficients d;; = ka;;.

€™ Produit de deux matrices

Définition 4

Soient n, m et p des entiers strictement positifs.

Soient A une matrice de format (m, p) et B une matrice de format (p,n).

Le produit A x B (aussi noté A B) est la matrice de format (m,n) dont le coeffi-
cient ¢;; est le produit terme a terme des coefficients de la i® ligne de A par les
coefficients de la j¢ligne de B :

Cij = ailblj + a,-zsz +--- a,-pbpj.
Le schéma suivant indique comment on obtient le coefficient c¢12 de la matrice

. 7 2 1 3 0
produltdeA_(3 4>parB_<_2 5 2).
( 1 3 0 )
-2 5 2

(7 2)--(--x-1-+2—><-(-2)----7-><-3ir+-2-><-5-----><-0+2><2 ) 1 ligne

3 4 3X1+4x(-2) 3x3+4x5 3x0+4x2
2¢ colonne
. 3 31 4
LeprodultAxBestalors( 5 29 8 )
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Propriété 1
Lorsqu’on fait le produit de deux matrices carrées d’ordre n, on obtient une
matrice carrée d’ordre n.
Lorsqu’on fait le produit d’une matrice carrée A d’ordre n avec une matrice
colonne P de format (n,1) on obtient une matrice colonne de format (n,1).

€5 Cas particulier des matrices carrées

Propriété 2
Le produit de deux matrices carrées de méme ordre est une opération associative

et distributive par rapport a I’addition.
Soient A, B et C trois matrices carrées de méme ordre, alors :

Ax(BxC)=(AxB)yxC
AxXx(B+C)=AxC+ A X B.

INTERROS

(

Définition 5
Soit A une matrice carrée. Pour tout nombre entier strictement positif on appelle

puissance n¢ de A et on note A” le produit de n matrices égales a A.
Al=A A’=AxA A"TT=AxA"=A"xA.

CORRIGES

Définition 6
La matrice carrée I, (parfois simplement notée /) dont tous les coefficients sont

nuls sauf ceux de la diagonale principale qui sont égaux a 1 est appelée matrice
identité d’ordre n.

(

Propriété 3
Pour toute matrice carrée d’ordren, A x I, = I, x A = A.

A ATTENTION

Alors que 1’addition de matrices carrées d’ordre n a les mémes propriétés que
I’addition des nombres réels, il n’en va pas de méme pour la multiplication.

En particulier :

Il existe des matrices carrées A et B telles que A x B # B x A (produit non
commutatif). Il existe des matrices carrées A, B et C non nulles telles que
A# BmaisAxC=BxC.
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€ Inverse d’une matrice carrée

Définition 7
On dit qu’une matrice carrée A d’ordre n est inversible quand il existe une
matrice carrée B d’ordre n telle que :
AxB=BxA=1,.

La matrice B s’appelle la matrice inverse de la matrice A et se note A~!.

Définition 8

Soit A = ( Z 2 ) une matrice carrée d’ordre 2.

Le déterminant de A est le nombre ad — bc.

Théoréme 1

S

c . . . .
d ) est inversible si et seulement si son

La matrice A d’ordre 2 égale a (

déterminant est non nul. |
.. d —c
Sa matrice inverse est alors : A~! = < ) .
ad —bc \ —=b a

@ Solution de Uexercice type 1 Lycée Charlemagne, Paris

s (2x2+4x(=1) 2x4+4x(=2)\_(0 0
b @ a _<—1x2—2><(—1) —1><4—2><(—1)>_(0 0)‘

(b) e Initialisation.
Pourn = 1, on a évidemment /> + A = I, + A. Donc la propriété
est vraie au rang 1.

 Hérédité.
Supposons que, pour un entier non nul k, (I» + A)* = I, + kA.
Montrons qu’alors :

(L+ A =L+ (k+1)A.
Ona:
(L + A = (L + A) (L + A
= (L + A) (I +kA)
=4kl x A+ Ax D +kA?
=hL+kA+A
=hL+ (k+ DA.
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@ Solution de Uexercice type 1 (suite) Lycée Charlemagne, Paris

On a donc bien, pour tout entier naturel #» non nul,
(L + A" = I, + nA.

E (a) Onremarque que M; = I + A. Donc d’apres la question m :

2n+1 4n )

M?=12+nA=( —n 1—2n

(b) Ici, M = I, + B avec B = <:g ;)

On peut constater facilement que B> = (8 8) .

Par conséquent, en s’inspirant du travail fait en m, ona:

a
n
= o=
(L+B)'=hL+nB, =
et donc : E
—3n+1 n ) =
no_ _

(

3 Systemes linéaires

Exercice type 2 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

n Ecrire le systeme suivant sous forme matricielle :

CORRIGES

(

x+2y—z =
3x+2y -2z =4
x—y+z =-2

n Résoudre le systeme a 1’aide de la calculatrice.
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EX) Ecriture matricielle d’un systeme linéaire

Définition 9
Un systeme de n équations linéaires a n inconnues, xj , x2, ... X, est de la

forme :
anxi +apxy + -+ appxy = by

axxi +axxy + -+ awmxy = b
An1X1 + apax2 + - - + appxy = by
On appelle matrice du systeme la matrice carrée A d’ordre n définie par :

ap a2 ... d
a21 a22 e a2n
A=

anl dp2 ... dpp

X1 by

x2 b2 . . . .

En posant X = . et B = . , on obtient 1’écriture matricielle du
Xn by,

systtme: A x X = B.

Propriété 4

Lorsque A est une matrice carrée, le systeme d’équations linéaires dont 1’écri-
ture matricielle est A x X = B, admet une solution unique si et seulement si A
est inversible.

La solution est alors X = A~! x B.

@ Solution de Uexercice type 2 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

n L’écriture matricielle du systeme est : A x X = B avec :

1 2 -1 X 1
A=[3 2 =2 , X=1yYy et B=| 4
1 -1 1 z -2
n La calculatrice donne det(A) = —5, donc la matrice est inversible.

AX=B& A 'AX=A""B& X=A""B.

0
La calculatrice donne X = | —1 | donc § = {(0; —1; =3)}.

-3



N ILTSM — v. 1.0 o
14 novembre 2014 — page 431 — #441

MATRICES ET SUITES (SPECIALITE) « CHAP. 17

E) Marche aléatoire. Etude asymptotique

Exercice type 3 Lycée Virlogeux, Riom

Voici un graphe probabiliste.
On considere dans 1’ordre les positions A, B et C.
L état probabiliste initial est Po = (0,3 0,4 0,3).

\‘%

03

INTERROS

Ecrire la matrice de transition A du graphe probabiliste.

(

A I’aide de la calculatrice, conjecturer 1’état probabiliste au bout d’un
grand nombre d’étapes.

7

CORRIGES

a On suppose que la suite des états probabilistes converge vers un état
stable. Le déterminer par le calcul.

(

EX) Marche aléatoire

Définition 10
Un processus aléatoire composé de N états, numérotés de 1 a N, est modé-
lisé par une marche aléatoire sur un graphe. La probabilité de passer a 1’état j
sachant qu’on est a I’état i est notée a;;. Cela définit une matrice A = (a;;)
appelée matrice de transition du graphe. La matrice A est carrée d’ordre N.
La matrice P, est la matrice ligne de format (1,N) dont le coefficient de la co-
lonne k est la probabilité d’étre dans 1’état k a la n® étape.
La suite (P,) vérifie la relation de récurrence P,+1 = P, x A avec Py qui est
donné par I’état initial.

Remarque : pour tout entier naturel n, les N coefficients de P, sont positifs et
leur somme est 1.

Pour tous entiers i et j compris entre 0 et N, les coefficients a;; sont compris
entre 0 et 1 et la somme des N coefficients de chaque ligne de A vaut 1.
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Remarque : dans certains contextes, les matrices d’état sont des matrices co-
lonnes. Dans ce cas, chaque coefficient (a;;) de la matrice de transition est la
probabilité de passer a I’état i sachant qu’on est a I’état j, et alors P11 = A X Py.
Pour tous entiers i et j compris entre 0 et N, les coefficients a;; sont compris
entre 0 et 1 et la somme des N coefficients de chaque colonne de A vaut 1.

EX) Etude asymptotique

Définition 11
Dire qu’une suite de matrices (U,) converge vers une matrice L de méme for-

mat signifie que les suites des coefficients de mémes indices des matrices U,
convergent vers le coefficient de mémes indices de la matrice L.

Propriété 5

La suite (P,) des états est définie par la relation de récurrence P,+1 = P, X A
et Pp est défini par I’état initial.

Donc, pour tout entier naturel n, on a P, = Py x A" (on pose par convention
A% = Iy).

Si la suite des états est une matrice colonne, on obtient P, = A" x P.

Pour étudier la convergence de la suite (P,), il suffit donc théoriquement d’étudier
la convergence de la suite des matrices A", ce qui n’est pas toujours aisé.

Définition 12

Dire qu’une matrice ligne S est un état stable du processus modélisable par une
marche aléatoire de matrice de transition A signifie que :

S=SxA (ou S = A x S pour les matrices colonnes).

Propriété 6
Lorsque la suite (P,) converge, elle converge vers un état stable du processus.

@ Solution de Uexercice type 3 Lycée Virlogeux, Riom

02 04 04
B a={07 01 02
0,1 06 03

E] Sioncalcule Py x A%, on obtient Pjg &~ (0,347 0,354 0,299). Si
on calcule Py, on obtient Pg ~ (0,347 0,354 0,299).
Donc 1I’état semble se stabiliser autour de ces valeurs.
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@ Solution de Uexercice type 3 (suite) Lycée Virlogeux, Riom

0 0 O
a Soit S 1’état stable. S vérifie S = SA, donc S x (I3 — A) = <O 0 O).
0 0 O

Ona: 0,8 —04 —04
IL—A=|-07 09 -02
-0,1 —-0,6 0,7
Posons S = (x y z).
0 0 O
Sx(I3—A)=|(0 0 O | conduitdonc au systeme :
0 0 O
0,8x — 0,7y — 0,1z =0

—0,4x + 0,9y — 0,6z =0
—0,4x — 0,2y +0,7z =0

INTERROS

On saitde plusquex +y +z = 1.
En remplacant z par 1 — x — y dans les deux premieres équations, on
obtient :

(

0,9x — 0,6y =0,1 9x —6y =1
0,2x + 1,5y =0.,6 2x + 15y =6

0
9x — 1 (T}
y= 6 oz
< 455 —5 S
2% + x2 —6 o
9x — 1
y = \/
PN 2
49x —5=12
17
F ==
49
N T
VT
Onad 1 44
nadoncz=1—-x—y=—.
¢ YT a7
On vérifie dans la troisieme équation du systeme :
17 52 44
—04x ——-—02x —+0,7x — =0.
49 147 147
L état stable est donc § = (H 5—2 ﬂ)
49 147 147

On peut vérifier que x ~ 0,347, y &~ 0,354 et z =~ 0,299. On retrouve
les valeurs approchées trouvées précédemment.
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3 Suites de matrices

Exercice type 4 Lycée Jean Moulin, Saint-Amand-Montrond

La suite de matrices colonnes (U,) est définie par la donnée de Uy et la

1 3 2 1
relation U,4+1 = AU, + B,avec:A=([1 0 —1 )etB=|[ -3
4 -2 1 5

Trouver I’état stable de la suite.

X Etat stable

On définit une suite (U,) de matrices colonnes de format (N, 1) par la relation de
récurrence U,4+1 = A x U, + B et le premier terme Uj.

Définition 13
Un état stable est une suite constante S qui vérifie la relation de récurrence,
c’est-a-dire S = A x S + B.

Propriété 7
Il existe un état stable S pour la relation de récurrence si et seulement si la
matrice (I — A) est inversibleet S = (I — A)~! x B.

En effet, si (I — A) est inversible,
S=AXxS+B << IxS—AxS=8B
<— (I-A)xS=8B
— S=({-A)""xB.

€®) Etude de la convergence de (U,,)

Remarque : la situation ressemble a celle rencontrée pour les suites réelles
arithmético-géomeétriques.

S’il existe un état stable S, on peut étudier la suite (V,) de terme général
V, = U, — S et montrer qu’ainsi on se ramene a une suite vérifiant la relation de
récurrence V41 = A X V.

Létude de la convergence de la suite (V,,) se fait alors en étudiant la convergence
des N suites des coefficients de A, x V.



N ILTSM — v. 1.0 o
14 novembre 2014 — page 435 — #445

MATRICES ET SUITES (SPECIALITE) « CHAP. 17

@ Solution de Uexercice type 4 Lycée Jean Moulin, Saint-Amand-Montrond

La matrice colonne S est un état stable de la suite si et seulement si :

S=AxS+B,
c’est-a-dire :

(I3 —A) xS =B.
Si la matrice est inversible, on aura alors :

S=(x—A"!xB.

La calculatrice nous permet de savoir que :

det(l3 — A) =8,
donc cette matrice est inversible.

On calcule alors, 2 la calculatrice, (I3 — A)~! x B, et on obtient comme état

stable :
0,625

S = 3,75
—6,125

[ INTERROS

CORRIGES

(
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(72
(—]
(- 4
i o
. S Corrigé
= n v/F  Matrice e '“'"‘ D, bhi ‘
Soient A, B et C des matrices.
Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?
n SiAxB=AxCalors B=C.
n Si on peut calculer A x B et B x A, alors A et B sont des matrices
carrées de méme ordre.
11
. 2 4 1 2 %
a SiA= (2 2),alorsA = (l l).
2 2
Bl (A+B)*»=A%>+24x B+ B>
: ao | @ Corrigé
n w/F Systemes - 10min| = ‘
Soient a, b et c des réels. On considere le systeme d’inconnues x, y et z :
2x +y=a
x—2z=>b
xX+y+z=c
Parmi les propositions suivantes, quelles sont celles qui sont exactes ?
2 1 0
n La matrice du systemeest | 1 —2 0
1 1 1
E Le systeéme admet un triplet unique solution quelles que soient les va-
leursde a, b et c.
a Si A est la matrice du systeme, alors la matrice des solutions est :
(a b c) x A7L.
Il Si P estsolution du systeme A x X = B et du systeme A’X = B’, alors
P est solution du systéme (A + A’) x X = B+ B'.
i 0 <ao | @ Corrigé
w/F Suite de matrices - tomin P
Soit (U,) une suite de matrices colonnes de format (N, 1), qui vérifie la rela-
tion de récurrence U, 41 = A x U,, + B.
n La matrice A est de format (1,N).
n La matrice B est de format (N, 1).
n La matrice A est inversible.
n La relation admet un état stable.
436
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o L “ tomin| © S ~

Une puce saute d’un sommet a I’autre d’un triangle. Arrivée a un sommet,
elle saute sur un des deux autres choisis au hasard.

Les sommets sont numérotés 1, 2 et 3. On considere X, la variable aléatoire
égale au numéro du sommet atteint au n° saut.

On note P, la matrice ligne (P(Xn =1 PX,=2) PX,= 3)).

La puce part du sommet 1.

COURS

n La matrice de transition du graphe associé a cette marche aléatoire est :

W= W= W=
W= W= W=
W= W= W=

Py=(0 0 0).
P=0 4 b

Apres un grand nombre de sauts, la puce a moins de chance de se retrou-
ver au sommet de départ qu’aux autres sommets.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

. oo Corrigé (]

B Encore un Vrai/Faux % comin O &

Lycée Hoche, Versailles E

Dire, pour chacune des propositions ci-dessous, si elles sont vraies ou fausses. 8
Justifier.

n Pour toutes matrices carrées A et B de méme ordre, on a :

A2 - B*>=(A+ B)(A—B).

(

n Soit A une matrice carrée d’ordre p et / la matrice identité d’ordre p.
Ona:A2—I’=UA—-DA+1).

n Soit A une matrice carrée d’ordre 2 telle que A = <g 8)
Alors la matrice A est nécessairement la matrice nulle.

n Soit @ un nombre réel et A la matrice carrée définie par A = <c11 clz)

La matrice A est inversible pour tout réel a.

x+z =-1
B Une écriture matricielle du systtme ¢ x —2y =0 est:
y+3z =1
1 0 1 X -1
1 =2 0 y|={(0
1 3 0 z 1
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(7]
Q
(- 1
(-
=
= n Soit A une matrice carrée d’ordre p inversible.
L]
Ona: A3 x A~ = A2,
R ) . .. ;‘1'5 .| @ Corrigé
Systemes d’équations linéaires * - 15min <
Lycée Virlogeux, Riom
Donner I’écriture matricielle de chacun des systémes suivants, puis les ré-
soudre en effectuant des calculs matricielles a la calculatrice.
y+z =1 2x —y+z =7
n Si i ¢x+z =1 n S sx+y—z =4
xty =1 4x+Ty+2z =0
z . AN . Corrigé
ﬂ Etats probabilistes K, &k - 20min °p_ T \
Lycée Charlemagne, Paris
Deux fabricants de parfums lancent simultanément leur nouveau produit qu’ils
appellent Aurore et Boréale.
Afin de promouvoir celui-ci, chacun organise une campagne de publicité.
L’un d’eux controle I’efficacité de sa campagne par des sondages hebdoma-
daires. Chaque semaine, il interroge les mémes personnes qui toutes se pro-
noncent en faveur de I’un de ces deux produits.
Au début de la campagne, 20% des personnes interrogées préferent Aurore
(et les autres préferent Boréale).
Les arguments publicitaires font évoluer cette répartition : 10% des personnes
interrogées préférant Aurore et 15% des personnes interrogées préférant Bo-
réale changent d’avis d’une semaine sur I’autre.
La semaine du début de campagne est notée semaine 0.
Pour tout entier naturel n, on désigne par la matrice ligne P, = (an bn)
I’état probabiliste la semaine 7, ol a,, désigne la probabilité qu’une personne
interrogée au hasard préfere Aurore la semaine n et b, la probabilité qu’une
personne choisie au hasard préfere Boréale la semaine n.
n (a) Donner la matrice Py.
(b) Cette situation peut étre assimilée a une marche aléatoire sur un
graphe a deux sommets.
Ecrire la matrice de transition M entre les états de cette marche
aléatoire.
E (a) Calculer P; ala main, en détaillant le calcul.
(b) Exprimer, pour tout n, P, en fonction de Py et n.
(¢) En déduire P4 a I’aide de la calculatrice (on donnera des valeurs
approchées au centieme) et interpréter ce résultat.
438
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a Que fait ’algorithme suivant ? /\

La matrice ligne P prend la valeur (0,2 0,8).
p1 prend la valeur 0,2
p2 prend la valeur 0,8

0,9 0,1 )

0,15 0,85

Le nombre entier Semaine prend la valeur 0

Tant que p; < p2 ou Semaine < 10 faire
P prend la valeur P x M
Semaine prend la valeur Semaine + 1

Fin de Tant que

Si Semaine < 10
Afficher : « le parfum Aurore sera préféré au parfum
Boréale aprés un nombre de semaine égale a : »
Afficher Semaine

Sinon
Afficher : « durant les dix premiéres semaines suivant
le début de la campagne, le parfum Aurore ne sera pas
préféré au parfum Boréale »

Fin si

La matrice carrée M prend la valeur (

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

n Le fabricant de parfum qui a lancé la campagne estime qu’en fait chaque
semaine seuls 80% des consommateurs voient leur comportement in-
fluencé comme décrit ci-dessus par la publicité. Les 20% restants choi-
sissent de fagon équiprobable un des deux parfums. On garde les nota-
tions des autres questions (P, et M)

CORRIGES

(a) Etablir, pour tout n > 0, une relation entre P, et P, faisant inter-
venir la matrice M et la matrice ligne N = (0,5 0,5).

(

(b) Si les conditions initiales sont celles du début du probleme, déter-
miner, a I’aide de la calculatrice, I’état probabiliste des choix de
parfums apres 4 semaines de publicité (arrondir les résultats au cen-
tieme).

u Suites et matrices %K - 25min °ng,{;‘” \
Lycée Charlemagne, Paris
On considere la suite «# définie par :

ug =3
up =38
Upt+2 = Supy1 —6u, , VneN.

n Calculer uy et us.

E Pour tout entier naturel n > 2, on souhaite calculer u,, a I’aide de I’algo-
rithme page suivante.
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Variables
a, b et ¢ des nombres réels
i et n sont des nombres entiers naturels supérieurs ou
égaux a 2
Initialisation
a prend la valeur 3
b prend la valeur 8
Traitement
Saisir n
Pour i allant de 2 a n faire
c prend la valeur a
a prend la valeur b
b prend la valeur ...
Fin de Pour
Sortie

Afficher b

(a) Recopier la ligne de cet algorithme qui comporte des pointillés et
la compléter.

(b) On obtient avec cet algorithme le tableau de valeurs suivant :

n 7 8 9 10 11
Up 4502 13 378 39878 119 122 | 356 342
n 12 13 14 15

Up 1066 978 3196 838 9582322 | 28730582

Quelle conjecture peut-on émettre sur la monotonie de la suite ?

. . u
Pour tout entier naturel n, on note C,, la matrice colonne ( ZH).
n

On note A la matrice carrée d’ordre 2 telle que, pour tout entier naturel
n, Chy1 = AG,.
Déterminer A et prouver que, pour tout entier naturel n, C,, = A" Cy.

. 2 3 2 0 -1 3
SmentP:(1 1),D:(O 3)etQ:(l _2).

(a) Calculer QP.
(b) Onadmetque A = PDQ.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n,
A" =PD"Q.
A T'aide des questions précédentes, on peut établir le résultat suivant,
qu’on admet : pour tout entier naturel » non nul,
A — (_2n+l + 3 3% 2n+1 — 2% 3n+1>
—2" 43" 3x2"—2x3"
En déduire une expression de #,, en fonction de n.
La suite u a-t-elle une limite ?
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n Suite de matrices * K ;:;:,.,mi,,‘ ep_ci’ZQi’é\ —

Lycée Notre-Dame-du-Grandchamp, Versailles

Dans un pays, deux opérateurs de téléphonie mobile AFR et BFM se par-
tagent le marché.

En 2005, AFR en contrdlait 80%, et BFM 20%. Mais la concurrence fait rage.
On a observé, dans les années suivantes, que d’une année sur 1’autre :

COURS

* 60% de la clientele de AFR lui reste fidele, tandis que 40% passent chez
BFM.

* 70% de la clientele de BFM lui reste fidele, tandis que 30% passe chez
AFR.

Ces proportions sont stables ; il n’y a pas de fuite de clientele vers des opéra-
teurs étrangers, et il n’y a pas d’abandon de consommation de ces produits.

Pour tout entier naturel n, on note respectivement a,, et b, les parts de marché
de AFR et BFM en I’année (2005 + n). Ainsi, ag = 0,8 et bg = 0,2.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

n Traduire 1’énoncé pour obtenir le systeme d’équations donnant a4 et
b,+1 en fonction de a, et b;,.

n On pose (U,) la suite de matrices colonnes telle que U, = (Z”),
n

(a) Traduire le systtme d’équations sous forme matricielle
Un+1 = AU,. Donner A.

(b) En déduire I’expression de U, en fonction de Uy.

CORRIGES

(c) A Tl'aide de la calculatrice, donner les parts de marché de AFR et
BEM en 2020.

(

a (a) De larelation a, + b, = 1, déterminer les matrices D et E telles
que : Uy41 = DU, + E, ou D est une matrice diagonale et £ une
matrice colonne.

(b) Déterminer la matrice colonne C telle C = DC + E.

(¢) On pose la suite de matrices (X,,) telle que pour tout entier naturel
n, X, =U,—C.
Montrer que X,,+1 = DX,,.

(d) En déduire I’expression de X, puis de U,, en fonction de n.

(e) Montrer alors que U converge vers C. Interpréter.

m Puissances d’une matrice *kk - 30min ep.ci’éﬁi’é\

Lycée Charlemagne, Paris

01 1
Soit la matrice définiepar A= | 1 0 1
1 10
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I est la matrice identité d’ordre 3.

(a) Calculer A2 et montrer que A2 =A+2I.
(b) En déduire A3 en fonction de A et de 1.

Pour tout entier n > 1, montrer par récurrence qu’il existe des réels u,
et v, telsque: A" = uy A 4+ v, 1.

On précisera la valeur de u; et vy et on exprimera u,y et v, en fonc-
tion de u,, et v,.

Ecrire un algorithme calculant et affichant, pour un entier n non nul
donné, les valeurs de u,, et v;,.

Déterminer la matrice carrée M d’ordre 2 telle que :
(un+1) — M x (un) )
Un+1 Un
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel #» non nul :
2" (2 1) (=D" ( 1 —1)
n _ 7
M_3<21+ 3 \—2 2/

. u u
On admet que, pour tout entier » non nul, <U") =M"1 x (vl) .
n 1

Calculer u, et v, en fonction de n et en déduire I’expression de A" pour
tout entier n non nul.

m Famille de matrices Kk k- 25min °p_°z;;‘sé\

Lycée Hoche, Versailles

Soit E I’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 de la forme A = <a b) s

b a

a et b étant deux réels.

Prouver que la somme de deux matrices de E est une matrice de E, de
méme que le produit.

A quelle condition une matrice de E est-elle inversible ?
Donner alors son inverse.

b =
Résoudre en étudiant tous les cas le systeme : ax +by “ dincon-
bx+ay =d
nues x et y.
(a) On pose M = (_11 i) Déterminer M L.

Calculer B=M"" x A x M.
Conjecturer I’expression de B”, n étant un entier naturel non nul.
Pour la suite, on admet la conjecture.
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(b) Prouver par récurrence que, pour tout entier naturel # non nul, /\
A"=M x B" x M~ !,
En déduire I’expression de A”.

B On suppose maintenant que A est une matrice de transition probabiliste.

(7¢)
[~
(a) Que peut-on en déduire poura et b ? g
(b) Que devient alors I’expression de A" ? ©
(¢) SiPy=(xo o) estlétatinitial, donner Py et P;.
(d) Quelest I’état P, ? Que devient P, pour n tres grand ?
(72
Q
(= 4
(-4
]
[
=
(7]
L
4
(=
(=
(=]
Q

(
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. Enoncé

n v/F  Matrice \ °p_2;’;'°° ‘
. 1 0 0 0 0 0

n Faux. Par exemple si A = (O 0), B = (0 1) & C = (1 0) alors

AB = AC = (8 8) mais B # C. Par contre cette implication est

vraie si A est inversible.

E Faux. Il suffit que A soit de format (m,n) et B de format (n,m) pour
qu’on puisse calculer les deux produits quels que soient les entiers posi-
tifs m et n.

a Faux. On applique la formule du cours pour calculer I’inverse de la ma-
trice carrée d’ordre 2. Le déterminantde A est 2 x 2 — 2 x 4 = —4.

Donc : X
A—1=i<2 _4)= 2 |
—4\-2 2 L 1)
2 2
n Faux. En appliquant la régle de distributivité de la multiplication par
rapport a ’addition, on obtient : (A + B)?> = A2+ AB + BA + B2
Mais comme la multiplication n’est pas commutative, AB + BA n’est

en général pas égal a 2AB.
5 Enoncé
E w/E  Systemes S|
0

=2
1

n Faux. La matrice associée est

—_— N
—_0 =

E Vrai. La calculatrice montre que la matrice associée est inversible, donc
que le systeme a une solution unique pour toutes valeurs données aux
constantes a, b et c.

a Faux. Dans un systeme linéaire, on utilise des matrices colonnes. La
a

matrice solution est alors A~ | &
c

n Vrai. Si P est solution de chacun des systemes, alors AP = B et
A'P = B.Or,(A+ A)P = AP + AP’ = B + B/, ce qui montre
que P est solutionde (A + A)X = B+ B'.

B v/F Suite de matrices \ epfzgzcé ‘

n Faux. La matrice A est carrée de format (N, N).

E Vrai. La matrice B a le méme format que U,,, donc est de format (V,1).
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a Faux. La matrice A pourrait &tre la matrice nulle (tous les coefficients /\
égaux a 0) qui n’est clairement pas inversible. Dans ce cas la suite (U,)
serait la suite constante égale a B.

n Faux. Si A est la matrice identité et les coefficients de B ne sont pas tous
nuls, alors la relation devient U, +; = U, + B. L’équation S = S + B
n’a pas de solution.

COURS

n v OCM4 ep_E'Z;;“é‘

0,5 Q
N
o =

0,5
Kﬁ’s/ 9

.

INTERROS

n Faux. La puce n’a le choix qu’entre deux directions a partir de chaque H]
sommet. -
o 11 =
2 2 o
_ | 1 1 o

M=15; 0 3

1 1
3 2 0

Faux. Py = (1 0 O).
Vrai. Py = Pp x M = (0 %)

Faux.SiS = (¢ b c) estun état stable du systeme, alors § = SM et
a, b et c sont solution du systeme :

=

2a=b+c
2b=a+c,aveca+b+c=1.
2c=a+b

Chaque équation étant obtenue a partir d’'une autre par permutation de
a, b, c, on voit que s’il y a des solutions, alors a = b = c. Donc I’état
stable correspond a 1’équiprobabilité des 3 positions. Si 1’état probabi-
liste converge, c’est vers 1’état stable, donc au bout d’un grand nombre
de sauts, la puce n’a donc pas plus de chance d’étre sur un sommet plutot
qu’un autre.
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u Encore un Vrai/Faux | S |
Lycée Hoche, Versailles

E} Faux. (A+ B)(A—B)=A?>— AB+ BA— B2
Mais en général, AB # B A, donc I’identité proposée est fausse.
Bl Vi (A-DA+D) = A2+ AT-TA-I* = A2+ A—A-T* = A2 I~
. -2 —4 2 0 0
a Faux. Par exemple, si A = < 1 ) ), A = (0 0).
n Faux. Le déterminant de A est a®> — 1, et il s’annule pour a = 1 et
a=—1.
1 0 1
B Faux. La matrice carréeest: | 1 —2 0
0o 1 3

n Vrai. Eneffet, A3 x Al = AZx Ax A1 = A2 x [ = A2,

@ Enoncé
‘ p. 438 ‘

E Systemes d’équations linéaires
Lycée Virlogeux, Riom
n L’ écriture matricielle de Sy est: A x X = B avec :
0 1 1
1 1 0

et B=

N =

X = A~! x B, etla calculatrice donne :
S ={(0.5:05:05)}.

n L’ écriture matricielle de S> est A x X = B avec :

2 -1 1 x 7
A=(1 1 =1 , X=1y et B=|[4
4 7 2 z 0

X =A"!x%xB.

A la calculatrice, on obtient :
S_{(ll_ 14 17)}
W3’ 9 9/J)

ﬂ Etats probabilistes \ﬂ_‘zg;‘é\
Lycée Charlemagne, Paris
B @ r=(02 08).

0,9 0,1
(b) M_<0,15 0,85)'
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E (@ Pil=PyxM=(02x09+08x0,15 0,2x0,14+0,8x 0,85) /\
= (0,3 0,7).
(b) P,=PyxM".
(¢) Py=PyxM*~ (0,47 0,53).
Au bout de 4 semaines, la probabilité qu'une personne interrogée

préfere le parfum Aurore est environ 0,47, et la probabilité qu’elle
préfere Boréale est environ 0,53.

COURS

a Cet algorithme détermine au bout de combien de semaines la probabi-
lité que le parfum Aurore soit préféré par une personne prise au hasard
devient supérieure ou égale a celle que la personne préfere Boréale, si
cela arrive avant la dixieéme semaine.

B @ P =08xP,xM+02xN.
(b) On obtient successivement :
e P = (0,34 0,66) ;
e P = (0,424 0,576) ;
e P53 = (0,4744 0,525 6) ;
o Py (0,50 0,50).

.

INTERROS

s

u Suites et matrices \ﬂ_‘%’;“é\
Lycée Charlemagne, Paris
E} Onobtient: u; =22 etus = 62.

)
LA
=
e
o
=]
o

E (a) On veut obtenir u,4 a partir des termes précédents qui s’ appellent
ici : a pour u,4+1 et ¢ pour u,. Donc la ligne complétée de 1’algo-
rithme est : «b prend la valeur 5a-6c ».

(b) La suite semble croissante (et semble tendre vers +00).
5 —6
B A= .
1 0
Le résultat est assez €vident, mais par rigueur on peut faire une récur-
rence.

* La propriété est évidemment vraie au rang 0.

* Supposons la propriété vraie au rang k, c’est-a-dire Cy = A¥Cy.
Ona Ck+l = ACk, donc Ck+1 = A X AkC() — Ak+lC0,

On a montré que la propriété est vraie au rang 0, et que, si elle est vraie
a un rang k quelconque, elle est aussi vraie au rang k + 1, elle est donc
vraie pour tout 7.

n (a) QP = <(1) (1)) = [,. Cela signifie que Q est I’inverse de P.
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(b) * Initialisation: A! = PDQ : ¢’estce qu’on admet d’aprés I’énoncé
donc la propriété est vraie au rang 1.

CORRIGES

e Hérédité : supposons la propriété vraie a un rang k supérieur ou
égal a 1, c’est-a-dire : AK = PD*Q.

AL = A x AF
= PDQ x PDFQ
= PD x (QP) x D*Q
=PxDkaxQ car QP =1,
=Px D' xQ
Donc pour tout n, A" = PD" Q.
B D’apres ce qui précede on a :

n 0
2

0
montre aisément par récurrence).

0 . R . p
De plus, D" = < 3,1) (si vous n’€tes pas convaincus, cela se dé-

On peut en déduire A", dont seuls deux termes nous intéressent. On en
déduit donc en effectuant partiellement le produit matriciel :

up, = 8(=2"+3"+33x2"—-2x3n) =2"+2x3".

2 et 3 étant supérieursa 1, lim 2" = lim 3" = +o0.

li
n—+00 n—+00
Par conséquent, la suite diverge vers +oo.

BY suite de matrices S
Lycée Notre-Dame-du-Grandchamp, Versailles

n D’apres I’énoncé, on a :

an+1 = 0,6a, + 0,3b,
bp+1 = 0,4a, + 0,7b,

Bl @ Ona:U,; =AU, avec A = <0,6 0,3>.

0,4 0,7

Remarque : ceci differe de la présentation du cours, ou on avait
plutot U, +1 = U, A. 1l faut savoir s’adapter !

(b) Onadonc: U, = A"Uj.

(¢) On obtient alors Ujs ~ <O’43).

0,57

448
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n (a) En utilisant a,, + b, = 1, on obtient : /\
an+1 = 0,6a, + 0,3b, ap41 = 0,6a, +0,3(1 — ay,)
bp+1 = 0,4a, + 0,7b, bp+1 = 0,4(1 — b,) +0,7b,
o al’l+1 = Oa3al’l + 093 2
bug1 = 0,3b,, + 0,4 =
(& )
Donc,
an+1) _ (03 0 ) (an> <0,3>
<bn+1> - ( 0 03)\b) T \o4) N
On a donc :

03 0 (0,3
D‘(o 0,3> ot E‘<0,4>'
(b) On pose C = <Z>
a 0,3a 0,3
c=pc+E(5)=(02)+ (7).
3
Onadonc:a = 0,3a+0,3etb = 0,3b+ 0,4, donca = = et

).

Xn+l = Un+1 =C

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o

4
b=5,etdoncC= (

N Qe

(¢) Ona:

— DU, +E—C
— DU, — DC
= DU, — O)
— DX,.

(d) Par analogie avec les suites géométriques, on a donc :

13
03 o0 \[( 2
Xn — DnXO = ( 0 0,3n) ( 13)

35
0,8
Xo=Up—-C= <0,2> - (

)- ()

car :

Qb e
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CORRIGES

(e)

On a ensuite :
Uy =X, + C

0,3" 0
35
B x03"+3
\-Bxosn+4)
0,3 est strictement compris entre —1 et 1, donc liT 0,3" =0.
n—-—+0o

):c.

Ceci signifie qu’au bout d’un grand nombre d’années, le marché va
se stabiliser, AFR ayant 3 parts sur 7 et BFEM 4 parts sur 7.

U)l»—a
—_ Nl
Qb e

On peut donc en conclure que lim U, = (
n——+0o00

Qb W

© Enoncé ‘

m Puissances d’une matrice p. 41

Lycée Charlemagne, Paris

2 1

1
B @ A2=|1 21
1 2

1

A42I =

|
!

= A2,

— =N == O

—_—N) = = O =

N == O ==
_|_

S O

(== \S )

N OO

b) AP=AxA?

= Ax (A+2I)
= A2 +2A1
=A+2I+2A =3A+2I.

E o Initialisation :ona A’ = A = 14 + 0.

* Supposons qu’a un rang k, AK = u; A + vi 1.

450

Ak+1 — A X Ak
= A(urA + vel)
= ukA2 + v Al
=ur(A+2I)+ v A
= (ug + v)A + 2uyl.
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MATRICES ET SUITES (SPECIALITE) « CHAP. 17

Il existe donc bien deux réels uy1 et vgy1 tels que : /\

A = A4 v

Donc pour tout entier naturel n non nul, A” = u, A 4+ v, I, et d’apres ce
qui précede on a :

COURS

Upt+] = Uy + Uy et Unt1 = 2up.

H Voici un algorithme possible :

.

Entrée
Saisir la valeur de n
Initialisation
u prend la valeur 1
v prend la valeur 0
Traitement
Pour i allant de 2 a n
c prend la valeur u + v
v prend la valeur 2u
u prend la valeur c
Fin de Pour
Sortie
Afficher u et v

a (n)=6 o))

H e Initialisation :

INTERROS

s

)
LA
=
e
o
=]
o

Il Il
< \/\W“\i

DN =
O -
N—

Ainsi, I’égalité est vraie au rang 1.

e Hérédité : Supposons que, pour un rang k,

36

Alors,
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("¢ ]
RAd
4
(- 4
(- 4
Q
= MM = MF x M
2% <2 1) (1 > =1 ( —1) <1 1)
= T = X
3 \2 1 2 0 3 -2 2 2 0
_2_k<4 2>+ (—DF (—1 1 )
3 \4 2 3 2 =2
i (2 ) (— 1)" . (1 _1>
-3 \2 1 =D 2
2kt (2 1) (—1)"+1 < 1 —1)
=3 L )T 3 \2 2
. 2" 12 1) (=" < 1 —1)
. n_ =
Donc on a bien pour toutn : M" = 3 (2 1 ol 3 2 9 )
B (u) _ [2r! <2 1) N (=t < 1 —1> <1)
va/) 2 1 3 -2 2 0
on 2n71 (_l)n—l (_l)n
_[3 3 <1> o 3 3 <1>
2_ 2n71 0 2(_1)" 2(_1)"71 0
3 3 3 3
% ( l)n 1
- l) + 2( 1)”
3
- ZT +( l)n 1
2 el
On adonc A =<?+%)A+( + 20" 1))1.
. - Enoncé
m Famille de matrices | Ny |
Lycée Hoche, Versailles
/ /
n Soient A = <a b) et A = <a/ b,) deux matrices de E.
b a b a
. ,  (a+d b+b/>
A A= <b+b’ a+a
Les éléments situés sur la méme diagonale sont égaux, donc A + A’
est bien une matrice de E.
. , _ (aa’ +bb ab +ba/>
A A= (a’b—}—b/a aa' +bb')’
Les éléments situés sur la méme diagonale sont égaux, donc A x A’
est une matrice de E.
Le déterminant de A est a> — b2. Donc la matrice est inversible si b est
différent de a et de —a.
452



M Famille de matrices — v. 1.0 N
14 novembre 2014 — page 453 — #463

MATRICES ET SUITES (SPECIALITE) « CHAP. 17

Posons A~! = <‘lg il) On doit avoir : /\
(o) =<C 5)=0 ")
b a i j)\0 1/)°
On obtient donc le systeme : 2
ag +bi =1 =
ah+bj =0 “
bg+ai =0
bh+aj =1 Ny
h
De la deuxieme équation, on tire j = —%, et en reportant dans la
quatrieme : g
[ 4
a’h h(b? — a?) o
bh——=1& ———=1 o
b b 'E
b —
& h= 2
On obtient alors :
. —ab . a
TTh0 =) T 2 o
Ll
o o bg =
De la troisieme équation, on tire i = ——, et en reportant dans la pre- =
a
miere équation : g
(3]
b2 2 b2
ag — - QR {Catnl ) =1
a a
_a
©8=—3—7
Et finalement,
—ba b

'= a(a? —b?) 2 _a

a b
_ 2_p2 b2—_q2
DoncA1=<ab a).

a
b2—a? a2-p2

Remarque : cette matrice est aussi un élément de E.

a * Si la matrice est inversible, c’est-a-dire si a> # b2, on peut résoudre
de facon matricielle le systtme : AX = B & X = A~ B.
On obtient donc ici :

0-(2 =)0

b2—a?  a’-b
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CORRIGES

ac—bd ad—bc
Donc § = b2 a2 .

ax +ay=c

* Sia = b, le systeme devient :
ax +ay=d

Plusieurs cas se présentent :

— sic =d,etsia # 0, le systtme a une infinité de solutions.

S:{(x;g—x) ,xeR}.
a
—sic=d=0etsia=0,S =R2

—sic=d #0etsia=0,5 =02.
—>sic#d,S=0.

ax —ay =c

* Sib = —a, le systeme devient :
—ax +ay=d

La encore, il y a plusieurs cas :

— sic = —d eta # 0, le systeme a une infinité de solutions.

s={(xix-S) .xem).

—sic=—-d=0eta=0, onestdansuncasdéjévu.S=R2.
—sic=—-d #0etsia=0,S =02.
—>sic#—d,S=03.

4 6V A la calculatrice : M~ ! = (

a—>b 0
BZ(() a+»'

On peut conjecturer que B" = <

IS ST
D=

D=
\_/

(a—b)" 0 )
0 (a+b)")"
(On peut calculer B? et B> pour s’en convaincre).
(b) * Initialisation:ona B = M~! x A x M, donc :
MxB=MxM'xAxM=AxM
et enfin :
MxBxM'=AxMxM'=A.
» Hérédité : supposons que, pour k entier naturel non nul,
AR =M x BF x M~
AR Z A AF
=MxBxM ' xMxB*xMm™!
=M x Bx Bx M~!
=M x B x M1,

454
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MATRICES ET SUITES (SPECIALITE) « CHAP. 17

Donc pour tout entier naturel z non nul, A” = M x B" x M~ /\
On a donc :
(a—b)" (a+ b)")
n_
M B = (—(a—b)" @+b))

s N, m

d’ou: 1 g
a _

M x B" xM F—3

=A" o

l@=b0"+@+b"] —j[-@=b"+@+b)]
- (—% [@=b"+@+b)"]  5[(@=b)"+(@+b)"] )
B (@) Onaicia+b=1,donchb=1—a.
(b) A" s’écrit donc uniquement en fonction de a et de n :
v (%[(Za—l)”-i-l] %[—(Za—l)”-l-l])‘
J[-Qa—-D"+1] §[Qa—D"+1]
(¢) » Pl=Pyx A= (axo + byo bxo —I—ayo).

.

INTERROS

e PL=P  xA
= (xo(a* + ab) + yo(ab + b*) xo(ab + b*) + yo(a* + ab)) .
(d) P, = PyA"

= (%xo [(@a—D"+1] + %yo [—@Qa— D" +1]

)
LA
=
e
o
=]
o

1 1

%0 [-Qa—D"+1] + 70 [2a — D" +1]).
a est une probabilité donc 0 < a < 1 (il ne peut y avoir égalité
avec 0 ou 1 car sinon il n’y aurait pas de transition).

Onadonc—1 <2a—1<1.
Par conséquent, lim (2a — 1)" = 0 et donc,
n—400

. 1 1
lim Pn = <§x0 Eyo) o



ILTSM — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 456 — #466



ILTSM — v. 1.0 o
14 novembre 2014 — page 457 — #467

Bac Blanc

¥ Baccalauréat blanc

Exercice 1 (Polynésie, 2013) *ok Csomin | OO
Commun a tous les candidats — 4 points

Corrigé ‘

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Aucune justification n’est
demandée. Pour chacune des questions, une seule des quatre propositions est
exacte. Chaque réponse correcte rapporte 1 point. Une réponse erronée ou
une absence de réponse n’enléve pas de point. Le candidat indiquera sur la
copie le numéro de la question et la réponse choisie.

. iz _iz . <1
n Soient 71 = «/ge‘aZ etzy = V2e715 . 1a forme exponentielle de i— est :
22

[@ V3 B] ViZe iz [g] V3e T [d] V3e'™
E L’équation —z = 7 d’inconnue complexe z, admet :

[a] une solution

[b] deux solutions

[c] une infinité de solutions dont les points images dans le plan com-
plexe sont situés sur une droite.

[d] une infinité de solutions dont les points images dans le plan com-
plexe sont situés sur un cercle.

Dans un repere de I’espace, on considere les trois points A(1 ;2 ; 3),
B(—1;5;4)et C(—1;0;4). Ladroite parallele a la droite (AB) pas-
sant par le point C a pour représentation paramétrique :

x=-2t—1 x=-1
[a] v =3t ,teR b]<y=7r ,teR
z=t+4 z=Tt+4
x=—-1-2¢ x =2t
[€]Sy=5+3¢ ,teR M<y=-3 ,reR
z=4+41t z=—t

n Dans un repere orthonormé de 1’espace, on considere le plan P passant
par le point D(—1; 2 ; 3) et de vecteur normal 72(3 ; —5 ; 1), et la droite

x=t—2
A de représentation paramétrique : { y = + 3 ,teR
z=2t+5
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[a] La droite A est perpendiculaire au plan P.
[b] La droite A est parallgle au plan P et n’a pas de point commun avec
le plan P
[c] La droite A et le plan P sont sécants.
[d] La droite A est incluse dans le plan P.
Corrigé ‘

Exercice 2 (Antilles-Guyane, 2013)  *xx 5 6omin | S8
Commun a tous les candidats — 6 points

Dans tout ce qui suit, m désigne un nombre réel quelconque.

Partie A

Soit f la fonction définie et dérivable sur I’ensemble des nombres réels R
telle que :
f(x) = (x+ De".

n Calculer la limite de f en 400 et —oo.

E On note ' la fonction dérivée de la fonction f sur R.
Démontrer que pour tout réel x, f'(x) = (x + 2)e*.

a Dresser le tableau de variation de f sur R.

Partie B

On définit la fonction g, sur par :

X

gm@)=x+1—-—me™",
et on note C,, la courbe de la fonction g, dans un repere (O ;7,J) du plan.

n (a) Démontrer que g, (x) = 0 si et seulement si f(x) = m.
(b) Déduire de la partie A sans justification, le nombre de points d’in-

tersection de la courbe C,, avec 1’axe des abscisses en fonction du
réel m.

E On a représenté en annexe (voir page suivante) les courbes Cp, Ce et C_¢

(obtenues en prenant respectivement pour m les valeurs 0, e et —e).

En justifiant, identifier chacune de ces courbes.

Etudier la position de la courbe C,, par rapport a la droite d’équation

y = x + 1 suivant les valeurs du réel m.

(a) On appelle 2, la partie du plan comprise entre les courbes Ce, C—e,
I’axe (Oy) et la droite d’équation x = 2. Hachurer %, sur la figure
précédente. (a rendre avec la copie)

(b) Dans cette question, a désigne un réel positif, 7, la partie du plan
comprise entre Ce, C_e, I’axe (Oy) et la droite d’équation x = a.
On désigne par <7 (a) I’aire de cette partie du plan, exprimée en
unités d’aire.
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Démontrer que pour tout réel a positif : o7 (a) = 2e — 2e! 4.

En déduire la limite de <7 (a) quand a tend vers +o0.

lité — 5 points

écia

3

Candidats N'AYANT PAS SUIVI Uenseignement de sp

Exercice 3 (Liban, 2013)

.

finie pour tout entier naturel n par :

On considere la suite numérique (v,) dé

=6—vn'

Un+1

Partie A

n On souhaite écrire un algorithme affichant, pour un entier naturel n

donné, tous les termes de la suite, du rang 0 au rang n.

Parmi les trois algorithmes suivants, un seul convient. Préciser lequel en

justifiant la réponse.

459
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Algorithme 1. Algorithme 2. Algorithme 3.
Variables Variables Variables
v est un réel v est un réel v est un réel

i et n sont des
entiers naturels
Début de l'algorithme
Lire n
v prend la valeur 1
Pouriallantde 1an
Faire
v prend la valeur %
Fin pour
Afficher v
Fin algorithme

i et n sont des
entiers naturels
Début de l'algorithme
Lire n
Pouriallantde 1an
Faire
v prend la valeur 1
Afficher v
v prend la valeur %
Fin pour
Fin algorithme

i et n sont des
entiers naturels
Début de l'algorithme
Lire n
v prend la valeur 1
Pouriallantde 1an
Faire
Afficher v
v prend la valeur %
Fin pour
Afficher v

Fin algorithme

E Pour n = 10, on obtient I’affichage suivant :

| 1] 1.800 | 2,143 [ 2.333 | 2455 | 2,538 | 2,600 | 2.647 | 2.684 | 2714 |

Pour n = 100, les derniers termes affichés sont :

[ 2967 | 2,968 | 2,968 | 2,968 [ 2.969 | 2,969 | 2,969 | 2,970 | 2,970 [ 2,970 |

Quelles conjectures peut-on émettre concernant la suite (v,) ?

a (a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,
0<v, <3.

(b) Démontrer que, pour tout entier naturel n,
(3 —wn)?
Un+1 — Un = m
La suite (v;) est-elle monotone ?

(c) Démontrer que la suite (v,,) est convergente.

Partie B : Recherche de la limite de la suite (v,,)

1
v —3°

On considere la suite (w,) définie pour tout n entier naturel par w, =

o . . 1
n Démontrer que (w,) est une suite arithmétique de raison — 3

E En déduire I’expression de w,, puis celle de v, en fonction de .

a Déterminer la limite de la suite (vy,).

460
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Corrigé ‘

Exercice 4 (Asie, 2013) *kk - 0min \ o
Candidats AYANT SUIVI Uenseignement de spécialité — 5 points

Un logiciel permet de transformer un élément rectangulaire d’une photogra-
phie.

Ainsi, le rectangle initial O E FG est transformé en un rectangle OE'F'G/,
appelé image de OEFG.

L’objet de cet exercice est d’étudier le rectangle obtenu apres plusieurs trans-
formations successives.

Partie A

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O ; 7, 7).

Les points E, F et G ont pour coordonnées respectives (2 ;2), (—1 ;5) et
(=3;3).

La transformation du logiciel associe a tout point M (x ; y) du plan le point
M'(x"; y’) image du point M tel que :

X = %x + % y

y = %x + %y

n Calculer les coordonnées des points E’, F’ et G’ images des points E,
F et G par cette transformation.

E Comparer les longueurs OE et OE’ d’une part, OG et OG’ d’autre
part.

/!
a Donner la matrice carrée d’ordre 2, notée A telle que : (;C] ,) =A (;i)

Partie B

Dans cette partie, on étudie les coordonnées des images successives du som-
met F du rectangle O E F G lorsqu’on applique plusieurs fois la transforma-
tion du logiciel.
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n On considere I’algorithme suivant destiné a afficher les coordonnées de
ces images successives.
Une erreur a été commise.
Modifier cet algorithme pour qu’il permette d’afficher ces coordonnées.

Entrée
Saisir un entier naturel non nul N
Initialisation
Affecter a x la valeur -1
Affecter a y la valeur 5
Traitement
Pour i allant de 1 a N
Affecter a a la valeur §x+ %y
Affecter a b la valeur %x—i— %y
Affecter a x la valeur a
Affecter a y la valeur b
Fin pour
Sortie
Afficher x , afficher y.

E On a obtenu le tableau suivant :
il 1| 2 3 4 5 10 15
x| 25] 725 15625 | 31,8125 | 63,9063 | 2047,9971 | 65535,9999
y | 55875 16375 | 32,1875 | 64,0938 | 2048,0029 | 65 536,000 1
Conjecturer le comportement de la suite des images successives du point F'.

Partie C

Dans cette partie, on étudie les coordonnées des images successives du som-
met E durectangle O E F G. On définit la suite des points E, (x, ; y,) du plan
. . X X N
par Eg = E etlarelation de récurrence : ( "+1) =A ( "), ou Xn+1 €t Ynt1
Yn+1 Yn
représentent les coordonnées du point E,,41. Ainsi xg = 2 et yp = 2.

n On admet que, pour tout entier n > 1, la matrice A" peut s’écrire sous

la forme :
An — <an ﬁn) .
,Bn (27

Démontrer par récurrence que, pour tout entier natureln > 1,ona:
1 1
on+l on+l”

o, =21 ¢ et B, =2""1—

E (a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, le point E,, est situé sur
la droite d’équation y = x.
On pourra utiliser que, pour tout entier naturel n, les coordonnées

2
(%n ; yu) du point E,, vérifient : <x"> = A”( )
Yn 2
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(b) Démontrer que la longueur O E,, tend vers +o0o quand n tend vers
~+00.

] V4 oL . c s
Exercice 5 (Métropole, 2013) >k < gomin | O \
Commun a tous les candidats — 5 points

Dans une usine, on utilise deux machines A et B pour fabriquer des pieces.

n La machine A assure 40% de la production et la machine B en assure
60%.
On estime que 10% des pieces issues de la machine A ont un défaut et
que 9% des pieces issues de la machine B ont un défaut.
On choisit une piece au hasard et on considere les évenements suivants :

* A : «La piece est produite par la machine A ».
* B : «La piece est produite par la machine B ».

* D : «La piece a un défaut ».

° D : «L’événement contraire de I’événement D ».

(a) Traduire la situation a I’aide d’un arbre pondéré .

(b) Calculer la probabilité que la piece choisie présente un défaut et ait
été fabriquée par la machine A.

(c) Démontrer que la probabilité P(D) de I’événement D est égale a
0,094.

(d) On constate que la piece choisie a un défaut. Quelle est la probabi-
lité que cette piece provienne de la machine A ?

E On estime que la machine A est convenablement réglée si 90% des
pieces qu’elle fabrique sont conformes.
On décide de contrdler cette machine en examinant n pieces choisies au
hasard (n entier naturel) dans la production de la machine A. On assimile
ces n tirages a des tirages successifs indépendants et avec remise.

On note X, le nombre de pieces qui sont conformes dans I’échantillon

de n pidces, et F, = — la proportion correspondante.
n

(a) IJustifier que la variable aléatoire X, suit une loi binomiale et préci-
ser ses parametres.

(b) Dans cette question, on prend n = 150.
Déterminer 'intervalle de fluctuation asymptotique / au seuil de
95% de la variable aléatoire Fisg.

(¢) Un test qualité permet de dénombrer 21 pieces non conformes sur
un échantillon de 150 pieces produites.

Cela remet-il en cause le réglage de la machine ? Justifier la ré-
ponse.



Exercice 1 (Polynésie, 2013)

Exercice 2 (Antilles-Guyane, 2013) — v. 1.0
14 novembre 2014 — page 464 — #474

e |

Commun a tous les candidats — 4 points

Réponse [d] . En effet,

i
.21 iz V6el
1— = ¢ X —
22 V2e i3

=S \/gellf_Zn .

Réponse [€] . On notant z = x + iy, I’équation donne :

—x —iy=x—1iy,
c’est-a-dire x = 0.
Les solutions ont pour points images I’ensemble des points de la droite
d’équation x = 0.
Réponse [a] . Un vecteur directeur de la droite (AB) a pour coordon-
nées (—2 ;3 ;1); les systtmes [a], [¢] et [d] pourraient convenir.
Puis si on remplace ¢ par O dans le syst¢éme [a] , on obtient le point de
coordonnées (—1 ; 0 ; 4), c’est-a-dire le point C.
Réponse [b] . La droite A a un vecteur directeur & de coordonnées
(1;1;2).0nau-n=0.
La droite A est donc parallele au plan P ou incluse dans ce plan. Soit
A(—=2;3;5) le point de A de parametre 0. A € P si et seulement si
— - —
AD est orthogonal a n. Or, AD a pour coordonnées (1 ; —1 ; —2), donc

AD i = 3+ 5 — 6 # 0. Par conséquent, A ¢ P, ce qui prouve que A
n’est pas incluse dans le plan P.

Exercice 2 (Antilles-Guyane, 2013) il
Commun a tous les candidats — 6 points
Partie A

Il est immédiat que lim f(x) = 4o0.
X—>—+00

D’autre part, on sait que lim xe* =0,donc lim f(x) =0.
X—>—00 X—>—00

D’apres la formule de dérivation d’un produit :
fl(x) =e" + (x + De”
= (x +2)e".

La dérivée f’(x) est du signe de x +2. On obtient donc le signe de f’(x)
ainsi que le tableau de variation de f : (voir pagne suivante)
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X —00 -2 400
f'(x) - 0 4+
0 +00
fx) N /
—e—2

Partie B

B} @ gn(x)=0équivautax+1—me™ =0, c’est-a-dire x+1 = me™*.
Ce quirevienta (x 4+ 1)e* = m, c’est-a-dire f(x) = m.
(b) Un point d’intersection de C,, avec 1’axe des abscisses correspond a
une solution de 1’équation g, (x) = 0, c’est-a-dire aussi de 1I’équa-
tion f(x) = m.
D’apres le tableau de variation de f, on obtient que :
* sim < —e~2,iln’y a pas de point d’intersection ;
* sim = —e2, il y a un point d’intersection ;
esi—e 2 <m<0,il y a deux points d’intersection ;
e sim > 0, il y a un point d’intersection.
E Comme —e < —e 2, la courbe C_. ne coupe pas 1’axe des abscisses,
c’est la courbe 1.
L’équation de Cp est y = x + 1 ; Cp est donc une droite : c’est la courbe
2.
La courbe 3 correspond donc a Ce.
B gm(x) — (x + 1) = —me™". La différence est donc du signe opposé a m.
Sim > 0, la courbe est sous la droite, si m < 0 la courbe est au-dessus
de la droite, et si m = 0, la courbe est confondue avec la droite.

n (a) Nous avons le graphique suivant :
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(b) Comme C_. est au-dessus de Ce, On a :

ﬁf(a)=/0 g—e(x) — ge(x) dx

=/ (exe™+exe™)dx
0

= /a 2e! ¥ dx
0
- [

=2e —2el4.

Lorsque a tend vers 400, e! = tend vers 0, donc <7 (a) tend vers
2e.

Exercice 3 (Liban, 2013) ke
Candidats N'AYANT PAS SUIVI Uenseignement de spécialité — 5 points

Partie A

n L’algorithme 1 ne convient pas car il n’affiche que le dernier terme vy,.

L’algorithme 2 ne convient pas non plus, car pour chaque passage dans
la boucle, il redonne a v la valeur 1.

En revanche, I’algorithme 3 réalise bien la tiche demandée.

E La suite (v,) semble croissante et converger vers 3.
a (a) Démontrons que pour tout entier n, ona 0 < v, < 3.
e Initialisation : comme vy = 1, la proposition est vraie au rang 0.

e Hérédité : supposons que pour un certain entier k, 0 < v < 3,
alors successivement on a :

3 < -y <0
3 <6 — v, < 6 (ajouter 6)
1 1

<
6 6—u
3

<
26—

Cela montre que 0 < vgy1 < 3.

1
< 3 (prendre I’inverse)

< 3 (multiplier par 9).

La proposition est donc vraie pour tout entier 7.
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9
6 — vy,

_ 9 — 6v, + v,zl

B 6 — vy

_ 3 - vn)2

 6—uv,
Comme pour tout n, v, < 3, la différence précédente est toujours
positive, ce qui montre que la suite (v,) est croissante.

(b)) vip1 —vp =

Un

(¢) La suite étant croissante et majorée par 3, elle est convergente.

Partie B

1 1
n Wp+1 — Wy =

. . . . 1
La suite (wj,) est donc arithmétique de raison — 3

n w, = wo + nr

. 1 n
T2 03
. 3+2n
B 1 6 6
= —+3=————+3
k Wy + 3 + 2 +
a Comme la limite de 352 en 400 est 0, on en déduit que la limite de
n
(vy,) est 3.
. - Enoncé
Exercice 4 (Asie, 2013) |
Candidats AYANT SUIVI Uenseignement de spécialité — 5 points

Partie A
B} E@4;4),F(25;55¢eG (—1,5;1,5).

Bl OE=V4+4=2V2et OE' = /16 + 16 = 442, donc
OE' =20E.
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9 9 3
0G =+9+9=32et0G = Z+é_l= Eﬁ,donc

1
0G' = -0G.

2

B -

EN[SSIR N[V]
Bl AW
v

Partie B

n 11 faut faire afficher x et y avant de sortir de la boucle, c’est-a-dire avant
la ligne « Fin pour », et supprimer I’instruction de sortie finale.

E Les coordonnées des images successives de F semblent tendre vers +oo,
mais aussi leurs valeurs se rapprochent. Il semble donc que les images
successives de F se rapprochent de la droite d’équation y = x, en s’¢éloi-
gnant de plus en plus de I’origine dans le quart de plan x > Oety > 0.

Partie C
g 3
n o Initialisation : A = A = (: :)
o 4 4
T,
1 1 5
PO e
+22 +4 1 o
et
zo_i_1_1_§_,3
2" T4 4 "t

La proposition est donc vraie au rang 1.

* Hérédité : Supposons que la proposition soit vraie a un certain rang
k> 1.
En effectuant le produit des matrices, on trouve :

5 3
Q1 = — 0k + Z,Bk

4
et 3 s
Br+1 = 2% + Z,Bk-
Alors :
5 3 (4 1
ak+1=—+—(2 = )
8 ., 2 1
B ez
1
_ )=
=2 + 2(k+1)—1
et
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3 5 1
P B T
4 (2k—1 + #) 4 2k+1
_ B2 1

4 47 ok

— plk+D)=1 _ !
B 2(k+1)—1

Cela montre donc que la proposition est vérifiée pour toutn > 1.

ﬂ (a) D’apres la formule (x"> = A2 (2> , On trouve :
Yn 2
Xn = 2an + 2By
et
Yn =280 + 20y ,
ce qui montre que pour tout 7, x, = y,.

Tous les points E,, sont donc sur la droite d’équation y = x.

1 1
_ -1 -1
(b) x,,_2<2” +—2n—l> +2(2” —2n+1).

— 2n+1
= )’n-
Alors OE, = 21+1./2. Donc OE, tend vers 400 quand n tend
vers +o0.
" Ve E a
Exercice 5 (Métropole, 2013) |

Commun a tous les candidats — 5 points
n (a) L’arbre est le suivant :

0,1 D
04 A o
0,9 D
0,09 D
0,91 E
(b) P(AN D)= P(A) x Ps(D)
=0,4x0,1
=0,04.
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(¢) Comme A et B forment une partition de ’univers, d’apres la for-
mule des probabilités totales :
P(D)=P(AND)+ P(BN D)
= 0,04 +0,6 x 0,09
= 0,094.

P(D N A)
P(D)

0,04

0,094

20

T 47

~ 0,426.

@) Pp(A) =

E (a) Les tirages étant assimilés a des tirages successifs indépendants
avec remise, on a n répétitions d’une épreuve de Bernoulli dont
la probabilité du succes (piece conforme) est 0,9 si la machine est
bien réglée.

X, suit donc la loi binomiale de parametres n et 0,9.

(b) Icin > 30,np > Setn(l — p) > 5, on peut donc appliquer la
formule de I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95%
de la proportion 0,9 dans un échantillon de 150 individus :

1— 1—
I=|p—196 u;p+1’96 u ,
n n

ce qui donne environ [0,852 ; 0,948].

129
(¢) Lors du test, la proportion de pieces conformes est 150 ~ 0,86.

Cette valeur étant dans ’intervalle de fluctuation, il n’y a pas lieu
de remettre en cause le réglage de la machine.
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