Une fiche de cours de Stephave Pasquet - Mise & jour : b mai 2021

(https://courspasquet.fr) (https://mathweb.fr)

Pv-iuc.if:a ae récurrenee

Une propriété P,, dépendant d’un entier naturel n est vraie pour tout n > ng si et seulement si :
— Pp, est vraie (initialisation)
— pour un entier k > ng fixé, si on suppose que Py, est vraie alors P41 Uest aussi (hérédité).

Exemple de réedaction. On considére la propriété P, suivante :
Pour tout entier naturel n, 1+3+54+7+9+11+---4+(2n+1) = (n+1)2

Démontrons-la par récurrence :

— Initialisation : pour n = 0, la propriété donne :
1=(0+1)

ce qui est vrai.
— Hérédité : supposons que pour un entier naturel k fixé, Py soit vraie. On a alors :

14+3+5+7+94+114---+(2k+1)=(k+1)%
Ainsi, en ajoutant (2k + 3) & chaque membre, on obtient :

14+3+5+7+9+11+--+2k+1)+(2k+3)=(k+1)>+ (2k + 3)
=k*+2k+1+ (2k +3)
=k? + 4k + 4
= (k+2)°.

Cette derniere égalité est exactement Pj1 donc 'hérédité est vérifiée.

Ainsi, Py est vraie et, pour un entier k fixé, Py, = Pry1.
D’apres le principe de récurrence, P,, est vraie pour tout entier naturel n.

Cimites d'uve suite

Cowvvergence et divergence
On dit qu’une suite (u,) converge si lirf Uy, est un nombre fini.
n—-+00
On dit qu’une suite (u,) diverge si lim w, n’existe pas.
n—-+o0o

Si lim w, =—-oc0ou lim wu, =400, la suite n’est considérée ni comme convergente, ni comme divergente au lycée.
n—-+oo n—-+4oo

Cimites de référence

keN*, lim n* =400

n—-+oo
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Théoréeme de QoMPM‘Aisou

. Up 2 Up ]
— Si, pour tout n > ng, . alors lim v, =
lim wu, 00 n—s—4o0
n—-+o00
) Up < Up )
— Si, pour tout n > ng, . alors lim w,
lim u, =—oc0 n=+oo
n—+oo

Théeoreme d'envecadrement (théoreme des geNdarmes)

Up < Up < Wy
Si, pour tout n > ng, . . alors lim wu, =¥ (£ étant un nombre fini).
lim v, = lim w, =/ n——+o0o
n—-+oo n—-+oo

Cimite de 9”

— Si—-1<g<1lalors lim ¢" =0.

n——+o0o

— Sig>1lalors lim ¢" = +oo0.

—+o0

— Sig< —1alors lim ¢" n’existe pas.
n—-+oo

Suite majorée, suvite mivorée, suvite borvée

— Une suite (u,) est majorée par M si tous ses termes sont inférieurs & M : u,, < M pour tout entier n.
— Une suite (u,,) est minorée par m si tous ses termes sont supérieurs a m : u,, > m pour tout entier n.
— Une suite (uy,) est bornée par m et M si tous ses termes sont compris entre m et M : m < u,, < M pour tout entier n.

Théoreme de covvergenee des svites monNotoves

— Toute suite strictement décroissante et minorée converge.
— Toute suite strictement croissante et majorée converge.

O,uémticus sur les limites

— On peut ajouter deux limites sauf si I'une est « +00 » et 'autre « —oo ».

— On peut multiplier deux limites sauf si l'une est « 0 » et 'autre « oo » (peu importe le signe).

— On peut diviser deux limites sauf si elles sont toutes les deux infinies ou si elles sont toutes les deux nulles.
Ces cas impossibles sont appelés « formes indéterminées » :

<<+oo—oo»\ ‘«Oxoo»




