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Bonjour.
J’ai souhaité créé ici un document dans lequel il est facile de naviguer. C’est la raison pour laquelle :

* A chaque énoncé d’exercices, vous pouvez cliquer sur le numéro de la page ou se trouve le
corrigé pour vous y rendre directement ;

 Inversement, quand vous lisez un exercice, vous pouvez cliquer sur « [Retour a 1’énoncé de
I’exercice] » pour revenir a I’énoncé ;

* A tout moment, vous pouvez retourner au sommaire en cliquant sur le petit carré B qui se trouve
devant chaque titre.

D’autre part, il se peut que malgré la vigilance que j’ai apportée a la relecture de ce document,
quelques erreurs soient encore présentes.
Dans le doute, n’hésitez pas a me contacter via le formulaire qui se trouve sur mon site :

mathweb.fr

en mentionnant 1’email avec lequel vous avez acquis ce document. J'y répondrai le plus rapidement
possible.

Je vous souhaite un bon travail !

Stéphane Pasquet

Ce livre est exclusivement vendu sur mathweb. fr au prix de 6 €.
Ses éventuelles mises a jour (corrections) sont gratuites pendant 1 an (a partir de la date
d’achat) pour toute personne I’ayant acheté sur ce site.

Je remercie donc tout acheteur de garder ce document pour son usage personnel. En effet,
j’'ai mis plusieurs années a le mettre au point et je continue a le modifier régulierement.
Aussi, si je constate qu’il ne me rapporte pas assez par rapport au temps que j'y consacre,
je cesserais de travailler dessus, ce qui serait regrettable pour les années a venir, sachant
que les programmes peuvent changer.

Vi
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& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Equations

B Exercice 1. Calcul de discriminant et de racines K ICICITTE 0

Corrigé page 8

Pour chacun des trindmes suivants, calculer le discriminant et ses éventuelles racines.

X = 2x+1 B2 x+1 LICRYNIT:
4
x2—3x+2 3x2—5x+1 E3x2—8x—|—2
32 43x—2 0 222 —5x+3 B 522 +4x+3
B Exercice 2. Equation avec une racine carrée *h ks @

Corrigé page 9

Résoudre les équations suivantes :

W Vati=2x-3 P Va2 —8=2x-5 Bl Vax—1=1-2x
B Exercice 3. Avec changement de variables *hKkiete @

Corrigé page 11

Résoudre les équations suivantes :

x—5y/x+4=0
X432 -2=0

6 1
ST -2=0
4] 2(cosx)2—|—3cosx—2:O

(2 =3x+1)2=3(x2=3x+1)+2=0
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B Exercice 4. Changements de variables * kK @

On souhaite résoudre sur |—7; 7] I’équation (E) suivante :
4(sinx)2 +2(v3-v2)sinx—v6=0

On pose A = 20+ 8+/6 et on suppose que A = (a + b\/g)z.

a. Montrer que a” 4 6b> = 20 et ab = 4.

b. En déduire que a* — 204 + 96 = 0.

c. Trouver alors a et b et en déduire \/Z
En déduire les solutions de (E).
Inéquations
B Exercice 5. Résolution d’inéquations KA tevere @
Résoudre les inéquations suivantes :
B 2 4x+1<0 H 32 -7x4+10>0
Bl 22 -5x4+330 0 42 —20x+25>0

1 —4x
2 43— 7 R

2 43x-2<0 d-—-
Ml 52 —9x4+3>0 B (2x—3)(—2x2+5x+3) <0
B Exercice 6. Une inéquation *h ks @

Résoudre I’inéquation :

7x — 10 N 25(x+2)
5x—17 7 10x2 —49x+51



Factorisation

B Exercice 7. Polyn6me de degré 3 'S AT )

On considere le polyndme P(x) = 2x> + 7x% + 7x 4 2.
Vérifier que x = —2 est une racine de P.
Factoriser alors P(x) sous la forme P(x) = (x+2)Q(x), ot Q est un trindbme de degré 2.

Résoudre alors 1’équation P(x) = 0.

B Exercice 8. Polyndme de degré 4 *khtetere @

On considere le polynome P(x) = 10x* —29x> — 34x? + 107x — 42.

Calculer P(3) et P(—2).

En déduire que P(x) = A(x) x B(x), olt A et B sont deux polyndmes de degré 2 que I’on détermi-
nera.

En déduire les racines de P.

Lectures graphiques

B Exercice 9. Trouver un trindbme a partir d’une parabole *htrtete @

Corrigé page 18

Nous avons tracé dans le repere ci-contre
des paraboles.

Retrouver les trindmes (sous la forme
développée) correspondant a chacune
d’elles.




B Exercice 10. Trouver la bonne courbe *kiedryr @
Corrigé page 19

On considere la fonction f définie par :
flx) =32 +2x2 —3x—2.
Montrer que f(1) = 0.
En déduire une factorisation de f(x) sous la forme f(x) = (x — 1)(ax* 4+ bx +c).
En déduire la courbe représentative de f parmi les trois ci-dessous :

A A A

3+ + 34
2+ 2 2+
1+ I 1+

TrinOme avec parameétres

B Exercice 11. Conditions sur deux parametres *ictevere @

Corrigé page 20

On considére le trindme x2 + mx -+ p, oum et p sont deux réels.

A quelles conditions sur m et p ce trindbme admet au moins une racine ?

B Exercice 12. Trinbme avec un paramétre *ktrvete @
Corrigé page 20

Montrer que, pour tout k dans R\ {—1}, le polynéme :
P(x) = (k+ 1)x*> + 2kx+ (k—1)

admet toujours deux racines distinctes.



B Exercice 13. Une équation avec parametre *hhxic @

On considere I’équation :

(En) : (2m+1)x* + (m—Dx+ (m+4)(m—1) = 0.

Pour m = 0, donner les solutions de (Ej).
Pour quelles valeurs de m I’équation (E,,) admet-elle une unique solution ?

Pour quelles valeurs de m I’équation (E,,) admet-elle 1 pour solution ?

Exercices de recherche

W Exercice 14. En Physique *hktete @

On dispose de deux conducteurs de résistances R; et R;.
Si on les monte en série (figure I.1), on obtient un dipdle ohmique de résistance r = R| 4+ R5.

Si on les monte en parallele (figure 1.2), on obtient un dipdle ohmique de résistance R telle que
1 1 1

« | R R, |

FIGURE 1.1 — En série

FIGURE 1.2 — En parallele

Onsaitquer =10 Q et R =2 Q.

Trouvez R; et R;.

Reprenez la question précédente avec r =4 Q et R=1 Q.

On connait r et R.

Montrez que I’on peut alors calculer R; et R a la seule condition que r > 4R.



B Exercice 15. A Noél *kkirrr @
Corrigé page 23]

Plusieurs personnes se sont réunies pour féter Noél. Chaque personne a apporté trois cadeaux a cha-
cune des autres personnes.

Sachant qu’au total 468 cadeaux ont été déposés pres de 1’arbre de Noé€l, combien de personnes y
avait-il ?

B Exercice 16. Aire d’une couronne rectangulaire * kK @
1x I
1 16 Déterminer x de sorte que 1’aire de la partie blanche
X X de la figure ci-contre soit égale a celle du rectangle
1x l plein.
- 30 .
B Exercice 17. Sommets d’une famille de paraboles *h ks @

Corrigé page 24

On considere une famille de paraboles &7, d’équation y = x*> — 2kx + k> + 2k + 1, ou k € N. On note
Si le sommet de &7
Montrer que tous les Sy sont alignés.

B Exercice 18. Trouver deux nombres *kkiryr @

Corrigé page 24

Deux entiers naturels ont pour différence 7, et la différence entre leur produit et leur somme est égale
a43.

Trouver ces deux nombres.

B Exercice 19. La trajectoire de la balle de tennis *hx ke @

Corrigé page 25

Un joueur de tennis se trouve a2 9 m du filet et renvoie la balle a 7 = 50 cm du sol avec un angle
de o = 20° avec I’horizontale. En fonction de sa position délicate, on estime sa vitesse de frappe a
vo = 20 km/h.

Sachant que la hauteur du filet est 91,4 cm et que la trajectoire de la balle est donnée par la formule :

1
y=—=X %x%—xtana—l—h,

(vocos &)

©g~98lm-s!,

* v est la vitesse initiale (exprimée en m - s’l),

* o est ’angle de la trajectoire avec 1’horizontale,
* h est la hauteur initiale (exprimée en metre),

La balle dépassera-t-elle le filet ?
Si tel n’est pas le cas, quelle vitesse aurait-il fallu donner a la balle en la frappant ?



B Exercice 20. Vers le nombre d’or *hkhkv: @

Corrigé page 26

Résoudre I’équation x> = 1 +x.

On notera ¢ la solution positive.

QuevautN:\/1+\/1+ 14+/1+---2

B Exercice 21. Exploiter ses connaissances *hx ke @
L’équation :

X —sx4+1=0
admet deux solutions notées a et b.

De plus, I’équation :
X —s*x+st=0
admet pour solutions les nombres a+ 1 et b+ 1.

Que vautsett?

B Exercice 22. Une autre écriture pour une racine carrée *hkhxk @

Corrigé page 28

On pose :

A=1/33+20V2.

On cherche 2 écrire A sous la forme a + bv/2, ot a et b sont deux entiers relatifs.
2
Développer <a+b\/§> .

Montrer alors que :

a® +2b* =33
ab =10

Calculer alors a et b.

ﬂ S’inspirer de ce qui vient d’étre fait pour trouver une formule permettant de calculer a et b tels
que :

\Vp+agvn=a+byn pEZ, q€Z,ncN*.

B Exercice 23. Exercice de recherche *hkxk @
On considere un triangle de c6tés de mesures respectives a, b et ¢ telles que :
a*+b*+c* = ab+ac+be.

Montrer que ce triangle est équilatéral.
Indication : on pourra partir de 1’égalité donnée, puis s’en inspirer pour poser une fonction trindme
de degré 2 d’inconnue a par exemple.
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B Corrigé de I'exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

x? —2x+1 = (x—1)? (c’est une identité remarquable).
Par conséquent, A = 0 et sa racine double est o = 1.
X2 —3x+2.
A=(-32—4x1x2=9-8=1.

Les racines sont donc :

—x*+3x—2.
A=32—4x(-1)x(-2)=9-8=1.

Les racines sont donc :

a:ﬂzz et [3:%:1.

nx2+x+l.
A=1>—4x1x1=-3.

A < 0 donc le trinbme n’a aucune racine.
3x2 —5x+1.
A=(-52—-4x3x1=25-12=13.
Les racines sont donc :

—(=5)-V13 _5-/13 o 5+13

“=773 6 P=——

E —2x%2 —5x+3.
A= (=5)—4x(=2)x3=25+24=49,

Les racines sont donc :

1 547
ix(—2) =4 2 & PE—gp=73




1
Zx2—4x+16.
1
A:(—4)2—4><Z><16:16—16:0.

Donc le trindme a une racine double :
—4
2 X

=8.

1
pil
Bl 32 —8x+2.
A= (—8)2—4x3x2=64—24=40.
Les racines sont donc :

—(—8)—Vv40 8-2y10 4-—/10 . 4+10
2x3 6 3

)

o =

K 52 +4x+3.
A=4>—4x (=5)x3=16+60="76.

Les racines sont donc :

_ —4—=V76  —4-2v19 2419 ot ﬁ_Z—\/l9
2x(=5) —-10 5 5
B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Le domaine de validité de 1’équation :

Vx+1=2x-3
est ’ensemble des valeurs de x telles que :
x+1>0
2x-32>0
soit :
S 3
x> .
2
Ona:

VX+1l=2x—3<=x+1=(2x—3)
e x+1=4x*—12x+9
4 —13x+8=0.

Le discriminant de 4x% — 13x+ 8 est :
A=169 — 128 =41.

Les solutions de I’équation sont donc potentiellement :

13— V41
a:T

13441

~ 0,82 et B g

~~2,43.



3 3
Comme o < 3 etf > R I’ensemble solution de 1’équation est :
{ 13+ /41 }
S=V"%

Le domaine de validité de 1’équation

Vx2—8=2x—5

est ’ensemble des valeurs de x telles que :
x> —8
2x—5

V2 —8=2x—5<=x*—8=(2x—5)?
e x> —8=4x*—20x+25
= 3x>—20x+33=0

WV
ST

0 .
soit :x
0

\VARY

Ona:

Le discriminant de 3x> — 20x+ 33 est : A =400 — 396 = 4, donc il y a deux solutions potentielles :

20-2 1
=% ot =73

5 5
o>—etf> > donc I’ensemble solution de 1’équation est :

2
11
S=1<3; —
15

Le domaine de validité de 1’équation :
V2x—1=1-2x
est I’ensemble des valeurs de x telles que :
{Zx ~120
1-2x>0

i« 1
soitx = —.
2

Nul besoin donc d’aller plus loin; I’ensemble solution de I’équation v/2x — 1 =1 —2x est :
g 1
2

10




B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
x—54/x+4=0.On pose X = /x; ainsi, I’équation est équivalente a :
X?-5X+4=0,
dont le discriminant est :
A=25—-16=0.
Donc les solutions de I’équation X? —5X +4 = 0 sont :

Xlzgzl et Xz:ﬁz

4.
2 2

Les solutions de I’équation x — 51/x +4 = 0 doivent donc vérifier :

Ja=1 et Jum=4,

N

d’ou :
x1=1 et xr = 16.

D’ou:

S={1; 16}

—x*+3x> —2=0. On pose X = x?; ainsi, I’équation est équivalente 2 :
—X>4+3X-2=0,
dont le discriminant est :
A=9-8=1.
Les solutions de I’équation —X? 43X — 2 = 0 sont donc :

3.1 341
) ot 2775

X = 1.

Les solutions de 1’équation —x* 4+ 3x%> —2 = 0 sont donc x; et x» tels que :
x% =1 et x% =2,

soit :
x1=1loux; =-1 et v =v2oux;=—V2.

L’ensemble solution de I’équation —x* +3x?> —2 = 0 est donc :

S:{—\/i;—l;l;\/i}

Z(COSX)Z +3cosx—2 =0. On pose X = cosx; ainsi, I’équation est équivalente a :
2X*+3X-2=0

dont le discriminant est :
A=9—4x2x(-2)=25=5
Elle admet donc deux solutions distinctes :

—3-5 —3+5
X, = S P i

1
2x2 4 2
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* X; = —2 et X = cosx| donc cosx; = —2, ce qui est impossible car un cosinus est toujours
compris entre —1 et 1;

| =

1 T T
° X = 3 et X, = cosxp donc cosxy = —, soit xp = 3 (221 pres) ou xp = 3 (a 27 pres).

cosx)2+3cosx—2 =0est:

~

Ainsi, I’ensemble solution de 1’équation 2

S = {—% (227 prés) : g (27 prés)}

8 (2 —3x+1)2—=3(x2—3x+1)+2=0.On pose X = x2 —3x+ 1 ; ainsi, I'équation est équivalente

a .
X?2-3X+2=0

dont les solutions évidentes sont X; = 1 et X, = 2.

cXi=1l<=x*-3x+l=1<=x(x-3)=0<=x=00ux=3.

© X, =2+=x?>—3x+1=2<=x>—-3x—1=0. Le discriminant de cette derniére équation
est A=9+4 = 13 donc les solutions sont :

_3-V13
2

3++vV13

Xy = ) .

X1

Ainsi, I’ensemble solution de I’équation (x> —3x+1)? —3(x> = 3x+1)+2=0est:

3—/13
2

;0533

3413
2

}

y:{
6 1

E 2 + P 2=0.0n pose X = X ainsi, I’équation est équivalente a :

6X2+X—-2=0

dont le discriminant est :
A=12—4x6x(=2)=49="7>

Les solutions de 1’équation 6X2 + X —2 = 0 sont donc :

X —1-7 2 ) X 147 1
e = —— c = = —.
'~ 2%6 3 T 12 2
1 1 3
1 36 1 X onc xp X1 >
1 1 1
.X:_ tX:—d :—:2_
2 26 2 P onc x» X2

6 1
Ainsi, I’ensemble solution de 1I’équation S+-- 2=0est:
X x

12



B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I’exercice]
a. A=20+8V6
— (a+bV6)* =20+8V6
> a®+2abV6+6b> =20+8/6
= a® +6b% +2abV/6 = 20+ 8V/6

a’+6b: =20
<
2ab

b. ab =4 donc b = —. La premiere équation donne alors
a

4 2
a*+6b* =20 «— a*+ <—) =20
a

16
= > +6x — =20

a2
— a*+96 = 204>

—

a*—20a*+96=0

c. On pose A = a?; I’équation a* — 20a” + 96 = 0 est équivalente 2 :

—20A4+96=0
dont le discriminant est :

A = (=202 —4x1x96=16=4%

L équation A% — 204 + 96 = 0 admet donc deux solutions
20—4 2044
Ainsi, a; :\/§=2\/§ou ap z—\/§=—2\/_ et az—\/ =23 ou a2=—2\/§.
Faisons le choix de prendre a = 2\/§ ;alors b =

=iV
Dans ce cas, a+bv6 = 2v2+ V2 x V6 =2(vV2+/3).
O

L [2(V2+3)] = 4(2+3+2v6) =20+8V6 = A.
Ainsi, | VA=2(vV2++3) |

4( sinx)2 +2(v/3—v/2) sinx—v/6 = 0. On pose X = sinx. (E) est donc équivalente a

4x*+2(V3-v2)x -ve6=0.
Le discriminant de 4X?2 + 2(\/§ — \/Q)X —V6est:

2(V3-v2)]>—4x4x (=V6) =4(3+2-2V6) +16v6 =20+8V16 = A.

13



Ainsi, I’équation en X admet deux solutions distinctes :

—2(V3-Vv2)-vVA 2v2-2V3-2(V2+V3) V3

1=

2x4 8 2
et
v 2(V3-V2)HVA  2V2-2V342(V2+4V3) V2
2T 2 x4 - 8 T2
Ainsi,
. V3 . V2
SInxX) = ——— et sinxy; = —
2
soit, sur |—m; 7] :
T o 2z ot T o 3z
X1 = 3 u x| = 3 X2—4 UX2—4.
. . T 2r mw 3¢
Par conséquent, sur |—7; 7], les solutions de (E) sont : 3731 e i
B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
X 4x+1<0.
Le discriminant de x> +x+1est A=1—4x1x 1= —3 < 0 donc le trindme est du signe du
coefficient de x2, soit « 1 » ici, donc positif.
L’ensemble solution est donc :
S=0
262 —5x+3 20
5—1
Le discriminant de 2x> — 5x+3 est A =25 —24 = 1. Il y a donc deux racines : ot = = let
541 3
b=—=2

3
Le trindme ax? + bx+c est du signe de a entre ses racines, donc 2x2—5x+3>0 pour x € [1 ; 5] .
3
S=|1;=

Le discriminant de —x?> +3x—2 est A=9 —4 x (—1) x (=2) = 1 donc il admet deux racines
distinctes : OC_3_1 =2etf = Sl 1

: — = =— =1
Le trindme ax” +bx+c est du signe de a entre les racines donc I”ensemble solution de 1’inéquation
est:

—x*+3x-2<0

S=11;2]

—5x2 —9x+3 >0 Le discriminant de —5x*> —9x+3 est A= 81 —4 x (—5) x 3 =21 donc il admet
9—v21  —9+4+/21 ot — —9—/21
-10 10 10

deux racines : ¢ =

14



Le trindme ax” 4 bx + ¢ est du signe de —a (donc positif) a I’extérieur des racines donc I’ensemble
solution de I’inéquation est :

S_]_ —9+V21

U

10 ’

_9+\/ﬂ.+
10

H 322 —7x4+10>0
Le discriminant de 3x*> —7x+ 10 est A=49 —4 x 3 x 10 = —71 < 0 donc il est toujours du signe
de « 3 », donc positif. L’ensemble solution est donc :

0 462 —20x+25>0
Le discriminant de 4x> — 20x +25 est A = 400 — 4 x 4 x 25 = 0. Par conséquent, il est du signe de

.\ ) —-20 . .
«4» (donc positif) tout le temps sauf en saracine ¢ = ———— = 2 (ou il est nul). Par conséquent,

2x4
=

I’ensemble solution de 1’'inéquation est :

1 —4x
h — >0
. X2 —3x+2

Le discriminant de x> —3x+2est A=9—8 = 1. Par conséquent, il admet deux racines distinctes

3—-1 3+1
o= — = letf = % = 2. On en déduit le tableau de signes suivant :
x —oo i 1 2 +o0
1 —4x + 0 — — —
X2 —3x+2 + + 0 - 0 +
1—4x
x2—3x+2 9

L’ensemble solution de 1’'inéquation est alors :

B R s

B (2x—3) (=22 +5x+3) <0

Le discriminant de —2x% +5x+ 3 est A = 25+ 24 = 49 donc il admet deux racines : . =

et f = _5_1_ ! = —l. On en déduit le tableau de signes suivant :
: R
2x—3 — - 0 + +
—2x* +5x+3 - 0 + + 0 -
(2x —3)(—2x%2 +5x+3) + 0 — 0 + 0 -—

15



L’ensemble solution de 1’'inéquation est alors :

S:]—%;%{U]&—l—w[

B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Avant toute chose, on cherche le domaine de validité de 1I’inéquation.

Cette inéquation existe lorsque :
Sx—17#0
10x2 —49x+51 #0

Le discriminant du polynéme 10x> —49x +51 est :

A= (—49)> —4x10x51

=361
=192>0
donc il admet deux racines distinctes :
—(—49)—19 3 ot 494+19 17
X == — Xy = = —.
! 2% 10 2 2770 5

Il peut donc se factoriser sous la forme :

3 17
10x% —49x +51 = 10 <x_5) ( _?)

= (2x—3)(5x—17).
Cette factorisation va €tre importante pour la résolution de I’inéquation.

3 17
Le domaine de validité de I’'inéquation est donc R \ {— ; }

2’5
7x—10 < 25(x+2) Ix—10  25(x+2)
5x—17 7 10x2 —49x+ 51 5x—17 10x2—49x+51 ~
Tx—10 25(x+2) 50
5x—17  (2x—3)(5x—17)
(7x—10)(2x—3) 25(x+2)

(5x—17)(2x—3) (2x—3)(5x—17) ~
14x? — 21x —20x 4 30 — 25x — 50
10x2 — 49x + 51

14x? — 66x — 20
>0
10x2 — 49x + 51
2(7x* —33x— 10)
10x2 —49x + 51

>0

Pt 11171

=0

16



Le discriminant du polynéme 7x* —33x — 10 est :
A= (-33)>—4x7x(-10)
= 1369
=372 >0.
Donc il admet deux racines distinctes :

—(=33)-37 2 33437
TS A B s VI

En utilisant la propriété du signe d’un trindme du second degré, on obtient le tableau de signes sui-
vant :

X —eo 2 3 g 5 oo
7x2 —33x— 10 + 0 - - - 0 +
10x% — 49x + 51 + + 0 — 0 + +
2_ _
2(7x=—33x—10) L0 - n _ 0 4
10x% — 49x+ 51
2 3 17
Ainsi, | S = |—oo;—=| U | =;— | U|5; 400
insi } 7] }25{[4—[
B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
P(=2) =2x (=2 4+7x (=2)?4+7x (=2)+2
=—-16+28—14+2
=-30+430
=0.

P(—2) = 0 donc x = —2 est une racine de P.

P(x) = (x+2)(ax* + bx+c)
= ax® + bx* + cx+ 2ax* +2bx + 2¢
= ax’ + (b+2a)x* + (¢ +2b)x+2¢
Ainsi, on souhaite que, pour tout réel x :
263 +7x2 +7x+2 = ax® + (b+2a)x* + (c +2b)x+ 2c.

Par identification des coefficients, on a :

2=a
7T=b+2a
T=c+2b
2=2c

On en déduit que a = 2 et ¢ = 1. Par suite, a I’aide de la troisieme équation (par exemple), on
trouve b = 3.

Finalement, on obtient :

P(x) = (x+2)(2x* +3x+1)

17



Bl Pr)=0<=x+2=0 ou 2:243x+1=0.
—-3—-1
Le discriminant de 2x% +3x+1 =0est A= 9 — 8 = 1 donc il admet deux racines : o = 1 =
—3+1 1
—letB = = ——.
ctp 4 2

Par conséquent, 1’ensemble solution de 1’équation P(x) = 0 est :

1
S=¢-2;-1;—=
2]

B Corrigé de I'exercice 8.

P(3)=0et P(—2) =0.

[Retour a I’énoncé de I'exercice]

On en déduit que P(x) = (x —3)(x+2)(ax? + bx +¢), soit P(x) = (x> —x — 6)(ax® + bx +c).
(x> —x —6)(ax* + bx +c) = ax* 4+ bx® + ex? — ax® — bx* — cx — 6ax* — 6bx — 6¢
= ax* + (b—a)x’> + (c — b — 6a)x* + (—c — 6b)x — 6¢
= 10x* — 29x% — 34x% 4 107x — 42

Donc : )
a =10
b—a =-29
c—b—6a = -34
—c—6b =107
| —6c =—42

Onen déduitquea=10etc =7, puisque b = —29+a = —19.

Finalement,

P(x) = (x> —x—6)(10x* —19x +7) |

Le discriminant du polyndme 10x> — 19x+ 7 est :
A= (=192 —4x10x7=81=9%

Ses deux racines sont alors :

x_19—9_1 ot x_19+9_z
T2 2 720 5
. 7
Les racines de P sont donc : —2, 3, 5 et 5
B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
e Pour 4.
On voit que ses deux racines sont &« = —1 et § = 3.

Par conséquent, le trindme est de la forme fj(x) = a(x+1)(x—3).

Le sommet de la parabole est le point de coordonnées (1;4) donc fi(1) = 4. Ainsi,

a(l+1)(1-3)=d < —dg=4<=>q=—1.

On adonc :

Silx) = —(x+1)(x—4)

18
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* Pour £,.

On voit que le trindme n’a pas de racines car la parabole ne coupe pas I’axe des abscisses.

Posons f>(x) = ax®> +bx +c.

— La parabole passe par le point de coordonnées (0; 1) donc f>(0) = 1, soit ¢ = 1.

— La parabole passe par le point de coordonnées (2;1) donc f>(2) = 1, soit
ax2?+2b+1=1,soit 4a+2b = 0 ou encore b = —2a.

On peut alors écrire : f>(x) = ax® — 2ax+ 1.

N

— La parabole passe par le point de coordonnées (4;5) donc f>(4) = 5, soit

| =

16a —8a+1 =15, ou encore 8¢ = 4. Donc a =

1 1
On en déduit alors que a = 5 b=-2x% 3 ——letc=1.Donc:
1 2
fHlx)= 5% —x+1

e Pour ;.

Posons f3(x) = ax® + bx+c.

— A(0;-3) € A3 = c= 3.
— B(—4;-3) € P35 = 16a—4b—3 = —3, soit 4a = b. Donc f3(x) = ax* + 4ax — 3.

1
— C(=2;-1) € #3—4a—8a—3 =—1, soit —4a:2d’oﬁa:—§.

On en déduit :

1
falx) = —§x2—2x—3

L axe des abscisses est tangent a la parabole donc f4(x) = a(x — a)?. L’'unique racine étant —2,
ona fy(x) =a(x+2)>.

1
De plus, f1(0) =1 et f4(0) =4a donc a = " Finalement, on a :

1
falx) = Zx2+x+1

B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
f()=3x134+2x12-3x1-2=3+2-3-2=0.
(x—1)(ax® +bx+c) = ax’ + bx® + cx—ax®> —bx—c

=ax’ +(b—a)x* +(c—b)x—c
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Ainsi, pour tout réel x :

fx)=(@x—1)(ax’ +bx+c) <= 3 +2> -3x—2=ax’ + (b—a)x* + (c—b)x—c

a =3
a=73
b—a =2
< < b=5
c—b =-3
c=2
—c =2

On a alors :
flx) = (x—1)(3x* +5x+2).

f(1) = 0 donc € coupe I’axe des abscisses en x = 1. On peut donc éliminer la courbe b.
De plus, le discriminant de 3x> 4+ 5x+ 2 est :
A=25-24=1>0,

donc ce polyndme admet 2 racines distinctes, ce qui signifie que ¢’y coupe 1’axe des abscisses en
3 points distincts.

Ainsi, la courbe a est celle qui représente la fonction f.

B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

On sait qu’un trindme admet au moins une racine lorsque son discriminant A est positif ou nul.
Ici,
A=m?—4 p.

Il faut donc que :
m? > 4p

pour que le trindme ait au moins une racine.

B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Le discriminant de :
P(x) = (k+ 1)x® + 2kx + (k— 1)

est :
A= (2k)? —4x (k+1) x (k—1)
=42 —4(k* - 1)
—4>0.

Donc P admet toujours deux racines, quelle que soit la valeur de k.

B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Pourm=0,ona:
(Eo) : X —x—4=0
Le discriminant du polynome x> —x — 4 est :
A =b*—4ac

=(=1)2—4x1x(—4)

=1+16

=17.
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Ainsi, A > 0 donc il y a deux solutions a I’équation (Ey) qui sont :
_ —b-VA 1-V17 o B —b+VA  1+V17
22 2 22 2
L’ensemble solution de (Ep) est donc :

y:{l—\/ﬁ_ 1+\/ﬁ}

2 ’ 2

L’équation (E,,) admet une unique solution lorsque le discriminant du membre de gauche est égal
a 0. Ce discriminant est :

A = b*—4dac
m— (2m+1)(m+4)(m—l)
m—1)|(m— 4(2m+1)(m+4)]

=(m—1)* -
=(m—1)[
=(m— )[m—1—4(2m —|—8m+m—|—4)]
=(m—1)
=(m—1)

m—1)(m—1—8m*—36m—16)
m—1)(—8m* —35m —17).
A=0=m—-1=0 ou —8m?—35m—17=0
e m=1 ou  8m*+35m+17=0

Le discriminant du polyndme 8m? + 35m + 17 est :
§=352—4x8x17=681,

donc ce polyndme admet deux racines :

—35—-v681 —35++1/681
my = et my = ——.
16 16
Ainsi, I’équation (E,,) admet une unique solution pour trois valeurs de m :
—35—-+681 —35+ V681
e T T

(E,;) admet 1 pour solution si, en remplagant x par 1 dans 1’équation, 1’égalité est vérifiée :

1 est solution de (E,,) <= 2m+1) x 124+ (m—1) x 1+ (m+4)(m—1) =0
= 2m+l+m—14+m*—m+4m—4=0
= m’+6m—4=0.

Le discriminant du polyndme m? 4 6m — 4 est :
A=Db*—4ac
=62 —4x1x(—4)
=36+16
=52.
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Il existe donc deux solutions a I’équation m* +6m —4 =0 :

—6—+/52
mlz%s_:—:%—\/ﬁ et m2:—3+\/ﬁ.

Ainsi, 1 est solution de I’équation (E,,) pour m = —3++/13 et pour m = —3 —/13.

B Corrigé de I'exercice 14. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
1 1 1 RiR
M - = +— doncR=—" z,cequidonne:
“ R R 'R
RiR
2= ioz soit:  RyRy =20.

D’apres le cours, on sait que P = R{R, =20 et S = R; + R, = 10 et donc que R; et R, sont racines
du trinéme :
x> —Sx+P  soit: x> —10x+20,

dont le discriminant est :
A= (—10)2—4x1x20=100—80=20.

Les deux racines sont donc :

10—-+/20
RIZTZS_\/g et R2:5+\/§
On a d’une part :
R_Rle _ RiR

—1 —<:>P=R1R2=4
r 4

et d’autre part S = R + Ry = 4.

Le trindme x> — Sx + P = x*> — 4x+4 a pour discriminant :
A= (-4 —4x1x4=0.

b 4
On peut donc dire que R} = Ry = i 1.
a

Nous 1’avons vu, on ne peut calculer R; et R, que lorsque le discriminant de x> — Sx + P est
supérieur ou égal a 0, soit lorsque :

S2—4P >0
donc :
r*—4rR >0
ou encore :
r(r—4R) > 0.

Or, r # 0 donc cette derniere inéquation donne, en simplifiant par r :

r > 4R.
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B Corrigé de I'exercice 15. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Notons x le nombre total de personnes.
Une personne offre 3 cadeaux a (x — 1) personnes donc :

3x(x—1) =468
soit :
x(x—1) =156
ou encore :
x> —x—156 =0.

Le discriminant de x2 — x — 156 est :
A= (—1)24+4x1x156 =625 =252

Il y a donc deux racines :

—(—1)—25 1425
a:¥:—12<0 et [3:+—:13>0.
2 2
I1 n’y a donc qu’une solution a notre probleme : il y a 13 personnes.
B Corrigé de I'exercice 16. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Notons &7 1’aire du « grand rectangle » a I’intérieur duquel se trouve le rectangle plein, dont I’aire
sera notée .7’
o/ — /" désignera donc I’aire de la partie blanche.

o — " =30% 16— (30 —2x)(16 — 2x)
= 480 — (480 — 60x — 32x 4 4x?)
= 92x — 4x%.

Ainsi, I’aire de la partie blanche est égale a celle du rectangle intérieur si :

92x — 4x? = 480 — 92x + 4x*> <= 8x> — 184x+480=0
— ¥ —23x+60=0 (en divisant les deux membr

Le discriminant de x> — 23x 4 60 est :
A= (—23)2—4x60=289 =17
donc les solutions de 1’équation x> +23x + 60 = 0 sont :

2317
== -

23417
== -

X1 3 et X2 20.

Or, 0 < x < 8 car la largeur du rectangle extérieur est égale a 16 et que x ne peut excéder sa moitié.

Ainsi, pour x = 3, I’aire de la partie blanche est égale a celle du rectangle intérieur.
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B Corrigé de I'exercice 17. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

* Méthode 1 : utilisation des formules du cours. On sait que la parabole d’équation

b
y = ax® 4+ bx + ¢ a pour sommet S d’abscisse 5
a

—2k
Donc I’abscisse de Sj, est : x;, = 5 = k.

L’ordonnée est obtenue en remplacgant x par x; dans 1’équation de la parabole :
e =k>—2kxk+k*+2k+1=2k+1.

Donc y;, = 2x; 4 1, ce qui signifie que Sy est sur la droite d’équation y = 2x + 1. Ils sont donc
alignés.

* Méthode 2 : forme canonique. L’équation de &7 est :
y=(x—k)?+2k+1.
Cette derniére écriture est la forme canonique de I’équation de &7, qui nous dit que son sommet

a pour coordonnées (k;2k+1).

Comme I’ordonnée de Sy, est égale au double de son abscisse augmenté de 1, ils appartiennent
tous a la droite d’équation y = 2x+ 1.

Les sommets sont donc bien tous alignés.

* Méthode 3 : utilisation des vecteurs. On utilise la forme canonique précédente pour voir que
Si(k;2k+1),etdonc Sp g (k+1;2(k+1)+1) = (k+1;2k+3).

Ainsi, SkS—k-i-l) ((Zk j_k;;i)(;kkﬁ- 1)) - (;)

Par conséquent, quelle que soit la valeur de &, Sy Sk a toujours les mémes coordonnées ; donc,
par exemple, SiSk+1 = Sk+15k+2, €€ qui signifie que tous les points Sk, Sg4-1 €t Sg42 sont alignés.
Comme ce résultat est valable pour toutes les valeurs de k, cela signifie que tous les points S
sont alignés.

B Corrigé de I'exercice 18. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Notons x et y les deux nombres. On sait alors d’apres 1’énoncé que :

x—y=7
xy—(x+y) =43
La premiere équation nous donne :
x="T+y

donc en remplagant x par cette derniere expression dans la seconde équation, on a :

(T4+y)y—(T+y+y) =43 < Ty+y?—T—2y=43
— y*+5y—50=0.

Le discriminant de y* + 5y — 50 est :

A=5%—4x(—50)=25+200 =225 =15
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donc deux valeurs sont possibles pour y :

-5—-15 —5+15
1= 3 =-10 et Vo = > =5.
Or, y € Ndonc y # —10; seule y = 5 est une valeur possible.
On en déduitalorsque x =7+y =745 = 12.
Les deux nombres sont donc 5 et 12.
B Corrigé de I'exercice 19. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Filet

A

e 20
J O

Y

9m

20000 m
0 tit: 20kmh="——— ~5.56m-s .
n convert 3600 s m-S

S
En remplacant les lettres dans la formule donnée, on a :
1 9,81

= —=X
) (5,56 x c0s20°)*

x> 4 xtan20° +0,5,

soit :
y=—0,179687471x> +0,363970234x +0, 5.

Le sommet de la parabole a pour abscisse :

b 0,363970234

— ~
~

20 2x(—0,179687471)

Donc, au sommet de sa trajectoire, la balle n’aura pas encore atteint le filet.

En prenant x = 9, on obtient :
vy~ —10,8

ce qui signifie que la balle aura touché le sol avant 9 metres.
Le joueur a donc perdu.

Cherchons la vitesse minimale v (en m-s~!) & donner 2 la balle lors de la frappe pour quelle franchisse
le filet.

La fonction définie par :

5,554786596 ,

flx) = . x2+0,363970234x+0,5

v
représente la hauteur (en metre) de la balle en fonction de sa position x.
On veut que f(9) > 0,914, soit :

_5,5547786596

5 X 92 40,363970234 x 9+0,5 > 0,914

1%
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c’est-a-dire :

%JQ,SQ >0= % > —2,862
1 —2,862
72 < 429,955
2 449,955
2,862

—? > 157,217

— v > /157,217

—=v>12,54
La vitesse & donner doit donc étre supérieure 4 12,54 m-s~! (soit & peu prés 45 km/h).

B Corrigé de I'exercice 20. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

L’équation est équivalente a
Le discriminant du trindme est :
donc les solutions de I’équation sont :

1-+/5 14++/5

et ¢» = .

Ona:

NZ:1+\/1+\/1+\/1+\/1+---:1+N.

Donc N est solution de I’équation de la question 1.

Comme N > 0, on en déduit que :

\/1+\/1+\/1+W=¢=1+2\/§.

B Corrigé de I'exercice 21. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
On sait que si a et b sont solutions d’une équation polynomiale de degré 2 alors, ils sont aussi solutions
de I’équation :

x> —(a+b)x+ab=0.
Comme a et b sont solutions de 1I’équation :

X —sx+1=0,

at+b=s
ab =t

De méme, comme a+ 1 et b+ 1 sont solutions de 1I’équation :

ona:

x* — s2x+ st =0,
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ona:
{ (a+1)+(b+1) =5
(a+1)(b+1)=st

soit :

a+b+2=s
ab+a+b+1=st

Comme a+b = s et ab =1t (d’apres le premier systéme), on obtient :

§2—5—2=0
t+s+1=st

L’équation :
s —5—2=0

a pour solutions :

S12 =

1:|:\/1—|—8_ S]:—l
2 | s2=2

* Sis = —1, alors I’équation ¢ + s+ 1 = st devient :

t=—t soit : t=0

Dans ce cas, le couple solution demandé est : | (s;¢) = (—1;0), t € R|.

* Sis =2, alors I’équation t s+ 1 = st devient :

t+3=2¢ soit t=3

Dans ce cas, le couple solution demandé est : | (s;¢) = (2;3), t € R |.

N.B. Si on vérifie nos résultats, on voit dans un premier temps que le couple (—1;0) donne pour la
premiére équation : x> +x = 0 (qui admet pour solutions 0 et —1) et donne pour la seconde équation :
x%> —x =0 (qui admet 0 et 1 pour solutions, et qui sont bien les successeurs de —1 et 0).

En revanche, pour le couple (2;3), la premiére équation donne : x2 —2x+3 =0, de discriminant
négatif. Il n’y a donc pas de solutions... dans I’ensemble des réels! Car en effet, elle admet quand-
méme des solutions, mais dans un ensemble plus « grand » que celui des nombres réels : I’ensemble

des nombres complexes (que vous verrez en classe de Terminale S).

27



B Corrigé de I'exercice 22. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

2
<a+b\/§> = a® +2b* +2ab/2.
SiA =a+bv2=1/33+20v2,alors A? = a* +2b% + 2ab\/2 = 33 420V/2.

Par identification du coefficient de v/2 et du nombre entier,on a :

a? +2b* =33 , a? +2b* =33
SOit :
2ab =20 ab =10

De la seconde équation du systeme précédent, on peut déduire :

10
_a

b

et en remplacant b par cette valeur dans la premiere équation, on obtient :

soit :
a* —33a*+200 = 0.

2

En posant X = a“, on arrive a :

X2 —33X+200=0

dont le discriminant est :
A= (—33)%—800 =289 = 17>.

Les deux solutions de X% — 33X -+ 200 = 0 sont alors :

17 —17
= 33+ =25 et Xy = 33 =

X
! 2 2

8.

Donc les solutions de a* — 3342 + 200 = 0 sont a; et a; tels que :
a% =25 et a% =38

Soit :
ap=5oua; =-5 et x2:2\/§0ua2:—2\/§.

Or,a € Zdonca=50ua=-5.

1
. Sia:S,alorsb:?0=ZetA=5+2\/§;

e Sia=—5,alorsh=—-2etA=—-5-2v2<0,ce qui n’est pas possible car A > 0.

Ainsi,

\/33420vV2=5+2V2
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g Posons A = +/p +q+/n. Alors, A = p+¢q+/nd’ou :

a’+nb*=p
_ 41
2a
La premiere équation devient alors :
24 ng’
a _—
42~ P
ou encore :
at— 4pa2 +nq2 =0.
ou encore :

X% 4pX —i—nq2 en posant X = a.

Le discriminant est :
A=16p* —4ng* = 4(4p2 — nqz).

Premiére condition d’existence : il faut que 4p> — ng> > 0 pour pouvoir transformer 1’écriture
de A.

Dans ce cas, les deux solutions X et X5 sont :

4p—2:/4p% —ng?
X = P 2p " =2p—/4p? —ng? et X, =2p+/4p? —ng?.
Deuxiéme condition : il faut que 2p — \/4p? —ng®> > 0 et 2p++/4p? —ng* > 0.

Dans ce cas,

a) = j:\/Zp 4p —ng? et a2::|:\/2p+\/4p2—nq2.

Or,a € Z donc :

3¢ condition : il faut que \/2p — v/4p? —ng? € N ou que 1/2p + /3p? —ng? € N,

On a alors :
a::t\/Zp:I:\/4p2—nq2 et b= q .
:I:2\/2p +\/4p? —ng?
B Corrigé de I'exercice 23. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

a?+b*+c?=ab+ac+be <= a*— (b+c)a+b*+c*—bc=0.

Posons alors f(a) = a? — (b+c)a+b*>+c* — be.

L’équation f(a) = 0 admet au moins une solution car le triangle existe donc le discriminant de f(a)
est supérieur ou égal a 0.

A=[=(b+c)]>—4x1x (B> +—be)
= b% +2bc+ c* — 4b* — 4c? + 4be
= 6bc —3(b* +¢?)
= —3(b* —2bc +¢?)

= —3(b—c)?
Ainsi, A < 0. Or, on sait que A > 0 donc A = 0, ce qui signifie que b = c.
b 2b
Il n’y a qu’une solution a I’équation f(a) = 0 donnée par : —% =5 = b (car b = c).

Finalement, on a a = b = c. Le triangle est donc équilatéral.
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Enonceés

Généralités sur les fonctions

Disponible sur http: // www. mathwebd. fr

@ Exercices d'application du cours

° Exercices de réflexion

13 octobre 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

B Exercice 1. Trouver le domaine de définition *irtevery @
Corrigé page 35

Pour chacune des fonctions suivantes, trouver le domaine de définition 2.
L f(x) =3x%—5x+2 -1
fx) A

X 2 +1
2 {6 =7

fx ) =+3x—1
2 f)

fx)=vVaZ=3x+2

B f)=va2—1-va2—2x+1

9x 7
. Fx) _ Va1 g ) Vx2—4x+3
X)=————
oVt —5x+4
B Exercice 2. Fonctions paires, fonctions impaires *ieerese @

Pour chacune des fonctions suivantes, dites si elles sont paires, impaires ou ni I’une ni 1’autre.
0 A =x-1 B i)
frx) =x>—3x+1

X
f3(x) =2xvx2+1 fs(x)zx_3

x2—1—3

B Exercice 3. Lecture de tableaux de variation *kvevete @

Corrigé page 38

La fonction f a pour tableau de variation :

X =5 0 5 10

o | p— 3 5

a. Combien I’équation f(x) = 0 admet-elle de solution(s) ?
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b. Quel est le minimum de f? Le maximum ?

3
c. Combien 1’équation f(x) = —3 admet-elle de solution(s) ?

La fonction g a pour tableau de variation :

X —2 1 5 7

8(x) -, -5 — 22— —4

. Quel est le minimum de g ? Le maximum ?

a
b. Combien I’équation g(x) = 0 admet-elle de solution(s) ?

o

. Résoudre I’inéquation g(x) < 0 sur [—2;7].

QL

. Combien I’équation g(x) = —3 admet-elle de solution(s) ?

B Exercice 4. Lectures graphiques *Ahtevere @

Corrigé page 38

A partir des courbes suivantes, dresser un tableau de variations des fonctions f et g.

| I I 1

| | | 1

| | I 1
Lo oLl FE 1
I I I l 1
I I I I 1
I I I I 1
[ Eetetl i S R s |
I I I I 1
I I I I 1
)
| | | | 1
| | | I 1
I I I I 1
L R e Ry i |

| \-)A 1

W J 1
1 i i I o
] | | ) “1
I I I I
I I I I
L R E I R

| |

| |

l |

[ ) Sy —

Résoudre graphiquement :

a. f(x) =0
b. g(x) < -2
c. flx)=g)
On donne : f(x) = ii—i et g(x) = %xz— %x—Z.

Résoudre algébriquement 1’inéquation g(x) < —2, puis comparer avec les résultats trouvés a la
question 4 b.
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B Exercice 5. Décompositions en fonctions de référence *icirvete @

Corrigé page 39

A T’aide des fonctions de références (x — ax+b, x — /X, x — — et x — xz), décomposez les fonctions

X
suivantes afin de trouver leur sens de variation sur le ou les intervalles précisé(s).

2
J1 : x— /2 —5xsur [§;+oo[

fr x> —2x+3+ sur | —oo; 1] et sur |1 ;o0

X —

frix— sur |—1; oo

2
C1-3Vxt 1
8 fa s x— (—2x+8)2 sur |—e0;4]

-2
fs 1 x— 13) sur | —3; oo

B Exercice 6. Fonctions associées : domaine de définition et variations (1) %k vrvcvx o

Corrigé page 40

Pour chacune des fonctions suivantes, donner 1’ensemble de définition puis les variations sur cet
ensemble.

f(x)—_—3 H s(x)=/(x—2)7—4

~(2-3x)2

B Exercice 7. Fonctions associées : domaine de définition et variations (2) k¥ o

Corrigé page 41

On considere la fonction f définie par :

f(x) =x*—4x—5.
Dresser le tableau de variation de f.
On pose g(x) = v/ f(x).

a. Déterminer I’ensemble de définition de g.

b. En justifiant soigneusement toutes les étapes, dresser le tableau de variation de g.

On pose h(x) = | f(x)].
a. Déterminer 1’ensemble de définition de /.

b. Dresser le tableau de variation de 4 en justifiant.

)=
Y On posel(x)—f(x).

a. Déterminer I’ensemble de définition de i.

b. Dresser le tableau de variation de i en justifiant.
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Valeurs absolues

B Exercice 8. Etude d’une fonction avec valeurs absolues *irtevery @

Corrigé page 42

On considere la fonction f définie par :

f)=[x=1] = |x+2].
Trouver les expressions de f(x) sans valeurs absolues suivant les valeurs de x.
En déduire les variations (sous forme de tableau par exemple) de la fonction f.

Trouver les variations de la fonction g : x — | f(x) | .

B Exercice 9. Calculs avec valeurs absolues *irtevery @

Corrigé page 42

Effectuer les calculs suivants. On mettra les résultats sous sa forme la plus simplifiée.

-3 V3-1[+[viz-5|
13
‘1—7 4] ‘\/5—3‘—‘\/125—15’

B Exercice 10. Valeur absolue d’un polynéme de degré 2 *kiriete @

On considere la fonction f définie par :
fx)= x> =3x+2] .
Trouver les expressions de f(x) sans valeurs absolues suivant les valeurs de x.

En déduire les variations (sous forme de tableau par exemple) de la fonction f.

Résoudre I’inéquation f(x) < x+ 3.
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B Exercice 11. Inéquations avec valeurs absolues

Résoudre dans R les équations suivantes :

|2x—5] >2

|8x+4| <2

|3x—9| >5

M |5x420] <5

B Exercice 12. Equations avec valeurs absolues

Résoudre dans R les équations suivantes :

[x—1] =6
|x+2] =-3

|2x4+3] =5

W 13x—1] = |4x+2]
|5x—=3] = |2x+ 1]

a3 2-3=1

B Exercice 13. Ensemble de points

Trouver I’ensemble des points
Trouver I’ensemble des points
Trouver I’ensemble des points

ﬂ Trouver I’ensemble des points

M
M
M
M

(x;y) telsque |x—y| =1.
(x;y)telsque 2 | x| + |y | =3.

(x;y) telsque |x+y| + |[x—y| =1.
(x;y) telsque |2x+3y| + | —=5x+y| =2.
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Corrigés

13 octobre 2018

B Corrigé de I'exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

f(x) =3x2 —5x+2.

f(x) est un trin6me du second degré donc défini pour tout réel x. Ainsi,

x—2
fo) ==

f(x) est un quotient dont le numérateur est défini pour tout réel x (car c’est une fonction affine).
Son dénominateur ne doit pas étre égal a 0. Donc +/x # 0, soit x # 0 (1).

Le dénominateur est une racine carrée donc son radicande (x) doit étre supérieur ou égal a 0, donc
x=0(2).

Les conditions (1) et (2) nous donne :

P =10;4o0]

f(x) =3x—1.

f(x) est une racine carrée donc son radicande (3x — 1) doit étre supérieur ou égal a 0.

x—120<=x2>

W =

Par conséquent,

7[5+

3
ﬁf(x)zgx—_T

f(x) est un quotient dont le numérateur est toujours défini et dont le dénominateur doit étre non
nul (différent de 0). D’ou :

7
9x—7750<:>x75§.

o fi)

35

On en déduit alors :




Vil

Les deux conditions a remplir ici sont :

x—1>20 x>1
< —x=1.

x4+ 1 > 0 (dénominateur non nul) x> —1
D’ou
D = [1;+oo
[x—1
E f(’x) - X 1 ‘

Les conditions a remplir ici sont :

x—1
>0

x+1
x+1#0

p . .o X . . .
Pour résoudre I’inéquation 1 > 0, nous devons nous aider du tableau de signes suivant :
X

X —oo —1 1 o0
x—1 — — 0 +
x+1 — 0 + +
x—1
+ — 0
x+1
Ainsi,
D =|—oco; —1[U[l;4o0]

fx) = Va2 =3x+2.

f(x) existe lorsque x> —3x+2 > 0.

3—-1
Le discriminant de x> —3x+2 est A= 9 — 8 = 1 donc ce trindme a pour racines ot = — = 1
3+1
tf=—=2.
et B >

On sait qu’un trindme est du signe du coefficient de x> 4 I’extérieur de ses racines d’oi :

D = | —c0; 1]U[2;+oo|

B )=V —1—Va2—2x+1.
f(x) existe quand x> — 1 > 0 et x> —2x+1 > 0.
x? —1 > 0 lorsque x € |—o0; —1]U[1;+oo] car les racines (évidentes) de x> — 1 sont 1 et —1.

De plus, x> —2x+1 = (x+1)? > 0 pour tout réel x. On en déduit alors que :

P =]—o0;—1]U[1; o0
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B fe =l
X)=—F—"—.
x*—5x+4
Les conditions a remplir ici sont :

2 —4x4+3>0
x?—5x+4#0

o Le discriminant de x> —4x+3 est A = 16 — 12 = 4 donc x* — 4x + 3 admet deux racines :

4— /4 442
o= Z‘f:mﬁ:—; =3.

Ainsi, x> —4x+3 > 0 pour x € |—oo; 1] U[3; 4o0].

« Le discriminant de x2 —5x+4 est A’ = 25— 16 = 9 donc x? — 5x + 4 admet deux raines :

5-3 543
W= o,

On en déduit alors :

D =|—o0; 1[U[3;4[U]4; 400

B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
filx) =x*—1.

* Le domaine de définition de f; est R, donc centré en 0.

¢ Deplus, fi(—x) = (—x)2—1=x*>—1= fi(x).

Par conséquent, f| est paire.

Hx)=x>—3x+1.

* Le domaine de définition de f> est R, donc centré en 0.
* De plus, fo(—x) = (—x)> =3(—x) +1 = x> +3x+ 1.
Donc f>(—x) # f2(x) et fo(—x) # —f2(x).

Par conséquent, f> n’est ni paire ni impaire.

f3(x) =2xvx2 + 1.

* Le domaine de définition de f3 est R, donc centré en 0 (car x> +1 > 0 pour tout réel x).

* De plus, f3(—x) = 2(—x)/(—x)2 +1 = —2xVx2 + 1 = — f3(x).

Par conséquent, f3 est impaire.

H fi(x)

X
X243

* Le domaine de définition de f; est R, donc centré en O (car x> + 3 0 pour tout réel x).
X X

* De plus, f4(—x) = (_x;2+3 T2y —fa(x).

Par conséquent, f4 est impaire.
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X
E fs(x) - x_3'
Le domaine de définition de f5s est 7 =R\ {3} (carx —3 # 0 < x # 3).

2 n’est pas centré en 0 donc f5 ne peut pas étre paire ou impaire.

B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

0 -

L’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans I’intervalle |5;10].

b. Le minimum de f est —3, atteint pour x = 5 et son maximum est 5, atteint pour x = 10.
: 3 .
c. L’équation f(x) = —5a 2 solutions ; I’'une dans |—5;0[ et I’autre dans ]0;5].
a. Le minimum de g est —5, atteint pour x = 1 et le maximum est —1, atteint pour x = —2.
b. L’équation g(x) = 0 admet aucune solution car son maximum est strictement inférieur a 0.
c. Le minimum de g sur [—2;7] étant strictement inférieur a 0, I’inéquation g(x) < 0 a pour
solution : § = [—2;7].
d. L’équation g(x) = —3 admet 3 solutions : une sur |—2; 1[, une autre sur |1 ;5[ et une autre sur
15:7].
B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Nous avons :

H -

b.

g(x) . T —

f(x) >0« xe[-5;—1]U]L;5].

La droite d’équation y = —2 coupe la courbe représentative de g en 3 points d’abscisses
respectives : x; ~ —0,9, x, =0 etx3 =0,9.

L’inéquation g(x) < —2 a alors pour ensemble solution : § = [-5;—0,9]U[0;0,9].

N.B. L’échelle du graphique ainsi que ses graduations ne nous permettent pas de donner
avec précision les abscisses x| et x3, donc si I’éleve donne d’autres valeurs que celles données
ici, le résultat sera correct (dans la mesure ou les valeurs sont proches de —0,9 et 0,9).

. Les solutions de I’équation f(x) = g(x) sont les abscisses des points d’intersection des courbes

représentatives des fonctions f et g.

On peut alors dire que I’ensemble solution est approximativement : S = {0,4 ; 2,5}.
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<= gx —-x<0
1 1
1 <§X2 — Z) NS 0
1 1 3 3
Les racines de gxz ~1 sont —% et %, d’ou le tableau de signes suivant :
3 3
=5 o3 0 b 5
X — -0 + +
-7 + 0 - - 0 +
x(32-1) - 0 + 0 - 0 +

3 3
\é_] U [O; \/7_ , ce qui correspond

L’ensemble solution de I’inéquation est donc : § = [—5 ;———

: L P , 3
bien aux résultats trouvés a la question |?4 b. car -~ 0,86.

B Corrigé de I’exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
2
f1 : x+—+/2—5xsur {g;—l—oo[.

PRI T S ML, 4
La fonction u# : x — 2 — 5x est une fonction affine de coefficient directeur négatif donc elle

est décroissante ; en prenant la racine carrée de u, on ne change pas les variations donc /u est
décroissante.

f1 est donc décroissante sur {5 ;oo [

fix—=-2x4+3+

—o0; ]| et 1;4oof.
x_lsur] [ et sur ]|1;+4oo]

Posons : f, : x+—g+hou:

u v=+/u w=1 1 Sw 5
cxr—x—1— Vx—1 —
& vx—1 vx—1

. . . 1
Pour g, u est une fonction affine croissante, donc v = \/u est aussi croissante et donc w = — est
\%

eth : x— —2x+3.

décroissante, ce qui fait que Sw est aussi décroissante.

De plus, & est une fonction affine décroissante.

Ainsi, f, est décroissante comme somme de fonctions décroissantes sur |—oo; 1] et sur |1 ;+oo].
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frix— sur | —1; 4o0].

2
C1—3Va+1

[ PRI eV g I e L SY/pearay i R Yooy
; 2 o

1
—_——
1-3vx+1 1-3vx+1

u est une fonction affine croissante, donc v = /u est croissante, donc w = —3v est décroissante,

o1 ) . 1 )
d’ou z =1+ w aussi et — est croissante. Ainsi, —2 X — est décroissante.
Z Z

Ainsi, f3 est décroissante sur |—1; 4-oo].

8 fa s x— (—2x+8)2 sur [4;4oo.
—,2
fao xrts —2x+ 85 (—2x+8)2.
u est une fonction affine décroissante et positive sur | —co;4]
(car —2x+8>0& —2x > -8 & x < 4).
La fonction carré étant croissante lorsque sa variable est positive, v = u? est croissante lorsque

u >0, c’est-a-dire sur |—oo;4].

fa est donc croissante sur |—oo;4].

B5:x— G137 sur | —3;4-oo].

1 oy —2

fs :xri>x+3vzr—u§(x+3)2v5 2
(x+3)? (x+3)?

. . 1 .
u est croissante et u > 0 sur |—3; 4oo[, donc v = u? est croissante, donc w = — est décroissante,
v
donc —2w est croissante.

/5 est donc croissante sur |—3; 4-oo].

B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

2 2
Ona:@f:}—oo;g{u}—g;—i—oo{et:
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Ona:(x—2)2—4>0<=x>—4x+4—-4>0

—x(x—4)>0

Donc Py = |—o0;0]U [4;+oo] et :

X —oo 0 4 +oo
x% —4x
X2 —4x
B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

b
e 2 donc le sommet de la parabole (qui représente f) a pour abscisse 2.
- a

On a donc :

H -

x —oo 2 oo

£(x) T —

Le discriminant de f est :
A= (—4)?—4x1x(=5)=16420=36

donc f(x) a deux racines :

xX1=———=-1 et Xp=——=23.

4-6 446
2

Donc Py = |—o0; —1]U[5; 400
« 2 » étant entre les racines de f, f est décroissante sur | —eo; —1], puis croissante sur [5; 4-oo|.
Or, prendre la racine carrée d’une fonction ne change pas ses variations donc :

X —o0 —1 5 oo

. 9, = R car nous pouvons calculer la valeur absolue de n’importe quel nombre réel f(x).

b. Onsait que f(x) < Osur|—1;5[; or, prendre la valeur absolue d’une fonction négative inverse

les variations alors que prendre la valeur absolue d’une fonction positive ne les change pas.
On a donc :

X —o0 —1 2 5 oo

. e
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W 4 9 =]—o0;—1[U]—=1;5[U]5;+0d].

b. Prendre I’inverse d’une fonction inverse ses variations donc :

X —oo

—1

~+oo

I

\

B Corrigé de I’exercice 8.

[Retour a I’énoncé de I’exercice]

* Onsaitquex—1>0pourx>1;doncpourx<1, |[x—1| =—(x—1)=1—x;
* On sait que x+2 > 0 pour x > —2; donc pour x < =2, |x+2| = —(x42) = —x—2.
On a donc :
X | —oo -2 1 +oo
|x—1| = l—x 1—x x—1
|x+2]| = —x—2 0 x+2 x+2
. l—x—(—x—-2)= l—x—(x+2)= x—1—-(x+2)=
f(x)_ 3 —2x—1 -3
Ainsi,
3 pour x € |—eo; —2]

f(x)

De la question précédente, on déduit :

—2x—1 pourx € [-2;1]

-3

pour x € [1;4-o0|

X —o0 -2 1 o0
33— 3
£(x) T ; 3
L., .
—2x—1>0<:>x<—§d’ou:
X —oo —2 —1 1 o0
3 3 3 3
1) T —

B Corrigé de I'exercice 9.

3
5—§‘:

8 8
R AN
7 77 7

40 3| [37|_37
18| 8

6
=
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V3-1]+ V23],

« 3> 1donc /3> 1, soit vV3—1>0; ainsi,
° 12 < 25donc v12 < v/25,s0itv12—-5<0;
\/12—5‘ —_ <\/12—5) —5_V12=5-23.

V3-1|=V3-1.

ainsi,

Ainsi,

V31| +|VI2=5| = V3-145-2V3=4-13,

4] ‘\/5—3‘ - ’\/125—15’.

- 5 <9 donc /5 < /9, soit /35— 3 < 0: ainsi, ﬁ—slz—(ﬁ—a) —3_./5.

- 125 < 225 donc v/125 < v/225. soit v/125 — 15 < 0:
V125 — 15( _ <\/125— 15) — 15— /125 = 15— 5/5.

ainsi,

Ainsi, [v/5 -3 = | V125 15| =3 V5 - (15-5V5) =3 - V5 - 15+5V5 = ~12+4/5.
B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
f(x) = |x*—=3x+2]. Le polyndme x> — 3x + 2 admet une racine évidente : o = 1. Donc la
seconde racine est f = — = 2.

ad
On a alors le tableau suivant :

x —oo 1 2 oo
X2 —3x+42 - 0 — 0 +
f(x) X2—3x+2 0 —x24+3x—2 0 x2—3x+2

On déduit de la question précédente le tableau suivant :

2 +oo

X —oo 1

) | g g ——

\S][OV]

L’inéquation f(x) < x+ 3 équivaut a :

X —o0 1 2 o0
2 —3x+2 + 0 — 0 +
—3x+2<x+3 0 —x243x—2<x+3 0 x*—3x+2<x+3

* Sur [1;2],ona: —x*>+2x—5<0.
Le discriminant de —x?>4+2x—5est: A=4—4x (—1) x (—=5) = —16 <0 donc —x*> +2x—5
est toujours du signe de —1, donc toujours négatif.
Ainsi, [1;2] est inclus dans ’ensemble solution.
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* Sur |—oco;1] et sur [2;4oc0[,0na: 2 —4x—1<0.
Le discriminant de x> —4x — 1 est : A= 16+4 = 20. Il y a donc deux racines : o =

4-/2
> 0 =2-2v/5<1et =2+42v/5>2. Donc o et B sont dans les intervalles | —oco; 1]

et sur [2;+oo].
Ainsi, x> —4x — 1 < O sur [a; 1] et sur [2;B].

Par conséquent, 1’ensemble solution de I’inéquation f(x) < x+ 3 est :

7= 2—2¢§;2+2ﬁ].

B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

|2x—5| >2 <= 2x—5>2 ou 2x—5<-2
< 2x>7 ou 2x<3

2 2
L’ensemble solution de I’inéquation | 2x—5| > 2 est donc . :]—w;%{u}%;%—w{
|8x+4| <2 <= —2<8x+4<2
<— 682
<~ —Eéxé—l
4 4

3 1
L’ensemble solution de I’inéquation | 8x+4 | < 2estdonc|.” = [—— ; ——}

13x—9| >5 < 3x—9>5 ou 3x—9<-5
<— 3x>14 ou 3x<4

<= >14 0 <4
XxX>— ou x<-—
3 3

4 14
L’ensemble solution de I’inéquation |3x—9| > 5 estdonc|.¥ = } —oo; —] U {— ; —|—oo{

1 [5x420| <5 <= —5<5x+20<5
= -25<5x<—15
= S5<x<-3

L’ensemble solution de I’inéquation | 5x+20| < 5estdonc|. =]|-5;-3]

B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

|lx—1| =6<=x—1=60oux—1=-6
= x=T7o0oux=-5

L’ensemble solution est donc | . = {—5; 7} |.
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| x+2 | = —3. Une valeur absolue est toujours positive ou nulle donc I’ensemble solution est :

BT

|2x+3| =5<=2x+3=50u2x+3=—-5
<= 2x=2o0ux= -8
< x=1loux=—4

L’ensemble solution est donc | . = {—4; 1}

W |3x—1] = |4x4+2] <=3x—1=4x+20u3x—1=—(4x+2)
<— —1-2=4x—3xou7x=—1

1
<:>x:—3oux:—?

1
L’ensemble solution est donc | . :{—3;—7}.
B |5x—3] = |2x+1| «=5x—3=2x+1lou5x—3=—2x—1
<—3x=4ou7x=2
< 4O 2
X=—-—oux=—-—
3 7

2 4
L’ensemble solution est donc | . = {5 ; §} .

i |2-3]=1l<=x*-3=1lour’-3=-1
e x2=4oux?=2
<:>x:20ux:—20ux:\/§0ux:—\/§

L’ensemble solution est donc | = { —2; —V2:V2 2}

B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Nous allons faire une disjonction de cas sur x —y afin d’enlever les valeurs absolues.

* Six—y>0(c’est-a-diresiy <x),alors [x—y| =1 <= x—y=1 <= y=x—1.
La condition de départ sur y (qui est y < x) est bien remplie car x — 1 < x pour tout x. Donc
I’ensemble des points cherché est la droite & d’équation y =x — 1.

x=y|=1<= —(x—y)=1 <<= y=x+1.
La condition de départ sur y (qui est y > x) est bien remplie car x4 1 < x pour tout x. Donc
I’ensemble des points cherché est la droite 2’ d’équation y = x+ 1.

Au final, I’ensemble des points est donc la réunion de ces deux ensembles : .

* Six—y <0 (c’est-a-dire si y > x),
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I1 est ici nécessaire de faite une disjonction de cas sur x et y.

* Six>0:
—Siy>0,alors2 |x| + |y| =3 <= 2x+y=3 < y=—-2x+3.
L’ensemble des points vérifiant 2 | x | + | y | = 3 est donc la partie de la droite (d;) ou
x> 0ety> 0 (représentée en bleu ci-dessous).
- Siy<O,alors2|x| + |y| =3 <= 2x—y=3 < y=2x-3.
L’ensemble des points vérifiant 2 | x| 4+ |y | = 3 est donc la partie de la droite (d,) ol
x> 0ety <0 (représentée en rouge ci-dessous).

* Six<O0:

—Siy>0,alors2|x| + |y| =3 <= —2x+y=3 <= y=—-2x+3.
L’ensemble des points vérifiant 2 | x| 4+ | y | =3 est donc la partie de la droite (d3) ou
x < 0ety> 0 (représentée en violet ci-dessous).

- Siy<O,alors2|x| + |y| =3 <= —2x—y=3 <= y=—-2x—-3.
L’ensemble des points vérifiant 2 | x| 4+ |y | = 3 est donc la partie de la droite (d4) ou
x < 0ety <0 (représentée en vert ci-dessous).

L’ensemble solution est donc I’ensemble des points représenté ci-dessous :

(d3) (d1)

[x+y[+ [x=y[ =1L
* Six+y>0(doncsiy > —x):

— Six—y>0(doncsiy<ux), |x+y|+ |x—y| =1 <= x+y+x—y=1 <= x=

— Six—y<O0(doncsiy>ux), |x+y|+ |x—y| =1 <= x+y—x+y=1 <= y=

| = =

* Six+y<O0O(doncsiy < —x):

—Six—y>0(oncsiy<x), |x+y| + |[x—y| =1 <= —x—y+x—y=1 <
1

y=-—5.
2

- Six—y<O(oncsiy>x), |x+y|+ |x—y| =1 <= —x—y—x+y=1 <
1
X——E.
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L’ensemble des points M(x;y) vérifiant |x+y| + |x—y| = 1 est donc ’ensemble représenté
ci-dessous :

A=

Y

S

D | 2x43y| + | —Sx+y| =2

2
* Si2x+3y >0 (soitsiy < gx), on se trouve sous la droite d’équation y = gx.

— Si —5x+y > 0 (soit si y < —5x), on se trouve sous la droite d’équation y = —5x donc
en combinant les conditions y < gx et y < —5x, on se trouve dans la partie colorée

suivante :

<
I
Wi
=

y=—5x

Si2x+3y>0et —5x+y>0,
3 1
alors |2x+43y| 4+ | =5x+y| =2 < -3x+4y=2 — y:Z)H—E'
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3 1
L’ensemble solution est donc la partie de la droite d’équation y = Z}H— 3 comprise dans
cette partie colorée du plan :

4 y= §X
5 +4
5
y=—5x
— Si —5x+y <0 (soitsiy > —5x), on se trouve au-dessus de la droite d’équation y = —5x

: . 2 : )
donc en combinant les conditions y < gx ety > —5x, on se trouve dans la partie colorée

suivante :

4 y=3x

y=—5x

Si2x+3y>0et —5x+y <0,

7
alors [2x+3y| + | =5x+y| =2 <= Tx+2y=2 < y:—§x~|—1.
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. . . P 7 .
L’ensemble solution est donc la partie de la droite d’équation y = —§x+ 1 comprise
dans cette partie colorée du plan :

4 y=3X
5 +4
5
y=—5x
: L2 o 2
* Si2x+3y <0 (soitsiy > gx), on se trouve au-dessus de la droite d’équation y = gx.

— Si —5x+y > 0 (soit si y < —5x), on se trouve sous la droite d’équation y = —5x donc
en combinant les conditions y > §x et y < —5x, on se trouve dans la partie colorée
suivante :

A y= %X
5 41
5
y=—5x

Si2x+3y<0et —5x+y>0,

7
alors |2x+3y| + | =5x+y| =2 <= —Tx—2y=2 < y:—ix—l.
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. . . P 7 .
L’ensemble solution est donc la partie de la droite d’équation y = —Ex — 1 comprise
dans cette partie colorée du plan :

4 y=3X
5
y=—5x
— Si —5x+y <0 (soitsiy > —5x), on se trouve au-dessus de la droite d’équation y = —5x

: . 2 : )
donc en combinant les conditions y > gx ety > —5x, on se trouve dans la partie colorée

suivante :
A y:%x
5__

5

y=—5x
Si2x+3y<0et —5x+y <0,

3 1

alors |2x+3y| + | =5x+y| =2 <= 3x—4y=2 — V=
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. . . . 3 1 .
L’ensemble solution est donc la partie de la droite d’équation y = Zx —3 comprise dans
cette partie colorée du plan :

y=—5x

Finalement, I’ensemble des points M(x;y) vérifiant I’équation |2x+3y| + | —5x+y| =2est
I’ensemble représenté en rouge ci-dessous, constitué de quatre demi-droites :
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Suites

Disponible sur http: // www. mathweb. fr

@ Exercices d'application du cours

° Exercices de réflexion

13 octobre 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Généralités sur les suites

B Exercice 1. Sens de variation *irtrvery @

Corrigé page 62

Etudier le sens de variation des suites (u,) définies ci-dessous :

m.-2 B = vieT3
un:—n2+5n—2 ﬂu0=3etun+1=un—5
B Exercice 2. Sens de variation, majorant et minorant *ictrvete @

Corrigé page 63

On définit la suite (u,) par la relation :

2n+1
VneN U, =
) n n+2
Montrer que (u,) est croissante.
Montrer que (u,,) est majorée par 2.
Montrer que (u,) est minorée.
B Exercice 3. Sens de variation d’une suite définie par récurrence *Ahtevere @

Corrigé page 63

Montrer que la suite (u,) définie par :

up=1
un—l—lz‘\/M%—l‘l, VneN

est croissante.
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B Exercice 4. Sens de variation d’une suite avec racines carrées

On définit la suite (u,) par la relation :

VneN, Up=vVn+1—+/n.

1
Vn+14/n

Montrer alors que u,1| < u, et en déduire les variations de (u,).

Montrer que pour tout entier naturel n, u, =

Montrer que (u,) est majorée et minorée.

Suites arithmétiques et géométriques
B Exercice 5. Somme des premiers termes d’une suite arithmétique

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.

Siug=>5etr=23,calculer ug +uj+-- -+ ujgo-
Si ug = 3 et usg = 60, calculer ug+uj + - - - + usp.
Siu; =60etr=>5,calculer u; +up +--- 4+ ujoo.

ﬂ Siu; =50etusg =1, calculer uy +upy + - - - + usp.

B Exercice 6. Somme des premiers termes d’une suite géométrique

Soit (u,) une suite géométrique de raison g.
Siug=1etg=2,calculer ug+uy +-- -+ ujoo.

1
Si u0:3etq:E,calculerug-l-ul-l—----l—uso.

1
Siup =60etqg= 3 calculer u +upy + - - - + ujgo.

V8 Siuy =50et g =10, calculer uy +us + - - + us.

B Exercice 7. Dénombrement

*kkirrr @

Corrigé page 64

*irvevery @

Kt @

*kveirye @

Corrigé page 66

Un mot de passe est composé de 1 a 25 caracteres choisis parmi une liste de 70 symboles.

Donner un ordre de grandeur du nombre total de mots de passe possibles.
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B Exercice 8. Reconnaitre une suite arithmétique et géométrique *kiriete @

Pour chacune des questions suivantes, la suite (i) >0 est définie de fagon explicite.
Dire si elle est arithmétique, géométrique ou ni I’une ni 1’autre en justifiant. Si elle est arithmétique
ou géométrique, préciser son premier terme et sa raison.

up, =3+4n n up=n(n+1)—n(n—1)
P u,=8x2" un:n2+2n—|—1
B u, =237 Eun:3in+1

nun:\/2_” gun:2”—i—1

5 n
Hu-2 m .-

B Exercice 9. Reconnaitre une suite arithmétique ou géométrique, le retour % kv 0o

Pour chacune des questions suivantes, la suite (u), - est définie a 1’aide d’une relation de récurrence.
Dire si elle est arithmétique, géométrique ou ni I’une ni I’autre en justifiant. Si elle est arithmétique
ou géométrique, préciser son premier terme et sa raison.

Upt1 = 3uy, ugp=1 Upr1=3(up—1)—=2(up+1),up =1

1 Un—1
Mn+1=u—,u0=1 ﬂun:T,u0:2

n

Up = 2u,—1, ug = 1 un-i-l:\/u_n’ uy =2
W w1 = up—m,up =21 Eunﬂ:\/ﬁ,uo:l

B Exercice 10. Etablir une relation de récurrence *kvrvese @

Corrigé page 71

Dans chacun des cas suivants, donner la relation de récurrence entre u, ;| et u,. Indiquez alors si ()
est arithmétique, géométrique ou ni I’une ni 1’autre.

Chaque jour, ma vue baisse de 0,001 %. u, désigne ma note aux yeux au jour n.

Ma mere me donne 10 €, puis me dit : « chaque mois, je te donnerai 10 € ». u, représente la
somme que j’ai recu en n mois, pour n > 1.

Je remplis d’eau une bouteille d’un litre a moitié. Chaque minute, ce qui restait la minute précé-
dente est rempli a moitié. u, représente la proportion de la bouteille qui est remplie la n® minute,
n>1.

n Je place 1000 € sur un compte qui me rapporte 0,75 % chaque année. u, représente le solde de
ce compte (si je ne préleve rien) a I’année n, n > 0, avec ug = 1000.
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Paul et Pierre sont a 20 metres 1’'un de 1’autre, Pierre étant derriere Paul. Quand Pierre fait un pas
en avant, Paul en fait deux. u, représente la distance (en metre) entre Paul et Pierre a la n® étape,
n > 0, avec up = 20 (on suppose que les pas de Pierre et de Paul sont de méme longueur).

E Paul et Pierre sont a 20 metres 1’un de 1’autre, Paul étant derriere Pierre. Quand Pierre fait un pas
en avant, Paul en fait deux. u, représente la distance (en metre) entre Paul et Pierre a la n® étape,
n > 0, avec up = 20 (on suppose que les pas de Pierre et de Paul sont de méme longueur).

B Exercice 11. Trouver un terme ou la raison dans une suite arithmétique % k¥ 0o
Corrigé page 72

On considére une suite (u,) arithmétique de raison r.

uo = 3 et ug = 7. Calculer r.

up = 5 et us = 2. Calculer r.
1
up=>5etr= —5 Calculer ug.

n us = 6 et r = 2. Calculer uy.

u7 = /2 et up = /7. Calculer r.

B Exercice 12. Trouver un terme ou la raison d’une suite géométrique *hKkirte @
Corrigé page 73

Soit (u,) une suite géométrique de raison g.

uy =5 et up = 12. Calculer q.

uy = 3 et g = 2. Calculer ug.

1
u =8etqg= 5 Calculer ug.

1
ﬁ up=2etqg= 3 Calculer uy.

E us =2etqg= \/§ Calculer u7.
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B Exercice 13. Le super-héros *hKhtete @
\/Corrigé page 74\\

Destructo a la capacité de détruire les murs en foncant dessus. Malheureusement, apres chaque des-
truction, il perd 5 % de sa force.

Des potron-minet, sa force est de 1 000 Newton.

Un jour, le méchant Massono a mis une bombe dans un batiment carré qui demande a Destructo de
passer a travers 50 murs.

Destructo ﬂ |

Sachant qu’il faut a Destructo au moins 100 Newton pour détruire un mur, arrivera-t-il jusqu’a la
bombe ?

B Exercice 14. Compilation d’exercices *hKhicte @
\/Corrigé page 75\\

On considere une suite arithmétique (u,),,, telle que :
uy) =38 ; ujp = —3.
Donner I’expression du terme général de cette suite sous la forme u,, = a + bn.
On considere une suite arithmétique (u,),~ telle que :
uy = —6 ; ug = 10.
Donner I’expression du terme général de cette suite sous la forme u,, = a + bn.
Trouver toutes les suites géométriques (un)n20 telles que :

ug =90 ; upy = 10.

g On construit une pyramide en allumettes comme sur le schéma suivant :

u1:3
u2=7
u3:11

On note u, le nombre d’allumettes nécessaires pour le n-ieme étage de cette pyramide, n > 1.

Combien faut-il d’allumettes pour faire 20 étages ?
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E Dans chacun des cas suivants, dire si les termes sont ceux d’une suite géométrique, d’une suite
arithmétique ou d’une autre suite. S’ils définissent une suite arithmétique ou géométrique, donner
les parametres de la suite (raison et 1°* terme).

1
a. up=1etu,+1 =3u, — gun
Un
b. =1let = —.
uo Clipr 10

c. up=3+4(n-1).
d. up=2etu,r1 =u,+1.

e. Uyt = 3u, —5.

g On construit une figure étape par étape comme suit :

A chaque étape, on ajoute un disque
dont le rayon est la moitié de celui
qui a été ajouté a I’ étape précédente.

Etape 1 Etape 2 Etape 3

Sachant que le premier disque a un rayon égal a 5 cm, quelle sera la valeur approchée a I’unité de
I’aire totale des disques a 1’étape 10?

Suites arithmético-géométriques

W Exercice 15. Etude d’une suite arithmético-géométrique avec algorithme %k %k ¥rv 0

On considere la suite (1), définie par la relation de récurrence :
upg = 1
1
un+1:§un+3 VneN
Calculer u; et us.

(un ), est-elle une suite arithmétique ? Une suite géométrique ?

On considere la suite (v,),~q définie pour tout entier naturel n par :

9
Vn:un__.

2
Montrer que (vy,) >0 st une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

n En déduire une expression de v, en fonction de n, puis une expression de u, en fonction de n.
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E On donne I’algorithme suivant :

Algorithme 1

Initialisation
Affecter a U la valeur 1
Affecter a i la valeur O
Saisir la valeur de N
Traitement
Tant que i<N
Affecter a i la valeur i+l
[ErPEC Cerso =t d VaClrU/ s

Fin du Tant que

Sortie
Afficher U

a. A I’aide d’un tableau (par exemple), exécuter cet algorithme pour N = 3.
b. Que permet de faire cet algorithme ?

c. ATaide de votre calculatrice, donner la valeur qu’affiche cet algorithme pour N=10, N=20 et
N=30.

Que peut-on conjecturer ?

B Exercice 16. Le débit de I'eau, le débit de lait *kxky: @
|Corrigé page 78]

Léonard achete deux bidons de 100 litres : un dans lequel il met de 1’eau, 1’autre dans lequel il met du
lait.

Chaque jour, il consomme 30 % de la quantité de lait et 50 % de la quantité d’eau qu’il y avait le jour
précédent. Tous les soir avant de se coucher, il ajoute 10 litres de lait dans le bidon de lait et 20 litres
d’eau dans le bidon d’eau apres .

On note ¢, la quantité d’eau et ¢, la quantité de lait (en litres) au n-ieéme jour apres les ajouts d’eau et
de lait. On a ainsi ey = 100 et £y = 100.

Calculer e et /;.
Déterminer les relations de récurrence des suites (e,,) et ().
On pose u,, = e, —40.

a. Montrer que (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

b. En déduire le terme général de (u,) en fonction de n, puis celui de (ey).

100

ﬂ On pose vnzﬁn—T.

a. Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

b. En déduire le terme général de (v,) en fonction de n, puis celui de (¢,).

E Calculer alors e3¢5 et £365 d’une part, e739 et £739. Que peut-on remarquer et alors conjecturer ?
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B Exercice 17. Somme des premiers termes d’une suite arithmético-géométriquek x x k w (]

Corrigé page 79

On considere la suite (u,) définie par :

ug =2
2
Upt] = Uy +6

7

Calculer u; et us.

. 42
Pour tout entier naturel n, on pose v, = u, — ?

a. Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

b. En déduire une expression de v, en fonction de n, puis de u, en fonction de n.

10
a. Calculer S = Z Vi =Vvo+Vvi+---+Vvip.
k=0
10
b. En déduire 8" = Y wuy = ug+uy +---+ujo.
k=0

Suites homographiques

B Exercice 18. Suite homographique et suite géométrique, avec un algorithme % % % ¢ o

On considere la suite (u,) définie par :

ug =2
2

3u, +1

Up+] = VneN

On considere alors I’algorithme suivant :

Algorithme 2

Initialisation
Affecter a U la valeur 2
Affecter a i la valeur O
Saisir la valeur de N
Traitement
Tant que i<N
Affecter a i la valeur i+l
Affecter a U la valeur 2/(3*U+1)

Fin du Tant que

Sortie
Afficher U
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A I’aide d’un tableau, exécuter cet algorithme pour N = 4.

Qu’affiche alors cet algorithme ?
On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par :

2
un_§
U, +1°

Vn =

Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

En déduire une expression de v, en fonction de n, puis une expression de u,, en fonction de n.

B Exercice 19. Suite homographique et suite arithmétique *hkhxic @

On considere la suite (u,) définie par son premier terme uy = 3 et par la relation de récurrence

suivante : |

Vn GN, l/ln_|_1:1— .
du,

On pose alors pour tout entier naturel n,

1

Vp=—".
" u,—0,5

Montrer que (v,) est une suite arithmétique dont on donnera la raison et le premier terme.

En déduire le terme général de (v,) puis celui de (u,) en fonction de n.

A 1’aide d’un tableur, de votre calculatrice ou tout simplement de votre cerveau, vers quel nombre
se rapproche u,, lorsque n augmente de plus en plus ?

Suites imbriquées

B Exercice 20. Suites imbriquées *hKhtcte @

Corrigé page 82

On considere les suites (u,) et (v,) définies par :

up = 1 Vo = 0
up+1 =0,2u,+0,6v, Vi1 = 0,8u, +0,4v,
Pour tout entier naturel n, on pose t,, = u, + vy,.

Montrer que (7,,) est une suite constante. Exprimer alors #, pour tout entier naturel .

Pour tout entier naturel n, on pose w, = 3v, — 4u,.
Montrer que (w,) est une suite géométrique dont on précisera la raison t le premier terme.

Exprimer alors w, en fonction de n.

Exprimer alors u, et v, en fonction de n.
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B Exercice 21. Suites imbriquées *kkkkx @
(Corrigé page 84|

On considere les suites (u,) et (v,) définies par :

uy = 1 Vo = 0
up+1 = 0,55u, +0,35v, Vpt1 = 0,45u, +0,65v,

Soient deux nombres réels non nuls a et b tels que la suite (w,,) définie pour tout entier naturel n
par w,, = auy, + bv, soit géométrique de raison notée g.

a. Montrer que I'on a :
0,55a+0,45b = qa
0,35a+0,65b = bq
q—0,65 q—0,55
——betb=—"—
035 ° 0,45
c. Montrer alors que g est solution de I’équation ¢*> — 1,2¢+0,2 = 0.

b. En déduire que a = b.

d. Trouver alors les deux valeurs de g possibles, notées g et g2, avec g1 < ¢, puis les valeurs
possibles de a et b pour chacune de ces deux valeurs de g.

On pose alors ¢, = u, + v, et g, = u,, — Tvy,.

a. Montrer que ces deux suites vérifient les conditions de la suite (w;,).
b. En déduire une expression de ¢, et g, en fonction de n.

c. En déduire une expression de u, et de v, en fonction de n.
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Corrigés

13 octobre 2018

B Corrigé de I'exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

on

2n+1 on
Up+1 — Un = 5 5
2n+1 _on
= T
Crx2l—2nxd
B 5
2n(21 —1)
5

2’1
N

Ainsi, (u,) est croissante.

Up = —n>+5n—"2.

Unst —tp = —(n+ 12 +5(n+1)—2—(—n*+5n—2)
= (W 4+2n+1)+5n+5-24n"—5n+2
=-—n*—2n—1+5n+5-2+n*—5n+2
=—-2n+4

—2n+4>0 < —2n>—-4 <= n<2donc u,y; —u, <0pourn>2.

La suite (u,)est donc décroissante a partir du rang 2.

up = Vn?+3.

=Vn2+2n+4—/n2+3

Or, n? +4 > n?+3 donc n? 4+ 2n+4 > n*+3 (car n > 0), donc Upt1 —Up > 0.

Ainsi, la suite (u,) est croissante.
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ﬂ up =3 etu,+; =u,—S.
Upi1 — Uy = Uy — 5 —up, = —5 < 0 donc (u,) est décroissante.

B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
On calcule pour tout entier naturel 7 :
_2(m+1)+1 2n+1

Y (I S NS )
_2n+3_2n+1
 n+3  n42

(2n+3)(n+2) (2n+1)(n+3)

 (n+3)(n+2) (n+2)(n+3)
3

(n+2)(n+3)
n+2>0etn+3>0carn e Ndonc u,1 —u, >0.

La suite (u,) est donc croissante.

Si la suite (u,) est majorée par 5, alors u,, < 5 donc u, —5 < 0 pour tout n € N.

_2n—|—1

- n+42 B
~2n+1 5(n+2)
- n+2 B n+2
_ 2n+1-5n—10
N n+2

_ —3n-9
on+2

—3n—9 < 0carn>0doncu, —5 <0, soit u,, <5.

Uy, —95

Donc la suite est majorée par 5.

Quand on ne précise pas le minorant (ou le majorant), c’est qu’il doit étre facile a trouver.

Ici,2n+1>0etn+2 > 0donc u, > 0 pour tout n € N.

La suite est donc minorée par 0.

B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
On calcule u,,| — u, pour tout entier naturel » :

Upsl —Up = \Ju2+1—u,
B (Vuz +1—up) (Vg +1+uy)
Vuz+1+u,
w241 —u?

Vui+1+u,
1
N Vui+1+u,

un > 0 car chaque terme est défini comme étant égal a une racine carrée; de plus, y/u2 + 1 > 0 donc
Up+1 — Uy > 0.
La suite est donc croissante.
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B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I’exercice]

up=vVn+1—+/n
(Vn+1—/n)(Vn+1+/n)

= (on multiplie par I’expression conjuguée)

Vatl+tyn

B n+1-—n
Vn+1++/n
1

Uy =

vn+1y/n
1
Un+1

CVnF2+vVn+1
Or,n+2 >ndonc vn+2 > /n etdonc, en ajoutant v/n+ 1 aux deux membres de cette derniere
inégalité, ona Vn+2++vn+1>vn+1+/n.
1

1
<
Vn+2++vn+1  Vn+l+4/n

En inversant, on obtient : (attention a ne pas oublier d’inverser
le signe de I’'inégalité).

Ceci nous dit alors que u, 11 < uy, et donc que (u,) est décroissante.

Vn+ 1y/n > 0 donc u, > 0.

(u,)est donc minorée par 0.

1
De plus, vVn+1y/n>1(carv/n+1>1et/n>0)donc ———— < 1, soit u, < 1.

(u,) est donc majorée par 1.

B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Siug=>5etr=23,calculer ug +uj+---+ ujgo-

(u,) est une suite arithmétique donc :

uo + Uy

uo+up+---+u, = 5 X (n+1)
donc ici :
5+ (54100 x3
uo+up+---+ujpp0 = ( 3 )XIOI
=155 %101

uo+up+---+uj0 = 15655‘

Si ug = 3 et usg = 60, calculer ug+u; + - - - + us.

3+60
uo—l—u1+---+u50:Tx51

=155 x 101
uo+uy+---+ujpp = 16065
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Siuy = 60 et r =5, calculer u; +up + - - - + u100.

up+u
Up o+ U0 = ITIOO % 100
60+ (6045
_ 60+4(60+5x99) < 100
2
~ 61500
2
u1+u2+---+u100:30750‘
n Siu; =50 etusg =1, calculer uy +upy + - - - + usp.
Ui +uy~+---+usg = ul—;uso x 50
50+1
2
u1+u2+~-~—|—u50:25,5‘
B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Siug=1etqg=2,calculer ug+u; +---+uj0o.

(u,) est une suite géométrique donc :

1_qn+l
uo+up+- -+ up =ug X —/—.
l—g¢
Donc ici,
1_2101
uptu+---+uppo= =2

u0+u1—|—~--—|—u100:2101—1

1
Si u0:3etq:E,Calculeruo+u1+---+u50.

|H

1—
uop+up+---+uso=3x 1 2

(i) e

1
u0+u1+"'+uso=6<1_2ﬁ)

|
=

| =
»—| Sl
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1
Siuy =60etqg= 5, calculer uy +upy + - - - + uy90.

Ul +uy~+---+upog =ug X I

=60 x

3
1 3

1
up+up+ - +ugoo = 45 (l_m)

VN Siup =50et g = 10, calculer u; + us + - - - + usp.

fup -+ —50><1_1050
uy +uz uso = —10

up+up+ - +us :5?0(1050—1)

B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

* Si le mot de passe comporte 1 seul caractere, alors il y a 70 possibilités (car un caractere est

choisi parmi 70 symboles);
» si le mot de passe comporte 2 caracteres, il y a 70> possibilités ;

+ si le mot de passe comporte 3 caractéres, il y a 70 possibilités ; etc.

Ainsi, le nombre total de possibilités est :

S=70+70%>+703+-.. +70%

car il y a au plus 25 caracteres dans le mot de passe.

S:70(1+q—|—q2+---+q24) avec g =70
q25_1
q—1
705 — 1
=70
“70-1
70 25

=70 x

est proche de 1 et que 70> — 1 est proche de 70%.

O t 1dé
n peut considérer que ——

Ainsi, un ordre de grandeur du nombre total de mots de passe est 70%°.
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Mais par « ordre de grandeur », on peut comprendre « une puissance de 10 ». Nous allons donc aller
plus loin.

70% = (7% 10)%
=77 x 10”
=7 x 7% x 10
=7 x (72)12 x 107
~7x 502 % 10%
~7x5% %10 x 10%

~7x2x10%%x10%

~ 14 x 107

~ 10%
Petite précision : j’ai calculé 5'? a 1’aide de la calculatrice pour écrire que c’était & peu pres égal a
2 x 108.
B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

u, = 3 +4n. On calcule pour tout entier naturel n :
Upr1—up =3+4(n+1)—(3+4n)
=3+4n+4—-3—4n
=4.

Up+1 — Uy =4 est une constante (un nombre qui ne dépend pas de n) donc (u,,)n>0 est une suite
arithmétique de raison r = 4 et de premier terme uy =3 +4 x 0 = 3.

Remarque : j’ai remarqué que u, était de la forme uy + nr donc j’ai commencé par calculer
U, +1 — Uy car je savais alors que c’était une suite arithmétique.

u, = 8 x 2". On calcule pour tout entier naturel n :

Ut 8 % o+l

u,  fx2n
_2nx2!
==
=2.
u . . s . .
AR est une constante donc (”n)n>0 est une suite géométrique de raison g = 2 et de premier
l/ln =

terme ug = 8 x 20 = 8.

C ey . ‘o R Un+1
Remarque : ici, j’ai remarqué que u, était de la forme ug x ¢"*, d’ou le calcul de ml

Un

u, =2 x 3"~!. On calcule pour tout entier naturel n :

Upr1 2)(3"
u, 2Zx3n-1
3 x3
3n71

=3.

67



Par conséquent, (up),., est géométrique de raison g = 3 et de premier terme

2
Lm=2x3“1:§.

ﬂ u, = v/2". On calcule pour tout entier naturel n :

Un+1 v 2n+1
Up \/2_”

2n+1
2" %2

)

(Un) 0 est donc géométrique de raison g = V/2 et de premier terme ug = V20 = 1.

5 .
E u, = . On calcule pour tout entier naturel 7 :

3n’
Un+1 _ il % X
Uy, 3n+l 5
3}’1
T 31x3
B 1
=3

P . 1 ) 5
(uty) >0 st donc géométrique de raison g = 3 et de premier terme uy = 30 = 5.

W w, =n(n+1)—n(n—1) =n>+n—n®+n=2n. u, est donc de la forme ug + nr avec uy = 0 et
r=2.

(#n),>0 est donc arithmétique de raison r = 2 et de premier terme ug = 0.
uy = n*>+2n+ 1= (n+1)2. On calcule pour tout entier naturel 7 :

Unst —ttp = (n+2)>— (n+1)?
=n+2—n—-1)(n+2+n+1)
=2n+3.




Un

. 1 . . . Ly
Ainsi, u, 1 —uy et ne sont pas des constantes. La suite (u,),~, n’est donc ni arithmétique,
Uy z

ni géométrique.

1 .
E u, = =+ 1. On calcule pour tout entier naturel n :

3n
1 1
Up+1 — Un 3n+1+1 3n_1

1 1
C 31x3 3

1 /1
S . |

5 (5)
21
37

Un+1

Ainsi, w1 —uy, et ne sont pas des constantes. La suite (u),~o n’est donc ni arithmétique,

n
ni géométrique.

n u, =2"+1. On calcule :

=2 x2-2"
=2"(2—1)
=",

U1 _2n+1+1
u,  2"+1

Un

Ainsi, U, —u, et ne sont pas des constantes. La suite (u,),~, n’est donc ni arithmétique,
un =

ni géométrique.
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n

Uy = On calcule pour tout entier naturel 7 :

3n

Unil \/2n+1 3n
P AN T

|
=V2x =

*3
_\/§
-2

Ainsi, (4y),>( est une suite géométrique de raison g = 3 et de premier terme ug = 1.

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

1

B

B B A

Up+1 = 3uy,, ug = 1. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme u, | = qu, donc
(Un) 0 est une suite géométrique de raison g = 3.

1
Upt] = o up=1.Pourtoutn >0,0ona:
n

1 1—ul
n te
un+1—un:——un: 7£C .
Un Un

Donc (uy),,~( n’est pas arithmétique.

Un+1 1 7£ cle

Donc (uy),~q n’est pas géométrique.

U, = 2u,_1, ugp = 1. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme u,, = qu,,— donc
(uy) n>0 €St une suite geometrique de raison g = 2.

Upt1 = Uy — T, ug = 27. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme
Uy 1 = Uy +r donc (un)@O est une suite arithmétique de raison r = 7.

upr1 = 3(up—1) —2(up + 1) = u, — 5. On reconnait ici une relation de récurrence de la forme

Un+1 = Uy + 1 donc (uy),~ est une suite géométrique de raison r = —5.
Upn—1 1 e v e . 2
U, = > = Eun_l' On reconnait ici une relation de récurrence de la forme u, = qu,,—; donc

(Un) >0 est une suite géométrique de raison g = 5

Upt1 = \/Un, g = 2. Pour tout entier naturel n, on a :

it =ty = /g = (/1) = /i (1= k) # €.

Donc (uy),,~( n’est pas arithmétique.
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Uni1 _ Vin 1 #cw

un un A/ un

Donc (uy),,~( n’est pas géométrique.

Upt+1 = +/Un, up = 1. La relation de récurrence de cette suite est la méme que dans la question

précédente. Cependant, le premier terme change. On aici: ug =1, u; = \/T =1, etc.

Ainsi, (uy) est constante. On peut alors dire qu’elle est arithmétique (de raison r = 0) et géomé-
trique (de raison g = 1).

B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Chaque jour, ma vue baisse de 0,001 %. u,, désigne ma note aux yeux au jour n.

Alors,
Up+1 =99,999u,.

(1) est donc une suite géométrique de raison ¢ = 99,999.

Ma mere me donne 10 €, puis me dit : « chaque mois, je te donnerai 10 € ». u, représente la
somme que j’ai recu en n mois, pour n > 1.

Alors,
Upi1 = U, + 10.

(u,) est donc une suite arithmétique de raison r = 10.

Je remplis d’eau une bouteille d’un litre 2 moitié. Chaque minute, ce qui restait la minute précé-
dente est rempli a moitié. u, représente la proportion de la bouteille qui est remplie la n° minute,
n>1.
Alors,

1

1
Up+1 :un‘i‘E(l_un) = Eun‘f’i

(u,) n’est donc ni arithmétique ni géométrique.

Je place 1000 € sur un compte qui me rapporte 0,75 % chaque année. u, représente le solde de
ce compte (si je ne préleve rien) a I’année n, n > 0, avec ug = 1000.

Alors,
up+1 = 1,075u,.

(u,) est donc une suite géométrique de raison g = 1,075.

Paul et Pierre sont a 20 metres 1’'un de 1’autre, Pierre étant derriere Paul. Quand Pierre fait un pas
en avant, Paul en fait deux. u, représente la distance (en metre) entre Paul et Pierre a la n® étape,
n > 0, avec ug = 20.

D’une étape a I’autre, si Paul avance de deux metres, la distance qui le sépare de Pierre s’agran-
dit de deux metres, mais si Pierre avance d’un metre, elle se réduit d’un metre. Au final, elle
s’agrandit d’un metre. Mais attention ! u,, est une distance donc :

Upt] = ’un+1|.
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Ici, u,, + 1 > 0 pour tout n (c’est assez intuitif) donc on peut enlever les valeurs absolues. Finale-
ment, on a :
Upr1 = up+ 1.

(u,) est donc arithmétique de raison r = 1.

E Paul et Pierre sont a 20 metres 1’un de 1’autre, Paul étant derriere Pierre. Quand Pierre fait un pas
en avant, Paul en fait deux. u, représente la distance (en metre) entre Paul et Pierre a la n® étape,
n > 0, avec ug = 20.

D’une étape a I’autre, si Paul avance de deux metres, la distance qui le sépare de Pierre se réduit
de deux metres, mais si Pierre avance d’un metre, elle s’agrandit d’un metre. Au final, elle se
réduit d’un metre. Mais attention ! u,, est une distance donc :

Uyt = ‘un— 1|.
On ne peut pas ici enlever les valeurs absolues car u,, — 1 sera négatif au-dela d’un certain rang.

Par conséquent, (u,,) n’est ni arithmétique ni géométrique.

B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

uo = 3 et ug = 7. Calculer r.

On sait que :
U, = Uy +nr
donc
ug = ug + 8r
7=348r
7—3=28r
4
r=—
8
1
r=—
2

up =5 et us = 2. Calculer r.

On sait que :
up =up+ (n—k)r

donc

us=up+(5-2)r

2=5473r
2—-5=3r
3r=-3
r=-—1

1
up=>5etr= 5 Calculer uyg.

On sait que :
Uy, = up+nr

72



donc

ﬂ us = 6 et r = 2. Calculer uy.

On sait que :

donc

u7 = /2 et up = /7. Calculer r.

On sait que :

donc

W Corrigé de I'exercice 12.

uy =5 et up = 12. Calculer q.

ug = ug+9r
_ 9
Ug = —5
109
w=7"3
1
ug—z

up =up+ (n—k)r

Uy = us+ (20 —-5)r
uy=6+15x2
upo = 6+ 30

up =ux+(n—k)r

ug=up+(7-2)r

V2 =+7+5r
Sr=v2-+1
Va7
R

[Retour a I’énoncé de I’exercice]

On sait que :
Up = Ug an
donc
Uy =1o X q°
12=5x%¢?
12
777
12 o 12
= —_— u P — _—
7=V 7 5
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uy = 3 et g = 2. Calculer ug.

On sait que :
u, = ug X q"
donc
Ug =g X ¢’
g =3 x2°

1
up=8etqg= 5 Calculer ug.

On sait que :
Uy, = X g

donc

ug = uy X ¢° 2

u3:8><2*6

ug = 23

1
ﬂ up=2etqg= 3 Calculer u;.

On sait que :
u, = ug X q"

donc

10
Ui =uo Xq

ujp =2 X 3710
2
uio = 3T0

E us =2etqg= ﬂ Calculer u7.

On sait que :
Un = uy X ¢ K
donc
uy =usxq
2
Uy = 2 X \/E
uy = 4
B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Notons u,, la force de Destructo (en Newton) apres avoir traversé n murs, avec ug = 1000.
Ona:

donc (u,) est une suite géométrique de raison ¢ = 0,95.
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Ainsi,
u, = ug X ¢" = 1000 x 0,95".
Avant le 50¢ mur, sa force sera :
g = 1000 x 0,95% ~ 81.
Par conséquent, Destructo n’aura pas assez de force pour détruire le 50¢ mur ... Le méchant massono
a bien calculé son coup!

B Corrigé de I'exercice 14. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
(Un) >0 est une suite arithmétique donc, pour tout entier naturel n, u, = u; + (n —k)r.

3-8 11
10-2 8

Ainsi, ujg = up + (10 —2)r, soit —3 = 8+ (10 —2)r. On obtient alors r =
On peut alors écrire :

up =up+(n—2)r

11
un—8—§(n—2)
11 11
—8— —n4—
g1
4311
Uy = =g n

(un),>0 est une suite arithmétique donc, pour tout entier naturel n, u, = uy + (n —k)r.
1046

Ainsi, ug = ug + 8r, soit 10 = —6+ 8. On obtient alors r = 3 2.

On peut alors écrire :
Uy = ug+nr

U, =—94+2n

. . . . 1
(Un) >0 est géométrique donc u, = ug X ", S0it uy = up X g8. Ainsi, 10 =90 x ¢2, soit ¢g*> = 9

1 1
Par conséquent, g = 3 oug= —3

Il existe donc deux suites géométriques, chacune de premier terme up = 90, I’une de raison 3 et

. 1
I’autre de raison —3

ﬂ On constate que u;, = u,_1 +4, donc (u,,)@l est une suite arithmétique de raison r = 4.
Ainsi, la somme des 20 premiers termes est :

1er terme -+ dernier terme
2

uj +uy + -+ - +uzo = (nombre de termes dans la somme) x

y 14 (u1 +(20—1) x 4)

— 20
2
oy L (1+19x4)
2
78

_ 0% 8

)
— 780.
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Le nombre total d’allumettes qu’il faut pour faire 20 étages correspond a la somme des 20 pre-
miers termes de la suite (uy,) n>1- donc il faut 780 allumettes.

1 1 8
E a. upy1 = 3u, — §M" = (3 — 5) U, = §u” donc u, 1 est de la forme qu, donc c’est le terme

général de la suite géométrique de raison g = 3 et de premier terme ug = 1.
1 1
b. upi1= 1—0un donc u,, est de la forme gu, avec g = 1o I1 définit donc une suite géométrique
1
de raison g = T et de premier terme ug = 1.
c. uyp =34+4(n—1)=3+4n—4 = —1+4n donc u, est de la forme uy + nr avec ug = —1

et r = 4. C’est donc le terme général d’une suite arithmétique de raison r = 4 et de premier
terme ug = —1.

d. up+1 = u,+ 1 donc c’est de la forme u,, | = u,, +r. u, est donc le terme général d’une suite
arithmétique de raison r = 1 et de premier terme ug = 2.

e. Uup+1 = 3u, — S n’est pas de la forme u,, + r ou qu, donc u, n’est pas un terme général d’une
suite arithmétique ou géométrique.

E Appelons r, le rayon du disque ajouté a I’étape n et a,, I’aire du disque de rayon r,.

1 . : : 1
Alors, r, 1 = 5T Donc (r,) est une suite géométrique de raison g = %

L’aire du disque ajouté a I’étape nesta, = X r, = T

api T X Iyt Ypi . . L L. .
= = = = = g donc (ay) est aussi une suite géométrique de raison q.
ay T X1y n

L aire totale des disques (en cm?) a I’étape 10 est donc :

1— qnombre de termes
ay+ay+---+ap = (1 terme) x 7
—-q
1— L
=257 ¥ 2:0
1—14
2

1023
=307 004
_ 25575%®
- 512
~ 157.
L aire totale est donc environ égale 2 157 cm?.
B Corrigé de I'exercice 15. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
1 1 10
M1:§M0+3:§X1+3:?.
1 43 1>< 10+3 10+27 37
U = — = — _ = — _—= —,
273 3773 979 9
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== (un),>( n’est pas arithmétique.

WU =g - =g F Ui
w10 3 10
w L0377 7 s
3 = (un),>( n’est pas géométrique.
u2_37x3_377éu1 -
w9 10 307 up
9
Vn+1:un+l_§
1 9
:gl/l,7+3 E
1 3
=33
1 9
=3\ 3
1
Vn+1:§Vn

Ainsi, (v),~ vérifie une relation de récurrence de la forme v, | = gv, qui est significatif d’une

suite géométrique de raison g = 3 Son premier terme est :

9 9 7
vo=uy—=z=1—-=—-.

2 2 2

n De la question précédente, on peut déduire que pour tout entier naturel n :

B a1 1
Vp =V X (g ——§X3—n
et comme v,, = u, — 5, ona:
9
soit :
7 1 n 9
u P —— R J—
" 2732
E a. On a le tableau suivant :
Condition i<N - vraie : 0<3 | vraie : 1<3 vraie : 2<3 | fausse
Valeurs de 1 0 1 2 3 4
Valeurs de U 1 %4—3:% %—f—?):% %+3:%

b. On voit qu’a chaque boucle, 1’algorithme permet d’obtenir la valeur de ;. On n’entre plus
dans la boucle lorsque i = N et la derniere valeur de U calculée est alors uy.

Ainsi, cet algorithme permet de calculer uy pour un entier naturel N donné par I’ utilisateur.
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c. On obtient u1g ~ 4,4999407272, upyg ~ 4,499999999 et u3y ~ 4,5.

On peut alors conjecturer que u,, se rapproche de plus en plus de 4,5 au fur et a mesure que n
prend des valeurs de plus en plus grandes.

B Corrigé de I'exercice 16. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Au jour 1, Léonard consomme la moiti€ d’eau ; donc il lui reste 50 litres. Il ajoute ensuite 20 litres
d’eau donc ¢; = 70.

Au jour 1, il consomme 30 % de lait donc il lui reste 70 litres de lait; il ajoute ensuite 10 litres de
lait donc ¢; = 80.

1
* Pour (e,) : pour passer de e, a ¢, 1, on doit multiplier par > (ou diviser par 2). On a alors

1 ) . .
acestade: e, = Ee"' Ensuite, on ajoute 20 litres donc finalement, | ¢, 1] = Een +20

* Pour (¢,) : pour passer de ¢, a ¢, 1, on doit multiplier par 0,7 (car enlever 30% de la
quantité signifie qu’il en reste 70 %). On a alors a ce stade : £, = 0,7/,. Ensuite, on ajoute
10 litres donc finalement, | ¢, 1 = 0,7e,, + 10 ‘

a. upy = epy1 —40
1

1
= Een —20

1( ﬂv
- — en—T
2 2

1

1
:Eun.

Ainsi, pour obtenir u, 1, on doit multiplier u, par 5; la suite (u,) est donc géométrique de
1

raison 7
Son premier terme est : u, = eg — 40, soit ug = 100 — 40 = 60.

b. La suite (u,) étant géométrique, u, = ug x ¢" d’apres le cours. Ainsi, ici, u, = 60 x 0,5".

Or, u,, = e,, — 40 donc e, = u,, + 40, soit| e, = 60 x 0,5" +40 |

100
ﬁ a. vpy1 =Ly 3

100
= 0,76, +10——=
70
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Ainsi, pour obtenir v, 1, on doit multiplier v, par 0,7 la suite (v,) est donc géométrique de

raison 0, 7.
100 100 200
Son premier terme est : v, = £y — = soit vo = 100 — = =3
. c . N S 200 n
b. La suite (v,) étant géométrique, v, = vo X ¢"* d’apres le cours. Ainsi, ici, | v, = = x0,7"|.
100 100 200 100
Or,v, =¢,— ——donc ¥, = v, + ——, soit| £, = — x 0,7"+ — |
3 3 3 3
200 100
B e365 =60 x0,5%5 440 ~ 40 et (345 = =5 0,7365 + — ~333.

200 100
° e730 = 60 % 0,5730 + 40 ~ 40 et £739 = =5 X 0’7730+T ~ 33,3.

On peut alors remarquer que les quantités au bout d’un an sont égales a celles obtenues au bout
de 2 ans.

Tout porte donc a croire qu’au bout d’un nombre important de jours, la quantité d’eau stagne
autour de 40 litres et que celle de lait stagne autour de 33,33 litres.

B Corrigé de I'exercice 17. [Retour a I’énoncé de I’exercice]

2 2 4 42 46
Do =Zup+6="x246=-+—=—.
46

7 7 77 7
2 +6—2>< _92+294_386
=T =g X T =9 49 T 49
42
Vn_un_?.
42
a. Vpyl = Uptl — 3
2 42
2 30 42
7 5 5
2 12
— 7%
2

2
Vn+1 = ivn

Ainsi, (vn) est une suite géométrique de raison g = 7 et de premier terme :

42 42 32
o= =2- 5 =5

P . 32 2\"
b. On déduit que v, = vg X ¢", soit | v, = -5 X 7]

42 42 .. 42 32 [2\"
Or,Vn:Mn—?doncunzvn—l—?;alnsh Uy=———X — .
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a. S est la somme des premiers termes d’une suite géométrique donc :

S:V()X
l—q
R ON
5 1-12
2 1-(3)"

b. Ona:
10
42 42
S/Zk;)(vk—?) caruk:vk—?
10 10 42
= Z Vg — Z — (on a découpé la somme en deux)
k=0 =0 2
, 42 . . .. . .42
=5 - 5 x 11 car la derniere somme signifie que 1’on ajoute 11 fois la fraction 5
_ 1 2\ 462
25 7 5
134 134 2\ 462
= —— —|— — X —_ _——
25 25 7 5
_ 134 2\ 134 4625
25 0 \7 25  5x5
g_13 (2 2444
25 T \7 25

B Corrigé de I'exercice 18. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

On a le tableau suivant :

Condition i<N !] vraie : 0<4 | vraie : 1<4 vraie : 2<4 vraie : 3<4 | fausse
Valeurs de i 0 1 2 3 4 5

2 _ 2| _2 _14\_2 _2|_2 _ 8
Valeursde U | 2 | 559 =7 3241 13| 3xH1 T A1 | 3x®yg 19

82
Cet algorithme affiche alors la derniere valeur de U calculée, a savoir 119’ qui est uy.
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Vn+1

Up+1+ 1
2 2
_ 3up+1 3
i —
3u,+1
6—2(3u,+1)
_ 30Cuptl)
T 24 3u,+1
3up+1
© 3uy+1) " 3uy+3
© 9u,+9
_ —6(m—3)
9(u,+1)
6
=——v
9 n
2
Vn+1 = _gvn
Ainsi, (v,) est une suite géométrique de raison ¢ = —= et de premier terme
_M~3
o= up+1
_2-}
S 2+1
4
_3
3
4
vy = —
)
De la question précédente, on déduit :
4 " 2\"
Vp = = — ] .
"9 3
De plus,
=
w1
2
> vy(up+1) :un—§
2
= Vplly — Uy = —Vn— 3
2
= u, =
v, —1
4 2\" _ 2
—_— >< —_= =
|y, = 49 (2321 3
5% (=3) —1




B Corrigé de I'exercice 19. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

1
1 =
Yl up+1—0,5
-~ 1
- 1 1
1

1
2u,—1
4u,
B 4u,
C 2u,—1
_ 4uy,
- 2(u, —0,5)
o 2uy
 u, —0,5
2uy, 1
Y T 0.5 uy—0,5
~ 2up—1
" u,—0,5
~ 2(u,—0,5)
- u,—0,5
=2.

Va1 — v étant égal a une constante, (v,) est arithmétique de raison r = 2 et de premier terme

1 1 2
= = :—2074
uw—0,5 3-0,5 5

Vo

(vn) étant arithmétique, v, = vo + nr, soit v, = 0,4+ 2n.

1 1 1
Or,v, = donc — =u, —0,5, soit u,, = — +0,5.
u, —0,5 Vi Vi
1
Ainsi, =—+40,5
MSL e = 6 o T

Lorsque n augmente de plus en plus, 2n + 0,4 augmente aussi de plus en plus, donc son inverse
se rapproche de plus en plus de 0. Finalement, u,, se rapproche alors de 0,5.

B Corrigé de I'exercice 20. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Iny1 = Upi1 + Vagd
= (0,2u, +0,6v,) + (0,8u, +0,4v,)
= (0,2+0,8)u, + (0,6 +0,4)v,
=Up+Vp

Ainsi, (t,) est une suite constante et t, =ty = ug + vp.

Par conséquent,
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Wil = 3Vpy1 —dlp

= 3(0,8u, +0,4v,) —4(0,2u, +0,6v,)

=2,4u,+1,2v, —0,8u, —2,4v,

=(2,4-0,8)u,+(1,2—2,4)v,

=1,6u,—1,2v,

= —0,4(—4u, +3v,) +— (%)

= —0,4w,.
(*) Pour trouver —0,4, j’ai regardé les coefficients que je voulais faire apparaitre devant u, et v,.
Par exemple, dans I’expression w, = 3v,, — 4uy, il me faut « 3 » devant v,. Or, j’avais —1,2 dans
I’expression w1 = 1,6u, —1,2v,. J'ai donc fait —1,2 +3 = —0,4. Je sais donc ici qu’il faut
que je factorise mon expression w1 = 1,6u, —1,2v, par —0,4.

Ainsi, (w,) est une suite géométrique de raison g = —0,4 et de premier terme
wo = 3V() — 4Lt() = —4,

On en déduit alors que w,, = wg X ¢"* donc |w, = —4 x (—0,4)" |.

D’apres ce qui précede, on peut écrire :

wy = —4u, + 3v, —4 x (=0,4)" = —4u, +3v,

En multipliant la premiere ligne par 4, on a :

4 =4u, +4v,
—4 x (—0,4)" = —4u, + 3v,

En ajoutant alors les deux lignes, on obtient :
4—4x(—0,4)" =4u,+4v, — du, +3v,

soit :
4—4x(—-0,4)" ="Tvy.

En divisant par 7, on arrive alors a :

4—4x(-0,4)"
V,y, =
" 7
et donc, comme u,, +v, =1,
4—4x(-0,4)"
anl—vnzl— X7( 07 )
7 4—4x(-0,4)"
7 7
71— [4—4x(-0,4)"]
7
_ T—444x(-0,4)
B 7
3+4x(—0,4)"
Uy = 7

83



B Corrigé de I'exercice 21. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

a. Calculons :

Wnt1 = Qliy11 +bvpy
= a(0,55u, +0,35v,) + b(0,45u, +0,65v,)
= (0,55a+0,45b)u, + (0,35a+0,65b)v,,.

(wy,) est une suite géométrique de raison ¢ donc wy, 4| = gwy, ; par conséquent,
(0,55a+0,45b)u, + (0,35a+0,65b)v,, = qau, + gbv, ,

et donc :

0,55a+0,45b = aq
0,35a+0,65b = bg

b. Du systeme précédent, on déduit :

qg—0,55
{ 045h=ga—0,55a b="045
0,35a = gb—0,65b 4 q—0,65b
0,35

—0,65
c. En remplagant a par qo—’sb dans la premiere équation, on a :

Y

_q—0,55 ¢—0,65

—0,55 —0,65
b— b<:>l_q Y q Y

0.45 0,35 =045 o3 70
0,45%0,35 = (g—0,55)(q — 0,65)
& 0,1575 = ¢> —0,65¢ — 0,55 +0,3575

Sl —1,2g+0,2=0

d. Le discriminant du polynéme ¢> — 1,2+ 0,2 est :
A=(-1,22—4x1x0,2=0,64

donc il admet deux racines :

1,2-0,64

1,2+4/0.64
a1 ) 0,2 e gtV

2

1.

* Pour g =1, le systeme de la question a. devient :

0,55a+0,45h = a . —0,45a+0,45b =0
0,35a40,65b = b %0 0,354 —0,35h =0

On en déduit alors que .
* Pour ¢ = 0,2, le systetme de la question a. devient :

0,55a+0,45b = 0,2a wit 0,355a+0,45b =0
0,35a+0,65b = 0,2b 0,35a+0,45b =0

—0,45 9
O déduit al =——b=—2b|
n en déduit alors que |a 0.35 7
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a. Pour ¢,, a=b =1 donc nous sommes dans le cas ol g =1 : (c,) est donc une suite constante.

9
Pour g,,a=9etb= -7, soita = —?b donc nous sommes dans le cas oit ¢ = 0,2.

b. On en déduit que ‘cn =co=uyg+vg=1 ‘ (car c’est une suite constante) et g, = go X ¢"* =
(Yuog —Tvg) x 0,2", soit| g, =9 x (0,2)"|.

Cpn = Uy +Vy soit 1=u,+v,
&n =u, — v, 9(0,2)" =9u, — Tvy

c. Ona:

En multipliant par 7 la premiere équation, on a :

T="Tu,+7Tv,
9(0,2)" =9u,, — Tv,

En ajoutant les deux équations membre a membre, on a :

7+4+9(0,2)"
749(0,2)" = 16u, soit U, = %6,)
De I’équation initiale u, +v, = 1, on déduit alors :
Vn:l—“nzl—% soit vn:%
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Enonceés

Dérivation
Disponible sur http: // www. mathwebd. fr

@ Exercices d'application du cours

@ Exercices de réflexion

13 octobre 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Calcul du nombre dérivé par taux d’accroissement

B Exercice 1. Nombre dérivé & équation de tangentes *ktrvete @

Corrigé page 93

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer f'(a) puis trouver 1’équation réduite de la tangente a
la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

f)=x*a=2
B fx)=
B f)=x2—2x+3,a=—1
B )=vxa=4

,a=1

==

Lectures graphiques

B Exercice 2. Lecture graphique de nombres dérivés *ictrvete @

Pour chacune des questions suivantes, on a la représentation graphique d’une fonction f (en rouge) et
la tangente 2 cette représentation au point d’abscisse a. Déterminer graphiquement f’(a), puis écrire
I’équation réduite de la tangente tracée.

a:1.



http://www.mathweb.fr

=

a=1.

B Exercice 3. Détermination d’une fonction par lecture graphique

Corrigé page 96

La courbe ci-dessus représente la fonction f dont I’expression est de la forme :

ax? +bx+c.

fx) =

87



Lire graphiquement les valeurs :

/
f4) 5 1)
Déterminer les valeurs de a, b et ¢ a I’aide des valeurs trouvées précédemment.

Calculer I’abscisse des points A et B.

B Exercice 4. Détermination d’une fonction par lecture graphique S SASROTN -

On considere la fonction f définie par :
f(x)=ax® +bx* +cx+d ,

ou a, b, c et d sont quatre nombres réels.
On sait que :

* le point A (1;—1) appartient a € ;

¢ la tangente a 6 au point A a pour équation : y = —2x+1;
* ¢y coupe I’axe des ordonnées au point d’ordonnée 2;

© f1(0) =5

Déterminer les valeurs de a, b, ¢ et d a I’aide de ces informations.

B Exercice 5. Deux courbes L. 8. 0. GAGAS 0

Corrigé page 98

On considere les fonctions f et g dont les courbes représentatives sont données ci-dessous :




On sait que :
* les fonctions f et g sont des polynomes de degré 3 ;
. ‘Kf passe par les points A, B, C, D et E;
¢ passe par les points A et H;
¢ les tangentes a 6, aux points d’abscisse —2 et 1 sont horizontales.
A T’aide des informations ci-dessous, déterminer 1’expression factorisée de f(x).
A T’aide des informations ci-dessous, déterminer une expression de g(x).

Trouver les abscisses des points d’intersection des deux courbes par le calcul.

Calculs de dérivées

B Exercice 6. Dérivées de référence Kt @

Corrigé page 98

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer la dérivée.

0 /@ =31 B rw=1+s

Bl F(x) =522 +3x—1 s PN
Fl)=2vx -
1
B ) — 52 43x—1 3 fx ———x2+3x—§\/)_c
B Exercice 7. Dérivées de fonctions produits et quotient *kiriete @

Corrigé page 99

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer sa dérivée.

f(x):2x\/§ .f VX=X f(x): VX

21 1
3x—1 x —3x+1 *
2 = -
. f) 4x+35 ﬁ flx x—3
B Exercice 8. Variations de fonctions produits *kietete @
(Corrigé page 101)
Pour chacune des fonctions f et g ci-contre,
e trouver son domaine de définition ; F(x) = (3x+2) \/)_c

e trouver sa dérivée; 1
B et = (1+1) V5

 trouver son sens de variation sur son domaine de définition ;

* tonner le signe de la fonction sur son domaine de définition.
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B Exercice 9. Sens de variation de fonctions quotients *kiriete @

Corrigé page 103

Pour chacune des fonctions suivantes,
* donner son domaine de définition ;
e trouver sa dérivée;

* en déduire ses variations sur son domaine de définition.

3x—4 5x—3 - x> 4x+1
1 — ) 7 _
. ) Sx—2 . 8(x) x2—x-2 Bl hix) = 2 —3x+2
B Exercice 10. Etude compléte de la fonction x — ;;—‘f] * kKt @

Corrigé page 105

On considere la fonction f définie sur [0;+oo[ par :

xXV/x

f(x):x2+1'

On note % sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; 7, 7).

Montrer que la dérivée de la fonction f est donnée par :

y x(3 —x?
=45

Etudier le signe de f’(x) sur |0 ; +oo[, puis en déduire les variations de f sur [0; +oo].

Déterminer I’équation réduite de la tangente a 4" au point d’abscisse 1.

Problemes d’optimisation

B Exercice 11. Optimisation d’une aire dans un triangle rectangle *hx ke @

Corrigé page 106

On considere la figure suivante (M est un point de [BC]) :
C

A

Trouver la valeur de x pour laquelle 1’aire du rectangle ha-
churé est optimale.

6

A B
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B Exercice 12. Optimisation du volume d’une boite *hkkktr @

Corrigé page 107

On souhaite construire une boite parallélépipédique a partir d’un carton carré de 4 metres de coté,
comme I’illustre le schéma suivant :

A 7000000000

05220000077

5000005550007

105220000077

5000022550007

1555500000077
AR 0%
7772777777777/ 777777vr777777777772k777777
00 000000000000000000008000007
1222222222220 2277277V7777777777772k%777777
0000000 0000000000000000008000007
7772777777777 /V777777Vr777777777772k777777
0000000000000000000000000000000008000000
/7777777777777 777777V7777777777772¥777777
00000 00000000000000000050000000,
/7772727727727 7277V777777V7777777777772¥7077777
0000000000 000000000000000000008000007
/772727727727 7277V777777Vir77777777772¥077777
0000000000000 000000000000000000008000007
/7727272727777 777777Vsr77777777777¥077777
000000000000000000000000000000000000007
<t A A A
0000000 0000000000000000000008000007
1072222727777/ 777777V 7777777777772k 777777
0000000 000000000000000000008000007
1722222277277 00777777V 7777777777772k 7772777
000 000000000000000000008000007
1722222277277 777777V7777777777772k7772777
00 000000000000000000008000007
7772777777777 /V777777vr777777777772777777
0 00000000000000000000008000007
1222222222220 2227277V7777777777772%777777
A A A

5440556565554

1552550555027

D e A

105220000007 X
X Voooioooiiiisy
105220050077
v 222222222222

La partie hachurée correspond a la partie du carton qui va étre pliée (aux pointillés) pour obtenir la
boite.

Montrer que le volume de la boite est égal a f(x) = 2x(2 —x).

Etudier les variations de f, puis en déduire la valeur de x (arrondie au centimétre prés) pour
laquelle le volume de la boite est optimal.

B Exercice 13. Optimisation d’une aire dans une parabole *hkhxic @

On considere la parabole d’équation y = x? sur laquelle se trouvent deux points : A(—2;4) et B(1;1).
Soit M un point de cette parabole d’abscisse a, —2 < a < 1.
On cherche a optimiser 1’aire du triangle ABM.

Calculer AB.
Déterminer une équation de la droite (AB).

Soit H le pied de la hauteur du triangle ABM issue du sommet M.

Déterminer une équation de la droite (MH) en fonction de a.

n Déduire des questions 74 et [&]] les coordonnées de H en fonction de a.
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Justifier qu’optimiser 1’aire du triangle ABM revient 4 optimiser MH?, et donc & optimiser la

1 1
fonction f définie par f(a) = —Eaz — 54 +1.

g En déduire alors 1’abscisse du point M telle que 1’aire du triangle ABM soit optimale.

B Exercice 14. Optimisation de la surface d’une casserole *hkxk @

Une casserole peut étre assimilée a un cylindre
avec un seule base (le fond). On note R le rayon
du disque constituant la base et 4 la hauteur du cy-

lindre.

Montrer que la surface de la casserole est don-
2V
née par la fonction f(R) = nR* + = ou V est
le volume de la casserole.

Montrer alors que la surface est minimale
quand la hauteur de la casserole est égale au
rayon de la base.

B Exercice 15. Optimisation du volume d’un cone *hkkkkx @

On considere la figure suivante :

SO =10 cm.
OB =3 cm.
M est un point mobile sur [SB] tel que MB = x cm.

On cherche a déterminer la valeur de x pour laquelle le vo-
lume du cone de sommet O est optimal. Pour cela, répondre
aux questions suivantes :

Calculer SB.

Déterminer en fonction de x le rayon de la base ainsi
que la hauteur OO’ du cone de sommet O.

En notant f(x) le volume du céne de sommet O, mon-

30
trer que f(x) = Wﬂ;@x(\/ 109 —x)z.

ﬂ Conclure.
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Corrigés

13 octobre 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

flx)=x*a=2.

* Calcul de f'(2).
Le taux d’accroissement de f en 2 est :

fla+h)—fla) (2+h)*-22

h h
 2+h=2)2+h+2)
N h
_ H(4+h)
h
=4+h.

Ainsi, le nombre dérivé de f en 2 est :

f'(2)=lim(4+h) =4,

* [équation de la tangente au point d’abscisse 2 est alors :

y=f(a)(x—a)+ f(a)
y=f(2)(x=2)+1(2)
y=4(x—2)+4
y=4x—8+4
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* Calcul de f'(1).
Le taux d’accroissement de f en 1 est :

flath)—fla)  tH—1
h

Ainsi, le nombre dérivé de f en 1 est:

) = fim () =
-t () -1

* [’équation de la tangente au point d’abscisse 1 est alors :

y=f'(a)(x—a)+f(a)
y=Ff1)x=1)+f(1)
y=—1(x—1)+1
y=—x+1+1

flx)=x*—2x+3,a=—1.

* Calcul de f'(—1).
Le taux d’accroissement de f en —1 est :

TR = f(=1) (S =2(=1+h)+3— (=) =2 x (<1) +3)

h h
K =2h+1+42-2h+3-6
B h
_ ?—4h
h
_ H(h—4)
i
=h—4.

Ainsi, le nombre dérivé de f en —1 est :

F(=1) = lim(h—4) = 4.
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* [’équation de la tangente au point d’abscisse —1 est alors :

y=f'(a)(x—a)+f(a)
y=f =D+ +f(=1)
y=—4(x+1)+6
y=—4x—-446

A ) =vxa=3.

* Calcul de f'(3).
Le taux d’accroissement de f en 4 est :

fl+h)—f(4) _ VATh-V4
h h
(V4+h—2)(V4+h+2)

h
h? —4h

h(VA+h+2)
4+h—4

T (VAT h+2)
B h

h(VAa+h+2)
1

VATh+2

Ainsi, le nombre dérivé de f en 4 est :

v (] 1
1= (i)

* [’équation de la tangente au point d’abscisse 4 est alors :

y=f'(a)(x—a)+ f(a)
y=f4)(x—4)+f(4)

=—-(x—4)+2
y=,0-4)+
1
=-x—142
y 4x +
! +1
)’—4X
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B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Dans cet exercice, il faut avoir en téte que le nombre dérivé d’une fonction en un point a est le
coefficient directeur de la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

Il faut donc, pour chaque question, regarder la tangente a la courbe tracée en rouge au point d’abscisse
a donné.

Ici, la tangente a pour coefficient directeur 1. Donc f/(1) = 1.

Ainsi, la tangente tracée a pour équation réduite :

(N’oublions pas que dans 1’équation d’une droite y = mx + p, p désigne 1’ordonnée du point
d’intersection de la droite avec I’axe des ordonnées).

1
Ici, le coefficient directeur de la tangente tracée est —5 En effet, les points A(0;1) et B(2;0)

sont sur la tangente donc :

XB — XA 2—-0 2 '
. . , 1
Ainsi, f/(0) = —5
L’équation réduite de la tangente sera alors :
1
=——x+1

1 1
Ici, le coefficient directeur de la tangente est > donc f'(1) = 5

L’équation réduite de la tangente sera alors :

Y=3%73

n Ici, 1a tangente est horizontale donc son coefficient directeur est égal a 0.

L’équation de la tangente est alors :

y=—1
B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
- f(0)=—1;
cf@)=1;
* f'(2) = 0 car la fonction atteint un maximum pour x = 2;
C f@)=-1;
« f'(4) = =2 (c’est le coefficient directeur de la tangente a la courbe au point d’abscisse 4).
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* f(0)=ax0?4+bx0+c=c;donc c = —1dapres la question précédente (1 point).
o fl(x) =2ax+bet f'(2) =4a+b; donc 4a+b =0, soit b = —4a.
* f(2) =1donc4a+2b—1=1,soit —b+2b =2 d’apres le point précédent. Ainsi, b = 2.

1
* f'(4) =8a+b=—2donc 8a = —4, soit b = -

1
Finalement, on a: f(x) = —Exz +2x—1.

L’abscisse des points A et B sont les solutions de 1’équation f(x) = 0.

1
A=2%—4x (—5) x(—=1)=4-2=2.

Ainsi,

—b—+A —b+ VA
Xp=——7""— Xp=—7"—"

2a 2a
22 —242
Xp=—"7— Xp=—"7—

—1 —1

B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

* A(1;—1) € € donc f(1) = —1, soit :
a+b+c+d=-1 (Iv.1)
* la tangente a € au point A a pour équation : y = —2x+ 1 donc f'(1) = —2, soit :
3a+2b+c=-2 (Iv.2)
* € coupe I’axe des ordonnées au point d’ordonnée 2 donc f(0) =2, d’ou :
d=2.
« f1(0) = =5 et f'(x) = 3ax* + 2bx + c donc :

c=-5.

Les équations IV.1 et IV.2 donnent alors le systéme suivant :

at+tb=—-1—(-5)—-2=2
{3a+2b: —2—(-5)=3
soit :
a=2—-b
{3(2—b)—i—2b:3
La seconde équation donne alors :

6—-b=3 soit : b=3.
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La premiere équation donne alors :
a=2-3=-1.

On obtient finalement :

flx) = —x>+3x* —5x+2.

B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

B0 f(x) = a(x+4)(x+2)(x— 3). En effet, f s’annule pour x = —4, x = —2 et x = 3.

1
De plus, f(0) = —3 donc a x4 x2 x (—3) = —3, soita = 3 Ainsi :
1
fl) =g +4)(x+2)(x=3)

. g(x) = (x+4)(ax? +bx +c). En effet, g(—4) = 0.

1
De plus, g(0) = —1 donc 4c = —1, soit ¢ = 1

1
Ainsi, g'(x) = ax® + bx — 2 + (x+4)(2ax+ b) (on dérive le produit).

1 1 1
Or, ¢g'(—2) =0 donc 4a —2b — 2 +2(—4a+b) =0, soit —4a = 7 Donc a = TS
1 1 1 1 1 5 15
/ b _ 2 _ - — ; O T T
De plus, g'(1) = 0 donc 16—|—b 4—1—5( 8—|—b> 0, soit 6b 16+4+8 T Donc
c= 3 Ainsi :
1 5 1
= 4) [ —— =
g(x) = (x+ )( 16x t35% 4)
L’abscisse d’un point d’intersection des deux courbes vérifie I’équation f(x) = g(x).
£ = 8(x) & glet )+ 2 (x—3) = v+ 4) e+ ox
x)=gx) & glx X X = (x 16x Y
1, , 1, 5 1
(2 —x—6) = —— -
R R TR T AR
& 4x? —4x — 24 = —2x* + 5x — 8 on a multiplié par 32
& 6x* —9x— 16 =0,
A=81—4x6x(—16) = 465.
Les abscisses des deux points d’intersection sont donc :
9 — /465 9+ 1/465
X = ——— ; Xp=——.
! 12 2 12
B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I’exercice]

F(x) =3x—1 donc f(x) =

f(x) = 5x% 4+ 3x— 1 donc f'(x) = 10x+3.
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1
flx) = §x3—5x2+3x— 1 donc f'(x) = x> —10x+ 3.

Bl £(x) =+ done f(x) = -

1) =2y~ done f'(x) =

1

2o

3

A fx ———x2—|—3x——\/_doncf’() —x—|—3——

B Corrigé de I'exercice 7.

f(x) = 2xy/x. On pose :

u(x) =2x
u'(x)=2

On a alors :

—1
 fx) = 3x . On pose :

4x+5
u(x)=3x—1
u'(x)=3

On a alors :

6v/x’

[Retour a I'énoncé de I'exercice]

f(x) NEE
_ 3(4x+5)—4(3x—1)
N (4x+5)2
 12x+15—-12x+4
B (4x+5)>
, 19
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1 x—x
flx)= ;/2_+1 . On pose :

u(x) =/x—x v(x) =x>+1
, 1
”(x)zz_\/jc_l V(x) =2x
On a alors :
: ' (x)v(x) — u(x)v'(x)
fx) =
@)
(L—l) 24 1) — (Vx—x) x2
o X (x*4+1) = (y/x—x) x 2x
B (2+1)°
¥ +1 ) 2
NG —x—1—=2xy/x+2x
B (2 +1)*
x;j/—;l +x2 —2x/x—1
D

P41 2% x 4xr 2k
2\/x + 2Vx 2yx 2Ux
(x2+1)2
202 /x —2¢/x —3x* +1
2y/x
(x2—|—1)2
2 /x—2x—3x%+1
2k +1)?

f'(x)

2
x*—=3x+1
= .0 :
ﬂ f(x) 3 n pose

u(x) =x*—3x+1 v(x)=x—-3
u'(x)=2x-3 Vx)=1

On a donc :

u' (x)v(x) — u(x)V'(x)
V)]’
(2x—3)(x—3)— (x*=3x+1) x 1
(x—3)?
B 2% —6x—3x+9—x*+3x—1
- =3

flx) =

o Xr—6x+8
o
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flo) =2
B xx X
=N
On pose alors :
u(x) =xy/x v(x) =x*+1
()—lx\/_—l—xxz\/_ Vi(x) = 2x
:\/}+M
o
=ﬁ+;ﬁ
zg\/;c
D’ou:

_ 3 V/x(x? +1)—x XX 2x
()C2 + 1)2
VA4 /22
_2 2
(x2+1)?
BB
(x2 + 1)2
/ 3VA(3 %)
0= T
B Corrigé de I'exercice 8 [Retour a I'énoncé de I'exercice]
M r() =GB +2)va.
* Le domaine de définition de f est : Zy = [0;+-oo].
* f estde la forme uv avec
u(x) =3x+2 v(x) =+/x
a1
W (x) =3 =574
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Donc :
f'(x) = u' (x)v(x) +ulx)v(x)
=3vx+ (3x+2) x %\/}
3x+2
=3vx+ NG
_ 3vx X 24/x N 3x+2

2./x 2/x
B 6x+3x+2
_—2\/}
I9x+2
I p—

o f1(x) >0<=9x+2 > 0car2/x >0 pour tout x € ]0;+oo].

2
Ainsi, f'(x) >0 <= x> —5 d’ou le tableau suivant :

X 0 oo
f(x)
f(x) 0 ——

* D’apres le tableau de variation de f, on peut dire que f(x) > 0 sur [0; +co].

e =(147) V&

¢ Le domaine de définition de g est Z, = ]0;+-oo].

* gestde la forme uv avec :

u(x):H—% v(x) =/x

, 1
i (x) = _é Vi =5
Donc :

:_£+x+1 XL
x? x 2y/x

_ )ﬂc( +)H—l
T xx xx)ﬁé 2x+/x

B 1 +x—i—l
ox/x 2
roy o x—1
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* g (x)>0<=x—1>0<=x>1car2xy/x>0sur Z,.
On a alors le tableau suivant :

» D’apres le tableau de variation de g, on peut dire que g(x) > 2 sur |0;+oo[, donc g(x) >0
sur |0 ; +oo.

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

3x—4
f=5—

: @f:R\{g}.

u
* festdelaforme — avec :
v

u(x)=3x—4 v(x) =5x—2
u'(x) =3 V(x)=5
Ainsi,
) "()v(x) —u(x)v'(x)
£ ="
b))
 3(5x—2)—5(3x—4)
(5x—2)?
15x—6—15x+20
B (5x—2)2
roN 14
fx) = (5x—2)2
* f'(x) > 0 pour tout réel x € Z; donc :
X —o0 % +oo
f'(x) + +

f(x) ) _—

5x—3
g(‘x) = xz_x_z'
* Une racine évidente de x2 —x —2 est x; = 2. De plus, xjx; = ¢ donc 2x, = —2, soit x, = —1.
a

Ainsi, Z, =R\ {—-1; 2}.
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u
* festdelaforme — avec :
v

u(x) =5x-3 v(x) =x*—x—2
W(x)=5 Vi(x) =2x—1
Ainsi,

) =" (x)v(x) — u(x)v'(x)

]’
5(x> —x—2)—(5x—3)(2x— 1)

(x2 —x—2)2
_ 5x%—5x—10—10x* +5x+ 6x+3
B (x2—x—2)2
B —5x> 4 6x—17

$0) =@y

* g'(x) est du signe de —5x* +6x — 7, dont le discriminant est :
A=36—-140=—-104 < 0.

D’ou le tableau suivant :

x —oo —1 2 o0
e - - -

g(x) T | T | T

2
x+x+1
hx) = x2—=3x+2°

o x2—3x+2 posseéde o = 1 comme racine évidente, donc la seconde racine est § = 2.
Ainsi, 7, =R\ {1 ; 2}.

u
* festdelaforme — avec :
v

u(x) =x*+x+1 v(x) =x* —3x+2
' (x) =2x+1 V(x)=2x-3
D’ou :
g = )~V
V()]
(x4 1) =3x+2) — (KPP +x+1)(2x—3)
B (x2 —3x+2)2
C 2 e HAx+x? —3x+2— (200 = 3% +2x% — 3x+2x —3)
B (x2 —3x+2)2
B 20 = 5x% 4+ x+2 -2 +x* +x+3
B (x2 —3x+2)2
—4x? +2x+5
Wix)=-———"—>
(x) (x2 —3x+2)2
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* 1 (x) est du signe de —4x? +2x+ 5, dont le discriminant est :
A=4+80=84.

Ses deux racines sont donc :

2484 —242V21 1-421
- -8 -8 4

X1 ~—-09<a

et

Xy =

—2-v84 —2-2V21 1+V21
-8 -8 4

On a alors le tableau suivant :

~l,4e]a;B[=]1;2[

X — o X1 oa=1 X2 ﬁ =7 o0
I (x) - 0 + + 0 - —

B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
u

f est de la forme — avec u(x) = x\/x et v(x) = x>+ 1.

- v

u est une fonction produit gh avec g(x) = x et h(x) = \/x, donc u = g'h+ I'g. Ainsi,

W (x)=1xyx+xx ﬁ
:\/J—C—'—Z_\/)_C
=ﬁ+\/7}

3
_5 X
On a alors :
£ =" )
B 3V/x(x2 4+ 1) —xy/x x 2x)
a (x2—|—1)2
3V 4 1) —Ax?x
B 2(x2+1)2
y x(3 —x*
f(x) = \2/(—)6(2—|—1)2)
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2(x* 4+ 1)?> > 0 et y/x > 0 sur [0; 4oo. Par conséquent, f’(x) est du signe de 3 —x?, polynome de
degré 2 admettant pour racines V3 et —+/3 et dont le coefficient de x2 est négatif, d’ou le tableau
suivant :

X 0 V3 o0
f(x) | + 0 - 0

fx) ()/ T

L’équation réduite d’une tangente est donnée par la formule y = f'(a)(x — a) + f(a), avec ici
a=1.

1 1
fla)= 3 et f'(a) = ) donc I’équation réduite de la tangente a % au point d’abscisse 1 est :

1 1
= (x—1)+=
y 4(x )+2

¢ 1 n 1
soit|y = —x+ —
Y74,
B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

* x désigne a priori la longueur du rectangle hachuré. On voit alors que x € [0;6].

* Notons 4 la largeur du rectangle ; d’apres le théoreme de Thales,

6—x _ﬁ
6 8

donc 8(6—x) 24—4 4
— X —4aX

L’aire du rectangle hachuré est alors :

4 4
a(x) = —§x2+8x:x (8— §x> .

a est donc un polyndome de degré 2 dont la courbe représentative est une parabole dont les
branches sont dirigées vers le bas (car le coefficient de x? est négatif).

( . . 8
Par conséquent, le maximum de a est atteint pour x = ——— = 3.

2 (9)

L’aire du rectangle hachuré est donc optimale pour x = 3.
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B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Notons y la largeur d’une face de la boite :

A 7777777777777777777777777777

00000

Ay

0000000000000

Ay

00000000 0002222222277777777

Ay

Y

Ay

Ay

00000000

Ay

000000

VIV

T
00 00000000000000500000000008000500490050% A
A A A A
7777777077770 70707777777777777
A A
777770 77777770070000000000000070707777777777777
A Iy
7777777777707 0000000777707777777777777
A 207077
7707777777707 0077777777777
A A A
07 7777777777777777777777777777 Ay
A A A A s
A AR A
A A s
201111111111 T 1177777777777 7777777777777777777727777777777777
A A A
A Ay s
A A A
A Ay
A A A A
A A A s
R R i sdiiiivvvvivvivv i s
I 07777777777
A A A A
717777 77707070700000000000000070707777777777777
A A
7777777 7777070770700000000000070770707777777777777
41 IIl DIIIIIIIIIIIIIIIII I 777 I 777 IRI 7PV I 77777777 AP IV I 77 P77 7777707707777 0777 W7 777777777777 p— 'x
7777770777077 707777777777777
A A A
A AR AAAAARAAAAAA
A A A
7777777700000 0727777777777
A A s
0777777707007 7777777777777
A A A s
01111111 T 1177777777 777777777777777777777777727777777777777
A A A A
A
A A A A
A
A A A A
I 7000100010077 7777777
R R R R R R R R R R R R R R R L s
I 70707777777777777
A A A A
7707777707070 000000070 707777777777777
A A
7077777707700 7777777
A A
7777777777070 7777777777
A A A
A AR AAAARAAAA
A A A
7777777770000 0077777777777
222777272272 277 2272272277272 42 227727222277 A7 777777777777 277 777207272777 22222222222727 A

7777777777777777777777777777

Ry

Iy

Ay

N Ay

“— X 10000000000500002550005500

Ay

/0000000000000

Ay

000000000 0002222222277777777

Ay

Ay

Ay

y 00000000000000000000000000%

4 m

Alors,
ytx+ytx=4,

soit :
y=2—x.

Le volume de la boite est alors :

f(x)=xx(4—2x) Xy

x) = 2x(2 — x)?

A f(x) =2x(4—4x+x%) = 2x> — 8x* + 8x.

Ainsi, f'(x) = 6x> — 16x+8, dont le discriminant est A = 167 —4 x 6 x 8 = 64. f'(x) admet donc

16—v64 8 2 16 +38
= — = — :—:2. 1 N
B 1 3et[3 7 On a alors

deux racines : ¢ =

X 0

| vl
(S}

Notons que x ne peut pas dépasser la valeur 2 car il faut que 4 —2x > 0, soit 2x < 4, d’ou x < 2

. . 2 .y N
Le maximum de f est atteint en x = 3 (exprimé en metre).

Le volume de la boite est optimal pour x = 67 cm.
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B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Fl AB=

xg—x4)%+ (yp —ya)?

1+2)24(1—4)?

I
=

=v9+9
=v9x2
—=3V2
. . yB—ya 3 PSP )
Le coefficient directeur de (AB) est : =3=" 1. Ainsi, I’équation réduite de (AB) est :
- XB — XA -
y=—x+p.

B € (AB) donc yg = —x4 + p, soit | = —1+ p. Donc p = 2.

Ainsi, (AB) : y= —x+2.

(MH) : y = mx + p est perpendiculaire a (AB) donc le produit de m et du coefficient directeur
de (AB) doit étre égal a —1, soit m = 1. Ainsi, (MH) : y = x+ p, avec yyr = xp7 + p, soit p =

yM—xM:az—a.

Ainsi, MH) : y =x+d* —a.

n H est le point d’intersection de (AB) et (MH) donc yy = —xp +2 (car H € (AB)) et yg = xpg +
a® —a (car H € (MH)).

) 1
Donc —xy +2 = xy +a® —a, soit 2xy = 2 —a® +a ou encore xy = 1 — —(a®> —a).

2
1 1
On en déduit alors que yg = —xg +2 = E(a2 —a)—1+4+2= 1+§(a2—a).
AB x MH

2
AB étant constante, optimiser 1’aire de ABM revient a optimiser MH, et donc MHZ2.

E L’aire de ABM est égale a

MH? = (xp7 —xp)% + O — yu)?

— {1—%(a2—a)—ar+ {1+—(a2—a)—a2r

[1—%(a2+a)r+ ll—%(az—a)—kar

2{1—%(#%)12

1
Donc optimiser MH? revient 2 optimiser f(a) = 1 — E(a2 + a), soit en développant : f(a) =

1 1
—5612 — Ea + 1.
E f est un polyndme du second degré, ou le coefficient du terme de degré 2 est négatif; donc f
1
—3 1
admet un maximum pour @ = — —2—— = ——,
P 2% (—3) 2
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W Corrigé de I'exercice 14.

1
Ainsi, I’aire de ABM est optimale lorsque 1’abscisse de M est —3

Laire du disque de fond est : TR?;

B Corrigé de I'exercice 15.

[Retour a I’énoncé de I’exercice]

I’aire de la surface latérale est : 2wRh (c’est un rectangle de largeur 4 et de longueur égale au

périmetre du disque de base, soit 27TR).
Donc f(R) = nR* +27Rh.

Or, le volume d’un cylindre est :

V = R’k
donc : v
h= —.
nR?
Alors,
% 2V
R) = R? 4+ 2AR X — =|R*>+ =—
2V
J'(R)=27R "5
R —
oy T \%
R2
Ainsi,

V. mR*h

"(R)=0 < R>=— R2h.
f'(R) p p

Donc, en simplifiant par R? :
R=nh.

Ainsi, I’extremum de la fonction f est atteint pour R = hA.

Il est aisé de vérifier que f/(R) < 0 pour R < h donc cet extremum est un minimum.

Nous avons bien vérifié que la surface de la casserole est minimale quand la hauteur de la casse-

role est égale a son rayon. Prenez une casserole chez voue et essayez !

Dans le triangle BOS rectangle en O, d’apres le théoreme de Pythagore,

SB? = SO% 4+ OB?,

donc :

SB = v109

(O’M) // (OB) donc le théoreme de Thales nous permet d’€écrire :

SO SM _OM
SO SB OB’
soit :
SO V109—x OM
10 V109 3

109

[Retour a I'énoncé de I'exercice]



On peut donc dire d’une part que :

3(v109 —
O'M= M (rayon de la base du cone)
v 109
et d’autre part :
10(v/109 —x)
SO =——+-
v 109

donc la hauteur du cOne est :

10(+/109 —

h(x) = 1o_u

109
_ 10109 — 10v/109 + 10x
109
10
hix) = ——x
(x) 4/109

Le volume d’un cOne est donné par la formule :

1
V= gﬂ'rzh

donc :

X
109

1 (3(vI09-x)\"_ 10
N V109

307

2
_ O o
109\/109)6( %)

f(x)

n Optimiser f(x) équivaut & optimiser la fonction g définie par :

g(x) =x(v109 —x)2 =
= x(109 — 2v/109x + x?)
= x> —2v/109x% 4 109x.

Ona:
¢'(x) = 3x* — 4v/109x + 109.

Le discriminant de g’(x) est :

A= (4v/109)% — 4 x 3 x 109 = 436 = (2v/109)°.

Donc ses racines sont :

oo 41092109 /109
N 6 3

et

_ 4\/10922\/109 e

B

On a alors le tableau suivant :
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Ainsi, le volume est optimal lorsque M est au tiers de [SB] en partant de B.
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Trigonométrie

Disponible sur http: // www. mathweb. fr

o Exercices d’'application du cours

o Exercices de réflexion

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Mesures principales & angles orientés

B Exercice 1. Mesure principale

Déterminer la mesure principale de chacun des angles suivants.

7% 20157 891

3t 99997 1077
A3 ; e

on 87 21w
3 5 G 2

B Exercice 2. Calculs de mesures principales d’angles

'l Soit un triangle ABC tel que (E,Ké) T et (];A),B_C)) =
:

Enonceés

13 octobre 2018

*ok ey @
Corrigé page 116

1233217
K - 123

*kteryr @
Corrigé page 117

T

Déterminer une mesure principale de chacun des angles orientés suivants :

a. (CA,CB). b. (BA,AC).

c. (BC,CA).

Dans la figure suivante, ABCD est un carré, AEB et BFC sont équilatéraux.

D y C Calculer une mesure des angles :
1
E « (ED,EB)
EN BN F ° (]ﬁ?: , ]ﬁs)
« (ED,EF)
A // B Que conclure quant a D, Eet F?
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B Exercice 3. Trouver des angles *kiriete @

Corrigé page 118

ABC est un triangle rectangle en A de sens direct.
ACD est un triangle équilatéral de sens direct.

De plus, (EX,E&) = —%.

A B

Déterminer les mesures principales en radians des angles suivants (en justifiant).

(AD,AB) (DC,BA)

(D, AC) Il (CA,CB)

Equations

B Exercice 4. Lecture d’angles sur le cercle trigonométrique *ictrvete @

Corrigé page 118

Attribuer a chaque point sur le cercle trigonométrique ci-dessous la mesure principale de 1’angle qui
lui est associé.
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H Exercice 5. Résolution d’équations trigonométriques *Ahtevere @

Corrigé page 118

Résoudre, dans R puis sur |—7; 7], les équations suivantes :

1 T 2
1 cosx =7 ﬂ sin(3x+§>=§
1
. 1
2 sinx = 2 cos(Sx—%)z——
2
cos(2x) = —\/—_
2
B Exercice 6. Transformation d’une équation *h ks @
Soient a et b deux réels positifs. On considere alors I’équation :
Vacosx = Vbsinx (E)
Montrer que les solutions de (E) sont aussi solutions de 1’équation :
b
2 ,
= E
cos“x D (E
On prend a =3 et b = 1. Résoudre (E’).
Résoudre alors (E) sur |—m; 7).
B Exercice 7. Equations avec changement de variable *hKhirte @

Corrigé page 121

Résoudre dans R les équations suivantes :
2cos?x+cosx—1=0

2sin*x— (44 v/2)sinx+2v2=0
4cos?x+2(1— \/§) cosx—+3=0
ﬂ 3sin’x—5cos?x+1=0

5
cos?(2x) 4 2sin®(2x) — 1= 0
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B Exercice 8. A la découverte d’un sinus et d’un cosinus inconnu *kkirrr @

Corrigé page 124

Résoudre dans R 1’équation : 16X2 —20X + 5 = 0.

Dans un manuel de trigonométrie avancée, on peut lire la formule suivante :
sin(5x) = 16sin’ x — 20sin’ x+ 5sinx.
= T
En prenant x = 35 que donne cette formule ?
Bl s . T
En déduire la valeur de sin 35
P T
n En déduire la valeur de cos 5

a. Montrer que 4cos? % - 2005% —1=0.

. L . T
b. En déduire une écriture plus simple de cos 3

Calculs algébriques

B Exercice 9. Un calcul simple *ictevete @

Corrigé page 126

Calculez :
Ccos <E> +cos 6_71? + cos 5_71?
5 5 6 )

B Exercice 10. Avec des carrés *irderrye @
Corrigé page 126

On sait quun angle oo a pour cosinus le nombre 0,6 et que
o €]0; 7[. Que vaut sin(ct) ?

B Exercice 11. Avec des carrés (le retour) *ktetery @

Corrigé page 127

Calculez :

W Exercice 12. Simplifications *Ahtevere @

Corrigé page 127

Effectuer les calculs suivants :
T 4w T 8
i1 cos? = —cos? — +sin? = —sin? —
5 5 + 7 7

5w

cosz—cosz—ﬂ—l—sinz—sin—
3 3 4 4
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Corrigés

13 octobre 2018

B Corrigé de I'exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

: . . . km .
Dans ce genre d’exercice, ou il est question de trouver la mesure principale de —, il est a mon
n

avis important de respecter I’algorithme suivant :

* D’abord, on « met de coté » le signe « — » quand il y en a un et on ne s’occupe que de la
fraction avec 7 ;

* On calcule k= n.

— Si on trouve un nombre compris entre —1 et 1, alors on a déja la mesure principale ;

— Sinon, on prend I’entier PAIR le plus proche du résultat (notons-le p et on écrit k
sous la forme k = p xn+r.

170 (6x3—-1)x

3 = 3 =671 — g donc la mesure principale est —g.

kY4 2x34+2)m 6r 2xm 2n 2n
2| —3 = —% =—3 "3 = 2r — 3 la mesure principale est donc 3
pe 9T (2x5—-1)m 10w =w T . T
(3| 5= 5 =5 ~3= 2r — 5 la mesure principale est donc —3
20157 .
ﬂ — . On commence par calculer 2015 < 6 ~ 335,83, ce qui est plus proche de 336 que de

334 (il nous faut un nombre pair). On écrit alors :
_201571' . (336 x6— 1)

6 6
99997

7
9999 =7 ~ 1428.4 donc on écrit :

99997 (1428 x7+3)w

Y/ v/
= —336m+ 3 ; la mesure principale est donc I

3r 3r
= 14287+ - Ainsi, la mesure principale est -

7 7
78 &8x9+6 6 2 2
E — 97r = —( X 9+ ) =—8m— ?ﬂ =—8m— ?7[ La mesure principale est donc —?7[.

116



897  (10x9—-1)m
9 9

E — 1077 = — (8x13+3)7 = 81— 3—71: donc la mesure principale est —3—71:
3 13 - 13 princip 13

T .. T
=107 — ) donc la mesure principale est 3

21 10x2+1
ﬂ i (10x2+ 1)z =107 + r donc la mesure principale est E
2 2 2 2
123321z (1002 x 123+75)m 75m o 75m
- =— =—-10027 — — 1 1 -
10 3 73 0027 e donc la mesure principale est 3
B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
2015
7

On calcule : 2015+ 7 ~ 287,85 ~ 288 donc 2015 =288 x7—1d’ou :
2015w (288x7—-1)x

7 7
T
=2881— =
T3

20157:_ T

7 7

1695
b. i

9
Ona:1695+9 =~ 188,33 ~ 188, donc on écrit : 1695 = 188 x 9+ 2 et donc :

1695 (188 x9+42)7

9 9
27
=188 —
T+ 9
16957 B 27
9 9
2001w
C. 4 .
Ona:2001-+4=500,25=500x4+1 donc:
20017 14
=500 —
4 Tty
20017 T
4 4

- (ED,EB) = (ED,EA) + (EA,EB)
2 6 3

—_——
DAE isocele en A

B 5w n 4w

1212

B or

12

(ED. B8 - 27
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- (EB,EF) :%(n—g——) (EBF isoctle en B)
— —> T
(EB,EF):Z
- (ED,EF) = (ED,EB) + (EB,EF)
_ .
4 4
(ED,EF) ==

On en conclut que D, E et F sont alignés.

B Corrigé de I'exercice 3.

(AD, AB) (AD, AC) + (AC, AB)

B Corrigé de I'exercice 4.

5w T 5w
c A — cC: cE:——
6 3 6
/4 /4 kY1
*B:—— *D:— e F:—
3 6 4
B Corrigé de I'exercice 5.
cosx—1<:>cosx—cosE
- 2 3
T T
<:)x:§+2k7roux:—§+2k7t, keZ
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[Retour a I’énoncé de I'exercice]

‘G:Z

[Retour a I’énoncé de I'exercice]



Ainsi,

. surR,|.¥ = {§+2k7r; —§+2k7r, kez}

e sur|—-m;w), | = {—g : g}

. 1 . . T
SINX = — <—> SInx = SIn —
2 6

5
<:>x=g+2knoux:n—%+2kn:g+2kn,

Ainsi,

. surR,|.% = {f+2k:r; ST ok, keZ}

6 6

T 5w

. —mw), | S =9
sur |—7; 7] {6 6}

2 3n
cos(2x) = —\/7_ <= cos(2x) = cos -~
3 3
e 2x= Tn—i-Zkir ou 2x = —Tn+2k7r

k¥4 3r
<:>x:§—|—k7roux:—?+kﬂ:

Ainsi,

e surR,|.¥ = {%—i—kﬂ; —%—i—kﬂ:, kEZ}

5w 3t 3m 5S¢
* sur]—it,ﬂ], = {—? s —? 5 ? ) ?}

ﬂ sin <3x+§> = ? <= sin <3x+§> :sing

keZ

<=>3x+§=f+2knou3x+§=n—f+2kn, keZ

3 4

4

3
e a= L okrous =T okn ke

kel

4 3 4 3
T 5w
<:>3x——ﬁ+2k7tou3x—ﬁ+2k7r,kez
e 7t+2k77.70 _5717+2k77:
YT 363 M T3 3

Ainsi,

T 2km Sm  2kmw
L4 R = _— _— _— Z
sur R, | . { 36+ 3 ’36+ 3 , ke }

23 25 St 297w
°sur]—7t;7t],5’:{ TS, DOF O

197

367 367 36 °36° 36 ° 36

|
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Remarque : pour obtenir ces 6 valeurs, nous avons pris k =0, k = 1 et k = —1 pour chaque
expression dépendant de k.

/8 1 /4 2r
E cos <5x——> = ) <= cos <5x——) ==

6 6/ 3
<:>5x—%:%”Jrzknous;c—g:—%”nkn,kez
<=>5x=2?”+%+2knou5x:—%”+g+2kn,keZ
<:>5x:5g+2k7tou5x:—%+2k7r,keZ
<:>xzz+2k—ﬂoux:—£ an,kEZ

6 5 10"

Ainsi,
2k 2k
e surR,|.¥ = {E—k—ﬂ ; —£—|——7[, keZ}

* sur |—m; ),
_{7‘[_1777:_29%. ¢ 197 =© 3n Tn  ® 9%}

6’3030 30° 30 101010 2° 10

B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Vacosx = vVbsinx = (\/Ecosx)2 = (\/Esinx)2

— qcos?x = bsin®x

— acos*x = b(1 — cos’x)
— acos’x =b—bcos’x
— acos’x+bcos’x=b

— (a+b)cos’x=b

b
2
= COSs"Xx = cara+b#0
a+b 7
Ainsi, les solutions de 1’équation /acosx = Vbsinx sont aussi les solutions de 1’équation
b

cos?x = ——.

a+b

. . )l . 2 b
Remarque : la réciproque est fausse; les solutions de 1I’équation cos“x = b ne sont pas
a

nécessairement solutions de 1’équation /acosx = v/bsinx a cause des simples implications (pas
d’équivalences).
En effet, quand nous élevons au carré 1’égalité « \/acosx = V/bsinx », nous n’avons pas d’équi-
a=b>b
valence car A = B> «— ou .
a=—b
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a=3etb=1. Alors,

1
2 )
= - E
cos“x i E)
1 1
cos?x = — «= cos’x— - =0
1 . 1
< | cosx— = cosx+— | =
2 2
<~ !
COSX = — ou COSX = ——
2 2
T 27
<—> COSX = COS 3 ou COSX = COS 3
T 27
<= |ou ou ou ,keZ
T 27
X 3 + X 3

D’apres la question , parmi les solutions de (E’) se trouvent les solutions de :

3cosx = sinx (E)

. . . . R ) T T
On voit alors que cosx et sinx doivent avoir le méme signe, donc x € ] —T; ——} U [O ; —] .

2 2
. N /4 /4 2n
Les seules solutions de (E’) appartenant a ] —71';—5} U [0;5] sont 3 et —3 donc ’ensemble
solution de (E) sur |—7; | est :
2r =«
S == =
55
B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
2cos?x+cosx— 1 = 0. On pose X = cosx.
Le polydme 2X? + X — 1 a pour discriminant :
A=1—-4x2x(—-1)=09.
Ses deux racines sont donc :
—1-3 —-14+3 1
X, = =1 t  Xo= =_.
1=y © 2Ty T2

Les solutions x; et x, de I’équation 2cos?x+ cosx — 1 = 0 vérifient donc :

cosx; = —1 et Ccosxpy = —.

2
On a alors :

T T
x| =n+2kn et x2=§+2kn0ux2=—§—|—2k7r,k€Z.

L’ensemble solution de 1’équation 2 cos?x + cosx— 1 = 0 est donc :

7= {n+2/m; §+2kn; —§+2kn, kez}
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2sin®x — (44 v/2) sinx+2+/2 = 0. On pose X = sinx.
Une racine évidente du polyndome 2X 2 _ (4 + \/E)X + 2\/§ est : X7 = 2 donc I’autre racine est

2
telle que X1 X, = - \/5 donc X, = g Ainsi,
a

. . V2
sinx; =2 et sinxy, = —
X1 n’existe pas car un sinus ne peut pas étre égal a 2.
. . T T
sinx,; = s1nZ = xp = Z+2k71: ouxy = ﬂ—Z+2k7r, keZ

T R¥/1
<:>x2:Z+2k7toux2:T+2k7r, keZ

L’ensemble solution de 1’équation 2sin>x — (4 +v/2) sinx +2+v/2 = 0 est donc :

4

3
y:{fum; T”Jrz/m, keZ}

4c0s2x+2(1 — \/§) COSX — \/§ = (. Posons X = cosx.

Le polynome 4X? + 2(1 — \/§)X — /3 ne possédant pas de racine évidente, on calcule son dis-
criminant :

A=4(1-V3)—4x4x(-V3)
=4(1-2V3+3)+16V3
= 16+8V/3.

On cherche a mettre A sous la forme d’un carré ; on veut donc trouver a et b tels que :

16+8v3 = (a+bv3)

soit :
16 +8vV/3 = a? 4+ 3b* + 2abV/3.

Dans un premier temps, on doit donc avoir :

8 =2ab
soit :
b— -
Dans un second temps, on doit avoir :
a+b*=16
donc : 16
a2 + —2 = 16
a
ou encore :
a*+16 = 164>
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c’est-a-dire :
a*—16a>+16=0.

4
a = 2 est une racine évidente, donc b = 3 =2.
Ainsi, )
= (2+2V3)".
Les deux racines du polynéme 4X2 +2(1 —+/3)X — /3 sont donc :

2(V3-1)-(2+2v3) 1

X, = _
! 8 2

o 2(V3-1)+(2+2v3) V3
X, = 3 =7

Les solutions x; et x, de I’équation 4cos?x+ 2(1 — \/§) cosx — /3 = 0 vérifient donc :

1 V3
COSX1 = —E et cosxpy = 7
soit :
2n 9
COSX| = COS— et CoSxp = Ccos —.
3 6
Ainsi,
27 21 b T
x1:?+2k7toux1:—?+2k7r et x2:g+2k7roux2:—g+2k7t,k€Z.

L’ensemble solution est donc :

2 2
7= {?ﬂ+2k7r; —?ﬂ+2k7r; %+2k7r; —%+2k7r, keZ}

3sin?x —5cos?x+1=0.

2

On sait que sin®x = 1 — cos?x donc :

3sin’x —5cos’x+ 1 =0 <= 3(1 —cos’x) —5cos’x+1=0

= —8cos’x+4=0
1

<—> CoS x——:O
(cosx ) (cosx ) =0
<:>cosx———oucosx——
V2 V2
<> ——3nou —3nou —nou __r
AT T AT o E o E Ty

L’ensemble solution est donc :

b1 T 3 37
=< —+2kn; ——+2km; — +2km; — +2 7,
54 {4+ kT ; 4+ kT ; 4+k7r,4+k7r,ke }
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5
B cos?(2x) +2sin®(2x) — 1= 0.

On remplace sin®(2x) par 1 — cos?(2x) :

5 5
cos?(2x) + 2sin®(2x) — 1= 0 <= cos>(2x) + 2(1- cosz(2x)) 7= 0

3
<:>—cos2(2x)+1:o
3
<:>cosz(2x):z
3 3
< COS(ZX) = —7 ou COS(2)C) = £
x=""ou2x=—""ou2x=——ou2x==
— 2x 6oux 6oux 6oux6
5w 5w T T
= ——— 00U X=—O0UX=—1—0o0uUx—=—
oI R T TR TR

L’ensemble solution est donc :

5w T T 5w
S = {—E-l—ZkTC, —E‘FZkTC, E—f’Zkﬂ', E—I—Zkﬂ:, kEZ}

B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Le polynéme 16X% — 20X + 5 a pour discriminant :
A=400—-4x16 x5 =80.

Ses deux racines sont donc :

5—/5 5+4/5
= et K="

L équation 16X2 — 20X + 5 = 0 a donc pour ensemble solution :

5-V5 5445
)

— T
En prenant x = 35 la formule donne :

sin5 x g — 16sin’ g —203in3§—|—5sin§.

. .
soit, en posant S =sin g :

0= S(165* —208% +5)
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S # 0 donc on sait que 168* — 2082 +5 = 0. Posons s = §2; alors ,

165> —20s+5 = 0.

5—-V5 5 5
D’apres la question , s = V5 ous = +8\/_'
5—V5 5 5
On a alors S = V5 ~0,350u S = +8\/_ ~ 0,9 : on exclut les valeurs négatives car
T T T
in= >0 Selo:2).
sin vuque o >
Or, 3 < 1 donc s1n§ < 5 = smz.
Ainsi,
sin L V5
5 8
ﬁ A I’aide de la relation :
Vx eR, cos’x—+sin’x=1,
on peut écrire :
cos’ r + 5-V5 =1

5 8

ou encore :
ST 5-vV5 3-5
cos”—=1-— =
5 8 8
Ainsi,
cos ~ = 3-V5
5 8

5 8
L3V L 3eVE
2 8
_1=V5 (3-S5
2 8
_1=V5 [3-45
2 2

Or,

2

(1\/§>212\G+5
n 4

_3-45
2
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Donc,

et donc :

3—/5

1-V5
2 2

T
5

T
4cos2§—2c0s——1:0

b. De la question précédente, on déduit que cos 3 est solution de 1’équation :

43 —2x—1=0.
Le discriminant de 4x% — 2x — 1 est :
A =20.
Donc les racines sont :
2—v20 1—-+/5 o
X1 = =
! 8 4
T T 2
On sait que cos 3 > Cos i g donc :

B Corrigé de I'exercice 9.

5 4

T 1+V5

[Retour a I’énoncé de I'exercice]

) el D) = es(Z)

~~

car cos(m+x)=—cos(x)

5w B (n 7t>_ <
cos ¢ )= fos c)= cos

Ona:
cosS 67
5
De plus,
Donc :

o (5) o () o () o (§) e (5) -1 -2

B Corrigé de I'exercice 10.
On sait que :

Vx eR,

Donc, en prenant x = o :

-~

car cos(r—x)=—cos(x)

[Retour a I’énoncé de I'exercice]

(cosx)? + (sinx)? = 1.

0,6%+ (sina)?) =1 <= (sina)’> =1-0,6

— (sina)> =0,64.

De plus, a €]0 ; n[ donc sina >0 et :

sin =4/0,64=0,8|
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B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Remarquons que les angles dans les cosinus ne sont pas des valeurs remarquables, ce qui nous laisse
a penser qu’il y a des transformations a faire.

On remarque que :
5S¢ mowm
14 2 7
(ce qui peut nous guider est le dénominateur « 14 » qui s’écrit 7 x 2, donc cela nous pousse a écrire

5w T T
1 en fonction de = et —).

2
Donc :
cos T _ cos (n 7t> =sin (717)
4) “\2 7/ "\1)
car cos(%tx):sin(x)
et alors :
5
cos’ <7ﬂ> = sin® (g)
De méme,
On & n
22 2 11
donc :
cos o —cos(n— i —sm( 71:)
1) 2 11/ 11/,
car cos(%fx):sm(x)
et alors :
or v
2( 2 2
cos <11) sin (11>
Alinsi,
n R4 n on
cos’ (7> + cos? (ﬁ) + cos® (ﬁ) + cos? (Z)
T T T T
= o (3) sin’ () oo (57 ) s’ (57)
=1 car cos;rx—ksin2 x=1 =1
=2.
B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
T 4r T 87
cos? 57 cos’ 5 + sin? 7~ sin’ -
T T T T
— cos? 37 cos’ (n — g) +sin? 7~ sin’ (ﬂ—i— 7)
T T T T
= cos’ 35 cos’ 3 + sin? 7~ sin’ 7
=0.
Explications :
* cos(m —x) = —cosx donc [cos;(?t—xﬂ2 =[- cosx]2 = cos’x.
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* sin(m+x) = —sinx donc [sin(7 +x)}2 =[- sinx]2 = sin’x.
cos i cos 27 -+ sin ﬂ sin o7

3 3 4 4
CcoS i — CoS (7:— 7t> —|—sin7r —sin <7r+ 7r>

3 3 4 4
cosS i +cosn—|—sinn —|—sin7r

3 3 4 4

T T

2 [cos 3 ~+ sin Z}

1 2

2 2
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Enonceés

Géométrie plane

Disponible sur http: // www. mathweb. fr

o Exercices d’'application du cours

o Exercices de réflexion

13 octobre 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

B Exercice 1. Vecteurs colinéaires dans un repére *ictrvete @
Corrigé page 132

Pour chaque question, dire si les vecteurs % et V sont colinéaires.

ﬁ’(—;) eth’@). ﬁ’(i) etv(lg),
ﬁ’(‘f) et7<_37). 4 ﬁ’(ﬂ%_1> etv’(ﬁzﬂ).

B Exercice 2. Vecteurs avec parameétre *Ahtevere @

1 1
Soient 7w (¢ ) et 7 :
2a a—1

Déterminer les éventuelles valeurs de a pour lesquelles ces deux vecteurs sont colinéaires.

. . fa+?2 (2a—1
Méme question avec les vecteurs u etv .
= —3a a—?2

B Exercice 3. Alignement de points *kiriete @

Soit ABC un triangle. On considere alors les points E, F et H tels que :
EC=2AC ; AF=2AB :; CH=-2BC
-5 ’ 4 ’ 7
Faire une figure.
. e . —_—> 2 —_—>
Exprimer EF en fonction de AB et gAC.

. —> . —> —>
Exprimer le vecteur EH en fonction des vecteurs AB et AC.

En déduire que les points E, F et G sont alignés.
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Bl Exercice 4. Dans un parallélogramme *kiriete @

Corrigé page 134

ABCD est un parallélogramme.
Soit I le milieu de [BC] et J celui de [CD].

On définit alors H par I’égalité AH = §AB et K par I’égalité AK = §AD.
Faire une figure.
Exprimer Hi et KJ en fonction de AB et AD.

Les droites (HI) et (KJ) sont-elles parall¢les ?

W Exercice 5. Equations cartésiennes de droites *Ahtevese @

Corrigé page 135

Dans chaque cas, déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).

A(—1;2) et B(3;-7).
—(2 -
A(3;-2)etu ( 1) est un vecteur directeur de (AB).

A(5;—4) et (AB) est parallele a la droite d’équation cartésienne x+y+ 1 = 0.

1
ﬂ A(3;2) et (AB) a pour coefficient directeur —5

W Exercice 6. Equation de droites avec paramétre KA tevere @

Corrigé page 136

Dans un repere orthonormé, on considere la droite &,,, m € R, dont une équation cartésienne est :
mx+ (2m—1)y+4=0.

Pour quelle(s) valeur(s) de m la droite est-elle parallele a I’axe des abscisses ?

Pour quelle(s) valeur(s) de m la droite est-elle parallele a I’axe des ordonnées ?

Montrer que quelle que soit la valeur de m, la droite &, passe par un point fixe dont on précisera
les coordonnées.

B Exercice 7. *kvevese @

On considere la droite & d’équation :
m’x—(2m—1)y+3=0
oum € R.

On pose A(1;m). Pour quelles valeurs de m le point A appartient-il & 2 ?
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W Exercice 8. Equation de droites & médiatrice

Kkt @

Corrigé page 136

Dans un repere orthonormé (O; 77, 7), on considere les points A(3;1), B(1;2),C(2;—1) et D(—4;2).

Montrer que les droites (AB) et (CD) sont paralleles.

Montrer que O appartient a (CD).

Soit M(x;y). Exprimer les distances BM et CM en fonction de x et y.

En déduire une équation de la droite A, médiatrice de [BC], puis montrer que A est la droite (OA).

B Exercice 9. Alignement de points

D C F H

J

A B E G

ABCD, CEFD et EGHF sont trois carrés de méme cOtés.

I est le milieu de [AC] et J est le point d’intersection de (BC) et (AH).

Montrer que E, J et I sont alignés.

B Exercice 10. Un algorithme

Dans un repere orthonormé (O 7, 7) on considere trois points A, B et C.

On considere alors I’algorithme suivant :

*khirvr @

Corrigé page 137|

*kkirvr @

Corrigé page 137:\

Algorithme 3: Tester I'alignement de trois points

Entrées
a, b, ¢, d, e, f sont des nombres réels

d est un nombre

Initialisation
Saisir la valeur de a, b, ¢, d, e, f

Traitement
d prend la valeur ...
Sid = 0 alors
EFFTCherSscslics poinbg s Bacl iCaNe>
sinon
Afficher "W«ilies points A, B et C .. .'>
Fin du Si

Que peuvent représenter a, b, c, d, e et f dans cet algorithme ?

Compléter cet algorithme.
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Corrigés

13 octobre 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

-1 (3
1 () ()
—1x2-5x3=-2-15=—-17#0.

Donc % et V ne sont pas colinéaires.

(-3 (=7
u(7>etv<3).
—3x3-Tx(=7)=—-9+49 =40 #0.

Donc % et V ne sont pas colinéaires.
2 10
3 etv( 3 ).

Donc % et vV sont colinéaires.

a5()ar(2,)

(\/5—1)(\/§+1)—%><2:2—1—1:0.

2x5—¥x3:10—1020.

Donc % et vV sont colinéaires.

B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
T[ a-+ 1 ot 7 1
2a a—1)°
U et V sont colinéaires <= (a+1)(a—1)—2a=0
—a*—2a—1=0.
Le discriminant du polynéme a® —2a — 1 est :

A=(-22—4x1x(—1)=4+4=38.
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Il y a donc deux solutions a I’équation :

et son conjugué

zf(““) et v
- —3a

(o=2)

a2:1+\/§.

U et V sont colinéaires < (a+2)(a—2)+3a(2a—1)=0
= a’—4+6a"—3a=0
> 7a*—3a—4=0.

Le discriminant du polynéme 7a*> —3a — 4 est :

A= (=32 —4xTx(—4)=9+112=121.

Il y a donc deux solutions a I’équation :

et:

B Corrigé de I'exercice 3.

On a la figure suivante :

C

E
A B
F RN
\.H
EF = EC + CA + AB + BE
e 1 —
:§AC—AC+AB——AB
5 4
EF = 2AB - 2AC
4 5

EH = EC+CH

3

9

_°AC+2CB
58617

3 » 9/,
— 2AC —(CA AB)
sACTZ (AT
3 9— 9,
—2AC—_2AC+2AB
sAC—7ACHS

— 9 -5 24
EH=-AB—- —AC
7 35

3-11 4
W= T 77
EERS L
a, = =L

[Retour a I’énoncé de I'exercice]

« EC= §AC donc CE = ECA (il est plus simple de partir d’un

point que 1"’ on connait (ici, le point C) pour construire le

point E.

—> —> —> —> —> 2 —>
* CH= —gBC donc CH = gCB =CB+ 7CB.
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ﬂ Dans le repere (A ; AB : A—C)), ona:

3>< 24 9>< 2\ 18+18_0
4 35 7 5/ 35 35

—> —>
Ainsi, EF et EH sont colinéaires; ils ont un point en commun (E), donc les points E, F et H sont
alignés.

B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

La figure est la suivante :

= 2AB+ AD
3 2

KJ =KD +DJ

l— 1—
=-AD+-DC
3 + 2
—> g 1—)
KJ=-AB+-AD
2 + 3

Dans le repére (A ; AB : E), ona:

2
= X
3
. . - = . .
Ainsi, les vecteurs HI et KJ ne sont pas colinéaires.

Les droites (HI) et (KJ) ne sont donc pas paralleles.
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B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

—(3—(—1 —( 4
A(—1;2) et B(3;—7), donc AB( _7(_ 2)), soit AB (_9).

-9
— —9(x+1)—4(y—-2)=0
— —-9x—4y—-1=0.

x4
M(x;y) € (AB) <= AM (x+2) et AB( ) sont colinéaires

Une équation cartésienne de (AB) est donc 9x+4y+1 =0.

—(2 :
A(3;—2)etu (1) est un vecteur directeur de (AB).

x—3

rev — 2 . .
M(x;y) € (AB) <= AM et u sont colinéaires
y+2 1

<~ 1(x—3)—-2(y+2)=0
< x—2y—7=0.

Une équation cartésienne de (AB) est donc x —2y —7 = 0.

A(5;—4) et (AB) est parallele a la droite d’équation cartésienne x+y+ 1 = 0.

La droite d’équation cartésienne x +y -+ 1 = 0 a pour vecteur directeur %

parallele a cette droite, donc % est aussi un vecteur directeur de (AB). Donc :

- _5 —> _1 . .
M(x;y) € (AB) <= AM <;+4) et u ( { ) sont colinéaires

= 1x=5)—(-D(y+4)=0
= x+y—1=0.

Une équation cartésienne de (AB) est donc x+y—1=0.

1
U1 A(3:2) et (AB) a pour coefficient directeur —5

Une droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 a pour vecteur directeur ?[(
m

coefficient directeur de la droite.

. .. 1
Donc un vecteur directeur de (AB) est ici Tl( 1) .

2

—(x—3 (1 L
M(x;y) € (AB) <= AM (x 2) et u ( 1) sont colinéaires
- T2

e o3 —1(y—2) =0

2
<= ! +7—0
XTIy T

< x+2y—7=0.

Une équation cartésienne de (AB) est donc x+2y —7 = 0.
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B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
. e s 1 . , . Sk
La droite est parallele a 1’axe des abscisses lorsqu’un vecteur directeur est de la forme u o)

—b
k € R. Or, on sait que la droite d’équation ax + by + ¢ = 0 a pour vecteur directeur ( ) .
a

Ainsi, il faut que m = 0 pour que ¥, soit parallele a I’axe des abscisses.

. , 0
La droite est parallele a I’axe des ordonnées lorsqu’un vecteur directeur est de la forme o ( k)’
keR.

1
D’apres ce que 1’on a dit dans la question précédente, il faut donc que 1 —2m = 0, soit m = 7

1
Ainsi, il faut que m = 5 pour que D soit parallele a I’axe des ordonnées.

Posons A(x4;ya) le point fixe. Ainsi, A € Zpet A€ P 1 (on prend les valeurs de m précédemment
trouvées par exemple).

9 :y=4.Donc yy = 4.
.@% :x= —8. Donc x4 = —8.

Le point fixe est donc A(—8;4).

B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

A€ D = m*xp—(2m— 1y, +3=0
—= m?—2m—1)m+3=0
— m*-2m*+m+3=0
= —m*+m+3=0
= m-m-3=0

2

Le discriminant du polyndme m* —m — 3 est :

A= (-1 —4x1x(=3)=13>0

donc il admet deux racines :

1-V13 1413

my = et my = .
! 2 2 2

Ces deux valeurs sont les deux valeurs de m pour lesquelles A € Z.
B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
—(1-3 — (=2 —( —4-2 ——(—6
'l AB , soit AB ,et CD , soit CD .
B A8, 23 s () eB(, 5 ) s ()
—2x3—-1%x(—-6)=—-6+6=0.

Ainsi, Kﬁ et 61_5 sont colinéaires, donc (AB) et (CD) sont paralleles.
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/2 —[—4
OC(—1) et OD( 5 ).De plus,
2x2—(—1)x(—4)=4—4=0.

—> —>
Donc, OC et OD sont colinéaires et par conséquent, O, C et D sont alignés.

O appartient donc a la droite (CD).
BM = \/(x—xB)2+ (—yz)’
== 12+ (-2

De méme, CM = +/(x —2)2+ (y+ 1)2.

A est I’ensemble des points M(x;y) tels que BM = CM.

BM = CM <= BM? = CM? car BM > 0et CM >0
= =12+ (=27 =(x-2>+(+1)
= -0+ 14y —dy+d =2 —dx+4+y* +2y+1
— —2x—4y+5=—-4x+2y+5
= 2x—6y=0
1

<:>y:§x

1
Un équation de A est donc y = gx.

1 1 1
OEAcarOZ§><OetAEAcaryA:§xA(1:§><3).

Donc A est la droite (OA).

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
On considere le repere (A ; AB : E)
Dans ce repeére, ona: A(0;0) ; B(1;0) ; H(3;1) ; I(%,%) ; E(2;0).

Ainsi, la droite (AH) a pour coefficient directeur 3 et donc, son équation est :

1
(AH) : y= gx.

Par conséquent, J (1; %) . Donc,

Par conséquent, EJ et EI sont colinéaires, ce qui implique que E, I et J sont alignés.

B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
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Les variables peuvent représenter les coordonnées des points A, B et C.

Par exemple, on peut décider de dire que A(a;b), B(c;d) et C(e; f).

D’apres le titre de 1’algorithme, il sert a tester si A, B et C sont alignés.

Or, AT§ (2 B ab) et A_(f (;_ Z) . Ainsi, les points A, B et C sont alignés si ces deux vecteurs sont

colinéaires, ¢’est-a-dire si :

(c=a)(f—b)—(d—=b)(e—a)=0.

L’algorithme complété est donc :

Algorithme 4: Tester I'alignement de trois points (complété)

Entrées
a, b, ¢, d, e, £ sont des nombres réels

d est un nombre

Initialisation
Saisir la valeur de a, b, ¢, d, e, £

Traitement
d prend la valeur (c—a)(f—b)—(d—>b)(e—a)
Sid = 0 alors
Afficher : « les points A, B et C sont alignés »
sinon
Afficher : « Les points A, B et C ne sont pas alignés »
Fin du Si
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Produit scalaire

Disponible sur http: //www. mathweb. fr

© Exercices d'application du cours

© Exercices de réflexion

13 octobre 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Produit scalaire : définitions

B Exercice 1. Produits scalaires et angles *ictrvete @

Corrigé page 144

Dans chacun des cas suivants, déterminer le produit scalaire @ - V, puis en déduire I'angle (i, V).

B Exercice 2. Produits scalaires et angles dans un repére orthonormé *ietrvete @

Corrigé page 145

Dans chacun des cas suivants, déterminer le produit scalaire @ - V, puis en déduire I'angle (i, V).
—1 3 0 —1
1 Bt — . — — .
u<2>etv<_5) u<2>etv(5)
3 5 2 —1
2 tv( ). u t .
B 7(y) () B 7()«7(5)
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B Exercice 3. Angle dans un carré *hkkktr @

—> ] —
Soit ABCD un carré. On considere alors I le milieu de [CD] et le point J défini par CJ = ZCB'

Déterminer une mesure de 1’angle IAJ au degré prés.

Applications du produit scalaire

W Exercice 4. Equations de cercles *ictriete @
Corrigé page 147
Dans chacun des cas suivants, donner 1’équation cartésienne du cercle %'.

% a pour centre le point A(—1;2) et pour rayon 2.
% est le cercle de diametre [AB], out A(2;—1) et B(—2;3).

% est le cercle de centre A(4;3) tangent au cercle 4’ d’équation (x — 1)2 4 (y —2)? = 1.

W Exercice 5. Equation de droites perpendiculaires *kirvete @
Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation cartésienne de la droite Z.
A(—1;2),B(4;-3) et Z est la médiatrice de [AB].

N

9 est la droite passant par A(1;3) et perpendiculaire a la droite 2’ d’équation
2x—5y+3=0.

2 est la tangente au cercle de centre O et de rayon 3 passant par le point d’abscisse 2.

(2 .
ﬂ 2 a pour vecteur normal le vecteur n ( 1) et passe par le point A(—1;2).

B Exercice 6. Détermination d’un angle dans un cercle *hx e @

Corrigé page 148

Dans le plan muni d’un repere orthonormé (O; 7", 7), on considere le cercle ¢ de centre A(2;0) et
de rayon 2 et le cercle ¢ de centre B(18;0) et de rayon 14.

Soit (d) la droite passant par O et faisant un angle de 30° avec I’axe des abscisses; elle coupe € en
deux points I et J, J étant le point le plus éloigné de O. -

On considere les points E(4;0) et F(32;0). On s’intéresse a la mesure de I’angle JEF.

Déterminer une équation de la droite (d).
Déterminer une équation du cercle €.
En déduire les coordonnées de J.

ﬂ Calculer EF - Ej, puis en déduire une mesure de JEF en degrés.
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B Exercice 7. Dans un rectangle * kKt @
Corrigé page 149

ABCD est un rectangle tel que AB = 1.
R est le milieu de [DA]. On sait que (BR) et (AC) sont perpendiculaires.

Quelle est la mesure de AD?

B Exercice 8. Avec les formules trigonométriques *hKhicte @

Corrigé page 150

A Iaide des formules trigonométriques d’addition et de duplication, calculer :

T . = T . T . T
cosE smﬁ COS§ et smg smﬁ

B Exercice 9. Dans un repére : cercle, angle et hauteur * kKt @
Corrigé page 151

Dans un repére orthonormé (O; 77, 7), on considere les points A(0;4), B(3;6) et C(6;0).
Soit H le pied de la hauteur du triangle ABC issue de B.

Déterminer les coordonnées de H.
Déterminer une équation cartésienne du cercle ¢ de diametre [BH].

On appelle E et F les points d’intersection de % avec respectivement [AB[ et |BC].
Le triangle EFH est-il rectangle en H?

Dans la négative, donner une mesure approchée au degré pres de EHF.

B Exercice 10. Dans un rectangle *hx v @

ABCD est un rectangle tel que AB =4 et AD = 2. E est le point de [DC] tel que DE = 1. Les droites
(AE) et (BD) se coupent en H et N est le milieu de [AB].

A N B — —»
- % - Décomposer AE et BD a1’aide de la relation de Chasles,
\ R puis calculer AE - BD.
\H/ e Que peut-on conclure quant a (AE) et (BD)?
D - I\E C En calculant de deux fagons différentes BA- Iﬁ)), trouver

BH.

Montrer que HA + HB = 2HN.
n Calculer HA, puis montrer que HN - HA = 5

Justifier que HN = 2.

E Calculer cos AHN et en déduire une valeur approchée de AHN au degré pres.
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B Exercice 11. Puissance d’un point par rapport a un cercle *hhxic @
Corrigé page 156

Dans le plan, on considere un point M et un cercle I', de centre O et de rayon r.
Soit d une droite passant par M et coupant I" en deux points A et B.
On appelle puissance de M par rapport a I" le nombre :

Pr(M) = OM? —1?

En considérant le projeté orthogonal de O sur (AB), c’est-a-dire le point H de (AB) telle que
(OH) L (AB), montrer que :

* si M est a I’extérieur de I" alors MA x MB = Z(M) ;
* sinon, MA x MB = — (M)

On considere un cercle I", de centre O’ distinct de O, et de rayon 7. Soit M un point tel que
PrM) = Zr(M).

a. Soient K le projeté orthogonal de M sur (OO’) et I le milieu de [OO’].

Apres avoir justifié que > — 2 = MO? — MO, montrer que > — ' = 200 -IK.
b. Déterminer alors I’ensemble des points M.

Cet ensemble est appelé I’axe radical des deux cercles.

Soit I un troisieéme cercle de centre O” tel que O” n’appartient pas a (00’).

Montrer que les trois axes radicaux sont concourants en vous aidant de la notion de puissance
d’un point par rapport a un cercle.

B Exercice 12. Trois cercles tangents *hhxtc @

Corrigé page 158

On considere le cercle € d’équation x> 4 y> — 6x —4y+9 = 0.
Donner son rayon et les coordonnées de son centre A.

On considere maintenant le cercle 4" de centre C, dont le rayon est le double de celui de € et qui est
tangent a % au point B(5;2).

Donner 1’équation de ¢”'.

On souhaite maintenant construire un cercle 47 dont le diameétre est le triple de celui de & et qui est
tangent 2 ¢ et 4’. On appelle D le centre de %) de sorte que son ordonnée soit positive.

Expliquer pourquoi AD = 8 et CD = 10.

ﬂ Calculer alors les coordonnées de D.

E Donner alors une équation cartésienne de 6.

On appelle E le point d’intersection de €” et €], et F celui de ¢ et €.

E Les droites (AE), (CF) et (DB) sont-elles concourantes ?
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B Exercice 13. Aire d’un triangle inscrit dans un cercle *h Kk ve @

Corrigé page 161

On considere un triangle ABC inscrit dans un cercle ¢’ de rayon r.
On note A = BAC.

A
B
B
/ ¢
C
A
Cas1 Cas 2
Montrer que, dans le cas 1 comme dans le cas 2, on a : g — rsinA.
b

En déduire que : .aA =—== -CA=2r.
- sinA sinB  sInc

L. . ) abc
En déduire que ’aire du triangle ABC est : o/ = -
= r
B Exercice 14. La formule de Héron xkkkk @

Corrigé page 161

Soit un triangle ABC, et H le pied de la hauteur issue du sommet B. On note AB = c,
AC=b,BC=aetBH=h.

B Exprimer 4 en fonction de c et sinA, puis en déduire que
1 —~
I’aire du triangle ABC est : &/ = Ebc SinA.
¢ h N A l’aide de la formule d’Al-Kashi, exprimer sin?A en
fonction de a, b et c.
\A |
A H b C

a+b+c
2

n En déduire alors que : &7 = \/p(p—a)(p—b)(p—c).
Cette dernicre formule est appelée la formule de Héron.

4p(p—a)(p—>b)(p—c)
h2c2 ‘

En notant p = , montrer alors que : sinZA =

Application : calculer I’aire d’un triangle dont les c6tés ont pour mesure 7 cm, 12 cm et 9 cm.
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Corrigés

13 octobre 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

UV =4x6=24

On sait de plus que i - V = || @ || x || V]| x cos (@, V) ; ainsi,
cos (i, V) = k3

Ona:
|V]?=6>4+22=40 soit | V] =2V10.
De plus, ||%|| = 4, donc :
24 3Y/10
8v10 10

cos (U, V) =

et donc :

WV =3x(=3)=-9.

On sait de plus que i - V = || @ || x || V]| x cos (@, V) ; ainsi,
cos (4, V) = i
Ona:

IVIP=12432=10 soit V] =V10.

De plus, ||%|| = 3, donc :

cos (U, V) = - _ V1o
’ 3V10 10
et donc :
(w,V) ~162°.
u -V =8x(—6)=—48 (les deux vecteurs sont de sens contraires donc leur produit scalaire est
négatif).

On sait de plus que i - V = || || x || V]| x cos (@, V) ; ainsi,



Ona:
IV?=12+6>=37  soit | V] =37

De plus, ||#|| = 8, donc :

et donc :
(#,V)~171°
B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
(-1 (3
u(2>etv<_5>.
U-V=xx+y/=(-1)x3+2x(=5)=-13
Ainsi,
cos(?[ 7)— u-v 13 —13
’ 12 < IVl V5x+34 V170
soit :
(@, V) ~177°.
3 5
2 tv( ).
8 7(y) ()
-V =xx'+yY =3x54+4x6=39.
Ainsi,
cos (W, V) = v
’ [Z][ < IVl 5x 61’
soit :
(W, V)~3°
(0 (-1
()
“-v=xx4+yy =10
Ainsi,
cos (u,V) = v _ 10
’ 1@< VI 2x+v26°
soit :
(w,V)~11°
4 i1 2 etv -
0 5
U-v=xx'+y/=-2
Ainsi,
cos (U, V) = v _ -l
’ 1< IV v26°
soit :
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B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

D I C
-]
A B

Dans le repere (A ; @) ; H))), ona:
— —/1
AI( ) et AJ(

Kfﬁ:xx'—kyy':

—_— N —

On a alors, d’une part :

et d’autre part : N N R N

AI-AJ = ||AI|| x [|AJ|| x cos (AI; AJ).

Or, dans le triangle ADI rectangle en D, on a:
12

5
AIZ:12+?=Z soit Al =

S

et dans le triangle ABJ rectangle en B, on a :

3225
2 42 _ . _
AJ_1+4_2_Z soit AJ_E
Donc : \/_
> 5 5 —
I J:TXZXCOS(AI,AJ)
Ainsi,on a :
— 2 2
Al; Al) = == —.
cos ( ) % NG
soit :

(ﬁ,ﬁ) ~ 27°

N.B. Pour étre précis, on trouve un angle de mesure 26,57°, mais donner une approximation déci-
male pour une mesure d’angle est 2 mon avis une incohérence monumentale car un angle s’exprime
en base sexagésimale (en base 60) et donc, les décimaux n’ont pas leur place ici (comme pour les
heures). Il faudrait donc ici donner I’approximation :

26°+0,57 x 60’ =26°34’ +0,2 x 60 = 26°34'12".
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B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I’exercice]
% a pour centre le point A(—1;2) et pour rayon 2.
Me% « (x—(—1)’+(y—2)> =2
P2+ 14+y 4y +4=4
=+ 2 —4y+1=0.

Une équation cartésienne de € est donc x> 4 y> +2x —4y+1 =0.

% est le cercle de diametre [AB], out A(2;—1) et B(—2;3).
M € € <= MA-MB =0
(x—Z) ()H—Z)
— . =0
y+1 y—3
= (x=2)(x+2)+(+1)(y—-3)=0
= x> —4+4y*—3y4+y—-3=0
=P +y?—2y—3=0.

Une équation cartésienne de 4 est donc X2+ y2 —2y—3=0.

% est le cercle de centre A(4;3) tangent au cercle 4’ d’équation (x — 1)2+ (y —2)> = 1.
%" a pour centre le point B(1;2) d’apres son équation.

% et €' sont tangents donc le rayon de € est r = AB — 1 (« 1 » étant le rayon de ¢”).

B:\/mzm donc r=v10—1.
Ainsi,
Me@ «— (x—4)2+(y—3)2 = (VIO—1)’
= x> —8x+16+y> —6y+9=10—2v10+1
= ¥+’ —8x—6y+14+2V/10=0.

Une équation cartésienne de % est donc x> +y> — 8x — 6y + 14 +2+/10 = 0.

B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
A(—1;2),B(4;-3) et Z est la médiatrice de [AB].

On a donc z@) (_55> .

Le milieu de [AB] est I(% ; —%)

M(x;y)e.@<:>§3)-m):0
_3
= (5
<:>5(x——) 5(y+ )

< 5x—5y—-10=0
= x—y+2=0.

Une équation cartésienne de & est donc x —y+2 =0.
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N

2 est la droite passant par A(1;3) et perpendiculaire 2 la droite 2’ d’équation
2x—5y+3=0.

: : 2 o
Un vecteur directeur de 2 est un vecteur normal de 2, soit par exemple 7( 5). Ainsi, une

équation de & est de la forme :

—5x—2y4+c=0 , ceR.

A(l33) e 7<= —5x1-2%x34+c=0<=c=11.

Une équation cartésienne de & est donc 5x+2y—11=0.

2 est la tangente au cercle de centre O et de rayon 3 passant par le point d’abscisse 2.

Dans ce cas, ¥ est perpendiculaire a (OA), ou A est le point du cercle d’abscisse 2. Son ordonnée

esty = /32 —22 =+/5 donc A<2;\/§).

o . . 5
Ainsi, (OM) a pour équation y = TX’ ou encore TX —y =0, dont un vecteur normal est

V5
7l 2 ).
—1
9 a pour vecteur directeur 77 car elle est perpendiculaire & (OM) donc une équation cartésienne

de 9 est :

5
—x—%y-l—c:o , ceR.

5 9
Ae@:>—2—§xx/§+c=0<=>c=§.

Une équation cartésienne de 2 est donc 2x + /5y —9 = 0.

(2 :
ﬂ 2 a pour vecteur normal le vecteur 7 ( 1) et passe par le point A(—1;2).

M(x:y) € 2 < AM -7 =0

SE ()
y—2 —1
—2x+1)—1(y—2)=0
= 2x—y+4=0.

Une équation cartésienne de & est donc 2x —y —4 = 0.

B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

1
Le coefficient directeur de (d) est le nombre m = tan30° = 7 car (d) forme un angle de 30° avec

I’axe des abscisses. De plus, elle passe par 1’origine du repere donc c’est une droite représentant
une fonction linéaire.

1
Ainsi, une équation de (d) est: |y = —=x

>
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L’équation du €’ est de la forme (x —a)? + (y —a)? = > ou (a;b) sont les coordonnées de son
centre et 7 son rayon.

Ainsi, €’ a pour équation : | (x — 18)% +y* = 196

1
Notons (x;y) les coordonnées d’un point d’intersection de (d) avec ¢”; alors, y = %x et

1 \? 4

(x — 18)% +y%> = 196, donc (x — 18)> + <\ﬁx> = 196, soit gxz —36x + 128 = 0, ou encore,
3

en multipliant par 1 x? —27x+96 = 0.

Le discriminant du polynéme x> — 27x + 96 est A = (—27)> —4 x 1 x 96 = 345 donc ses deux

racines sont :

27 —+/345 27++/345
X =——"—" Xy = ——.
2 2
27+4+/345
L’abscisse de J est donc % (Ie point le plus éloigné de O). Son ordonnée est donc

27+ V345 1 _ 27V3+V1035

2 /3 6
o (27+\/345 273+ \/1035>
Ainsi, |J ;
2 6
19+ /345

—> — (28
2
L N iy e etEF(o)'
6

— 1 v 345
Ainsi, EF-EJ = xx’ +yy = 9% x 28 = 14(19+/345).

Or, EF-Ej = ||]§5|| X ||Ej|| X COS (Eﬁ,lﬁ), donc :

— —» 14(19++/345
cos (EF,EJ) = ( j ) -
ag | [19+ V345 N 273+ V1035
2 6
On en déduit alors que JEF =~ 35°.
B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Notons x la longueur AD.
Dans le repere (A ; AB ; )—ICAD), ona:

/1 —
AC( ) et BR(
X

BI= |
p—
N——

—_— — 2
Ainsi,Ac-BR=0<=>—1+%:0
<:>x2—1
-
e x2 =2

= x= \/5 car x > 0.
Ainsi, AD = /2.
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B Corrigé de I'exercice 8.

cos7—n—cos <£+E)
- 12 43

T v/ . T . T
= COS — COS — — S1n — S1n —

4 3 4 3

V2 1 V2 V3
2 72 2 2
ARG
4 4
cos7jr—\/§_\/6
12 4
2 sm%zsin(%—g)
:singcosﬁ—sinzcosZ
3 4 4 3
_ V3 V2 V2l
2 2 2 72
sinﬂ:—\/g_\/E
12 4
cos%:cos<2><—>
2
Y2 o™
2
2
psim ® = _ Y2
2
.2 T 2_\/§
sin® — =
4
T V2—V2 T b4
sin—:T\/_ carge[O;n]doncsin§>0.

coszg =1- sinzg
VT 22
Z_1-
cos 2 1
KT 2442
COs” — =
8 4
cosn— 2+\/§ carcosn>0
8 2 g~

ﬂ Nous allons ici utiliser le fait que :

T T
cos? P + sin? T =1 donc

et que :

T T
2><—):1—2 in2 ~ .
COS( Sin 24

24
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COSI_: 1 —sin“ —

[Retour a I’énoncé de I’exercice]



Ona:

cos i —cos<2>< 71')
12 24
1—sin2£:1—2sin2£
\ 12 24
NN
— T
1—( 7] ) :1—2sin2ﬁ d’apres la question
|83 e T
16 24
8+4\/§:1—25in2£
16 24
—2+\/§:1—2sin2£
2 24
sinzﬂ —1 1 2+\/§
24 2 2
LT 2—V2+43
sinf — = ————
24 4
T 2—vV2+3 AN
sin = > car sin 2 .

B Corrigé de I'exercice 9.
6

[Retour a I’énoncé de I'exercice]

Bl AC-BH=0 < () o
o —4) \yn—6

<:>6(xH—3)—4(yH—6) =0

& 6xy —4ygp+6=0
= 3xy —2yp+3=0

/
) X X o . .
De plus, on sait que ft’( ) et 7( /> sont colinéaires si et seulement si xy’ —x'y = 0, donc :
y y

(1)

AH et AC sont colinéaires <= —dxy — 6(yu—4)=0

3xg —2yyp+3=0

On a alors :
2xg+3yg—12=0

(2)

.

< —4xH—6yH+24:O
< 2xg+3yg—12=0 (2)

6xy —4ygp+6=0 2><(1)—>L1
6xg+9yr —36=0 3x(1)— L

:>13yH—42:O L, — L
N 42
)’H—13
42 .
= 2xy =12—-3 X Bl d’apres (2)
N _6_63_15
HEET TS
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Ainsi, H 15 42
13’13

M (x;y) €4 <= MB-MH =0
) (5)
— : =
(6—y 5y

— (3-x) (%—x) +(6—y) (%—y) 0

FRUIPRE N1
YBT3 T3

54 120 297

U ti té de € estd 2 — T x———y+ == =0.
ne equa 10N car es1enne c €S onc x -I—y 13 13 y + 13

* Déterminons d’abord les coordonnées (x;y) du point E, intersection de ¢ et [AB[.
E(x;y) € [AB] < AE et AB sont colinéaires

x 3

y—4 2

= 2x—-3y+12=0

-5

3
=x=-y—6
X 2y

De plus, E € ¢ donc :

2 54 120 297

2
S it =0
SRR T 13 ST
3 2 120 297
= 5y—6 +y¥-=(z ——y
¢:$169y2——1740y%—4356::0
< 726 6
= — ou et
Y= 169 Y
726 3726 75
E+B - = _ 2P e 2
Or, E#Bdoncy 169etdoncx 2><169 6 160
75 726
Ainsi, E
inst, (169 169)

* Déterminons ensuite les coordonnées (x;y) du point F, intersection de & et ]|BC].

F(x;y) €|BC| <= BF et BC sont colinéaires
x—=3 3
y—6 —6
<— —6(x—3)-3(y—6)=0

& —6x—3y+36=0 —y=12-2x

=0
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De plus, F € € donc :

54 120 297

SRR A R F
54 120 297
2 _ = I
—=x’ 4 (12 -2x)° 535 13 (12 —2x) + B 0
==65x> —438x+729 =0
PRI 243
X = ou X=—
65
243 243 294
F#Bd = td =12-2x .
Or, F# B donc x = <5 " ctdoncy -6
243 294
Ainsi, F< 5 63 )

* Regardons alors si (HE) et (HF) sont perpendiculaires.

120 168 180 84

X + X —
169 65 169 65
1008

2197

HE-HF #£0.

Par conséquent, le triangle EHF n’est pas rectangle en F.

HE - HF = ||HE|| x |HF|| x cos (HE, HE)

1008 120\> /1802 168\2 /84\? N
——— =/ == — — > HE . HF
2197 \/( 169) +(169) ><\/( 65) +(65) x cos (HE. HF)

1008

cos (Pﬁ,lﬁf) = 2197

() () () ()

cos (HE,HF) ~ 0,124

(Pﬁ,lﬁf) ~97°
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B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

AE-BD = (AD +DE) - (BC +CD)
— AD-BC+AD-CD+DE-BC+DE-CD
= AD-AD+0+0+DE-CD
= || AD|* + | DE| x ||CD|| x cos
=4—-1x4

AE-BD =0

On en déduit alors que (AE) et (BD) sont perpendiculaires.

BA -BD = BH x BD
=BH x /42 422 (Théoreme de Pythagore dans BAD rectangle en A)
=BHx2V5

De plus, on a aussi :

BA -BD = BA x BD x cos ABD

AB
=BA X BD x BD (en se placant dans le triangle rectangle ABD)

— AB?
— 16.

Finalement, on a donc :

2V5BH=16  soit BH= '~
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HA +HB = (HN +NXA) + (HN +NB)
—2HN + (NA + NB)
= ZIi\I)—I— 0 (car N est le milieu de [AB])

HA + HB = 2HN

g HA? = AB? — HB? (théoréme de Pythagore dans le triangle AHB rectangle en H)

4
HA2:16—6—
5
HAZ:E
5
4
HA = —
V5
4
HA:T\/5
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Ainsi,
HN-HA = (HA + AN) -HA
—ﬂ%ﬂv’-m’
16

1 —
= —6—2 ﬁ x cos HAN
5 5
16 8V5 AH .
=5~ T B (dans le triangle HAB rectangle en H)
_ 16 8V5 45 1
5 5 5 T4
16 3
5 5
AN-HA = ¢

Dans le triangle BAH rectangle en H, [HN] est la médiane issue du sommet de I’angle droit,
donc :

1
HN = EAB soit HN =2

n Ii\l)-H_A):HNXHAxcosA/HT\I

g = 85£ cos AHN (d’apres la question )
\/_

cosS AHN =

AHN = 63°

B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

On considere le point H, projeté orthogonal de O sur (AB).

Ainsi, H est le milieu de [AB] (car AOB est isocele en O et dans un triangle isocele, la hauteur
issue du sommet principale est la médiatrice du c6té opposé). Donc :

HE = —HA
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Nous allons calculer MA - MB :
MA -MB = (MH + HA) - (MH + HE)
— (MH+HA) - (MH — HA)
= MH? — HA?
Or, d’apres le théoreme de Pythagore,

MH? = OM? — OH? et  HA? = 0A? - 0OH? =r* - OH?

donc :
MA -MB = MH? — HA2
= OM? — OH? — 1 + OH?
=OM?—r?
=2 M)
Ainsi,

* si M est a I’extérieur du cercle,
MA -MB = MA x MB = Z(M)

car A et B sont du méme co6té par rapport a M.

* Si M est a 'intérieur du cercle,
MA -MB = —MA x MB = (M)
car A et B sont de part et d’autre de M.

Avant tout, faisons un schéma :

a. Mest tel que Zr(M) = Z(M) donc, d’apres la question précédente,

Pr(M) = Py (M) < OM? — 2 = O'M° —//
— OM?-O0'M? =12 —/?
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Ainsi, r — "> = MO?* — MO"
— MO? - MO*2
= (MO+MO’) - (MO —MO’)
—2Mi-0'0
= 2Ki- OTS car K est le projeté orthogonal de M sur (OO’)

r—r' =200 1K

b. 11 existe un unique point K tel que :

-
200" -IK = r* — 2

D’apres la question précédente, 1’ensemble des points M ayant les mémes puissances par

rapport aux deux cercles est la droite perpendiculaire a (OO’) passant par K.

c. Notons :

* di laxeradicalde et I ;
* d, I'axe radical de et I ;
* dy l'axe radical de I et T,

0" ¢ (00’) donc d; et d; sont sécantes. Appelons J leur intersection. Par définition des deux
droites,

91“(]) = @p(]) et <@F(J) = @rﬂ(])
Ainsi, Z1(J) = P (J), etdonc J € d3.
J est donc le point de concours de dy, d> et ds.

B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
4y —bx—4y+9=0= (x> —6x+9)+ (y> —4y) =0
= (x—3)°4+(y—2)>—4=0
= (x—3)2 4 (y—2)> =22
Ainsi, € a pour rayon r = 2 et pour centre A(3;2).

En faisant une figure, on voit que C(9;2), donc une équation de ¢” est :
(x—9)2+(y—2)%> =42

Une équation de %” est alors x> 4+ y? — 18x — 4y +69 = 0.

%) est tangent a € ; notons T; leur point d’intersection.
Alors, AD=AT; +DT; =2+3x2=38.
De méme, CD =4+6 = 10.
Y1 Notons D(x:y).
« AD? = (x —3)> + (y—2)> = x> +y* — 6x — 4y + 13 et AD? = 8% = 64 donc x> 4 y> — 6x —
4y+13 = 64, soit x* +y* — 6x — 4y = 51 (1).
© CD? = (x—9)% 4 (y—2)? = x> +y? — 18x — 4y + 85 et CD? = 10> = 100 donc x> +y* —
18x — 4y + 85 = 100, soit x> +y> — 18x —4y = 15 (2).
Ainsi, (1) — (2) <= 12x =36 <= x=3.
Or, AD=8doncy=8+ys =8+2=10.

Ainsi, D(3;10).
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B Meé «— x—=3)2+(—102 =6
— x> +y? —6x—20y+ 109 = 36
= x* 4y —6x—20y+73 =0
Une équation cartésienne de %] est alors x> 4 y? — 6x — 20y +73 = 0.
H ¢ @ 2+y—18x—4y+69=0
-6 C o X242 —6x—20y+73=0
E(x;y)G%U%/<:>x2—|—y2—18x—4y+69:x2+y2—6x—20y+73:()
& 12x—16y+4=0
—3x—4y+1=0

3,0
= —X —_
TYE TG

En remplagant y dans 1’équation de ¢” (par exemple), on obtient :

3 1)? 31
x2+y2—18x—4y+6920<:>x2+(Zx—l—z) —18x—4<1x+z>+69=0

9, 3 1
= x +16x —|—8x+16 8x —3x +69=0

= 25x2 —330x+1089 =0

A= (—330)2—4x25%x 1089 =0.

donc I’équation admet une unique solution :

(3303
50 57
Ainsi —éxﬁ—kl—%
YT a s Ty T s
33 26
O lorsE{ —;— .
n a alors (5 5)
- € : ¥ +y2—6x—4y+9=0(E))
° 61 : x> 4+y2 —6x—20y+73 =0 (E»)

En faisant (E;) — (E;), on obtient :

F(x;y) €€ UE < 16y = 64
—y=4.
On obtient alors F(2;4).

3 _3 18
AE( > 2) , soit AE ( 156) . Donc une équation de (AF) est de la forme :
5

1 1
?6)(—?8)7—1—0:0 , ceR.
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A€ (AE) <= 16x4 — 18y, +c' =0
«—=48-36+c =0
= =-12.

Une équation de (AE) est alors 8x — 9y — 6 =0.

— (—6
CF( ) ) donc une équation de (CF) est de la forme :

2x+6y+c=0 , ceR.

C € (CF)donc2x9+46x2+c =0, soit c = —30.
Une équation de (CF) est alors x4+ 3y — 15 =0.

— 2
DB ( 8) donc une équation de (DB) est de la forme :

—8x—2y+c=0 , ceR.

B € (DB) donc —8 x 5—2x2+4c¢ =0, soit c = 44.
Une équation de (DB) est alors 4x+y—22 = 0.

Le point d’intersection Q (x;y) de (AE) et (CF) est tel que :

8x—9y—-6=0 (L)
x+3y—15=0(L,)
. ) ) 116 49
En faisant 8(L,) — (L;), on obtient 33y — 116 = 0, soit y = 3 etdoncx=15—-3y = 11
On remplace ces valeurs dans 1’équation de (DB) :

49 116 2
Ax+y—22=4Xx — 4 ———22=—2 40,
xX+y x11+33 37&0

Donc (AE), (CF) et (DB) ne sont pas concourantes (malgré ce que 1’on aurait pu penser a la vue

de la figure).
9A

8 +

70

14 15 17
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B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

* Dans le cas 1, BOC est isocele en O. considérons alors H le pied de la hauteur issue de O ; H
est le milieu de [BC] et HOC est un triangle rectangle en H donc :

—  HC § a
inHOC = — =2 = —.
- oc r 2r
Or, BAC et BOC interceptent le méme arc de cercle BC donc BOC = 2I?A\C, donc HOC = A.
Ainsi,
sinA = 2a_r soit g — rsinA|.

e Dansle cas 2, BAC =7 — EBOC’ donc EBOC =1 — BAC.
Donc, dans le triangle HOC rectangle en H,

sin(n—B/A\C) = zi —sinA |,

De I’égalité précédente, on déduit :
a

sinA

Un raisonnement analogue a celui tenu dans la question & nous permettrait de démontrer que :

=2r

b c
= = 2r et —= = 2r
sinB sinC
d’ou
a b c
—= === 2}" .
sinA sinB sInc

L’aire du triangle ABC est (voir exercice intitulé « La formule de Héron ») :
I~
o = Ebc sinA

soit, d’apres la relation trouvée dans la question ,

1 a abc
o = —bc X — soit o =—|
2 2r 4r
B Corrigé de I'exercice 14. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

~ h ~
ﬂ Dans le triangle AHB, rectangle en H, on a : sinA = —, donc & = ¢ X sinA.

c
L’ aire de ABC est :

1 1 ~
;zfzixbxh soit ﬂzibcsinA.

La formule d’ Al-Kashi est :

a* = b* +c* —2bccosA

ce qui donne :
a* —b* —c* = —2bccos A
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ou encore :

b+t —a?
COSA= ————.
2bc
En élevant au carré, on obtient :
- (P +E-d?)’
COS“A =

4b2c?
Or, cos2A +sinA = 1, donc cos?A=1— sinzg, ce qui donne :

(B2 +c2—a?)?

1 —sin’A =
- 4p2c?
soit :
R P22 —a2)?
A1 e —a)
4b2c?
Développons :
4p(p—a)(p—b)(p—c)
b2c?
:4a+127+c (a+127+c _a) (a+127+c _ b) (a+127+c o C)
b2c?
_2Aatbte) (M) (55) (“5)
B b%c?
_(ab+ac—a*+b*+bc—ab+bc + c* — ac)(a* + ab — ac — ab — b* + bc + ac + be — ¢?)
B 4b%c?
_ (2bc+ b+ —a?)(2bc+a® — b* — )
B 4b2c?
B [2bc+ (b* +c* — a®)] [2bc — (> + ¢* — a?)]
B 4b2c?
_ (2bc)? — (B> +c* — a2)2
B 4b%c?
:ij+&—ﬁf
4b%c?
=sin’A.

ﬂ De la question , on déduit que :

1 R
of? = Zb2c2 sin?A.

En remplacant alors sin”A par I’expression trouvée 2 la question , on obtient :

1 4p(p—a)(p—b)(p—c)
2 22
14 _é_lb ¢ X 127

=plp—a)(p—b)(p—c).

</ étant un nombre positif, en prenant la racine carrée des deux membres de cette derniere égalité,
on obtient :

o =+/p(p—a)(p—b)(p—c)
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p:7—|—9—|—12

=14d :
> onc

o =+/14(14—-7)(14—-9)(14 - 12)
=V14xXTx5x2
V980

o = 14v/5 cm?
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& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

*ietevere @

Corrigé page 167

Un professeur a en charge deux classes de 1™ S. Il souhaite comparer les résultats de ces deux classes
sur le dernier contrOle a 1’aide des tableaux suivants :

B Exercice 1. Notes de deux classes

NOTES DE LA 1RES1

Notes (x;) 215(6|7[8|9|11 |13 |14 15|18
Effectifs(n;) | 1|12 /5|3]6 5|6 |1 |11

NOTES DE LA 1RES2

Notes (x;) 112345678 [9]10 11|12 13|14 15|16
Effectifs(n;) (1 |1 (1 (3 (2 (3|4 (3|54 |3 |1 |1 /[1]1]1

Calculer la moyenne des deux classes.
Calculer la variance, puis I’écart-type, des deux classes.
Déterminer la médiane ainsi que 1’écart inter-quartile.

ﬁ Comparer alors les résultats de ces deux classes.

*irteery @

Corrigé page 168

Nous avons observé les salaires nets dans deux entreprises concurrentes, et nous les avons réunis dans
les tableaux suivants :

B Exercice 2. Salaires dans deux entreprises

ENTREPRISE A

Classes | [1150;1250[ | [1250;1350[ | [1350;1450] | [1450;1550]
Effectifs 18 27 52 48
Classes | [1550;1650[ | [1650;1750[ | [1750;1850] | [1850;2000]
Effectifs 36 25 20 8
ENTREPRISE B

Classes | [ 900;1000[ | [1000;1100[ | [1100;1200] | [1200;1300]
Effectifs 10 15 22 34
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Classes | [1300;1400] | [1400;1500] | [1500;1600][ | [1600;1700]
Effectifs 38 42 58 30
Classes | [1700;1800[ | [1800;1900[ | [1900;2000][ | [2000;2100]
Effectifs 22 14 10 4

Déterminer le couple (X; o) pour chacune des deux entreprises.
Interpréter ces résultats.

Déterminer le couple (m, ;1p) (médiane - écart inter-quartile) pour chacune des deux entreprises.
(On devra ici trouver une valeur approchée des médianes et des quartiles)

Interpréter ces résultats.

*kvrveve @
[Corrigé page 170:\

B Exercice 3. Influence d’un ajout dans une série statistique

On considere une série statistique de n données x1, x», ..
On note X sa moyenne et V sa variance.

. Xp.

On ajoute une donnée x a cette série, et on note m(x) la nouvelle moyenne et v(x) la nouvelle variance.

Montrer que :

(x) X+ nx

m(x) = .
n+1

Quelle valeur de x faut-il prendre pour que m(x) =Xx?

En utilisant le théoréme de Konig-Huygens, montrer que :

1
(n+1)2

v(x) = (nx2 —2nxx+n(n+1)V +nx).

ﬁ En déduire la valeur de x pour laquelle v(x) est minimale.

Bl Exercice 4. Un algorithme *hx e @

Corrigé page 171

Voici un algorithme :

Algorithme 5: Un algorithme dont la mission est inconnue

Entrées
L est
N est

est

est

une liste de nombres
un nombre entier

un nombre entier

un nombre entier

est un nombre

est un nombre

indice est un nombre entier

Initialisation
Entrer L

H ® o b
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Traitement
N prend la valeur Longueur(L)
Pour i allant de 1 a N
m prend la valeur L[i]
indice prend la valeur 1
Pour j allant de i+1 a N
Si L[jJ<m alors
m prend la valeur L[jl
indice prend la valeur j
Fin du Si
Fin du Pour
a prend la valeur L[i]

L[i] prend la valeur L[indice]
L[indice] prend la valeur a

Fin du Pour

Sortie
Afficher L

Qu’affiche I’algorithme 5 lorsque 1’on rentre la liste :
L=[3,5,1]
Quelle est la mission de cet algorithme ?

Modifier 1’algorithme 5 afin de déterminer et d’afficher la médiane de la série statistique entrée
dans L.

B Exercice 5. De I'algebre dans les statistiques *hxxk @

Corrigé page 172]

Hugo a obtenu au 2¢ trimestre une moyenne de 8/20 aux 3 premiers contrdles (dont les coefficients
respectifs sont 0,5, 2 et 1). Il ne reste qu’un contrdle avant I’arrét des notes (dont le coefficient
sera égal a 2).

Combien faut-il qu’il obtienne au minimum pour obtenir 10/20 de moyenne au 2¢ trimestre ?

M. Zébulon enseigne les mathématiques aux classes 17S1 (30 éleves) et 1S2 (26 éleves). 11
propose systématiquement les mémes sujets de devoirs. Sur celui portant sur les statistiques, la
1"S1 a obtenu une moyenne de 14,5/20.

a. Quelle doit étre la moyenne de la 1™ S2 pour que la moyenne de ce contrdle (sur les deux
classes) soit supérieure a 12/20?
b. Lors des précédents devoirs, la moyenne de la 1S2 était inférieure a celle de la 1"S1 de
20%.
Peut-il espérer atteindre 12/20 de moyenne a ce controle sur les deux classes ?
Mme Zébulon enseigne aussi les mathématiques dans le méme lycée que son mari. Elle a la 1%
S3 dans laquelle se trouve Kevin Zépadbol a qui elle propose, avec un sourire narquois, 1I’énigme
suivante :
«Tu as eu 5/20 (coefficient 2) et 8/20 (coefficient 1) aux deux premiers devoirs, et tu attends ta
note pour le dernier devoir coefficient 2. Sur ces trois devoirs, 1’écart-type de tes notes est a peu
pres égal a 1,643. Si tu arrives a trouver la note que tu as obtenue au dernier contrdle, je la triple. »
Saurez-vous trouver la note de Kevin?
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Corrigés

13 octobre 2018

B Corrigé de I'exercice 1. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

* Moyenne de la 1 S1 :
_ 2X14HS5x14+6x24---+15x1+18x1

i 1424+ 1+1

312
32

* Moyenne de la 1™ S2 :
_ XTI 4+2XxT4+3x1+--+15x1+16x1

2= 1T+ 141
286

35

173 _

Pour la 1™ S1, la variance est : V| = T3 10,81.

V173

Ainsi, son écart-type est: 01 =/ V| = 7 ~ 3,29.

15014
Pour la 17 S2, 1 i Vy=—~=~12,2
our la 17 S2, la variance est : Vo 1225 ,26

V15014

Ainsi, son écart-type est: 0 =/ V3 = 35 ~3,5.

Complétons les deux tableaux avec la ligne des effectifs cumulés croissants :

NOTES DE LA 1RES1

Notes (x;) 215/6[7| 8|9 |11]13][14]15]18
Effectifs (n;) | 1 | 1 1 1
E.c.c. 1121419121823 [29|30]31]32

\S]
|9
[9M)
@)
9]
@)
—

NOTES DE LA 1RE S2

Notes (x;) 1{2(3(4|5{6 |7 |89 |10/11]12 13|14 |15]16
Effectifs(n;)) (1 |1 /13 /2|3 |4 /3|54 |3 1|1 |1]1]|1
E.c.c. 112368111518 23|27 |30|31 |31 |33|34|35

On voit alors que ma médiane de la 1" S1 est 9 (car c’est la premicre note pour laquelle les e.c.c.
sont supérieurs ou égaux a la moitié de I’effectif total, soit 32 <2 = 16).
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Donc m; =9.
De plus, Q1 =7 et Q3 = 13 donc I’écart inter-quartile est e; = 13 —7 = 6.

On voit aussi que la médiane de la 1°S2 est my = 8.
De plus, Q1 = 6 et O3 = 10, donc I’écart inter-quartile est e = 10 — 6 = 4.

U1 Le couples (m;e1) = (9:6) et (my;ez) = (8:4) nous permettent de dire que la dispersion des
notes autour des médianes est plus étroite dans la 1 S2 que dans la 1™ S1, en ayant a peu pres la
méme médiane (2 1 point pres).

Les couples (X1;071) = (9,75;3,29) et (X2;02) = (8,17;3,5) nous permet de dire que la concen-
tration des notes autour des moyennes est quasiment identique, en ayant une moyenne plus forte
dans la 1 S1 que dans la 17 S2.

On peut donc voir que la 17 S1 est 1égerement plus performante que la 17 S2.

B Corrigé de I’exercice 2. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
* Pour I’entreprise A :

_ 1200 x 18+ 1300 x 27 +--- 41925 x 8

A 18427 +52+---+20+8
353000

234

18(1509 — 1200)2 +27(1509 — 1300)2 + - - -+ 8(1509 — 1925)?

V4 —
A 234
V, ~ 33367
4 =V V4
Oy ~ 183

* Pour I’entreprise B :

__950x10+1050 x 15+---+2050 x 4

= 104154+ 10+4
436750

299

10(950 — 1461)2 4+ 15(1050 — 1461)% 4 - -- +4(2050 — 1461)?2
299

Vp =

é

OB
249

Q

OB

Ainsi, des couples (X4;04) = (1509;183) et (Xp;08) = (1461;249), on peut déduire qu’en
moyenne, on gagne plus dans I’entreprise A que dans la B, mais que 1’écart a ce salaire moyen
est plus important dans I’entreprise B quand dans la A.
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* Pour I’entreprise A, I’effectif total est 234, et la moitié de cet effectif (a savoir 117) est at-

teint pour la classe [1450;1550]. Pour déterminer la médiane m, (qui appartient a ce dernier
intervalle), considérons les points A(1450;97) (« 97 » étant I’effectif cumulé croissant cor-
respondant a la classe avant la classe médiane, 18 +27 +52 = 97), et B(1550; 145) (« 145 »
étant égal a 97 4-48).

Le coefficient de la droite (AB) est :

145 —-97

— =0,48.
1550 —1450 0,48

L’équation de (AB) est de la forme y = 0,48x + p. Ainsi, y4 = 0,48x4 + p, soit p =97 —
0,48 x 1450 = —599.

Ainsi, (AB) a pour équation réduite : y = 0,48x — 599. La médiane my4 est la valeur de x pour
laquelle y = 117 (la moitié de I’effectif total), donc :

117 =0,48 x my — 599 soit my ~ 1492

Le 1¢r quartile est dans ’intervalle [1350; 1450] car le quart de I’ effectif total (58,5) est atteint
dans cet intervalle. Posons A(1350;45) et B(1450;52). Le coefficient directeur de (AB) est
0,52 donc la droite (AB) a pour équation réduite y = 0,52x + p, avec ygp = 0,52xp + p, soit
p=52-0,52x1450 = —702.

Ainsi, (AB) : y=0,52x —702. Q est le valeur de x pour laquelle y = 58,5 donc :

| 58,54702

i =1462

Le 3¢ quartile est atteint dans [1550;1650[ (car les trois quarts de I’effectif total, a savoir
175,5, est atteint dans cet intervalle).
Posons A(1550;145) et B(1650;181). Le coefficient directeur de (AB) est :

04

YB — VA . 181 — 145
XB — XA N 100

=0,36.

Donc, I’équation réduite de (AB) est : y = 0,36x+ p.

Comme AE(AB), y4 = 0,36x4 + p, donc p =145 —0,36 x 1550 = —413.
Ainsi, (AB) : y =0,36x —413.

Qs est la valeur de x pour laquelle y = 175,5 donc :

175,5+ 413 .
Q3 = W soit Q3 ~ 1635

On a alors :

Ip~1635—14625  soit |Ip~172

Pour I’entreprise B, I’effectif total est 299 donc la médiane est atteinte dans I’intervalle pour
lequel I’e.c.c. est 150, donc [1400;1500].

Sur cet intervalle, le segment a pour équation y = 0,42x+ p, avec p = 119 — 0,42 x 1400 =
—469. Donc y = 0,42x — 469. La médiane mp est la valeur de x pour laquelle y = 149,5 (la
moitié de I’effectif total), donc :

149,5 + 469 .
mp = W soit mp ~ 1473

Le 1¢r quartile est atteint dans [1200;1300[. L’équation du segment sur cet intervalle est
y=0,34x+ p avec p =47 —0,34 x 1200 = —361.
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Donc, y = 0,34x —361. Q) est la valeur de x pour laquelle y = 74,75 (le quart de I’effectif
total) donc :

74,75+ 361
0,34

Le 3¢ quartile est atteint dans [160;1700][. L’équation du segment sur cet intervalle est y =
0,30x+ p avec p =219—-0,3 x 1600 = —261.

Donc y = 0,3x — 261. Q’3 est la valeur de x pour laquelle y = 224,25 (les trois quarts de
I’ effectif total) donc :

0] soit Q) ~ 1282

, 224254261

0 03 soit Q5=16175

Ainsi, I'intervalle inter-quartile est :

I'Q =1617,5—-1282 soit I’Q ~ 335,5

Des couples (m4;1p) = (1492;172) et (mB ;I’Q) = (1473,335,5), on peut observer que les mé-
dianes sont presque €gales tout en ayant un écart inter-quartile plus grand dans I’entreprise B que
dans I’entreprise A. La répartition des salaires autour de la médiane est plus vaste dans 1’entreprise
B que dans la A, ce qui signifie que dans I’entreprise A, 50 % des salaires sont assez concentrés
autour de la médiane (avec un écart de plus ou moins 172 €) alors que dans I’entreprise B, 50 %
des salaires se trouvent certes autour de la médiane, mais avec plus ou moins 335,5 €.

B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Posons x,+1 = x.

Par définition, on a :

=n

=l
I
S| =

i=n
X; donc nx = Zx,- .
i=1

i=1

On a alors :

1 i:fl
Xi
ntl =

= Xi+x
n+1\ 4=

m(x) =

m(x) =X

x+nx _
=X
n+1
=x+nx=(n+1)x
—=x =X

Il faut ainsi choisir d’ajouter a la série une valeur égale a la moyenne de la série pour que la
moyenne de la nouvelle série soit la méme que la série initiale.
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Par définition, d’apres le théoreme de Konig-Huygens, on a :

1 i=n i=n
V:;Zﬁ—xz donc  nV=Y xf—nx*.
i=1 i=1
On a alors :
1 inZ—H 2 [ }2
v(x) = x; — [m(x)
n+l 5

i=n —\ 2
_ 1 inz—l—xz _ (x+nx
n+1\ = n+1

X% + 2nxx + n?x>

= ! (nV+n)?2+x2)—

o+l (n+1)?
1 2 XK — 22
= VI i e S
n+1 n+1
1 (nn+)V+n(n+1)x*+ (n+ 1)x* — x* — 2nxx — n’x*
Cn+1 n+1
1
= CEm)E (nx2—2n)_cx—|—n(n—|— 1)V + nx)

ﬂ v(x) est un polyndme du second degré donc le coefficient de x? est positif. Par conséquent, 1’ex-
tremum est un minimum, et il est atteint pour :

La nouvelle variance est donc minimale si on ajoute a la série une valeur égale a sa moyenne.

B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
L’algorithme 5 affiche la liste :
[1,3,5]

Il semble donc trier dans 1’ ordre croissant les données de la liste entrée.
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Un algorithme possible est :

B Corrigé de I’exercice 5. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Notons x la note au devoir coefficient 2. Il faut :

(0,5+2+1) x 84 2x

> 10
0,5+2+1+2

soit :
28+2x>10x5,5.
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On a alors :

55 —28
Xz

ou encore :

x> 13,5.

11 faut donc que Hugo obtienne une note supérieure ou égale a 13,5/20 lors du prochain contrdle.

a. Notons X1 = 14,5 la moyenne de la 1™S1 et x; celle de la 17S2. I faut :

30 x 14,5426 x x5

> 12 <= 43542655 > 12 % 56
30+ 26 +200 =2 1ax

12 x 56 —435
26

= =

)
\

— x=9,12.

11 faut donc que la moyenne de la 1S2 soit supérieure ou égale a 9,12.

b. Lors des précédents devoirs, X, = 0, 8x7. Ici, 0,8x] = 0,8 x 14,5 =11,6.
M. Zébulon peut donc se rassurer : il est fort probable que la moyenne de ses deux classes

soit supérieure a 12/20.

La variance des notes de Kevin est : 1,643% ~2,7.

Notons n sa note au dernier devoir, X sa moyenne sur ses trois contrdles et V la variance. Alors :

S5x24+8x1+2n

X =

5
y_ 20 —%)°+(8-%)’+2(n—x)’
N 5
On obtient :
18,2
xX= 5 Sn

1
V=< [5%% — (36 +4n)x + 114+ 2n°]

En remplacant dans la deuxieme égalité X par son expression en fonction de n, on a :

1 1 1

V=—(1842n)* — — (36 +4n)(18 4+ 2n) + - (114 +2n?)

25 25— 5
=2(18+2n)

1 1
— ——(184+2n)% + — (570 + 10n?
25( +2n) —|—25( +10n%)

1
= E(mnz +570 — 18% —72n— 4n?)

2
= 5(3,;12—3én+ 123).
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Ainsi,

2, 27
V=27 < 25(3n 36n+123) 0
27 25

2
— 32" w2
< 3n"—36n+12 1O>< >

135
= 3n2 —36n+123 = -

135
— 3n2—36n+123—T:0

— 12n% — 144n+357 = 0.
Le discriminant du polyndme 925> — 144n — 233 est :
A= (—144)* =4 x 12 x 357 = 3600 = 60°.

Ainsi, I’équation admet deux solutions :

 144-60
- ==

144460

35 et
’ - m 24

ny 8,5.

Il y a donc deux notes possibles : 3,5 ou 8,5.

Mais le fait que I’enseignante puisse tripler la note suggere que cette notte ne peut pas étre 8,5
(sans quoi la note triplée serait supérieure a 20).

Kevin a donc eu 3,5/20.
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& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

B Exercice 1. Différents ordinateurs Kt @

Corrigé page 181

Un couple décide d’équiper leur foyer avec un nouvel outil informatique. Il vont alors sur un site
Internet qui propose des appareils informatiques selon leur type, leur marque et leur puissance.
Le couple hésite entre :

* pour le type : un ordinateur de bureau (B), un ordinateur portable (P) et une tablette (T);
* pour la marque : la marque M et la marque M3 ;
* la puissance : Wy et Wj.

Combien de configurations sont possibles ? (vous pouvez vous aider d’un arbre)

Si le couple choisit au hasard une configuration, quelle est la probabilité pour que I’outil infor-
matique choisi soit :

a. une tablette ?
b. un ordinateur portable d’une puissance W ?
c. un ordinateur de bureau de marque M ?

B Exercice 2. 49 boules dans un urne *irtevery @

Une urne contient 49 boules indiscernables au toucher, numérotées de 1 a 49.
On tire au hasard une boule de cette urne.

On note :
* A l’événement : «le numéro de la boule choisie est un nombre pair » ;
* B I’événement : « le numéro de la boule choisie est un multiple de 5 ».

Calculer P(A), P(B), P(ANB) et P(AUB).
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B Exercice 3. Avec deux dés D GABAGASAe 0

Corrigé page 182]

On dispose d’un dé cubique, dont les faces sont numérotées de 1 a 6, et d’un dé tétraédrique (dont les
faces sont numérotées de a 4). Ces dés sont parfaitement équilibrés.

On lance ces deux dés et on s’intéresse a la somme des deux chiffres obtenus.

Soit X la variable aléatoire représentant I’ensemble des sommes possibles.

Donner la loi de probabilité de X.
Calculer I’espérance mathématique de X.
Calculer I’écart-type de X.

H Exercice 4. Avec une piece de monnaie *ictrvete @

Corrigé page 182]
On jette trois fois de suite une piece de monnaie.

Si on obtient trois fois « pile » ou trois fois « face », on gagne 100 €. Sinon, on perd 10 € (ce qui
correspond a un gain de —10 €).

Déterminer I’espérance et 1’écart-type de la variable aléatoire représentant le gain algébrique de
ce jeu.

On ajoute 5 € aux gains. Quelle est alors I’espérance et quel est 1’écart-type de la nouvelle va-
riable aléatoire représentant le gain algébrique du jeu?

On multiplie par 2 les gains du jeu initial. Calculer alors I’espérance et 1’écart-type de la nouvelle
variable aléatoire représentant le gain algébrique du jeu.

B Exercice 5. Deux urnes KT I 0

Corrigé page 183

On considere un jeu ot deux urnes U; et U, sont remplies de 12 boules.
Dans Uy, il y a 8 boules rouges, 3 boules blanches et 1 boule noire.
Dans U, il y a 1 boule rouge, 8 boules blanches et 3 boules noires.

Le joueur tire au hasard une boule dans Uy, puis une autre dans U,.

On note :

* RT’événement : «la boule tirée est rouge » ;
* B I’événement : « la boule tirée est blanche » ;
* N I’événement : « la boule tirée est noire ».

Si les deux boules tirées sont de la méme couleur, le joueur gagne 10 € sinon, il ne gagne rien.
Pour jouer, on doit s’acquitter d’'une somme de 5 €.
On note X la variable aléatoire représentant le gain algébrique du joueur.
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Compléter I’arbre de probabilité€s suivant :

Ui U,
R
R<B
N
R
B B
N

Déterminer la loi de probabilités de X.
Calculer I’espérance mathématique de X, puis interpréter ce résultat.

n Calculer la variance puis I’écart-type de X.

B Exercice 6. Lancer de 3 piéces

On lance 3 pieces bien équilibrées valant respectivement 1 €, 2 € et 2 €.

*k e @

Corrigé page 184

On veut étudier la variable aléatoire X qui totalise le montant en euros des pieces tombées sur « Pile ».

Représenter 1’expérience par un arbre pondéré.

Quelles sont les différentes valeurs possibles pour X ?
Donner la loi de probabilité de X.

Quelle est la probabilité d’obtenir un résultat supérieur ou égal a 3 €?

B Exercice 7. Nombre variable de boules

On dispose de deux urnes U; et Uj.
Dans Uy, il y a n boules noires et 10 boules blanches.
Dans U,, il y a 10 boules noires et n 4 1 boules blanches.

On tire au hasard une boule dans chaque urne.

Exprimer en fonction de n la probabilité de tirer deux boules de méme couleur.

Pour quelle valeur de n cette probabilité est maximale ?
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B Exercice 8. Recherche d’une mise de départ *hhxic @

Corrigé page 186

On dispose d’une urne contenant 1 boule noire, 1 boule rouge, 2 boules jaunes et 3 boules bleues.
Un jeu consiste a effectuer deux tirages successifs sans remise dans cette urne.

* quand on tire une boule noire au 1¢* ou 2" tirage, on ne gagne rien;
¢ quand on tire une boule bleue au 2™ tirage, on gagne 1 €;
* quand on tire une boule jaune au 2™ tirage, on gagne 5 € ;

* quand on tire une boule rouge au 2" tirage, on gagne 10 €.

Pour avoir le droit de participer, un joueur doit miser 3 €.
On appelle X la variable aléatoire représentant le gain algébrique de ce jeu.

Construire un arbre pondéré représentant la situation.

Donner la loi de probabilité de X.

Calculer I’espérance mathématique de X. Quelle conclusion peut-on alors faire ?

n A la vue de la derniere conclusion, déterminer la mise de départ afin que le jeu soit équitable.

E La mise de départ trouvée a la question précédente ne satisfaisant pas a 1’organisateur du jeu,
celui-ci souhaite modifier les regles du jeu. Il se demande s’il peut trouver une mise de départ
pour laquelle le jeu serait équitable s’il multiplie tous les gains absolus (donc sans tenir compte
de la mise de départ) par un entier @ non nul.

On pose Y la variable aléatoire représentant les gains algébriques de ce jeu avec les nouvelles
regles. On note m la mise de départ.

a. Expliquer pourquoi Y = aX + 3a — m.
b. Donner alors une réponse a la question de I’organisateur.

Loi binomiale

B Exercice 9. Avec une urne KT 0

Corrigé page 187 |

Une urne contient 3 boules bleues et 7 boules vertes. On tire successivement au hasard et de facon
indépendante 5 boules de cette urne en les remettant dans 1’urne apres avoir regardé leur couleur.

On note X le variable aléatoire représentant le nombre de boules bleues tirées a la fin de cette expé-
rience.

Décrire X (donner la valeurs possibles de X).

Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

Calculer alors :

a. P(X=0) b. P(X =3) c. P(X>1)
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B Exercice 10. Dans une usine de composants électroniques *kiriete @
Corrigé page 188

Le responsable de fabrication de 1’'usine ELECTOP est chargé de contrdler une chaine de production
fabriquant un composant électronique. Sur 10000 composants pris au hasard, il constate que 7 sont
défectueux. Il suppose donc que la probabilité d’avoir un composant défectueux fabriqué par cette
chaine de production est égale a 0,000 7.

Le mois suivant, il choisit au hasard sur cette chaine de production 20 composants.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de composants défectueux.

Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

Calculer P(X > 2).

B Exercice 11. Au tennis *kteiryr @

Corrigé page 188]

Alain et Benjamin pratiquent assidiment le tennis. On estime que la probabilité qu’Alain gagne une
rencontre est 0,6. Ils décident de jouer trois matches dans 1’année (les résultats des matches sont
indépendants les uns des autres) et de faire une cagnotte pour s’offrir un repas en fin d’année. A la fin
de chaque match, le perdant versera 20 €.

Benjamin s’interroge sur sa dépense éventuelle en fin d’année.

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de matches gagnés par Benjamin et D la
variable aléatoire correspondant a la dépense de Benjamin.

Quelles sont les valeurs possibles de X ? Exprimer O en fonction de D et en déduire les valeurs
possibles de D.

Démontrer que la probabilité que Benjamin dépense 40 € est 0,432.

Calculer I’espérance de dépense en fin d’année de Benjamin.

B Exercice 12. Au lycée a vélo *hKkirte @

Corrigé page 188:\

Un éleve se rend a vélo au lycée distant de 3 km de son domicile a une vitesse supposée constante de
15 km/h.
Sur le parcours, il rencontre 6 feux tricolores non synchronisés. Pour chaque feu, la probabilité qu’il

. 2
so1t au vert est —.

Un feu rouge ou orange lui fait perdre une minute et demie. On appelle X la variable aléatoire cor-
respondant au nombre de feux verts rencontrés par I’éléve sur son parcours et T la variable aléatoire
égale au temps (en minute) mis par I’éleve pour aller au lycée.

Déterminer la loi de probabilités de X.
Exprimer T en fonction de X.
Déterminer I’espérance mathématique [E (T) de T et interpréter ce résultat.

g L’¢leve part 17 minutes avant le début des cours.
Calculer la probabilité que 1’éleve soit en retard au lycée.
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B Exercice 13. Le jeu des petits chevaux *kkkkx @

Corrigé page 189

Le jeu des petits chevaux nécessite un dé. Dans ce jeu, un joueur doit faire un « 6 » pour sortir de son
enclos et commencer la partie. Tans qu’il n’a pas fait de « 6 », il continue de lancer le dé (a tour de
role avec les autres joueurs) jusqu’a ce qu’il en obtienne un.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de lancers de dé jusqu’a obtention d’un « 6 ».

Déterminer la probabilité pour que le joueur obtienne un « 6 » au premier lancer. En déduire
P(X=1).

Déterminer la probabilité pour que le joueur obtienne un « 6 » au second lancer. En déduire
P(X=2).

5\ 1
Expliquer pourquoi, pour tout entier naturel k, P(X = k) = (8) X 6

n
ﬂ Onpose u, =P(X=n).etS,= ¥ P(X=k).
k=1

a. Montrer que (un)n> | est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme et la
raison.
b. En déduire une expression simplifiée de S,,.
c. Montrer que lim S, =1.
n——+oo

1 o5\ *!
E On admet que I’espérance mathématique de X est E (X) = — lim k (—> :
n—s oo = 6

n
On pose alors fi(x) = x*, oi k € N*, et F,(x) = ¥ fi(x).
k=1

a. Calculer f;(x), la dérivée de fi(x), en fonction de k.
l—x—(n+1)x"+nx""!

b. En déduire que F)(x) = (=2 pour tout x # 1.
51" i
On admettra que lim n <—) =0.
n——+oo 6

c. En déduire E (X).
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Corrigés

13 octobre 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Nous avons I’arbre suivant :

Il y a donc 12 configurations possibles.

1
a. La probabilité de choisir une tablette est 3

2 1
b. La probabilité de choisir un portable d’une puissance W est — = —

12 6
2 1
c. La probabilité de choisir un ordinateur de bureau de marque M2 est =6
B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

24
* P(A)= 19 car il y a 24 nombres pairs entre 1 et 49.

* P(B)= % car B ={5:;10;15;20;25:30,35;40;45}.

4
* P(ANB) = 19 car ANB = {10;20;30;40}.

2449-4 29

* P(AUB) =P(A)+P(B)~P(ANB) =~ — = 7.
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B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

L’ensemble des sommes possibles est donné par le tableau suivant :

Dé 1
Dé 2 112|3|4]5|6
1 2134|567
2 314[5/6(7)| 8
3 4156|789
4 5/6[7[(8[9|10
On a alors :
X 2|3 |4|5/6|7,8| 910
1 r 11|11 }1]1 1
PX) | — | — || =|=|=|-]=|—
X) 24 | 12 |86 | 6|6 |8 | 12| 24
E(X)=2x Lol fioxd
24 12 24
E(X)=6
. 25 ) 5
La variance de X est : V(X) = < donc son écart-type est o (X) = NG ~ 2.
B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

La loi de probabilité de la v.a. X représentant le gain algébrique du jeu est :

X | —10 100

3 1\°? 1

PX)| 2 |2x(=) ==
X 3 X(z) 1

L’espérance de X est donc :
3 1
E(X)=—-10x 4_1+1OOX 1= 17,5.

Sa variance est :
3 2 1 2
V(X)= Z(—IO— 17,5)" + Z(IOO— 17,5)" =2268,75

Son écart-type est alors :
G (X) = 1/2268,75 ~ 47,63.
On sait que E (X+a) = E (X) +a donc ici, E(X*) = 17,545 = 22,5.
De plus, V (X+a) = V (X) et 0 (X+a) = o (X) donc la variance et I’écart-type ne changent pas.
E (aX) = aFE (X) donc ici, E(X?) =2 x 17,5 = 35.
De plus, 6 (aX) = ao (X) donc 6 (X”) =2 x 47,63 = 95,26.
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B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

L’arbre de probabilités complété est le suivant :

|
o]

¢ /7%
w Z W

Bl

z
/A
z @

2 1 1
La probabilité d’avoir deux boules rouges est : 3 X =18
I 2 1
La probabilité d’avoir deux boules blanches est : 7 X 3156
I 1 1
L ilité d’avoi 1 i X - = —,
a probabilité d’avoir deux boules noires est B X 1= 13

Ainsi, la probabilité d’avoir deux boules de la méme couleur est :

11 1 35

186 48 144
Par conséquent, la probabilité d’avoir deux boules de couleurs différentes est :

35 _109
144 144"

Le gain algébrique du joueur peut étre —5 € (s’il paie 5 € pour jouer et s’il ne gagne pas) ou 5 €
(s’il paie 5 € et qu’il gagne 10 €). On a alors :

X| -5 5
109 | 35
P(X) a1 | 1
L’espérance mathématique de X est: E (X) = —5 x % +5x %
185
(X) = e N —2,57

Cela signifie que si I’on participe un grand nombre de fois a ce jeu, on peut « espérer » perdre en
moyenne 2,57 €.

, 185\1% _ 109 185\1° _ 35
U} La variance de X est: V(X) = [—5—(—7)} XMJF{S_(_W)} X a4

410970875

V(X) = ~ 50,05
(X) 8211456 ’
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L’écart-type représentant 1’écart moyen a 1’espérance, le joueur peut espérer avoir un gain algé-
brique entre E(X) — 0 (X)~ —9,64 € et E(X)+ 0 (X)~ 4,5 €.

B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

L’arbre est le suivant :

,_~P2€ —+X=14+2+2=5
_PREe <,
: "~F(0€) — X=1+240=3
/P(l€)<1

. PQ2€) ——=X=140+2=3

1 2\F(0€)<j
~F0€) ——X=140+0=1
a(
—PQ2€ —X=0+2+2=4
: _P2e <]
\ : T=F(0€) —— X=0+24+0=2
F(O€)<l

2 ,_—PQ2€ —X=0+0+2=2
NF(0€) <.
~F@0€) ——X=0+0+0=0

Ona:X=1{0;1;2;3;4;5} d’aprés ’arbre précédent, d’ot la loi de probabilité suivante :

Xi 0 1 2 31415
I 1|1 L1 )11
PX=x)| m=5 |5 |2Xs==|~-135 1|3
X=u) | 5=5 8% 8744 8|8
. 1
P(X>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=.
B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
La probabilité de tirer deux boules noires est :
n 10 10n

X = :
n+10 n+11  (n+10)(n+11)
La probabilité de tirer deux boules blanches est :

10 y n+1  10(n+1)
n+10" n+11  (n+10)(n+11)

La probabilité de tirer deux boules de méme couleur est la somme de ces deux probabilités donc :

10(2n+1)
(n+10)(n+11)
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10(2x+1) 20x+10

2 P = = .
Bl Posons () X r10)(x+11) 21 20x+110

Alors,

) = 20(x% 4+ 21x+ 110) — (20x 4 10)(2x +21)
(x2+21x+110)?
_20x? +420x + 2200 — 40x% — 420x — 20x — 210
N (x2+21x+110)?2
_—20x* —20x+ 1990
(X2 421x+110)2
10(—2x* —2x+199)
(¥ 4+21x+110)2

Le discriminant du polynéme —2x% — 2x+ 19 est :
A=4+8x199 =1596.

11 a donc deux racines :

2—+/1596 —14+/399
X = 1 = 2 >0

et
244159 —1-1+/399

<0.
—4 2

X2

On a alors le tableau suivant :

X 0 X1 +oo
f'x) + 0 -

S T

—1++/399
T@Q

Ainsi, pour n =9, la probabilité d’obtenir deux boules de méme couleur est maximale.

On voit alors que f(x) atteint son maximum pour x =
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B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

L’ arbre est le suivant :

l/J————»S—3:2=€
3
R<3—B 1-3=2€
1
6
N 0-3=-3€
J— +5-3=2¢€
) e
‘B 1-3=-2¢€
//Jégf
5 °~—R 10-3=7€
7 6
\\N’ 0-3=-3€
3
7\\ ] ——5-3=2¢€
B <,
B 1-3=-2¢€
6
1
! 6;§R 10-3=7€
N 0—3=-3€
N s 0—3=-3€
D’apres I’arbre précédent,
1 1 2 1 3 1 1 2
CP(X=-3) = - X-dixodox—g==
( J=axgt77gt 7751773
1 1 2 1 3 1 5
CP(X=-2)= X4 ixogix=
( J=gx5tgx5tgx3=1
1 1 2 1 3 1 5
CP(X=2)= - Xofix-odIxo=
(X=2)=gx3t+oxetax3=79
21 3 1 5
° P X = = — — — _ = —
(X=T7) =X+ 3X6= 1
La loi de probabilité de X est alors :
Xi -3 | =2 2 7
2 5155
PX=x)| = | 2| 2|2
X=x)| 7 737 | 2
2 5 5 5 11
E(X) = (—3) x 24 (=2) X — 42 x > Do
X)=(3) x5+ (= xgH2x g +Txp=-1

Ainsi, le jeu est plutdt défavorable au joueur.

11 11
ﬂ E(X)= ) donc il faut ajouter a la mise de départ o) €, soit a peu pres 0,26 €.
La mise de départ doit donc étre égale a3 — 0,26 =2,74 €.
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E a. Les gains absolus du jeu initial sont donnés par X 4 3 (on ne considere pas ici la mise de
départ de 3 €). Si on multiplie tous les gains absolus par a, les nouveaux gains sont donnés
par la variable aléatoire a(X 4 3) = aX + 3a. En tenant compte de la mise souhaitée m, on
arrive a la variable aléatoire Y = aX + 3a —m.

b. E(Y)=E (aX+3a—m) = aE (X) + 3a — m par linéarité de 1’espérance.
11
Ainsi, E(Y) = —4—2“ +3a—m.

Si le jeu est équitable, il faut que :

E(Y)=0,
donc 1"
—4—2a+3a m=20
soit : 1
a
=——+3
m 42 a
ou encore :
B 11+3><42 115
"\ T )T

115
Par conséquent, 1’organisateur doit fixer la mise de départ a ol € (soit a peu pres 2,74 €)
pour que le jeu soit équitable avec ces nouvelles regles.

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

X =1{0;1;2;3;4;5}. En effet, sur 5 tirages successifs avec remise de la boule tirée, on peut
n’avoir aucune boule bleue comme en avoir 1, 2, 3, 4 ou 5.

L’expérience consistant a choisir au hasard une boule de I’urne est une épreuve de Bernoulli dont
. . 3
le succes est S : « avoir une boule bleue », dont la probabilité est p = 0= 0,3.

Ainsi, si I’on répete de fagcon indépendante 5 fois cette expérience, cela constitue un schéma de
Bernoulli; ainsi, la variable aléatoire représentant le nombre de succes obtenus a I'issue de ce
schéma suit la loi binomiale % (5;0,3).

X < %(5;0,3) donc P(X = k) = (Z)pk(l — p)"*, avec p=0,3. Ainsi :
P(X=0)= (5) x0,39% (1-0,3"=1x1x0,7°> =0,16807.

b. P(X=3) ()xo33x072 0,1323.
c. PX>1)=1- )=1—-P(X=0)=1-0,16807 = 0,83193.
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B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

L’expérience consistant a choisir au hasard un composant électronique est une épreuve de Ber-
noulli dont le succes est : « le composant est défectueux » et donc la probabilité est p = 0,0007.

Ainsi, répéter 20 fois de fagon indépendante cette expérience constitue un schéma de Bernoulli

et le nombre de succes obtenus est représenté par une variable aléatoire suivant la loi binomiale
2 (20;0,0007).

Pl P(X>2)=1-P(X<1)
=1-(P(X=0)+P(X=1))
20 0 20 20 1 19
=1-1("y ) x0.0007°x (1-0,0007)%+ (") x0,0007" x (1-0,0007)

~1-(0,986092710141+0,0138149684199)
~ 0,000009.

B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
X={0;1;2;3}.
D =20(3 — X) donc D = {0;20;40;60}.
P (D = 40) = P (60 — 20X = 40)
=P (—20X = —20)

=P(X=1)
= (i) x 0,4! x 0,6
=0,432.
E (D) = E (60-20X)
= 60— 20E (X)
=60—20x% (3x0,4)

= 36.
Benjamin peut donc s’attendre a dépenser en moyenne 36 € par an.

B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

X suit la loi binomiale % (6 ; §> . En effet, I’expérience consistant a arriver a un feu tricolore et
a regarder sa couleur est une épreuve de Bernoulli dont le succes est ici S : « le feu est vert » et

2
dont la probabilité est €gale a 3 d’apres 1’énoncé.

Sans feu tricolore, le temps nécessaire pour parcourir 3 km avec une vitesse de 15 km/h est
60 — 5 = 12 minutes (en effet, si on fait 15 km en 60 minutes, 3 km seront faits en % de 60
minutes).

A ces 12 minutes, il faut ajouter 1,5 minute par feu rouge ou orange. La variable aléatoire repré-
sentant le nombre de feux rouges ou oranges est (6 — X) donc :

T=12+1,56-X) soit: T=21-1,5X.
D’aprés une propriété du cours, expT = E (21—-1,5X) =21 —1,5E (X).

2
Or, E(X) =6 x 3 =4. Ainsi, E(T) =21 — 1,5 x 4, s0it E(T) = 15.

L’éleve peut donc s’attendre arriver au lycée 15 minutes en moyenne apres son départ.
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¥} On cherche P(T > 17).

/\/r/-\
[S—
19
e
Vv
[S—
J
I
\]
[E—
~—

=P (X <2) carX estunnombre entier
—P(X=0)+P(X=1)+P(X=23)
73

=—=~0,1.
729 ’

B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

1
La probabilité d’obtenir un « 6 » au premier lancer est 3 (en supposant que le dé est équilibré).

1
DoncP(X=1) = c
Obtenir un « 6 » au second lancer sous-entend que 1’on a obtenu une autre face que « 6 » au
. . I 5
premier lancer, de probabilité 1 — — = —.
6 6
5 1 5
La probabilité d’obtenir un « 6 » au second lancer est donc égale a 3 X 6= 36
5
Ainsi, P(X =2) = —.
insi, P ( ) 36

Obtenir un « 6 » au k-ieme lancer signifie avoir obtenu (k — 1) autres faces que « 6 » avant, dont

5\ k-1
la probabilité est égale a (8) .

5\' 1
Ainsi, P(X =k) = (6) a3

5\""' 1
ﬂ a. Mn:(g) Xg.

Ainsi,

1

G

SR . , PSP 4 S . ter

b. D’apres le cours, la somme des n premiers termes d’une suite géométrique est égale a : 1
1— raisonnombre de termes dans la somme

terme X 7 - . S, représente la somme des n premiers termes
— raison

. . . 5 .
Donc (u,,)n21 est une suite géométrique de raison g = 5 et de premier terme u; =
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de (u), donc :

1 1=
Snzgx 1_6%
—(3\"
LT
6

c.0<§<1donc lim § =0.
6 n——+oo \ 6

Ainsi, lim S, = 1.
n——+oo

E a. fi(x)=x*donc f](x) = kx*~1.
b. Fy(x) = fi(x) + f2(x) + -+ + fu(x)
=x+x A
=x(1+x+x>+-+x" 1)

1 —x"
=x X
1—x
x— 1
1l —x ,
x_xn+1
DoncF,i(x)z( T )

u'v—u/
v v2
u(x) =x—x" donc o/ (x) =1 — (n+ 1)x";
v(x) =1—xdoncV(x) =—1.

On a alors :

Fy(x) est de la forme ! donc Fl = avec :

[1= (et )] (1 =) = (=) (v =)

Fn/(x): (1—)6)2
1= (n+1)x"— x4 (n+ Dx"T px—x ]
- (-7
1 —x—(n+1)x"+nx"t!
Fr:(x): (1—x)2

c. Fy(x) = fix)+ fr(x) +-- + fo(x)
= 14204302 4!

n
= Z o1
k=1
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Donc :

1_§_ +1 5 n_l_ 5 n+1
—__©6 (n (1) %;2 7 (5) (d’apres la question précédente)
6
+1
s+ (E) +n(R)
- 1
36
Or, lim >)" 0 donc lim E(Z)=%=6.
n—+o \ 6 n—s—+o0 6 3l

1 no S\
DoncE(X)ZEnETka<6) :g><6:1.
k=1
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Enonceés

Fluctuation,
échantillonnage

Disponible sur http: // www. mathwebd. fr

o Exercices d'application du cours

13 octobre 2018

© Exercices de réflexion

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

B Exercice 1. Piéce défectueuse Kk @

Corrigé page 194

Dans une usine de fabrication de composants électroniques, une chaine de montage est destinée a la
fabrication d’une carte mere. Des études précédentes, on peut admettre que si 1I’on choisit au hasard
une carte mere fabriquée par cette chaine de montage, la probabilité qu’elle soit défectueuse est égale
ap=0,0125.

Le contremaitre vérifie un échantillon de 1 000 cartes meres a la sortie de cette chaine. Il constate que
18 pieces sont défectueuses.

Déterminer I’intervalle de fluctuation au seuil de 95 % du nombre de pieces défectueuses fabri-
quées par cette chaine de montage.

Peut-on considérer que cette chaine de montage doit €tre de nouveau réglée ?

B Exercice 2. Un dé peut-étre truqué *hKhicte @

Corrigé page 194

Mathieu propose a Mathilde de jouer avec un dé qu’il a fabriqué lui-méme. Mathilde, suspicieuse,
souhaite vérifier si le dé de Mathieu est bien équilibré. Pour cela, elle le lance 150 fois et obtient 13
fois la face « 5 ».

Quelle est la proportion théorique du nombre de faces « 5 » que 1’on doit obtenir si le dé est
équilibré ?

Justifier que la loi binomiale peut étre utilisée dans ce cas pour déterminer, au seuil de 95 %, 1’in-
tervalle de fluctuation du nombre de lancers. Préciser alors les parametres de cette loi binomiale.

Déterminer I’intervalle de fluctuation au seuil de 95 % du nombre de faces « 5 » obtenues.
Peut-on alors considérer que le dé de Mathieu est équilibré ?

B Exercice 3. Le médecin de campagne *hkirte @

Corrigé page 195

Un médecin, habitué a changer de commune rurale régulierement, estime qu’au mois de janvier de
n’importe quelle année, il y a 30 % de la population qui chope cette maudite grippe.
Cette année, en fin du mois de janvier, il constate que 35 % de la commune ou il vient de s’installer
ont été touchés par la grippe. On peut compter 5489 habitants dans cette commune.

Est-ce que ce médecin peut s’ inquiéter de ce pourcentage ?
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B Exercice 4. Les OVNIS 1.0 6. GAGAS 0

Corrigé page 196

Aux Etats-Unis d’ Amérique, on admet que la fréquence mensuelle 2 laquelle on enregistre des dé-
clarations d’habitants ayant vu des OVNIS (Objets Volants Non Identifiés) est égal a f = 0,00003
(3 habitants sur 100 000).

Dans la ville d’ Albuquerque (Nouveau-Mexique), peuplé de 556 495 habitants (d’apres le recense-
ment de 2013), 20 personnes ont déclaré avoir vu des OVNIS.

Est-il raisonnable de penser que ce nombre est trop grand pour 1’ignorer ?

Bl Exercice 5. Coup de fatigue au centre d’appels *hKkire @
Corrigé page 196:\
Dans un centre d’appels, on arrive a répondre en moyenne a 8 appels sur 10.

Un jour, le responsable s’apercoit a la fin de la journée que sur 7 580 appels, seulement 6 005 ont été
traités.

Le responsable doit-il envisager des sanctions envers ses subordonnés ?
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Corrigés

13 octobre 2018

B Corrigé de I'exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

On peut assimiler le fait de choisir au hasard parmi des 1000 pieces de notre échantillon 1’un
d’elles a un tirage avec remise. Ainsi, si X désigne le nombre de pieces défectueuses, X suit la loi
binomiale % (1000;0,0125).

On a alors le tableau suivant :

k P(X <k)
5994 0.0234434928002
5995 0.0250609731794
5996 0.0267712509645

6131 0.974194304356
6132 0.975889063069
6133 0.97748959176

L’intervalle de fluctuation au seuil de 95 % est alors : [6;20].

Il'y a eu 18 pieces défectueuses et 18 € [6;20] donc la machine est conforme aux réglages atten-
dus. Il n’y a donc pas lieu de la réglée a nouveau.

B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
. : 1 . S
La proportion théorique de « 5 » obtenus est 3 si le dé est équilibré.

Les 150 lancers du dé constituent 150 répétitions de la méme expérience et ce, de facons indé-
pendantes. Ainsi, la loi binomiale peut étre utilisée et X (représentant le nombre de « 5 » obtenus)
suit 1a loi % (150;).
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On a le tableau suivant :

k P(X <K)
15 0.0144864717512
16 0.0263751550117
17 0.045121812803
33 0.96487990794

34 0.977908627081
35 0.986546879392

L’intervalle de fluctuation au seuil de 95 % est donc [16;34].

Mathilde a obtenu 13 fois la face « 5 »; or, 13 ¢ [16;34]. On peut donc supposer, au risque de 5 %
(de se tromper) que le dé n’est pas équilibré.

B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Pour répondre a cette question, déterminons I’intervalle de fluctuation au seuil de 95 % du pourcentage
d’habitants atteints par la grippe.

On peut utiliser la loi binomiale % (5489;0,3) (le 0,3 correspond a 30%, qui est le pourcentage
« théorique » de malades de la grippe en janvier).

k P(X <K)
1579 0.0235614771327
1580  0.0252617994577
1581 0.0270635234939

1712 0.973369570673
1713 0.975120826501
1714 0.976774287579

1580 1713

S189° m] , soit approximativement [28,785;31,208] (termes

L intervalle de fluctuation est donc {
exprimés en pourcentages).

Le taux de malades de la grippe en janvier étant de 35 % et 35 % n’étant pas compris dans I’intervalle
de fluctuation au seuil de 95 %, il peut envisager, au risque d’erreur de 5 %, que la situation n’est pas
normale.
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B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I’exercice]

Aidons-nous de la loi binomiale % (556495;0,00003) :

k P(X <K)
8 0.0149654387744
9 0.0305602037888
10 0.0565957900676
24 0.965842646638
25 0.979129402771
26 0.987660829313

Il n’est donc pas anormal qu’il y ait entre 9 et 25 personnes par mois qui déclarent avoir vu des
OVNIS. Ainsi, il n’est pas utile de s’inquiéter dans le cas présent : au risque d’erreur de 5 %, avoir 20
personnes déclarant avoir vu des OVNIS est « normal » ...

B Corrigé de I’exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Aidons-nous de la loi binomiale % (7580;0,8) :

k P(X <K)
5994 0.0234434928002
5995 0.0250609731794
5996 0.0267712509645

6131 0.974194304356
6132 0.975889063069
6133 0.97748959176

5995 6132

7580 7580] > Sott ap-

L’intervalle de fluctuation des fréquences d’acceptation des appels est donc {

proximativement [0,791;0,808].

05
530 ~ 0,792 € [0,791;0,808]. Par conséquent,
au risque d’erreur de 5 %, on peut considérer que cette fréquence d’acceptations des appels est normal

(dans la moyenne basse).

Ici, la fréquence d’acceptation des appels est égale a

Le responsable n’a donc pas a réprimander ses subordonnés.
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