Le second degré
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Préerequis

e Factorisation & développement
o Etude des variations d’une fonction (niveau 2nde)



E

ition o .
Trinéme du second degré

On appelle trindme du second degré toute expression de la forme az? + bz +c, ol a # 0,
beRetceR.

o — 224 27 — 3 est un trindme de degré 2, avec a = —1, b =2 et ¢ = —3.
e 372 — 4 est un trinome de degré 2, avec a = 3, b =0 et ¢ = —4.
e 72 — 8z est un trinéme de degré 2, aveca =1, b= —8 et ¢ = 0.

i

ition : . . )
Racine d’un trinéme du second degré

Une racine du trinéme du second degré az? + bz + ¢ est une valeur « telle que :

ac® + ba +c = 0.

e «1»estuneracinede 22 +z —2car 1241 -2=141-2=2—-2=0.

® «—2» est une racine de #2 —4 car (—2)2 —4=4—-4=0.

o

ﬁ

ition S
Discriminant
On appelle discriminant du trindme az? + bx + ¢ le nombre :

A = b — 4dac.

EX€mples
e Le trinéme z? + = + 1 a pour discriminant :

A=1>—-4x1x1
A=1-14

e Le trinome 522 — 3z — 7 a pour discriminant :

A=(=32—-4x5x(=T7)
A =9+ 140




De&finition : : A ,

_ Forme canonique d’un trinome de degré 2
Tout trinéme de degré 2 de la forme az? + bz + ¢ admet une forme dite forme canonique :
b 2 A

x‘ — —_ —_—,—,——

2a 4a?

ar’+br+c=a

Y

oll A est le discriminant du trindéme.

Démbonstration

Il suffit de développer la forme canonique :

b > A
* 2a 4a?

a

= az® + bz +c. ]

Soit le trinéme az? + bx + c.
e Si A > 0, alors il admet deux racines, que I'on peut noter :
_ —b—vVA _ —b+ VA

= t
= 2a ¢ b 2a

Dans ce cas,
az’ + bz + c = a(z — a)(z — B).

e Si A =0, alors il admet une racine dite « double » :

b

a=——.
2a

Dans ce cas,
az® + bz + ¢ = a(z — ).

e Si A <0, le trinébme n’a pas de racine et ne se factorise pas.




Démonstration

Partons de la forme canonique de az? + bx + ¢ :

e si A =0, alors elle devient :

b

Cette expression s’annule uniquement lorsque x = 0 On voit donc qu’il n’existe
a

qu’une racine.

e Si A >0, alors VA existe et la forme canonique devient :

el 2y -(2)

=a x—l—i—@) <x+£+\/z)

2a 2a 2% ' 2a

On a ici utilisé I'identité remarquable a® — b* = (a — b)(a + b)

:a<x+b_\/z> <x+b+\/z>

2a

B —b+ VA —b— VA
I 7R B PR

—b—VA —b+VA
2a © 20
e Si A < 0, on ne peut pas factoriser la forme canonique, donc le trinéme n’est pas
factorisable. ]

Le trindbme a donc deux racines :

PPopriété

Soient o et 3 les deux racines du trindéme az? + bx + ¢ lorsque A > 0.
Alors, « et 3 sont aussi les racines du trinéme 22 — Sz + P,ou S = a+ S et P = af3, et
réciproquement.

Somme & produit

Démonstration

Si ax?® + bw + ¢ admet pour racines a et [, alors ce trindme se factorise sous la forme

a(x — a)(z — B).




En développant, on obtient :

a(z — a)(z — B) = a(x® — Bz — az + af)
alz? — (o + B)z + af]
a(z® — Sz + P).

On a alors démontré que le trindme az? + bz + ¢ pouvait aussi s’écrire a(z? — Sz + P) et
donc, comme a # 0, que I'équation az? + bx + ¢ = 0 était équivalente a 22 — Sz + P = 0.
Ceci signifie que les racines de ax?® + bx + ¢ sont aussi celles de 2* — Sx + P. [ |

Un rectangle a une aire égale & 7 et un périmétre égal a 11. Nous devons trouver ses
dimensions.

Posons / et L sa largeur et sa longueur.
On a alors : 2(+ L) =11, s0it S=¢+ L =5,5 et P=/{(L=7. Alors, { et L sont racines
du trinéme :

22— Sz +P=22—-5052+7,

dont le discriminant est :

A=(55)?-4x1x7=225.

Les deux racines sont donc :

. —(=5,5) — /2,25 _ 5 : 5
2x1

_55+VEB
=3,

Les dimensions du rectangle sont sont L = 3,5 et ¢ = 2.

On considére la fonction x — ax? + bz + c. Alors, le tableau de variation de f est :
Sia>0 Sia<0

Variations

Démonstration

Posons f(z) = a

b\> A b
r+ — | — —| et considérons x; et x5 deux nombres de | —o00; ——
2a 4a2 2a

tels que 1 < @s.




Alors,

f<w1>—f($2):a<xl+%>2_ ($2+%)2

B +b b +b+ +b
— el 2a 42 2a i 2a 2 2a

b
= a(z; — x2) (xl + x5 + E)

b b b b
Or, 21 < —o= et @y < —o~ donc @y + 22 < ——, s0it 2 + 25 + — < 0.
2a 2a a a

b
De plus, z; < x5 donc 21 — 25 < 0. Ainsi, f(z1) — f(x2) est du signe de a sur {—oo : —2—] :
a

ce qui signifie que sur cet intervalle,
e Sia>0, f(z1) > f(x2) et donc f est décroissante;
o Sia<0, f(z1) < f(z2) et donc f est croissante.

Un raisonnement similaire donnerait le contraire sur {—2— ; —i—oo} , d’ou la propriété. [ |
a

R€Marque o ' 4
Interprétation graphique des racines

Si le trinome ax? + bx + ¢ admet pour racines distinctes o et 3, alors sa représentation
graphique & coupe 'axe des abscisses en deux points d’abscisse « et 5.

P

I}

Si le trindme admet un discriminant nul, alors I’axe des abscisses sera tangent & &2 en son
sommet, c’est-a-dire qu’il n’y a qu’un unique point d’intersection.

Si A <0, il n’y a aucun point d’intersection.




P¥opriété , _ o
Signes d’un trindéme

e Si A<O,
L —0 +o0
Signe de ax? + bz + ¢ signe de a
e SiA=0,
T —00 —% +00
Signe de ax? + bz + x signe de a () signe de a
e Si A>0,
x —00 @ B +oo
Signe de az? + bx + x signe de a () signe de —a () signe de a

Cette derniére propriété est une évidence si I’on regarde la représentation graphique d’un trindéme
en fonction du signe de a.
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