Stéphane PASQUET, 29 novembre 2014

Produit scalairee
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Prerequis

e Notion de vecteurs
e Equation cartésienne de droites
e Trigonométrie



On considére deux vecteurs AB et CD dans le plan. On note A’ et B’ les projetés orthogonaux
respectifs de A et B sur (CD). Le produit scalaire de AB et CD est le nombre noté AB - CD
défini par :

Produit scalaire

AB’ x CD si (AB,CD) e [—gg}
AB-CD = — — T 3T
_AB'xCD si(AB,CD) € [5;7}

EX€mples

AB-AC = AB x AH
=53
= 15.

AB-AC = —AB x AH
— =X D

N’essayez pas d’interpréter le produit scalaire de fagon géométrique ... car dans un cas
général, le produit scalaire n’a aucune signification géométrique particuliére.

Produit scalaire de deux vecteurs orthogonauz
. — —
Soient u et v deux vecteurs orthogonaux. Alors,

u-v=0.




Démonstration

C
17)'—‘
A

Par définition, si on note H le projeté orthogonal
de C sur (AB), on a:

u-v=ABx AH

—

> — AB X 0
u B =0. [
P¥6priété
- Calcul du produit scalaire avec les normes
On considére deux vecteurs U et ¥ dans le plan. Alors,
U T = ||| x |7 x cos (U, 5’).
C
@)-A—C)IABXACXCOS(E,A—C))
=5x3V2 x cos%
2
= 15v2 x %
A_ 7]3 = ]_5.

Démonstration

On pla_c)e les vecteurs @ et ¥ de sorte qu’ils aient la méme origine. On note alors © = AB et
T =AC.
e 1°T cas.
-7 =AB-AC
= AB x AH
= AB x AC X cos (AT%E)
= [T x ]| x cos (%, ).
car dans le triangle AHC rectangle en H,

cos(/rB’,E’):j_g,

Uj"

donc :

AHZACXCOS(@),AA—C)).




DéniofisStration (suite)

e 2° cas.

C _— —
7-U=AB-AC

= —AB x AH
Z—ABXACXCOS(A_H),A_C))
= —AB x AC x (—COS(A_B),A—C)))

:ABXACXCOS(E,A—C))
= |2l x |7 x cos (¥, 7). m

Distributivité du produit scalavre

Soient @, U et W trois vecteurs du plan. Alors,

—> —> —> - —> - —>
u-(v+w):u-v+u-w.

Démonstration

. , = = = ., .
Considérons les vecteurs u, v et w comme sur le schéma suivant :
D’une part, on a :

T-(T+@)=AB- (AC+ AD)
— AB-AD
=AB x AK. (1)

D’autre part, on a :

= AB x AH

et
%@ =AB-CD
= AB x HK

donc :

U-Uv+u-w=ABx AH+ AB x HK
= AB x (AH + HK)
—ABxAK. (2

Des égalités (1) et (2), on peut déduire :

T (THV)=T-T+T-T. W




Commutativité
. — —
Quels que soient les vecteurs u et v,

=l
<l
I
!
=l

Démonstration

—

T =T x | T x cos (T, T)
)]

)
) car cos(—a) = cosa

I

v

Y
= ||| x ||| x cos [-(T

u

= €| x || 7| x cos (7,
- —

=T -U.

Des deux propriétés précédentes, on peut alors écrire :
2
(T+7)" =u?+27 -
2
(T —7) =a2— 2% -

(@ +7)(F - 7) =02 - 72

PPopriété o o
Pseudo-associativité « multiplicative »

Soit A € R*, et soient @ et ¥ deux vecteurs quelconques. Alors,

+ o+
SV

SR

(\)-T=1-(\T) =A(T- 7).

Démonstration

Notons U:E, T =AC et AT = AD.
D’aprés le théoréme de Thalés,

«
o AD = MAC = AK = MAH.
3 Donc :
} 7 - (A7) = AB x AK
o | = AB x AAH
: | = MAAB x AH
v/ |
l 3 et
A H = K B AT - T) = MB x AH.
Donc, @ - (A7) = A(¥ - 7).
Un raisonnement analogue montrerait que ()\17) -V = )\(TL’ T)’) |




Pr6priétés
Avec les normes

Soient % et ¥ deux vecteurs quelconques. Alors,

- — 1 — — — —>
@7 = (121 + 1171 — 117 - 7IP°)
1 2 -2 —>|2
= 5 (IZ+Z1° = 121 = I71°)
1 2
= ;7 + 7P =7 - 7).

Démonstration

e Nous avons vu précédemment que :

(T+ %) =d2+2¢ -7+ 02,
que l'on peut aussi écrire :
12+ 7| = 2> + 22 - 7 + || 7] .
En isolant % - ¥, on arrive a :
1
7T =S (I + TP =117 - 171°) |-

e En exploitant I'égalité :

que 'on peut aussi écrire :

|7 = 7|? = 2Z|* - 27 - T+ |7,
on arrive & :
1
7T = §(||UH2+ 1711 = |7 = 7I°) |-

e En ajoutant les deux précédentes égalités, on a :

- — 1 — — — — — — — —
QU'U=§(Hu+UHQ—HUH2—|\UHZ+HUH2+HUHz—HU—UHQ)
1
LT+ T =T - TIR).
D’ou :
— 1 —
u-v Z(Hu—l—v\ﬁ—“u—v[?).




PFOpristé \ ,
DCL/II/S un repere 07'th0n0'r"me

/

T T
Dans un repére orthonormé (O; 7, ), on considére les vecteurs T[( ) et TJ’( /). Alors,
Yy Yy

U=z +yy .

On pose u ( 2) et v <7) deux vecteurs d'un repére orthonormé (O; 7, 7). Alors,

U-U=5x1+(-2)x7
=5—14
= -9.

Démonstration

Nous allons nous servir de 'une des égalités de la propriété précédente :

- —

77 = S (I + T - 2 = 7).

N —

On sait que | 7]|*> = 2% + 3 et || 7> = 2> + ¢ car on est dans un repére orthonormé.
=

De plus, @ — U'( donc :
Yy -y
- 2 2
17 =7 = (2" —2)" + (4 —v)
=g — 2zx’ + 2? + 9% — 2y + 92
Ainsi,
- - 1
0V = §(x2+y2+$'2+y'2—35'2+2:m:’—:1:2—y'2+2yy’—y2)
1
=5 (Qxx' + Zyy/)
=z’ + yy/ .




Mé&thode ) - . o
- Détermination de la mesure d’un angle formé par deux vecteurs

(5 (1
Reprenons les vecteurs de 'exemple précédent : w ( 2) et v (7)

Nous avons vu que :

u-v=-9.
Or,
7T =7 x HT}’H X COS (1_[ U)

= /52 + (—2)2 x V12 + 72 x cos (U, V)

=\/—9><\/—O><cos(u,v)

= 558 cos (U, V).
Ainsi,

—9 =5v/58cos (¥, 7) ,

soit : 9

U, T) = ——— =~ —0, 236351579148 .

cos( v) e

On en déduit alors :
(2_[, E’) ~ 104"

Dé&finition , .
Vecteur normal d’une droite

Soit & une droite du plan.
On appelle vecteur normal & 2 tout vecteur 7 tel que, pour tout vecteur directeur d de 9,

d=0.

Sy

V&thode L - : . , .
Equation cartésienne d’une droite connaissant un vecteur normal et un point

Dans un repére orthonormé (O; 7 ,7), on considére la droite 2 passant par A(—2;3) et de

vecteur normal Tz’( 31>. Alors,

M (z; )e@@AM n =

45 4= 3
— =0
y—3 =1l
—=3z+2)+(-1)(y—3)=0
—3r—y+9=0.
une équation cartésienne de 2 est donc :
9 : 3r—y+9=0.




On considére la droite 2 d’équation :

3r+4y—T7=0.

a’(‘;) .

a
Posons ﬁ( b) un vecteur normal & 2. Alors,

Un vecteur directeur de & est :

—

- n=0<= —4a+3b=0

4
<:>b:§a.

Ainsi, en prenant par exemple a = 3, on a ﬁ(4).

V&thode - , _ - o o
Trouver un vecteur normal connaissant une équation cartésienne

Si & a pour équation cartésienne :
ar+by+c=0, a#0,b#£0,

alors un vecteur normal & & est :

Démonstration

2 : ax+by+c=0. Posons U(

a
normaux.
Alors,

%-n=0<= —ba+aBf=0

b
a

En prenant o = a, on obtient § = b. Donc Tf(Z).

) o
) un de ses vecteurs directeurs et ﬁ(

p

) un de ses vecteurs




Applications du produit scalaire

PPopriété . . o )
Equation cartésienne d’un cercle

Dans un repére orthonormé (O; 7, 7), soit Q (a;b).
Le cercle de centre €2 et de rayon r a pour équation :

(z—a) + (y— b2 =17

Démonstration

M(z;y) € €(Qr) <= QM =r
= OM’ =7
<~ (z—a)’+(y—-b =r’.

2

On considére 'ensemble & d’équation :

22+ +4r—8y+4=0.

= (2+2)2—4+(y—4)2-16+4=0
— (z—(-2)+ (y—-4)? =42,

Ainsi, & est le cercle de centre 2 (—2;4) et de rayon r = 4.

B +y’ +4r—8y+4=0<= [(z>+4z+4) —4] + [(y* —8y+16) — 16] +4=0

Soient A et B deux points du plan.
L’ensemble des points M tels que : .
MA-MB =0

est le cercle de diametre [AB|.

Démonstration

MA - MB = 0 <= (MA) L (MB)
<= le triangle AMB est rectangle en M
<= M est sur le cercle de diamétre [AB|.

10



THE&oréme

Théoreme de la médiane
On considére un triangle ABC quelconque. Soit I le milieu de [BC]. Alors,
A
Alors,

AB? + AC? = %BCQ + 2AT% .

| C

B
Démonstration

Nous allons utiliser la relation de Chasles en « injectant » le point I dans les vecteurs AB et AC.
AB? + AC? = AB? 4+ AC?
= (Al +1B)* + (Al +1C)®
— AI? 4+ 2A1 - 1B + IB? + AT? + 2A1 - IC + IC?
= 2A12 + IB? + IC? + 2A1 - (IB + IC)
7

ol

= 2AI% + IB? + IC?

1 2 1 2
= 2AI% + (—BC) = (—BC)
2 2
= 2A1 + 2 x }lBCQ

= 2AI% + %BCQ .

The€oréme .
Formule d’Al-Kashi

Soit ABC un triangle quelconque. En notant :
a=BC , b=AC , ¢c=AB , A= (AB,AQ),

on a :

a® = b+ 2 — 9bccos A .

11



BC? = (BA + AC)?
— BA2 4 2BA - AC + AC?
— BAZ? + 2BA x AC x cos (BA,AC) + AC?
— AB? + AC? + 2AB x AC x ( — cos (AB, AC))
— AB2 + AC? — 2AB x AC x cos (AB,AC) .

La formule d’Al-Kashi peut bien évidemment étre utilisée avec les autres cotés :

b = a® + ¢ — 2accos (B_C),B_Aj
& = a® + b* — 2bccos ((TA),(TB))

PrOpriétés , .
Formules d’addition

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb sin(a + b) = sina cosb + sinbcos a

cos(a — b) = cosacosb+ sinasinb sin(a — b) = sina cosb — sinbcos a

Démonstration

D’une part, on a :

5 O_A)-@)ZIAxB—{—yAyB
b =cosacosb+sinasinb .

\(l

0 1 D’autre part, on a :

@)-@)IOAXOBXCOS(@)7@))
=1x1xcos(b—a)

= cos(a —b) .
On en déduit alors que :
cos(a — b) = cosacosb —sinasinb .

En prenant b = —b, on obtient :

cos(a + b) = cosacosb+ sinasinb .

12



DénidfisStration (suite)

De plus, on sait que pour tout x, sinx = cos (g — x) donc :

sin(a — b) = cos <g —(a— b))
= oS <g —a—i—b)
= Cos <Z —a) cosb — sin <Z —a) sin b
2 2
=sinacosb — cosasinb .

En prenant b = —b, on obtient :

sin(a + b) = sinacosb + cosasinb .

PrOpriétés o
Formules de duplication

cos 2a = cos® a — sin’ a

2

= 2cos“a —1 sin 2a = 2sina cos a

=1—2sin%a

Démonstration

De la formule :
cos(a +b) = cosacosb —sinasinb
en prenant b = a, on obtient :
cos(a+ a) = cosacosa — sinasina
cos2a = cos® a — sin’a . (1)
Or, pour tout a, on a :
cos’a +sina =1, (2)
d’ou :
sin®a =1 — cos®a
En reprenant I’égalité (1), on a alors :
cos2a = cos*a — (1 — cos® a)
=2cos’a—1.
Mais de la relation (2), on peut aussi écrire :

cos’a=1—sin’a,
dong, la relation (1) donne :
cos2a =1 —sin®a — sin?a

=1-—2sin’a.

13



DénidfisStration (suite)

De la formule :

en prenant b = a, on obtient :

sin(a + b) = sinacosb +sinbcosa ,

sin2a = 2sina cosa .

En prenant a = 17T—2, la formule :

donne :

soit :

On en déduit alors que :

(

Ainsi,

Donc,

cos2a = 2cos’a — 1

s s
cos— =2cos? — — 1,

6 12
3
§:2COS217T—2—1.
V3
COS 12— 2
_ V342
4
T \/§+2
donc : cos — =
12 4
2
V2+v6\  2+2/12+6
4 B 16
_8+4v3
16
243
=—.
2+/3

V2+v6
4

4

14
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