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Bonjour.
J’ai souhaité créé ici un document dans lequel il est facile de naviguer. C’est la raison pour laquelle :

* A chaque énoncé d’exercices, vous pouvez cliquer sur le numéro de la page ou se trouve le
corrigé pour vous y rendre directement ;

 Inversement, quand vous lisez un exercice, vous pouvez cliquer sur « [Retour a 1’énoncé de
I’exercice] » pour revenir a I’énoncé ;

* A tout moment, vous pouvez retourner au sommaire en cliquant sur le petit carré B qui se trouve
devant chaque titre.

D’autre part, il se peut que malgré la vigilance que j’ai apportée a la relecture de ce document,
quelques erreurs soient encore présentes.
Dans le doute, n’hésitez pas a me contacter via le formulaire qui se trouve sur mon site :

mathweb.fr

en mentionnant 1’email avec lequel vous avez acquis ce document. J'y répondrai le plus rapidement
possible.
Je vous souhaite un bon travail !

Stéphane Pasquet

Ce livre est exclusivement vendu sur mathweb. fr au prix de 6 €.

Je remercie tout acheteur de garder ce document pour son usage personnel. En effet,
j’'ai mis plusieurs années a le mettre au point et je continue a le modifier réguliérement.
Aussi, si je constate qu’il ne me rapporte pas assez par rapport au temps que j'y consacre,
je cesserais de travailler dessus, ce qui serait regrettable pour les années a venir, sachant
que les programmes peuvent changer.

vili
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& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Calculs de limites

B Exercice 1. Calculs élémentaires en -+ *ictedeye @

(Source : ts-contder-07)

Calculer la limite des fonctions suivantes en —+oo.

B ) =23 +4x2 —5x+1 3 W 1
. (k) = sin ;
2
x“+1
k(x) =
g(x) =Vx2+2x+3 n (x) sin)—lc
B Exercice 2. En +« avec des formes indéterminées b 8 SAGASKe °

(Source : ts-contder-08)

Calculer les limites suivantes.

lim M lim (\/x2—|—3—\/x2—|—1>

xrtoo 3x2 4+ 4x — 1 e

. x2+1
g (25 BT

B Exercice 3. En un nombre fini avec des formes indéterminées *kkiryr @

(Source : ts-contder-09) Corrigé page 9 &

Calculer les limites suivantes.

. 2—1 lim cosx—+1

=1l x—1 =T X—T
v .. X24+x—2-2 . X+1—+2
T By g YT IV2
x—2 x—2 x—1 x—1
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B Exercice 4. Regle de I'Hopital *h Kk ve @
{Corrigé page 10 %}

(Source : ts-contder-10)

Soient f et g deux fonctions définies et dérivables en un nombre réel a telles que f(a) = g(a) =0 et

g'(a) #0.
Montrer que %1_1)1}1 % = {gc’/EZ; .

On pourra considérer le taux d’accroissement des fonctions f et g en x = a.

cos(5x) — cos(3x)

%3 Application : calculer li
Bl Application : caleu ) sin(4x) — sin(3x)

Théoreme des valeurs intermédiaires

W Exercice 5. Equation 3x° —5x+1=0 *irtevese @
(Source : ts-contder-11) {Co”igé page 11 &}
Montrer que I’équation :

3’ —Sx+1=0
admet trois solutions réelles dont on donnera une valeur approchée a 0,001 pres.
B Exercice 6. Un théoreme général S SASRON -
(Source : ts-contder-12) {C°”igé page 12 %J

Soit f une fonction continue sur [0; 1] telle que f(0) = 1 et f(1) =0.
Montrer que 1’équation f(x) = x admet au moins une solution sur [0; 1].

B Exercice 7. Trouver un domaine de définition *kHkiryr @

(Source : ts-contder-13) {Corrigé page 12 %}

On considere la fonction f définie par :

flx) = \/%x3+2x2+1.

1
En étudiant la fonction u : x — §x3 4 2x% + 1, déterminer le domaine de définition de f(x).

On notera « la valeur telle que u(a) = 0.

Montrer que la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse ¢ est verticale.

Etude générale de fonctions

B Exercice 8. Fonction f:x — sz;ﬁ Tk @

(Source : ts-contder-01) {Corrigé page 13 %‘Z}

On considere la fonction f définie sur [0;+oo[ par :




Calculer lim f(x).

X—>-00

a. Montrer que sa dérivée est définie sur |0 ; +oo[ par :

fily = VL
A2+ V)
b. Résoudre I’équation :
X2 44X —-1=0,

puis en déduire le signe de f’(x) ainsi que les variations de f sur [0;+oo].
Dresser alors un tableau de variations complet de la fonction f sur [0; +-co].
On veillera notamment a calculer la valeur de I’extremum de f.

W Exercice 9. Fonctions f:x— vVx2+1—2x et g:x+— Tiul T @
(Source : ts-contder-02) [Corrigé page 15 &‘}

On considere les fonctions f et g définies sur R par :

flx)=vVx2+1-2x ; g(x) =

1
(x2+1)Vx% + 1

En déduire le sens de variations de g sur R.

Montrer que g’'(x) =

Calculer lim g(x)et lim g(x).

X——00 X—ro0

Montrer que f(x) = g(x) —2.
En déduire le signe de f’(x) puis les variations de f sur R.

ﬂ Monter que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution ¢ sur [0; 1], puis déterminer une valeur
approchée de o a 1072 prés.

Prolongement par continuité

B Exercice 10. Prolongement par continuité de f:x+— \/éff%iz en 2 *ictrvete @
(Source : ts-contder-03) {Co”igé page 16 &}
On considere la fonction f définie sur 2 = |—o0;0[U]0;4] par :
x—2
X) = ———
SO ==
f(2)=0

La fonction f est-elle continue en 0 ?

La fonction f est-elle continue en 2?7



Etudier la dérivabilité de la fonction f sur 2.

ﬂ Interpréter graphiquement les résultats des questions 1 et 3.

B Exercice 11. Prolongement par continuité de f:x+— 7”‘2th2’2 enl *irtrvete @
(Source : ts-contder-04) [Corrigé page 18 &)
On considere la fonction f définie par :
VX2 2-2
Flo) = YEXT six1
3 x—1
1)=-
=3
f est-elle continue en 17
f est-elle dérivable en 17?
Justifier que f est dérivable pour tout x # 1.
2
W Exercice 12. Fonction f: x> ‘2'\‘/%1‘ *kirvete @
(Source : ts-contder-05) {C°”igé page 19 '@'L’ZJ

On considere la fonction f définie sur |—1;1] par :

|20% —x — 1|
X) = —F——.
T0="n—=
La fonction f est-elle continue en 1?
La fonction f est-elle continue en —1?

La fonction f est-elle dérivable en 1?

n La fonction f est-elle dérivable en —17?
1
E La fonction f est-elle dérivable en ) ?

—2x3+3x—1
(1 —xz)\/l—xz.

1
E a. Montrer que, sur] —1 =3 [, la dérivée de f s’exprime par : f'(x) =

1
b. En déduire le signe de f’(x), puis les variations de f sur] —1 ;_E [

2x3 —3x+1
(1—x2)V1—x2

B 1
a. Montrer que, sur] ) ;1 {, la dérivée de f s’exprime par : f/(x) =
g . / . . 1
b. En déduire le signe de f'(x), puis les variations de f sur ) ;1.

E Dresser un tableau de variations complet de f sur |—1;1].
Tracer alors la courbe représentative de f en mettant en valeur les tangentes et asymptotes carac-
téristiques.



Exercice de syntheése

B Exercice 13. Approximation d’un angle par la longueur d’un segment *hKhicte @
(Source : ts-contder-06) [Corrigé page 23 @}

On se propose ici de trouver une méthode pour donner une
valeur approchée d’un angle (en degrés) sans le rapporteur.

On considere donc un angle géométrique AOB , puis un point
M sur (OB) tel que OM = 60 mm et un point N sur (OA) tel
que OA = 60 mm.

On considere alors le point I, projeté orthogonal de O sur
(MN).

Justifier que OAB est isocele en O.

Montrer que :

s'n( n oc) MN
m|—~oa | =—
360 120°

ou MN est exprimée en mm.
T
On considere la fonction f définie sur [0 ; 5] par f(x) = x—sinx.

a. Calculer la dérivée f'(x) de f(x).

b. En déduire que sur [0;%] , flx) € [O;g — 1]

c. Expliquer alors pourquoi, pour x € [O ; 5] , on peut remplacer sinx par x au risque de com-
mettre une erreur inférieure a 1.

ﬂ En déduire que I’on peut assimiler ¢ (en degrés) a MN (en mm).
11 suffit donc de mesurer MN pour avoir une approximation de o en degrés.

E A I’aide de la formule d’Al-Kashi, exprimer 1’expression de la fonction g qui représente la lon-
gueur MN en fonction de «.
On pose alors d(a) = g(at) — .

E Tracer la courbe représentative de d dans un repere orthogonal. Que conclure ?



Corrigés

4 aoit 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

B f) =X +4% —5x+1
4 5 1
3
3 (el 2
* ( 3 x2+x3>

1 4 5 1
Or, pour tout entier naturel n non nul, lim — =0 donc lim (1 +t-—=+ —) =1.
x—>4-o00 X" xX—b+-o00 X X

. 3 1o i i = 400
De plus, xl_l)f_&x = 400 donc par produit, xl_1>rJ1r1(>o flx)=+

g(x) =Vx2+2x+3
2 3
:\/x2(1+—+—2)
X x
/.2 3
=x\/1+-+—= pourx>0
X x

. .1 ) 3
Or, pour tout entier naturel n non nul, lim — =0 donc lim (1 + -+ —2) =1.
X—-o0 X" X—r-o0 X X

Donc, par produit, | lim g(x) = 4o

X—r+oo
[ 1
lim ~=0 1
Xt x = lim sin—- =0
lim sinX =0 Xote X

X—0

ﬂ lim x> +1=+oo )
X—r—o0

% = par quotient :| lim k(x) = +oo

X—r—+oo

) 1
lim sin—=0"
X—r+oo X )




B Corrigé de I'exercice 2.

2x
pour x # 0
3x2+4x—1 2(3+4_1_l2>
X X
5 3
2-—+5
= Z xl pour x #= 0

3+-—-=
X x

Or, pour tout entier naturel non nul , lim — = 0 donc :

X——+oo X
5 3
e lim <2——+—2>:2;

X—r+too X X
4 1
 lim (3 +-— —2) =
X—>+-00 X

2x2 —5x+3 B 2

Ainsi, tient, | lim To——— =
1L, A Ut | 32 tdx—1 3

x2(1+—

*’x2~|—1 x2

i3 3 pour x # 0
()

X

/ 1
X 1+—2
X

= — pourx>0

Or, pour tout entier naturel non nul n, lim — = 0 donc :

X—>~oo xT

1
© lim \[14+—5=V1=1;
X

X—>+oo

* lim (2+§) =2.
X—>+oo X

x2+1 1

e 2x+3 2

Par quotient, on a donc

[Retour a I’énoncé de I’exercice]



(VE2+3 Va2 +1) (V2 +3+ Va2 +1)
Va+ 3+ Va2 + 1

Va2 43— V/a2 41 =

X +3—(x*+1)

VA3Vt
B 2
VaZ +3 4+ V£ 1
l_1>rJrr1 xX2+3= 1_1}111 Vx2+ 1 = +oo donc par somme : hm (\/x2—|—3—|—\/x2—i—1> +oo,
X o X oo

Ainsi, par quotient, | lim (\/ x24+3— \/ X2+ 1> =0

X—r4-00

3 1 1
4] \/x2+3—\/x+1:\/x2(1+—2)—\/x2<—+—2> pour x # 0
X X X
3 1 1
=x\/1+5—x\/-+—5 pourx>0
X X X
\/1+3 \/1+1
:x —_ J— _
x2 x  x?
) 1 1 ) 3 1 1
Or, lim —1et lim — 4+ — =0donc par somme : lim 1+—=—1/—-+—= | =1
X—roo x—too | x X2 x—roo x? x  x?

Ainsi, par produit, | lim (\/ X243 —Vx+ 1) =

X—>-o0

B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

f V21 =D +1)

x—l x—1
_ V- x /(a1
(Va=T)°
x+1
X+

pour x # 1

3l

=
[S—

¥2

Notons que le domaine de définition de la fonction x — est |—co; —1] U1 ;400 donc
x p—
2

quand on parle de la limite de en 1, il est sous-entendu que x > 1.

x_
lim(x+1)=2
x—1 . . x+1
ii_f}}(x— 1)= ot (= par quotient : )lcgr} (x— 1) = +foo
x>1
21

Or, lim VX = +oo donc | lim x = too

X oo =1 x—1




x=2 (x—2) (Va2 +x—2+2)
_ X 4x—2—4
(=2 (Varrx—2+42)
_ ¥ +x—6
(=2 (VR rx—2+42)

On factorise x* + x — 6 en calculant son discriminant et on arrive a :

ViZ+x—2-2 (Va¥+x-2-2)(Va¥+x-2+2)

B (x—=2)(x+3)
(x—2) (Va2 +x—242)
x+3
= = pour x # 2
lim x+3 B 243 )
=22 x—242 212242 4
ol VX2 x—2-2 5
Ainsi, | lim = -
x—2 x—2 4

On pose u(x) = cosx. Alors, u'(x) = —sinx et :

1 _
fim SO MO () ey - =0,
X—=T X—T X—T X—T7
Ainsi, | Tim <L
=T X—T
1
On pose u(x) = x4+ 1. Alors, v/ (x) = et:
EJ On pose u(x) = vx+1 W =57
Vi+1—+/2 —u(l 1
hmH—\/_ — limM =u'(l)= —.
x—1 x—1 x—1 x—1 2\/§
| VaFT=V2 1
Ainsi, | lim =
x—1 x—1 2\/2
B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
On peut écrire :
) _ f0) @) x-a
8(x) x—a g(x)—g(a)
car f(a) = g(a) =0
Or, lim f) = fla) = f'(a) d’apres la définition du nombre dérivé (vue en classe de 1%).
x—a x—a
De méme, lim g(x) —g(a) = g¢'(a) donc lim e ! (¢'(a) # 0 par hypotheses).
¥va xX—a xag(x)—gla)  g'(a)
Ainsi,
- - 1
hmf(x f(a) X X—da :f'(a)x
x>a x—a g(x) —g(a) g'(a)



et donc :

fim /) _ /(@)

g(x)  g'(a)

Posons f(x) = cos(5x) —cos(3x) et g(x) = sin(4x) — sin(3x).
Alors, f'(x) = —5sin(5x) + 3sin(3x) et g’(x) = 4cos(4x) — 3cos(3x).
Ainsi, f/(0) =0et g'(0) = 1.

f et g vérifient toutes les conditions nécessaires pour utiliser la regle de I’Hopital donc :

lim C?S(Sx) — c.os(3x) _o
x—0 sin(4x) — sin(3x)
B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Posons f(x) = 3x® —5x+ 1.
©lim_f(x) = e
i f) = 4
* f'(x) = 9x*> — 5 d’ol le tableau de variation suivant :
X —oo _ﬁ ﬁ )
3 3
1 (x) + 0 - 0 +
3,48 +oo
f — T i —

. Notonsh:]—oo;—T [,Izzl—T;T[eth:

f est continue et strictement monotone sur [, k =1, 2, 3.

De plus, d’apres les variations de f,0 € f(I), k=1, 2, 3.

Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires appliqué sur chacun des
intervalles [, k = 1, 2, 3, 1’équation f(x) = 0 admet une unique solution que chacun d’eux.

Donc I’équation f(x) = 0 admet trois solutions réelles :

a~—1,381 ; B =~ 0,205 ; Y~1,176

11



B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Posons g(x) = f(x) — x.

*8(0)=f(0)-0=1-0=1>0;
cg()=f(1)-1=0-1=-1<0;
* g est continue (car ¢’est la somme de deux fonctions continues) sur [0; 1].

Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation g(x) = 0 admet au moins une solu-
tion sur [0; 1], ce qui signifie qu’il en est de méme pour I’équation f(x) =xcar g(x) =0 <= f(x) =x.

B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

La fonction f est définie pour u(x) > 0.

W' (x) = x* +4x = x(x +4) d’ot le tableau suivant :

X —oo o —4 0 o0

u'(x) + 0 — 0 +
163 oo
v 3

u(x

(%) 0

o 1
La fonction u est continue et strictement croissante sur |—oo; —4[. De plus, 1_i>m f(x) == <0
X—> —o0

et f(—4) > 0 donc 0 est dans f]—oo; —4].

Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur o
sur | —eo; —4] telle que u(x) = 0.

De plus, d’apres les variations de u, Vx > o, u(x) > 0.

Par conséquent, f est définie sur [or;+oo].

l/l/

2 t de la fi d ' =
fes e la forme /u donc f NG

soit :

X2 +4x

- .
2\/§x3+2x2+1

a ~ —6,08 (il ne faut pas hésiter a prendre des initiatives !) donc le numérateur de f’(ot) est a peu
pres égal a 12,66 > 0. De plus, u(o) = 0 donc lgnéf/(x) = oo, ce qui signifie que la tangente a
X

fllx) =

la courbe représentative de f au point d’abscisse & a un coefficient directeur infini, donc qu’elle
est verticale.

Ce la se traduit graphiquement par un « début » de courbe abrupt vers le haut (la croissante initiale
est extrémement grande).

12
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B Corrigé de I’exercice 8.

On peut écrire f(x) sous la forme :

fx) =

Or,
Jim (2VE1) = e
) 2 )
e ]Jim — =0donc lim (
X—r—+too \/E X—r+o0

Ainsi, par quotient,

u
a. f estde laforme — avec :
%

u(x) =2x—+/x
' (x) :2—L

2Vx

[Retour a I’énoncé de I'exercice]

VX(2yx—1)

pour x # 0
()
2ya—1
-2
2t
2
o) =1
Jim fx) = oo
vx) =2+ X
1

13



D’ou:

f/(x) = 2 (x)
(2-o) Ve - @R x5k
- 2+ V)’
@A) 2+ VE) - (20— V)
2v/x(2+ /x)?

8y F4x—2—/x—2x+/x
a 2Vx(2+/x)?
2 +8yx—-2

2Vx(2+vx)?
4/xi—1
flx) = xrdvx— L en simplifiant par 2

VA(2+/x)?

f'(x)

b. Le discriminant du polyndme X2 +4X — 1 est :

A= b*—4ac
=42 4x1x(-1)
A = 20.

Les deux racines du polyndme sont donc :

x, = —4= V20 o 4V
2 2= 2
_ —4-2Ys —442V/5
2 N
=-2-Vs. =-2+V5.
D’ou le tableau de signe suivant :
X —o0 X1 X2 +o0
X*4+4X —1 + 0 —~ 0 +

f'(x) est du signe de x+4/x — 1, ¢’est-a-dire de X> 44X — 1 en posant X = /x. Ainsi, X >0
et x = X2 ; de plus, d’apres le tableau de signes précédent,

x4+4/x—1>08 x> —2+5

S x> (—2+\/§>2
Sx>9-4V5

14



D’ou le tableau suivant :

x 0 9—4/5 +o0
f'(x) - 0 +
fool0 T op4ys— 7

2(9-4v5) —/9—4/5
r(o-4v3)= ( z+¢>m

_18—8\/§—<—2+\/§>
N 2—(—2+\/§)

_20-9V5 V5
RV RV
_ 454205

5
= —9+4V5.

Je précise que /9 —4v/5 = —2++/5 d’apres les calculs faits précédemment.

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

g est de la forme Z’ avec u(x) = xet v(x) = vVxZ + 1.
- %

u'v—u/ , 2x x
,avecu/ (x) =1letV(x) = = )
V2 (x) ) 2VX2+1 Va2+1

Ainsi, g’ =
D’ou:
2 _ X
IxvVxc+1—xx N
2
x2+1
) X
xc+1-=
VxZ 41
x2+1
(V1) -2
V241
x2+1
1

(x2+1)vVx2+1

g(x) =

g'(x) =

(x> +1) > 0et vVx2+1 >0 donc g'(x) > 0 sur R.

Ainsi, g est strictement croissante sur R.

15



Notons que la fonction g est impaire car g(—x) = g(x) et que son domaine de définition est centré
en 0. Donc 1_i>m g(x) =— lim g(x).
X—> —o0

X—>o0
On peut écrire :

B X
|xh/1%—é
1

= —— pour x > 0.
V1t+s
1 .
Or, lim — =0donc lim 1+— V1=1.
X——4oo X X— o0
Par conséquent, | lim g(x) =1|etdonc| lim g(x)=—1]|
X—>—+o0 X——o0
2x
S )= ———
T = e
_ X )
x2+1
fx)=4g'(x)-2
Nous avons dit que g était strictement croissante sur R et que 1_13_1 gx)=1.
X oo

Donc g(x) < 1 sur R.
Par conséquent, g(x) —2 < 0 sur R, donc f’(x) < 0 sur R.

f est donc strictement décroissante sur R.

W f0)y=1et f(1)=v2—-2<0.
Or, f est strictement décroissante et continue sur [0;1]. Donc, d’apres le corollaire du théo-

réeme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) = 0 admet une unique solution & sur [0;1].
On trouve o ~ 0,58.

B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Calculons lim f(x). Pour cela, on écrit :
x—0

ox=2 \/4 x+2
T = =2 Vaiex+2
_ (x—2) (VA—x+2)

4—x—-4
_ (x-2)(VA—x+2)
—X

iy -2 ()] -

0 . .
. lim(—x) =0~ = (par quotient) )lclg(l) f(x) =+
))ch(()) x>0

16



tim [(x—2) (VA —x+2)] = -8
x—0 lim(—x) = 0" = (par quotient) )161% f(x) = —oo

x—0
<0 x<0

lim f(x) # lim f(x) donc f n’est pas continue en 0.
x—0 x—0

x<0 x>0

Calculons lim f(x).

x—2

lim(x—2) (VA= x+2) =0~

x—2
lim(—x) = -2
x—2

Ainsi, f(2) = lin%f(x).
x—
La fonction f est donc continue en 0.

= (par quotient) lim f(x) =0
x—2

La fonction x — x — 2 est dérivable sur R.
La fonction x — /4 —x — 2 est dérivable partout ou 4 —x > 0, donc pour x < 4, et s’annule pour
x=0. |
La fonction X — X est dérivable pour tout X non nul.
Ainsi, f est dérivable sur |—oo;0[ et sur |0;4/.

* Dérivabilité en 4.
Le taux d’accroissement de f en O est :

4—h)—f(4
(RO
h
1 2-h
=—-X
h Vh—2
1 2-h V42
h Vh=2 Vh+2
1 -n(Vi+2)
=—X
h—4
Ainsi, %irr(l) 7(h) = —oo. La fonction f n’est donc pas dérivable en 4.
—

h>0
* Dérivabilité en 0.
La fonction f n’est pas continue en 0, donc elle n’est pas dérivable en 0.

ﬂ lir% f(x) = £eo donc la droite d’équation x = 0 est une asymptote a la courbe représentative de la
X—

fonction f (notée %).
De plus, }llirr(l) 7(h) = —eo donc % admet une tangente verticale dirigée par le bas en 4.
_>

h>0

17



B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

_ VX 4x+42 \/x2+x+2—|—2

4 S x—1 \/x2+x+2—|—2

_ Z4x-=2
(x—l)(x/x2+x+2—|—2)
=D+
(x—l)(x/x2+x+2—|—2>
x+2
= six#1
VX2 +x+2+42 7
3
Ainsi, lim f(x) = — = f(1). Donc, f est continue en 1.
x—1 4

Le taux d’accroissement de f en 1 est :

_ S —f(1)
T(x) = 1
Vi3
. x—1 4
N x—1
_4\/x2+x—|—2—(3x—{—5) AvVx?+x+2+ (3x+5)
4x—1)2 WP xt2+(3x+5)
1662 +16x+32 —9x% —30x — 25
4(x—1)2 <4\/x2+x+2+ (3x+ 5)>
B Ix* — 14x+7
4(x—1)2 (4\/ Z4x+2 +(3x—|—5)>
T(x—1)?
4x—1)2 <4\/x2 Fxt24 (3x+ 5))
B 7
4<4\/x2+x+2+(3x+5)>
7

Ainsi, lim 7
s i ) = 16

La limite du taux d’accroissement de f en 1 étant une valeur finie, f est dérivable en 1.
fA+h)—r(1)
h

plus longues que celles faites ci-dessus. Vous pouvez toujours essayer...

car les modifications d’écriture étaient

N.B. Je n’ai pas pris I’expression 7(h) =

La fonction x — v/x% +x+ 2 est dérivable pour tout x ou le radicant est strictement positif, ce
qui est toujours le cas car le discriminant de x> 4 x + 2 est strictement négatif. Ainsi, la fonction

X — Vx2 4+ x+2—2 est dérivable sur R.

1
La fonction X +— y et dérivable sur | —eo; 0] et sur |0;+oo[ donc la fonction x — est déri-

vable pour x # 1.
Par conséquent, la fonction f est dérivable pour x # 1 comme produit de deux fonctions dérivables
pour x # 1.

18



B Corrigé de I'exercice 12.

Considérons le polyndme P(x)

Son discriminant est :

Il a donc deux racines :

[Retour a I’énoncé de I’exercice]

=2x* —x—1.

A=1-4x2x(=1)=09.

1-3
M=y 143
_ 1 2T
) =1
D’ou le tableau de signes suivant
x —1 —% 1
P(x) + 0 — 0

Ainsi, sur |0; 1],

Ainsi, lim f(x) =
x—1

1+ x—2x2
1) =2

L 2(x—1) (x+3)

VT —xxV1+x

() (-

vV14+x 8 1—x

2(x+%)m
NiEs:

0. La fonction f est donc continue en 1.

H lim |2x —x—1|=4et lim V1-x2=0",

A1ns1, par quotient, lim
X——

x——1

) =

+oo,

La fonction f n’est donc pas continue en —1.

Le taux d’accroissement de la fonction f en 1 est :

x—1

Ainsi, f n’est pas dérivable en 1.

hm( 2x—1)=—3et lim /1 —x2 =07 donc, par quotient, lim T(x) = —oo.
X x—
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ﬂ Jf n’étant pas continue en —1, elle n’est pas dérivable en —1.

2x2

o 2(x—1)(x—|—%)

1
e Six< —=, flx) = =
El A e e

Ainsi, le taux d’accroissement de f en —3 par valeurs inférieures est :

D’ou:

et donc

Ainsi, lim 7(x)# lim 7
»%—% »4—%
X>—§ x<—7

X)) — f(—1
T(x) = f(x)_ (f_(%)z)
~ 2(x—1)
RV
-3 6
s RV

Par conséquent, f n’est pas dérivable en —5

1
E a. Sur]—l;—i{,P(x) >Odoncf(x):ﬁ.

. . u
Ainsi, f est de la forme —, avec :
v

u(x) =2x* —x—1
u(x)=4x—1

D’ou:

6
lim 7(x) = —.
x——1 3
x>—1
2% —x—1
v(x) =vV1—x2

(4x— VT—2 - =2
1 —x2
(4x—1)(1 —x?) +x(2x*> —x—1)

(1—=x2)V1—x2

23 +3x—1

T = e

20



b.

« 1 » est une racine évidente du polyndme —2x> + 3x — 1. Ainsi, ce dernier peut se factoriser
sous la forme (x — 1)(ax? + bx+c).
Il faut donc que :

2+ 3x— 1= (x—1)(ax* + bx+¢)

2 +3x—l=ax’ +bx> +cex—ax* —bx—c

2343 —1=a +(b—a)x*+(c—b)x—c
D’outa=—-2,c=1etdonc b = —2.

. (x—1)(=2x* —2x+1)
Ainsi, f'(x) = 12

Le dénominateur de f(x) étant toujours strictement positif sur] —1 =5 [, f'(x) est du signe

de son numérateur.
Le discriminant de —2x? —2x+ 1 est A = 12, donc ce dernier a deux racines réelles distinctes :
2-2v3 —1+3 —1-3
— ey et Xz = ——
—4 2 2

1 )
Xy < —letx; > 5 D’ou le tableau suivant :

X1

1)2 1
— 1 () 20 (<32 (-4) -]
) | =
= - ? 1- (-4
—2xr —2x+1 + 1,1
xf/(x)x _ :|§+§_1}
- 3
=0
1 —2x%4x+1
. Sur |—=;1],P(x) <0donc f(x) = —————.
|-3e1] o one S0 ==
Ainsi, f est de la forme —, avec :
V
u(x) = —2x>+x+1 v(x) =V1—x2
u'(x)=—4x+1 V(x) = —2x =X
2V1—x2 V1 —x?
D’ou :
uv—u
F =" )
—x(=2x%4x+1
B (—4x+1)v1 32— =] %H)
N 1 —x2
(A +D)(1—x*) +x(—2x +x+1)
(1—=x2)V1 —x2
23 —3x+1
(1-x?)V1—x

b. « 1 » est une racine évidente du polyndme 2x> — 3x + 1. Ainsi, ce dernier peut se factoriser

sous la forme (x — 1)(ax? + bx+c).
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Il faut donc que :

26 —3x4+1= (x—1)(ax* +bx+c)
= ax® +bx* +cx—ax’ —bx—c
—ax’ +(b—a)x* +(c—b)x—c
D'outa=2,c=—1etdonc b =2.

L (x—1)(2x24+2x—1)
Ainsi, f'(x) = (R A

: : : » 1 .
Le dénominateur de f’(x) étant toujours strictement positif sur } —1; —3 [ f'(x) est du signe

de son numérateur.
Le discriminant de 2x2 4 2x — 1 est A = 12, donc ce dernier a deux racines réelles distinctes :

2-2V3_ —1-V3_ 1443
X1 = = =
: 4 2 2
X1 < ) etx) € ] > 1 [ D’ou le tableau suivant :
X —l ﬂ 1
% 2
22 1251 — 0 + SPWCW.
f'(x) + 0 = |
/ \
! 0 0
E Le tableau de variations complet de f est :
X -1 —l ﬂ 1
2 2
foo|rt T

On a alors la courbe suivante :

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
|
|
|
1

1

N —
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B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Par construction, OM = ON = 60 mm, donc OAB est isocele en O.

AOM est isocele en O donc le pied de la hauteur issue de O est le milieu de [MN].
Dans le triangle OIM rectangle en I, on a :

M
inMOI = —
Sin oM’
soit :
sin (2) = T
2/ 60’
ou encore .
sin (a) = MN
2/  120°

a. f'(x)=1—cosx.Or,x € [O; g} = 0 < cosx < 1,donc 0 < f/(x) < 1. f/(x) est donc positive,
ce qui implique que f est croissante sur [0 ; g} .
£(0) = 0—sin7(t) —0 etf(g); g ~1.
Ainsi, sur [O;E],f(x) € [O;E_ 1]
b. De la question précédente, on peut déduire que pour x € [O; g} , la différence entre x et sinx

est inférieure a 5~ 1, soit approximativement 0,57, ce qui est relativement peu. On peut

donc remplacer sinx par x en ne commettant qu’une erreur faible si x € [0 ; 5] .

ﬁ De la question précédente, on peut écrire :
sin( 717 OC) ~ 2 (07
360 /7 360

et donc, d’apres la question 2 :

m  MN
360"~ 120
Or,
T3
d’ou
o ~ MN.

E La formule d’ Al-Kashi nous donne :

MN? = 60 + 60% — 2 x 60 x 60 X cos ¢,

soit :

g(a) =60v2—2cosa.
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E La courbe représentative de la fonction d est :

A

)
\J

20 30 40 5 60 70 80 90 ¢

On constate que pour & € [0;70], |[d(a)| < 1, ce qui signifie que la différence entre o et g(o) ne
differe pas plus de 1°. De plus, pour o € [70;90], cette différence n’excéde pas 5°, ce qui n’est
pas énorme. L’ approximation peut donc étre considérée comme satisfaisante.
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Enonceés

Fonction exponentielle

Disponible sur http: // www. mathweb. fr

o Exercices d’'application du cours

o Exercices de réflexion

4 aoiit 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Propriétés algébriques

W Exercice 1. Produits, quotients et puissances *veterrse @
(Source : ts-exp-08)
Simplifier les nombres suivants en donnant le résultat sous la forme d’une seule exponentielle.

e xe 3 (e‘2)3 ez xe 2

el
-9 3

B-- 0-— A (' xe?)

B Exercice 2. Simplification d’expressions *irtevese @

{Corrigé page 32 %}

(Source : ts-exp-09)

Simplifier les expressions suivantes en donnant le résultat sous la forme d’une seule exponentielle.

er—l % e—x+3 (e,erl % ex,1>2

e3x71 ﬂ e2x+3 % eSx—Z -1
o2 et
Equations — inéquations
W Exercice 3. Equations *kietere @
(Source : ts-exp-10) [Corrigé page 328
Résoudre dans R les équations suivantes :

2 2

e t2 — E et 1 — @26 +3x-2
et = [ 5 2%+ =3
e2x+3 — o—2x-5 24 362X =5
n e +2 — o3x+l E 7 _4e5x-3 —3
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W Exercice 4. Equations avec changement de variable

(Source : ts-exp-11)

Résoudre dans R les équations suivantes :

BN e —2e"+1=0 Pl ¥ 4er—2=0

Les équations suivantes nécessitent le logarithme népérien.

262)6

—7¢"+3=0 n6ezx~|—ex—1:O

B Exercice 5. Inéquations

(Source : ts-exp-12)

Résoudre dans R est inéquations suivantes.

*xtrvete @
{Corrigé page 34 %}

*ktetery @
{Corrigé page 34 %}

@31 5 o2xt4 -l e 8+ 3e 23 < 1]

e 25 L et E 12454 > 8 I3 56+ 14e*15 > 70

B Exercice 6. Inéquations avec changement de variable

(Source : ts-exp-13)

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

B X ter =220 Pl ¥ —2e"+1<0

Les inéquations suivantes nécessitent le logarithme népérien.

Bl 6e¥ +e"—1<0 Ul 2e* —7¢*+3 <0

W Exercice 7. Fonction f:x+— (x—1)(2—e™)

(Source : ts-exp-06)

Soit f la fonction définie sur I’intervalle [0; +oo[ par :

Sa courbe représentative € est tracée dans le repere orthonormal page suivante.

0 -

b.

C.

a
b.

o

f)=@x=1)(2-e™).

Etudier la limite de f en .
Montrer que la droite A d’équation y = 2x — 2 est asymptote a €.

Etudier la position relative de € et A.

. Calculer f'(x) et montrer que f'(x) =xe ™ +2(1 —e™).

En déduire que, pour tout réel x strictement positif, f'(x) > 0.

Préciser la valeur de f’(0) puis donner les variations de f.
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My
10

Etudes de fonctions

B Exercice 8. Fonction f:x+e* — (x+1)e*
(Source : ts-exp-01)

Cet exercice fait appel au logarithme népérien (Partie B).

Partie A : Démonstration de cours

Démontrer que pour tout réel positif ou nul x :

[\

X
2

X

e —— > 1.

X

En déduire lim —.

X—r+o0 X

*k ket @
{Corrigé page 37 %}

Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire

On considere la fonction g définie sur R par :
g(x)=2e"—x—2.

Déterminer la limite de g en —oo puis en —+oo.
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Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variations.

a. Montrer que x = 0 est solution de ’équation g(x) = 0.

b. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une deuxieéme solution o sur I'intervalle |—1,6;—1,5].
Partie C : Etude de la fonction principale
On considere la fonction f définie sur R par :
flx) =e* —(x+1)e".
Déterminer la limite de f en —oo puis en oo,
Calculer f’(x). Déduire de la partie B le signe de f’(x) sur R.

Montrer que :

2
a”+ 2o
o) =——"——
fla)=-27
ou o est définie dans la partie précédente.
En déduire un encadrement de f().
n Dresser un tableau de variations de f.
B Exercice 9. Courbe de Gauss *k vevere @

(Source : ts-exp-02) [Corrigé page 40 &‘}

Soit k un réel strictement positif. On définit alors la fonction g; par :
gulx) =™

Etudier la parité de la fonction gy.

Démontrer que g est dérivable et donner sa dérivée g;.

Etudier le signe de g (x) puis dresser le tableau de variation de g.

U1 Exprimer g (x) et résoudre 1"équation g/ (x) = 0.

Représenter les courbes de g 1, 81 et go.

E Démontrer que, sur R :
h<g<= gn= gk

Dans cette question, k = % Soit & la solution positive de 1’équation g}/ (x) = 0.
Déterminer une équation de la tangente (7') a la courbe g; au point d’abscisse «. Tracer (T).
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W Exercice 10. Fonction f:x s e'V*
(Source : ts-exp-03)

On considere la fonction f définie sur [0;+oo[ par :

Sl =€ Ve

Tracer la courbe représentative de f sur [0; 10] sur votre calculatrice.

Conjecturer alors le sens de variation de f sur [0;+oo].

Calculer x1_1>r£N f(x).

Calculer f/(x) puis étudier son signe sur [0; +oo|.
Dresser alors le tableau de variations complet de f.
La conjecture faite a la question 1 était-elle correcte ?

B Exercice 11. Fonction f: x> \/xe"

(Source : ts-exp-04)

Soit f la fonction définie sur R™ par :

fx) = Vxe".

Calculer xl_l&lm f(x).

Déterminer f’(x).

En déduire les variations de f sur R .
Dresser un tableau de variations complet de f.

XX

B Exercice 12. Fonction f:x+— re7

(Source : ts-exp-14)
On considere la fonction f définie sur R par :

et —e™
eX e X

f(x)

On note % sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

Montrer que f est impaire.

Calculer lim f(x).

X—r+too

Montrer que f/(x) = %
(e

En déduire les variations de f sur R.

n Déterminer une équation de la tangente a ¢ au point d’abscisse 0.
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B Exercice 13. Fonction f; : x — In(e* +kx) —x *k ket @
{Corrigé page 44 %}

(Source : ts-exp-05)

Cet exercice nécessite l'utilisation du logarithme népérien.

Pour tout réel k strictement positif, on considere la fonction f; définie sur [0; +oo[ par :
Sfi(x) =1In(e* +kx) —x.

On note %) la courbe représentative de la fonction f; dans le plan muni d’un repére orthogonal
(0:7,7).

En étudiant le sens de variation d’une fonction convenablement choisie, démontrer que pour tout
réel positif x,
In(1+4+x) <x.

Calculer f](x) pour tout réel x appartenant a I’intervalle [0; 4o et en déduire le sens de variation
de la fonction f.

Montrer que pour tout réel positif x,

X
fulx) =1n (1 +k§> .
En déduire la limite de f; en +oo.

ﬂ a. Dresser le tableau de variations de fj.

b. Montrer que pour tout réel positif x,

fi(x) <

o | =

Déterminer une équation de la tangente .7 a la courbe %, au point O.

W Exercice 14. Fonction f(x) = (2x+1)e™* ke @
{Corrigé page 45 %}

(Source : ts-exp-07)

Partie A : étude d’une fonction auxiliaire
Soit ¢ la fonction définie sur R par :
o(x) = (x2 +x+1)e -1
a. Déterminer les limites de ¢ en —oo et en oo,
b. Etudier le sens de variations de ¢ puis dresser son tableau de variations sur R.

Démontrer que 1’équation ¢(x) = 0 admet deux solutions dans R, dont ’'une dans I’intervalle
[1;oo[, qui sera notée o.
Déterminer un encadrement d’amplitude 1073 de a.

En déduire le signe de @(x) sur R et le présenter dans un tableau.
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Partie B : étude de la position relative de deux courbes

Les fonctions f et g sont définies sur R par :

_ 2x+1
f(.X) = (2)C+ l)e * et g(.X') = m

Leurs courbes représentatives dans un repere orthogonal (O; 7, 7)) sont notées respectivement Cr et
¢, et sont représentées ci-dessous :

Y,
2
1
(fg
%\
\
0 >
—1 1 2 3 4
€y
—1

Démontrer que les deux courbes passent par le point A de coordonnées (0;1) et admettent en ce
point la méme tangente.

a. Démontrer que, pour tout nombre réel x,

(2x+1)p(x)
xX24+x+1

fx)—gx) =

ou ¢ est la fonction étudiée dans la partie A.
b. Etudier le signe de f(x) — g(x) pour x € R,

c. En déduire la position relative des courbes ¢ et €.
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Corrigés

4 aoit 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
edxe 3= es+(_3) —e2 e xe
— ' ﬂ _— = 63_4_(_2) = el =
e—2
D) e’ 97 s e2xe
= =e S g
o
_2\3 _ _ _92\3 11— _
Bl (c2) =23 =e A (e xe2)’ =el-1-2%3 =9
B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
2—1 o a—x+3 _ o2x—1—x+3 _ x+2 3x-1
e™ ! x e = e I = e, € B l-(dr2) _ gxtl

e4x— 2

(e—x+1 % ex—l)2 — e l—1)x2 _ 0 _ |

2043 o @3x—21\ 1

© xe — o(20+343r-2-4)x(—1) _ o—5x+3
et '

B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Une exponentielle étant toujours strictement positive, I’équation e*+2 = 0 n’admet aucune solu-

tion.

. . . . . e 5 ,
Une exponentielle étant toujours strictement positive, I’équation e ™! = —1 n’admet aucune

solution.

e” P =e 0 = 2 +3=-2x-5
— 4x=-8
= x=-2

L’ensemble solution de 1’équation e 3 = e =273 est donc |.¥ = {2}
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W 2 =3 = 5x42=3x+1
— x=-1
1

= x=—
T

. . 1
L ensemble solution de 1’équation e = e**+! est donc |.7 = {——}

E eF Tl =22 2 0232
— X*+3x—1=0

Le discriminant de x*> + 3x — 1 est A= 9 +4 = 13 donc il y a deux solutions :

xl:—3—\/1_3 x22—3+m'
2 2
Donc y:{_3_\/ﬁ‘ _3+\/E}
2 ’ 2
g 5_ze3x+2:3 — _2e3x+2:_2

— 2

e 32 _ 0

< 3x+2=0
— x= 2
3

2
L’ensemble solution de 1’équation 5 — 2e***2 = 3 est donc |.¥ = {——}

243eF =5 < 3> =3

— ¥ =1
— ¥ =¢’
<~— 2x=0
<— x=0

L ’ensemble solution de I’équation 2 +3e** = 5 est donc |.¥ = {0}

B 7463 =3 = —4e> =4
<<= ¢
p—— =cC
<— 5x—3=0

< 3
xX=-
5

3
L’ensemble solution de 1’équation 7 — 4e>*~3 = 3 est donc |.¥ = {——}
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B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I’exercice]
ﬂ e —2¢*+1=0.0n pose X = e". Ainsi, comme e — (e") , ’équation est équivalente a :

X2-2X41=0+= X-1)?=0<=X=1 <= &'=1 < x=0.

L’ensemble solution est donc | . = {0}

e” +e*—2=10.On pose X = e* et I’équation devient :
X*+X-2=0.

Le discriminant du polyndme X2 4 X —2 est A = 9 donc il admet deux racines :

—1-3 —1+43
1 ) € 2 )
Ainsi,
el = -2 et e =1.
Une exponentielle étant strictement positive, e*! = —2 est impossible.

e? =1 <= x, = 0 donc I’ensemble solution est|. = {0}

2e% —7e*+3=0 <= 2X?>—7X +3=0avec X =e".
Le discriminant de 2X2 —7X +3 est A =49 —4 x 2 x 3 =25 > 0 donc il admet deux racines :

7-5 1 1
Xl:TZEZeXI <~ XI:h’lE:—hlz
et 715
XQZ%:3:ex2 < xp =1n3.

L’ensemble solution est donc | = {—1n2 ; In3}

ﬂ 6eX +e"—1=0 <= 6X>+X—1=0avec X =e".

Le discriminant de 6X2 4+ X — 1 est A = 25 donc le polyndme admet deux racines :

—1-5 1
X = B :—E:ex' impossible car e* > 0 pour tout réel x
o 1+5 1 1
2= =§:ex2<:>xz:1n§:—ln3.

L’ensemble solution est donc |.¥ = {—1In3}

B Corrigé de I’exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

el > et = x> 244 = x>5.

L’ensemble solution est donc | . = |5;+oo|

1
e P et = 5Kt T = x> 2 — x> =3

1
L’ensemble solution est donc|.¥ = {—g ;+°°[
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lce = 2o1<1 = 2-2<0.

x2 — 2 admet pour racines \/§ et —\/i, et est négatif entre ses racines, donc I’ensemble solution

de I’'inéquation est | . = } —\/5;\/5[

12 —4e>tl > 8

AR

H 843 P <11 «= 3¢ 233
e e 23 ¢
— e—2x+3 < eO
+— —-2x+3<0
— —2x< -3
<

.X}E

3
L’ensemble solution est donc | . = {5 ; +°°[

I 56 +14e" 15 > 70 = 1415 > 14

— e47x—15 >1

< 47x—-15>0
15

< > —
Y77

15
L’ensemble solution est donc|.¥ = } el ;oo {

B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

e 4e'—2>0 < X’+X—-2>0avec X ="
<= (X —1)(X+2) > 0 (voir exercice 4 pour les racines)
— (e"=1)(e"+2) =0
<= e"'—1 >0 (care’+2 > 0 pour tout réel x)
— e'>1
<— x>0

L’ensemble solution est donc | .7 = [0; +oo|
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e 2e"+1<0 «— X?—2X+1<0avecX =¢"
— (X-1%<0

= (X —1)>=0car (X — 1)? est toujours positif ou nul

— X=1
— e'=1
< x=0

7 = {0}

L’ensemble solution est donc

6eX+ef —1<0 «— 6X2+X—1<0avec X =¢*

<= (3X —1)(2X +1) < 0 (voir exercice 4 pour les racines)

— (3¢"—1)(2¢"+1) <0

<= 3e¢"— 1< 0 (car2¢" + 1 > 0 pour tout réel x)

W[ —

< e' <
<— x< —1In3
S =]—oo;—1In3]

L’ensemble solution est donc

Il 2e¥—7e" +3<0 <= 2X>—7X+3 <0avec X = ¢
<= (2X —1)(X —3) < 0 (voir exercice 4 pour les racines)

— (Zex—l)(ex—3) <0

1
26F —1>0 < "> =

De plus, 3 etje*—3 >0 < e* >3 | d’ou le tableau suivant.
<= x> —In2 <= x>In3
X —oo —In2 In3 +oo
2e* — 1 — 0 + +
e -3 — — 0 +
(2¢* — 1) (e* —3) + 0 - 0 +
L’ensemble solution de I’inéquation 2e>* — 7e* +3 < 0 est donc | = |—In2;1n3]

B Corrigé de I'exercice 7.

0 -

« lim (x—2) = 4oo

X—>—+oo
* lim e *=0donc lim 2—e*)=2
X—>+o0 X—>—o00
Ainsi, par produit, xgr}rlw f(x) = +eo|.

b. f(x)=2x—2—xe *+e*donc:

f)—(2x-2) =

Or, lim ix =0 (cours) et

lim e =0donc:
X—r+oo € o0

x—+

lim [f(x)—(2x

X— o0

[Retour a I’énoncé de I’exercice]

X _
—4e .
eX

ce qui signifie que la droite d’équation y = 2x — 2 est asymptote a 6 en +oo.
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c. fx)—(2x—=2)=(1—x)e*>0sil—x>0,soitsix< 1.
Ainsi, € est au-dessus de A sur [0; 1] et au-dessous sur [1;+oo].

a. festdelaforme uv avec u(x) =x—letv(x) =2—e™".
Ainsi, f/ =u'v+uw/ avec v/ (x) =1 etV (x) =e™™.
D’ou:

b. Six>0,alorse™*>1etl—e*>0.
De plus, xe ™ > 0 donc, par somme de termes positifs, f'(x) > 0.

c. f/(0)=0.
De la question précédente, on déduit que f est strictement croissante sur [0;+oo].

B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Partie A : Démonstration de cours

2
X . . 4
Posons h(x) = e* — 5 Alors, h est dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables

sur R; on aalors #'(x) =e* —x et h'(x) =e* — 1.

Or, x > 0 donc e* > e’ = 1 donc 4"(x) > 0, ce qui signifie que 4’ est croissante. Or, #'(0) = 1
donc /' (x) > 0, ce qui implique que # est croissante. Or, 2(0) = 1 donc A(x) > 1.

De I’inégalité précédente, on déduit que pour x > 0, on a :

2
X
ex 2 1 -+ E s
soit en divisant par x :
e’ - 1 n X
x  x 2
Or, lim LX) — oo Ainsi, par comparaison, on a :
Jim (3+3) par comp
e)C
lim — = 4o
X——+oo X

Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire

Ona:

lim 2e*=0

X3 —oo - o
1—i>m (—x—2) = oo } - xgrl]oogOC) =t
X—>—o0

o e 2
On peut écrire : g(x) =x|2— —1—— ). Donc :
x

X
X
1iI:I'_l — =400
X—>4oo X .
) = | lim g(x) = oo
lim (—1 — —) =1 rotee
X—>4-00 X
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g est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R. On a :

g (x) =2e"—1.
Ainsi :
gx)>0 <—2">1
=e>1
< x>In}
D’ou le tableau de variations suivant :
X —o0 In % ~+o0
/ —_—
g'(x) 0 + g(inl) =2emi—nl—2
=In2—1.
8 \ /
In2—-1

a. g(0)=2e’—0—2=2-2=0donc x = 0 est bien une solution de 1’équation g(x) = 0.
b. g est continue sur | —oo;1n % [ donc a fortiori sur ]—1,6;—1,5].
De plus, g(—1,6) ~ 0,004 >0 et g(—1,5) ~ —0,054 < 0.
Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une unique solu-
tion (appelée @) a 1’équation g(x) = O sur I'intervalle |—1,6;—1,5].
De méme, 1’équation admet une unique solution sur }ln% ;400 [ qui est x = 0 d’apres la
question précédente.

L’équation n’admet donc que deux solutions sur R.

Partie C : Etude de la fonction principale

On peut écrire f(x) sous la forme :

Donc :
lim (—) = (0 (Partie A)
x——+oo \ ¥
. —1 —| lim f(x) = 4o
x1—1>r—il:loo (e_x> =0 x_>+°°f( )
lim e* = 4o
X—>—o0 )
De plus :
lim e* =0
X——oo i . _
lim (xe*) =0 Jm S (x)=0
X—>—oo




f est dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur R, eton a :

fl(x) =2e*—(e"+ (x+1)e")
=2e¥ — (x+2)e*
=e'(2ef —x—2)
= e'g(x)

Ainsi, f’(x) est du méme signe que g(x).

a+?2
On sait que g(o) = 0, c’est-a-dire que 2e* —a —2 =0, soite“:%.
Ainsi :
a+2\? oa+2
o)=|——| —(x+1)——
flo)=(*52) ~(@+n®;
_o’+4a+4 oP+3a+2
B 4 2
o’ +da+4-20°—6a—4
a 4
_ a*+2a
B 4
On sait que :
“1,6<a< 1,5
Donc :
2,25=(—1,5°<a’<(-1,6>=2,56 et —32<2a<-3,
d’ou:

—0,95=-3,2+2,25< a>+2a < 2,56 —3 = —0,44.

- 1 .
En multipliant par —1 chaque membre de cet encadrement, on obtient :

0,11 < f(a) <0,2375

n On a alors :
X e o 0 q e
f(x) + 0 = 0 +
fla) e
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La courbe représentative de f est la suivante (par curiosité) :

Y,
2
1
[ v 7\””61)/(0‘)
-5 —4 —3 | 1
—1
)

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Vx e R, gr(—x) = e K9 = e~k = gr(x). Donc gy est paire.

gi est la composée d’une fonction polynéme (u : x — —kx?) et d’une fonction exponentielle. Par
conséquent, elle est dérivable sur R comme la composée de deux fonctions dérivables sur R.

=u (x)e”(x)

g (x) = —Dkxe *

2 . . . .
Vx € Ry, e >0 et —2kx < 0. Ainsi, g{(x) < 0 sur R;. La fonction g est donc strictement
décroissante sur R ;. Par parité, g est donc croissante sur R_.

1 — 2 — —o00 1 X e 1 =
On a xl_l)IEw( kx=) et X1_1>rr_1we 0 donc xl_l)IJrrloo gr(x) =0.

De plus, g¢(0) = e k<0 — 0 — 1. On a donc le tableau suivant :

x —oo 0 oo
81(%) + 0 —
1
o / \
0 0
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gl (x) = —2ke ™ — 2hx x (—2kx)e k7.

= —2ke M7 (1 — 2ka?)
Ainsi :

Q) =0=1-2kx* =0

1
<:>x 2k
1
<:>x:— ou x=———(k>0
NeT VTR

Nous avons les courbes suivantes

=

0 h<ke —k<—h

& —kx? < —hx? car x2 >0

2 2 . . . .
e e car la fonction exponentielle est strictement croissante
< gk(x) < gn(x)

. Une équation de la tangente (7') a €,, au point d’abscisse o est

yzgg(a)(x a)+g1 ()
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B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Ona:

900 +
800 T
700 +
600 +
500 +
400
300
200 1

100 1

On peut alors conjecturer que f est croissante sur [0; +oo].

B f(=cl %),

1 1
Iim {1-— —) = 1. Par conséquent, lim x (1 — —) = oo,

x—roo VX X—roo VX
Or, lim e =+foeodonc lim f(x) = +ool
X—+oo X—>—oo
Brw=(1-57)e
WA

2Vx

f(x)>02yx—1>0

1 1
<:>\/E>§ o L 4
1 f(x) - 0 +
=X > - oo
4 fo |V — 7

La conjecture faite a la question 1 n’était donc
D’ou le tableau ci-contre. pas correcte.
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B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Bl lim x=+oet lim ef = oo,
X—>—+too X—>—+oo

Par produit, on déduit que| lim f(x) = +oo|.
X—>+oo

B )= (g + V) et ) = (2 ) )

1
f(X) >0 1+2x>0sx> — dol le tableau suivant ;

X 0 +o0
f'(x) +
f(x) o—— %
B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Le domaine de définition de f est centré en 0.

e X _e¥ eX _e X
De plus, pour tout réel x, f(—x) = ot orgrer —f(x).

f est donc impaire.

e"(1—e ) 1™
e (l+e ) l4e 2

)=

lim e X—>-o0
X——oc0

lim (—2x) = —eo
¥te X_y =| lim f(x)=1

f est de la forme L avec u(x)=e*—e retv(x) =e*+e "
v

uv—u/

Ainsi, f/ = avecu'(x) =e*+e *=v(x) etV (x) =e* —e* = u(x).

V2

On aalors: f'(x) = )] = [ux)]

2e % x e
4

flx) =

Ainsi, f/(x) > 0 sur R, ce qui signifie que f est strictement croissante sur R .

4
ﬂ f'(0 (1 n 1)2 =2et f(0) =0 donc I’équation réduite de la tangente a la courbe représentative
de f au point d’abscisse 0 est y = 2x.
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B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Posons ¢ : x+—In(1+x) —x.
1 —X
Alors, ¢@'(x) = —1= 0 0; +oof.
ors, ¢ (x) T~ 1—|—x< sur [0; 4-o0]

Par conséquent, ¢ est décroissante sur [0;+oo[. Or, ¢(0) = 0 donc @(x) < 0 sur [0;+eo|.

On en déduit donc que pour tout réel x positif, In(1 +x) —x < 0, soit In(1 +x) < x.

e“+k k—kx k(1 —x)
o fl(x)= —1= = .
. fk(x) e* +kx e +kx eX 4+ kx

e* + kx > 0 pour x > 0.

Ainsi, fy(x) 20 1—x>0&x< 1.

Donc f; est croissante sur [0; 1] et décroissante sur [1;+oo].

fix) =1In (e 4+ kx) —x

—n " (1445 )| -

=Ine*+1In (1 +k£> —x
ex

=x-+1n <1+kﬁ> —X
e)C

fix)=In (1 +kex—x>.

X

N . € . X
D’apres le cours, lim — = 4o donc lim — =0.
X—+oo X X—>+oo ¥

Ainsi, x1—1>1—10—l°° fi(x)=In1=0.

n a. On a le tableau suivant :

o7 0 1 Tl £(0)=In(e’+kx0)—0
fil®) + 0 - —Inl
fe 0 —— Infe+k)—1 0 —0.

b. D’apres la question précédente, fi(x) < In(e+k) — 1.

Or,
In(e+k)—1=1In [e (1+§)} —1

k
=Ine+In (l—l——) -1
e

k
zln(l+—)
e

k k
< — d’apres la question 1 car — >0
e e

o |

Ainsi, fi(x) <
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E Une équation de la tangente a 6 au point d’abscisse a est :
y = fila)(x—a) + fi(a).
Donc, au point O (a =0),on a:

y = £ (0)(x—0) + £¢(0)

o[=H]

B Corrigé de I'exercice 14. [Retour a I’énoncé de I’exercice]

Partie A : étude d’une fonction auxiliaire

2
1
a. (p(x):z—x+£—l———l.

Or, lim — =0, avecn € N.
X—>+oo ¥

Par conséquent, xLHEooq)(x) =—1}

De plus, lim (x2 +x+1) =+ooet lim e ¥ = +oo.
X—»—o0

X—y—o0

Par produit,| lim ¢@(x) = 4oo|.
X——o00

b. @'(x) =x(1 —x)e ™ d’ou le tableau de variations suivant :

X —oo 0 1 o0
o'(x) — 0 + 0 —
oo 3¢l —1

D’apres le tableau de variations de ¢, « 0 » est une solution de I’équation @(x) = 0. Celle-ci
n’admet pas d’autres solutions sur |—oo; 1[ puisque 0 est un minimum sur cet intervalle.
f(1)=~0,1>0et hT ¢(x) < 0. De plus, ¢ est continue et strictement décroissante sur |1 ;4-oo|

X— o0
donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation ¢ (x) = 0 admet une
unique solution ¢ sur |1 ;oo

On trouve 1,793 < o < 1,794.

2 — 0 o +oo
¢(x) + 0 + 0 -

Partie B : étude de la position relative de deux courbes

f(0) =1etg(0) =1 donc les deux courbes passent par A(0;1).
De plus,

, . . —2x% —2x+1
f(x)=(1-2x)e et g(x)= m

donc f(0) =1 et g’(0) = 1; ainsi, les deux courbes ont la méme tangente en A.

45



a. f(x)—g(x):(Qx_i_l)efx 2x+1

2 4x+1
(2 +x+1)e -1
=(2x+1
(2x+1) ( x24x+1
_ (2x+1)o(x)
1) —g) = S
b x —oo -3 0 o oo
o(x) + + 0 + 0 -
2x+ 1 - 0 + + +
f(x) —g(x) —~ 0 + 0 - 0 —
1
c. De ce dernier tableau, on déduit que f(x) > g(x) sur} —5ia {, donc que € est au-dessus de

% sur cet intervalle.
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Enonceés

Logarithme népérien

Disponible sur http: // www. mathweb. fr

o Exercices d’'application du cours

o Exercices de réflexion

4 aoiit 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Opérations algébriques

B Exercice 1. Simplification d’écritures *ictevete @

(Source : ts-In-13) {Corrigé page 56 &ﬂ

Simplifiez au maximum :

Ing —In2 In50+1In2 —1n10 ¥ Ine®

In6+1n3 3104 — 10256 £ Ine®* —Ine>

In25 —1n30+1n 10 [ 22— In16+1n128 9 ;EZ):

W Exercice 2. Equations *ktrvete @
(Source : ts-In-14) (Corrigé page 56 &)

Résoudre les équations suivantes :

In(3x—4) =In(2x+1) M8 In(2x% — 10x+8) = In(3x% — 3x — 18)

In(4 —2x) =In(x—1) H (Inx)2—3lnx+2=0

Bl In(2+x+1)=In(x>—2x+1) 13 2(Inx)2 —5Inx—3=0

B Exercice 3. Inéquations *kicrere @
(Source : ts-In-15) {Corrigé page 58 g}

Résoudre les inéquations suivantes :

In(5x+20) > In(3x—9) U8 In(22 —3x+1) > In(—5x2 + 8x—3)
In(8 — 2x) < In(5x —25) In(x? — 5x — 14) > In(2x> — 10x +8)
In(x>+1) < In(2x% +x+2) 0 In(x4x—6) > In(—2x% 4 14x + 16)
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Calculs de limites

B Exercice 4. Dimension d’une fractale *keiryr @
(Source : ts-In-19) {Corrigé page 60 @ﬂ

L’éponge de Menger est un objet fractal, c’est-a-dire un objet dit auto-similaire (quand on fait un
zoom sur une partie de cet objet, on retrouve la structure de 1’objet lui-méme).

Cet objet est construit a partir d’un cube rempli, en lui 6tant deux prismes perpendiculaires a base
carrée, puis en réitérant ceci une infinité de fois (voir illustration ci-dessous).

* N, le nombre de cubes pleins a I’étape p;

On note :

* L, lalongueur de la base du p-ieme cylindre enlevé (a I’étape p).

On appelle dimension de I’objet fractal 1e nombre d défini par :

1
d=— tim (2N)
p—+e \ InL,
Justifier que N, = 207 et L, = 377 pour p > 0.

In2
En déduire que d = n_O
In3
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, ) . Inx
B Exercice 5. Démonstration de cours : hT — *kvevede @
X—too X

(Source : ts-In-05) [Corrigé page 60 «@rﬂ

On considere la fonction f définie par :
f(x)=Inx—x.
Etudier les variations de f sur [1;+oo].

En déduire que pour x > 1, 0 < Inx < x.

| 1
Déduire alors que pour x > 1, 0 < X < —.
2 \x
X—>+o0 X

1
ﬂ Calculer alors lim <ﬂ>

W Exercice 6. Limites *hx ke @
(Source : ts-In-01) [Corrigé page 62 &vﬂ

Pour cet exercice, il ne faudra pas hésiter a prendre des initiatives.

On considere la fonction f définie sur R* par :

().

fx) =
Calculer 1iII(1) f(x).

Calculer xl_1>rjIle f(x).

Indice : on pourra démontrer que, pour tout réel x positif, In(1 4+ x) < x en étudiant la fonction
g(x) =In(14x) —x. Cela pourra nous servir dans notre raisonnement.

Calculer lim f(x).
= X—>—00

B Exercice 7. Limites *kkkvr @
(Source : ts-In-02) [Corrigé page 63 @rﬂ

Calculer les limites suivantes :

N 1
lim (_m a 1). In 1——)

X——o00 x2—1

m ln<x2_2x+2) . ln(l-i-\/)_c)
)lc—>1< (x—1)2 ) 4 hm(l——\/ﬁ)'
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Dérivation & étude de fonctions

B Exercice 8. Calculs de dérivées Kk @

(Source : ts-In-03) [Corrigé page 65 @5}

Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

fi(x) =xlnx—x f3(x) =1In (x?) Fo(x) = lngz—:—ll)
Inx

o) === I f(x) =Invxt 1 I fs(x) = In(Inx)

B Exercice 9. Fonction [ :x+— 1“)(6)2‘2;’11) sans consignes S SASROTN -
(Source : ts-In-04) {C°”igé page 66 %}
Etudier la fonction f définie sur R par :
(0 = In (x> +1)
flx)= 2l
W Exercice 10. Fonction f:x+ In(1+1) *ktrvete @
(Source : ts-In-06) {Corrigé page 67 “&ﬂ
On considere la fonction f définie par :
1
=In{1+4+-
oo =t (1+1)

Déterminer son domaine de définition.
Calculer f/(x) puis déterminer le sens de variation de f sur son domaine de définition.

Déterminer les limites de f(x) aux bornes de son domaine de définition.

Dresser un tableau de variations complet de la fonction f.

W Exercice 11. Fonction f:x— (x4 1)In(x® —2x+1) Tk vetere @

(Source : ts-In-07)

On considere la fonction f définie par :
fx)=(x—=1)ln (x2 —2x+1).
Donner le domaine de définition de f. On le notera 2.

Calculer les limites de f aux bornes de Z.

Calculer f7(x).

n Trouver le signe de f/(x) sur Z, puis en déduire les variations de f sur 2.
Dresser un tableau de variations complet de f.
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B Exercice 12. Comparaison de 7° et e” *kiriete @

(Source : ts-In-08) [Corrigé page 69 %}

Dans cet exercice, on acceptera la propriété suivante :
Pour tous réels a et b, alnb=1n (b“).

(Dans le cours, nous avons vu qu’elle était vraie pour a et b entiers seulement)

On considere la fonction f définie pour tout réel x strictement positif par :

f(x) =elnx—x.
Calculer lim f(x).
x—0
Calculer x1_1>r£w f(x).

Calculer f’(x) et étudier les variations de f. Dresser un tableau de variations de f.

n Comparer alors les nombres ¢ et e”.

W Exercice 13. Concentration de bactéries dans le corps *h kit @

(Source : ts-In-09) {Corrigé page 70 %}

Lorsque I’on prend des antibiotiques, la concentration de bactéries présentes dans le corps d’une
personne malade diminue avec le temps en suivant le modele d’une fonction f définie, pour 0 <7 < 6,
par :

ft)= ae’' +b | a, b, k étant trois réels, avec a # 0,

ol ¢ désigne le temps (exprimé en jour) et out f(¢) représente le taux de bactéries restantes.
Ainsi, f(0) = 1. On suppose que la totalité des bactéries sont éliminées apres 6 jours. Donc f(6) = 0.

Montrer que f(¢) = aes™(1-3) 11 —q.

On sait que 50 % des bactéries disparaissent au bout de deux jours.

1
En déduire que ae3n(1-3) 4 ;A= 0.

Pour tout nombre réel x > 1, on pose :

1 1 1
& Mont ') = (1 sin(1-5) 1.
ontrer que g’ (x) (+3x_3>e

. /
Y1 4 Calculer ngoo g (x).

b. On admet que g’ (x) = meﬂ

En déduire les variations de la fonction g’ puis celles de la fonction g sur |1;+oo].

Montrer alors que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution, notée «, sur |1,3;1,4][.
On admet que o ~ 1,309.
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B Exercice 14. Fonction f:x+ (x> 4 1)Inx —x *kkveve @

(Source : ts-In-10) {Corrigé page 71 @}

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire
On considere la fonction 4 définie sur |0 ; +oo| par :

xz—x—i—l

h(x) =1nx+ 5

2% +x—2
Montrer que sa dérivée est : h'(x) = %
- X

Etudier le signe de /' (x) sur ]0; 4-oo|.
Dresser un tableau de variations de A sur ]0; +eo[. En déduire le signe de A(x) sur |0;+-oo|.
Partie B : Etude d’une fonction
On considere la fonction f définie sur |0;+oo[ par :
flx)= (x2+ 1) Inx—x.
Calculer sa dérivée puis montrer I’équivalence suivante :
f'(x) >0<= h(x) >0.
En déduire les variations de f sur |0;+oo].

a. Déterminer lim f(x).
x—0
. Dé i li .
b. Déterminer Jim f(x)
c. Dresser un tableau de variation complet de la fonction f sur |0; +oo.

Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une unique solution, que I’on notera «, sur |0; 4-oo|.

S

Montrer que o appartient a I’intervalle |1 ;2].

Donner une valeur approchée de o a 10~! pres.

o
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W Exercice 15. Equation ¢* —Inx =0 *hkKkirte @

(Source : ts-In-12) [Corrigé page 73 %}

On considere la fonction f définie sur |0;+oo[ par :
f(x)=¢"—Inx
et sa courbe représentative ¢’ dans un plan rapporté a un repére orthonormé (0; 7, 7).

a. Etudier les variations de la fonction g définie sur [0; o[ par :
g(x) =xe" —1.

b. En déduire qu’il existe un réel positif unique « tel que : ae* = 1. Donner un encadrement de
o d’amplitude 1073,
c. Préciser le signe de g(x) selon les valeurs de x.
a. Déterminer les limites de f aux bornes de |0; 4-oo].

b. Calculer la fonction dérivée f de f et étudier son signe sur ]0;+oo[ en utilisant la question 1.
Dresser le tableau de variations de f.

1
¢. Montrer que f admet un minimum m égal a o + P Justifier que : 2,32 <m < 2,34.

Donner une équation de la tangente .7 a € en son point d’abscisse 1. Déterminer le point d’in-
tersection de .7 et de 1’axe des abscisses.

ﬂ Tracer € et 7.

B Exercice 16. Etude de la fonction f(x) = 2} *k Ak veve @

(Source : ts-In-17) [Corrigé page 74 %Z}

Partie A
On considere la fonction g définie sur |0 ; +oo[ par :
g(x)=1—xe—2Inx

Déterminer lim g(x) et lim g(x).

x—0 X—>—+o0

Déterminer les variations de g sur |0; 4-oo|.

. ) ) 1
Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur [5 ; 1] .
On notera o cette solution et on en donnera une valeur approchée a 0,01 pres.

¥} Donner alors le signe de g(x) sur ]0;4oo.
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Partie B

On considere la fonction f définie sur |0;+oo[ par :

Inx +xe
flo ="

Dé iner li li .
éterminer lim f(x)et Jim fx)
Montrer que f/(x) = @ et en déduire les variations de f sur |0; o[
- x

1+ oe

)| Mont o) = .
ontrer que f(o) 52
W Exercice 17. Fonction f:x+— X[(hﬂ% *hx ke @
(Source : ts-In-11) [Co”igé page 76 &}

Cet exercice comporte deux questions finales avec la notion d’intégration.
Partie A
Soit le polynome P(x) = x> + x> +x— 1.

Déterminer P’ (x), puis en déduire les variations de P sur R.

— 1
Montrer que 1’équation P(x) = 0 admet une unique solution, notée o, sur] 3 1 {

En déduire le signe de P(x) sur R.
Partie B

On considere la fonction f définie sur |0;+oo[ par :

2Inx

Jx) = x[(Inx)2+1]

(Inx)* + (Inx)? +Inx— 1

Montrer que la dérivée de f est f'(x) = —2 > 5
x2[(Inx)” +1]

A T’aide de la partie A, montrer que f/(x) est négatif sur Je% ; ool.

Calculer lim f(x) et lim f(x).
S x—0

X—>-o0

U] Dresser un tableau de variations complet de la fonction f sur J0;+oo| (on ne calculera pas f(a)).

In

En remarquant que f(x) = ))26 , déterminer une expression en fonction du réel ¢ supérieur

Inx

( +1
t
ou égal a 1 de I’intégrale : I(1) = / f(x) dx.
1

E Déterminer la valeur exacte puis approchée a 0,01 pres de ¢ tel que 1(z) = 1.
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W Exercice 18. Etude de la fonction f(x) = 31X **xkx @

(Source : ts-In-16) [Corrigé page 78 @j}

L’ objectif de cet exercice est d’étudier la fonction f définie sur |0;+oo[ par :

xInx
0=

Pour cela, on considere les fonctions g et 4 définies sur |0; +oo| par :
g)=(1—-D)nx+x>+1 et h(x)=2*(1—2Inx)

a. Calculer /' (x) puis en déduire les variations de la fonction 4 sur 0 ; +oo|.

b. Montrer qu’il existe une unique valeur a > 1 telle que 2(a) = 0. Donner une valeur approchée
de o 2 0,001 pres.

c. En déduire le signe de A(x) sur |0; 4-oo].

a. En vous aidant de la question précédente, trouver les variations de g sur ]0; 4-oo|.

b. En déduire que I’équation g(x) = 0 admet deux solutions f et ytellesque 0 < B < l ety > «,
B
Déduire de la question précédente les variations de f sur |0;+oo].

3 Montrer que f(B8) = —f(7).

avec y =

B Exercice 19. Détermination de coefficients (le retour) **xkx @

(Source : ts-In-18) {Corrigé page 81 @}

Soit f la fonction définie par :
f(x) =kln(ax+b)

ou a, b et k sont trois nombres réels non nuls.

=

On sait que f(1) = 1. Montrer alors que a + b = ex.

b
On sait de plus que f/(1) = 1. Montrer alors que a = 1

En déduire que b = <T> et puis que a =

=

ck.

x| =

1
Y1 4. Montrer que f(0) = 1+kIn (1 — %>

b. On souhaite que f(0) ~

dixieme pres.

1
5 Est-ce possible ? Si oui, donner une valeur approchée de k au

Aide : on pensera a appliquer le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires sur une
fonction appropriée et sur I'intervalle [—1;—0,2] par exemple.
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Corrigés

4 aoit 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

8
In8§ —In2 =1In (5) = In4 (que I’on peut aussi mettre sous la forme 21n2).

In6+1In3 =In(6 x 3) = In18.

2 2
In25—1n30+1n10 =In (% X 10) = 1n?5.

2
4] ln50+ln2—ln10:ln(501>(; ) ~1In 10.

3In4 —In256 =31n (2?) —In(2%) =61n2—8In2 = —2In2.

n 2In2—In16+1n128 =2In2 —In2*+1n2” =2In2 —4In2+7In2 = SIn2.

Ine> = 2x.

o) 3lne™™  3(x+1) 3x+3
2Ine!l~*  2(1—x) 2-2x

B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

In(3x —4) = In(2x + 1).

3x—4>0 x>

* Domaine de définition : il faut que , soit
2x+1>0

4
, donc que x > 3

xX>—=

* Résolution : In(3x—4) =In(2x+1) <= 3x—4=2x+1 <= x=5.

4
5> 3 donc I’ensemble solution est . = {5}
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In(4 —2x) =In(x—1).

4—-2x>0 2
* Domaine de définition : il faut que * = , soit xs ,donc que 1 <x < 2.
x—1>0 x>1

5
* Résolution : In(4 —2x) =In(x—1) <= 4—-2x=x—1 <= 5=3x — x=3.

5 5
1< 3 < 2 donc I’ensemble solution de I’équation est | . = {5}

In(x2+x+1)=In(x>—2x+1).

4+x+1>0

* Domaine de définition : il faut que ¢
x—=2x+1>0

Or, le discriminant de x*> + x4 1 est égal 2 —3 donc ce polyndme est toujours strictement
positif.

De plus, x> —2x4 1 = (x— 1)? donc seul x = 1 ne convient pas.

Le domaine de définition est donc 2 = R\ {1}.

* Résolution : In(x* +x+1) =In(x> —2x+1)
= 4x+1=x>—2x+1
<—3x=0
<—x=0.

0 € 2 donc I’ensemble solution de 1’équation est|.7 = {0}

U8 In(2x2 — 10x+8) = In(3x2 —3x — 18).

2x2—10x+8>0

* Domaine de définition : il faut que )
3x*—3x—18>0

10—6
Le discriminant de 2x% — 10x+ 8 est A} = 100 — 64 = 36 et donc ses racines sont =1
10+6
t—— =4.
“ Ty

Le polyndme est donc strictement positif sur |—eco; 1[U]4;+oco].

Le discriminant de 3x* —3x — 18 est Ay = 9+ 216 = 225 et donc ses racines sont
3—15 _ 9 3415 3

6 6
Le polyndme est donc strictement positif sur |—eo; —2[U]3;4-o0].

Le domaine de définition est donc & = |—co; —2[U]4;+oo].
* Résolution : In(2x* — 10x+8) = In(3x> —3x — 18)
2% —10x 48 = 3x* —3x— 18
= x> +7x—26=0.

Le discriminant de x* + 7x — 26 est A = 49 + 104 = 153 donc il admet deux racines :

—7—2\/153 c D et —7+2\/153 ¢ 9.

—7—+153
L’ensemble solution de 1’équation est donc | . = {T}
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B (Inx)2—3Inx+2 = 0. Posons X = Inx.

L’équation devient : X> — 3X + 2 = 0 et admet pour solutions X = 1 et X = 2.

Ainsi, Inx = 1 ou Inx = 2, soit x = e ou x = e=.

L’ensemble solution est donc | .¥ = {e ; ez}

13 2(Inx)? —5Inx—3 = 0. Posons X = Inx.

1
L’équation devient 2X? — 5X — 3 = 0 et admet pour solutions X =3 et X = —5

1 1
Ainsi, Inx=3oulnx= ——, soitx=e> oux=e 9 = —,
2 Ve
L’ensemble solution est donc | .¥ = {63 ; e 0 }
B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
In(5x+20) > In(3x—9).
5x+20>0
* Domaine de définition : il faut que x4 2U> , soit x > 3.
3x—9>0
Le domaine de définition est donc & = |3;+-co].
* Résolution : In(5x+20) > In(3x—9)

< 5x+20>3x—9
<= 2x > -29

x> 2
X -
2
29

Notons :} -5 ;oo [; alors, I’ensemble solution de I’inéquation est % N %, soit | ¥ = |3; 40| |.

In(8 — 2x) < In(5x — 25).

* Domaine de définition : il faut que

8—2x>0 . x<4
5—25>0 x>5

définition est | —oc0;4[U]5;4o00].
* Résolution : In(8 —2x) < In(5x —25)
<—8—-2x<5x—-25
< 8+25 < 5x+2x
<— Tx >33
= x= g
7

3
Notons Z = {7 ;oo [; I’ensemble solution de I’inéquation est alors % N Z, soit
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In(x* +1) < In(2x? +x+2).

Z4+1>0

* Domaine de définition : il faut que , ce qui est toujours le cas car le

2 +x+2>0
discriminant des polyndmes x* + 1 et 2x> 4 x + 2 sont strictement négatifs.
Le domaine de définition est donc R.

* Résolution : In(x* +1) < In(2x* + x+2)

=P+ 1< 2?4 x+2
= +x+1>0.
Le discriminant de x> 4 x + 1 étant strictement négatif, tout réel x convient.

L’ensemble solution de cette inéquation est donc | . = R |.

U8 In(2x2 —3x+1) > In(—5x2 + 8x — 3).

1
- Domaine de définition : les racines de 2x* — 3x+ 1 sont 1 et X ainsi, 2x2 —3x+1 > 0 sur

1:]—m;%{u]1;+m[.

3 3
Les racines de —5x% + 8x — 3 sont 1 et 5 donc —5x*+8x—3 >0surJ = } 5 ;1 [

Le domaine de définition est donc /NJ = &.

* Résolution : le domaine de définition étant I’ensemble vide, il ne peut y avoir de solutions

a cette inéquation. Donc

H In(x® —5x—14) > In(2x% — 10x + 8).

Eln

* Domaine de définition : le polynome x> — 5x — 14 admet pour racines —2 et 7 donc il est

strictement positif sur / = |—oo; —2[U]7; +oo].
Le polyndme 2x*> — 10x + 8 admet pour racines 4 et 1 donc il est strictement positif sur
J=]—00;1[U]4; o0l

Le domaine de définition est donc I NJ, soit ¥ = |—oo; —2[U]7; +oo].

* Résolution : In(x* — 5x — 14) > In(2x* — 10x +8)

e x> 5x—14>2x*—10x+8
— x> —5x+22<0.

Le discriminant de x> — 5x+ 22 est A = 25 — 108 < 0 donc le polyndme est toujours stricte-
ment positif.

L’ensemble solution de I’inéquation est donc | . = | —co; —2[U|7; 4-o00]

+x—6) > In(—2x% + 14x 4 16).

* Domaine de définition : le polyndme x> + x — 6 admet pour racines 2 et —3 donc il est

strictement positif sur / = |—oo; —3[U]2; +oo].

Le polyndme —2x% + 14x + 16 admet pour racines —1 et 8 donc il est strictement positif sur
J=]-1;8|.

Le domaine de définition est donc I NJ, soit Z = |2;8].
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* Résolution : In(x* 4+x—6) > In(—2x> 4 14x+ 16)
=P x—6> 27+ 14+16
= 3x* —13x 22> 0.
Le discriminant du polynéme 3x> — 13x — 22 est A = 169 + 12 x 22 = 433 donc il admet

13 —+v433 13 ++v433
deux racines : x; = — < ¢ Petxy= % €9.

Ainsi, 3x% — 13x —22 > 0 sur % = |—oo;x1[U]x ; 4-00[.

L’ensemble solution de 1’inéquation est donc % N Z, soit | = 6

13+\/433_8[

B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Démontrons par récurrence les résultats.

« ATétape p = 1, il y a 20 cubes remplis (il suffit de compter). Donc N; = 20.
De plus, la longueur du carré de base des cylindres représente le tiers du c6té du cube donc

1
Ll 2523_1.

* Supposons qu’a I’étape p — 1, N,_; =207 et L, | =3~(P~ 1),
La fractale étant auto-similaire, a chaque cube de 1’étape p — 1, on fait ce que 1’on a fait au

premier cube donc :
N, =20 x N,_j =20 x 207" =207
De plus,
1

-1 —(p—1 —
Lp=3Lp1=3""x3 (=1 =3,

L’hérédité est vérifiée.
La propriété est donc vraie pour tout entier p > 0.

Par définition, on a :

InN,
d=— lim ( —p
p—rtoo lan
In (207
i (B9
p=+e\ In(377)
In (20
= — lim m car In(a”) = pln(a)
p—tee \ —pln (3)
In(20)
p—+e \_In(3)
~ In20
In3




B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

oy — L
f(x)—x 1.

1
Or, pourx > 1,0 < — < 1, et donc f'(x) <O0.
X

La fonction f est donc décroissante sur |1 ;+oo].

f(1)=—1,donc f(x) <O sur [1;4ec]. Donc Inx < x sur cet intervalle.
De plus, on sait que pour x > 1, Inx > 0.
On en déduit alors que sur [1; 4o, 0 < Inx < x.

Posons x = v/u, u > 1.
Alors, de ce qui précede, on déduit que

0<Invu<+u.

Ainsi, en divisant par u#, on a :

u
on encore :
L
~Inu 1
0< 22— < —.
u Vu

Que I’on mette u ou x importe peu. Ainsi,

Vx €[0;400[, 0 < — < —.

1
ﬁ xl_i&looﬁ = 0 donc d’apres le théoreme des gendarmes, xl_i&loo%c = 0. Multiplier I’expression
L e ch la limite, donc Tim % — 0
ar — ne change pas la limite, donc lim — =0.
P 2 gep ’ x—too X
B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
In(X+1
Nous savons que lim M = 1. Ainsi, en posant X = x2,ona:
o x—0 X
In (x> +1
x—0 X
In(x*+1
De plus, lim(x— 1) = —1, donc lim ((x— 1)#) =—1.
x—0 x—0 X

Ainsi, | lim f(x) = —1.

x—0

Nous pouvons écrire, sur R* :

ln(x2—|—1) ln(xz—i—l) 41
X O 2+1 % x2

fx) =
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InX

* lim —— =0, donc en posant X = x2+ 1, nous avons :
X—+4oo X
In (x> +1
lim (2 ) =0.
x—too  x2+1
2 1
2 1 X <1 + —2) 1
De plus, lim * —; = lim —2x = lim (1 —|——2) =1.
X——too X X— o0 X X—r+oo X
Alinsi,
. 1H(X2+1) x> +1
x1_1>rJrr1m ( S X 2 =0. (IIL.1)

1 1
. ln(x2+l) =In {xz <1+—2)} =2Ilnx-+1n (l+—2).
X X
In(x*+1 1 1 1
x—):22+_ln(1+_2)_
X X

~

Ainsi,
X X

Posons g(x) = In(1 +x) —x, pur x > 0.

Alors, g'(x) = Tox 1 < 0 pour x > 0 donc g est décroissante sur [0; o]
x

De plus, g(0) = 0 donc cela signifie que g(x) < 0 sur [0; 4oo].

1 1 1 1 1
Ainsi, pour x > 0, In(1 +x) < xetdonclIn | 1+ —2> < soit —In | 1+ =) <5
X X X X X
1 1 . 1 1 1
— > 0donc 1—1——2 >1,d’ouln <1 —|——2> > 0 et finalement — In (1 -|-—2> > 0.
X X X X X
. 1 1 1
Ainsi, 0 < —1In 1+—2 < =-
X X X
1 1
On en déduit alors que lim {— In (1 + —2)} = 0 (théoreme des gendarmes).
X—+o [ X X
1
De plus, lim ax_ 0 donc
X—+oo X
In(x*+1
fm D (I11.2)
X—>4-o00 X

Finalement, des égalités (II1.1) et (II.2), on en déduit :

lim f(x)=0|

X—r+oo

D’apres la question précédente,
lim
De plus, en écrivant pour x < 0 :

In(x*+1 1 1 1
S ):2“|x|+—1n(1+—2),
X X X X

1
Ona lim M =0.
X——oo X

1 1 1 1 1
De plus, on a toujours 0 < In (1+—2) < — et donc — < —-In (1+—2) < 0 pour x <O0.
X X X X X
1

1
Donc, lim —In <1 + —2> = 0 (théoreme des gendarmes).
X

x—y—o0 X
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Finalement,

In (x*+1
lim ( ) =0.
X—y—00 X
Alors,
Jim f(x) =0.
B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
InX

Nous savons que lim 12 o,

X—40o X

Posons X = vx2 — 1. Alors, lim X = +oo.

X—y—o00

Invx2—1 _InX InX y 1

21 X2 X X

InvaZ—1 X 1 1 InX
Ainsi, lim <nx—> ~ lim (n x—).Or, im — = lim —= = 0. Ainsi,
oo

De plus,

X—r—o0 x2—1 X—4oX Xt X

' (ln\/xz—l)
lim { ——— ] =0
X—r—00 x=—1
In(x>~2x+2) In[(x—1%+1] In(X+1
n(C-20+2) [0 P41]  ImXHD) e e
=] (x_l)z (x—l)z X

In (x* —2x+2)

(x—1)2 )Z;Ho X

lim X = 0 donc lim (

x—1 x—1

Ainsi,

1
Posons f(X) =1In(1—X?)etg(x) =In(1+X), avec X = —.
x

Alors, lim X =0, et f(0) =g(0)=1In1=0.

X—>+o0

g(X)  g(X)—gl
_JX)=f0) X0
X-0  g(X)-g(0)

Par conséquent,

lim@:ﬁm f(X)_f(O)X X-0

X—0 g(X) X—0 X—-0 g(X) —g(O)

S-S0 e X-0 1

I 0 O =) £ 00
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f’(X)Zmetg’(X)_H—X
Ainsi,
S _fo 0,
x-0g(X) g0 1
et donc :
In <l—é>
1_i>moo I =0.
T\ <1+;>
n On peut écrire :
ln(l%—\/)_c)_ln(l+\/)_c)>< VX ><1~l-\/x+l
I—vx+1  x 1—vVx+r1l 14+x+1
_ In(1+4 /%) y VE(1+vx+1)
IRVZ: I—(x+1)
_In(+vo) VE(1T+Vx+1)
— NG —
_ In(1+VX) Xﬁ(l#—vx—kl)
Vx —\/}x)ﬁé
:ln(l-l—\/})>< _(1+\/x+1)
VX VX
. ln(l—i-\/)_c)_l. 1n(1+x)_1 )
. xlir(l) \/} _Xlg}) X -
> lim/x=0" i (ln(H—\/?_C)) _
> lim (-%)z—w = lim <__(1+Vx+1)):_oo =0\ 1—Vax+1)
X—0T x—0 ﬁ
>ii_1>r(1)<1+\/x+1>:2 )

B Corrigé de I'exercice 8.
f1(x) =xInx —x.
La fonction x — xInx est de la forme uv avec :
u(x)=x

v(x) =1Inx

donc sa dérivée est :

2

[Retour a I’énoncé de I'exercice]

1
(Wv+w')(x) =1 xInx+xx - =Inx+1.

Ainsi,
filx)=lnx+1-1
fi(x) =Inx.
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|
fr(x)= %C donc f; est de la forme % avec :

1
u(x)=Inx  ; u'(x)=-
X
v(x) =x ;o V) =1
donc
uv—uw'
Hx)=———)
)1—( Xx—Inx x1
- >
B 1—Inx

et  u'(x)=2x

Donc

70 =20
2
x2

A0 =

U1 fa(x) =Iny/x+1 donc f; est de la forme Inu avec u(x) = vx+ 1.

/
g 1
u est de la forme ,avec g(x) =x+ 1 donc «/(x) = = .
Ainsi,
/
/
fa(x) = —(x)
1
_ 2v/x+1
vVx+1
1
1O
In(x2+1
fs(x) = % donc f5 est de la forme % avec :
= x> +1 %

u(x) =1n (x2 +1) et v(x)=x*+1.

u est de la forme Ing, avec g(x) = x> + 1 donc :




Ainsi,

u'v—vu

fiw) =5 )

X (P 1) =2 xIn (¥ +1)

B (2 +1)°
_ 2x—2xIn(x*+1)
o (x2+1)2
2x[1—1In(x*+1)]
(x®+1)2

f5(x) =

E fo(x) =In (Inx) donc fg est de la forme Inu avec :

1
u(x) =1Inx et u'(x) = —.
X
Donc
/ u’
fi) =" ()
1
— X
Inx
fi() = —
6 xInx

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

* f(—x) = f(x) et le domaine de définition de f est centré en 0.

La fonction f est donc paire. On peut donc I’étudier sur [0; 4-oo].

© lim (¥ +1) =+

X—>+oo T 0
lim X _ g = |0
X+ X
Inl
De plus, f(0) = - = 0
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2x[1—In(x*+1)]
@+’
Sur [0;+oo[, 2x > 0 donc f(x) est du signe de 1 —In (x* +1).
1-In(x*+1) >0 <= In(x*+1) <1
— P+i<e

 D’apres I’exercice précédent, f'(x) =

— *<e—1

— O0<x<Vve—1

On obtient alors le tableau de variations suivant sur R :

Y

B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

x+1

1 . . :
Il faut que 1+ — > 0, ou encore > 0. En étudiant le signe de ce quotient, on trouve :
- x

Dy = |—o01—1[U]0;+o[.

1 4

2 / — x2: .
R A T (Y

1
On sait que sur Zf, 1 +— > 0 donc f'(x) < 0.
X

Ainsi, f est strictement décroissante sur |—co; —1[ et sur |0;+oo].
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1 1
lim — =0donc lim ln(1+—) =Inl =0.
- X

X——o0 X X—r—oo
De méme, lim f(x)=
’ x—>+°°f( )

1 1
lim —=—1et lim <1 + —> =07, Ainsi, lim f(x) = —oo.
x——1X x——1 X x——1

x<—1 x<—1

1
lim — = o0 donc hm f( ) = Hoo.

x—0 X
x>0
X o0
(o o]
f(x) T
B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

f est définie pour tout x tel que x*> — 2x+ 1 > 0, c’est-a-dire lorsque (x — 1) >

Ainsi, 7 =R\ {1}.

0.

Pl ¢ lim (x—1)=—coet lim In(x* —2x+1) = lim In(x?) = 4o donc

lim f(x) = —

X—r—o0 X—r—o0 X—y—o0 xX—y—o0

* Par un raisonnement analogue, | lim f(x) = +oo|.

X—>+o0
* f@) = (= Din[x—1)7].

— Six>1, f(x) =2(x—1)In(x—1). En posant X =x—1, on a f(X) = 2X1InX avec

X — 0quand x — 1. Or, lim X InX = 0. Ainsi, | lim f(x) =
X—0 x—1

x>1
— Six <1, f(x) =—=2(1 —x)In(1 —x). Par un raisonnement analogue a ce qui précede,
en posant X = 1 —x, | lim f(x) =
x—1
x<1
2x—2
2
f/(x):ln(x —2x+1)+(x—1)><m
2(x—1)?
—In[(x—1)2]+ "
n[(x ) ]+ (x_l)z
fl(x)=In[(x— 1)2] +2
H f(x)>0 <= In[(x— 2}+2>O
= In[(x—1)*] >
= (x—1)?>e?
— x—l (e )
— (x—l—e 1) (x—1+e 1)>O
X —oo 1—e! 1 1+e! +o0
x—1—e! — — — 0 +
x—1+e! - 0 + T T
f'(x) + 0 - H - 0 +
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f(l—e)

(1=e =D [(1-e = 1)°]
=—¢ 'In(e?)
= —e 1 x(-2)
=2e .

De méme, f(l +e*1) = —2e !

On en déduit alors :

B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

On sait que lim Inx = —co donc | lim(elnx — x) = —eo .
x—0 x—0

On peut écrire :

. . ., . Inx ) Inx
On sait que (croissance comparée) : lim — =0 donc lim (e— — 1) =—1.
X——+oo X X—r4-o0 X

Ainsi, par produit, XLHEOO f(x) = —oo|.

€E—X

) — & 1 —
Bl f=--1=

variations suivant :

. Ainsi, sur ]0;e][, f/(x) > 0 et sur ]Je;+oo[, f/(x) < 0 d’ol le tableau de

b 0 e o0
f(x) + 0 -
0
/ - / \ -

ﬂ On remarque sur le tableau de variations que pour tout réel x strictement positif et différent de e,
f(x) <0. Ainsi :

f(m) <0,
c’est-a-dire :

elnt<m
soit :

Inz® < 7.



En composant par la fonction exponentielle, qui est strictement croissante, on a alors :

Soit :

(]
e1n71,' < eTc?

<e

B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

* On sait que £(0) = 1 donc ae*® +b =1, soita+b =1, ouencore b = 1 —a.

1
¢ De plus, f(6) = 0 donc ae®* +b =0, soit ae®* = —b = a — 1. Ainsi, e% = 1 — = et donc

6k:1n(1—1).
a

Finalement, k = éln ( 1-— 1) .

a

a

On obtient alors :

Ainsi,

avec u'(x) =1let:

D’ou :

Ainsi,

v’(x):§><1 e’
X
1 X Lin(1=1
:37><x_163n( x)
_ L (e
3x x—1
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1
.+ lim (1 —1;
g . H“Ew( +3x—3> ’

e lim (1—1) =1let limInX =0donc lim ln<1—1) =0.
X—1

X—>-o0 X X—>+-o00

De plus, lime’ =1 donc lim e3ln(1-3) — 1,

Y—0 X—>+o00
.. . . lln(l—%) .
Ainsi, par produit, x1_1>r£o<,63 ( 1+ T 3> =1, et donc
. / _
Jim ) =0

. -2

b. Six> 1, alors 9x(x—1) > 0 et donc —— < 0.
Ix(x—1)

De plus, une exponentielle est toujours strictement positive, donc g’ (x) < 0 sur |1;+oo|.

Par conséquent, g’ est strictement décroissante sur |1;+oo[ et donc, d’aprés la question pré-
cédente, g’(x) > O sur cet intervalle.

On en déduit que g est strictement croissante sur |1 ; 4-oo].

E g(1,3) = —0,00261269 > 0 et g(1,4) ~ 0,022087258 < 0 donc 0 est une valeur intermédiaire
de g(1,3) et g(1,4).
De plus, g est continue et strictement monotone sur [1,3;1,4] donc d’apres le corollaire du théo-
réme des valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur [1,3;1,4].

B Corrigé de I'exercice 14. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Partie A

h est une somme de deux fonctions dérivables sur ]|0;-eo[, donc elle est aussi dérivable sur

J0;4o0[.
1 (2x—1)(2x%) —dx(x> —x+1)
H(x) =~
(x) x+ 4x*
1 4 -2 4 4 — 4
Cx 4x4
1 2x% —4x
Cx 4x*
B 1 x-—2
x  2x3
22 4x—2
H(x) = "——5—
() 2x3

Le discriminant du polyndme P(x) = 2x* +x —2 est :
A=1-4x2x(=2)=1T7.

11 a donc deux racines :

—1-V17 _—1+V17

XI—T 5 X2 4

P(x) est du signe de « 2 » a I’extérieur des racines; or, x; < 0.

Ainsi, ' (x) < 0 sur]0;x;[ et ' (x) > 0 sur Jxp ;40|
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On a le tableau suivant :

ViT-1)? V17-1
V17 -1 - +1
h(xy) = In | () - >z0,43>0.
IACS
Ainsi, h(x) > 0 sur |0; 4-oo|.
Partie B

f est dérivable sur ]0;+oo[ comme somme d’une fonction dérivable sur |0 ; +oo[ (x — —x) et d’un
produit de deux fonctions dérivables sur |0; +oof (x — x* + 1 et x > Inx).

1
(x) = 2x1 241 x=—1
f(x) xnx+(x—|—)><x
¥ +1

=2xInx+ 1

X
X2 —x+1
X

x2—x+1)

= 2xInx

2x2

f(x) =2x (lnx+

Ainsi :
x> —x+1
Vx>0, f/(x) >0 <= 2x (lnx+ T) >0
X
<= 2xh(x) >0
<= h(x) > 0.

Dans la partie précédente, nous avons vu que sur |0;+oo[, (x) > 0.

Ainsi, f est strictement croissante sur |0 ;+oo].

a. f(x) =xxxInx+Inx—x. Or, limxInx =0 et lim Inx = —oo.
x—0 x—0

Ainsi,

lim (x) = —oo|.

b 0] (e me 1]

Or, lim (x+ — | =+wet lim Inx = +oo.
X—>—+oo X X—r—+oo

1
Ainsi, lim [(x+ —) Inx — 1] = oo,
X—>+oo X

Onadonc:| lim f(x) = Hoo|

X— o0

[S—
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C.

4 I

b.

C.

On a le tableau suivant :

X 0 )
f'(x) +
f(x) —o0 — tee

f est dérivable et strictement croissante sur |0 ; +oo].
De plus, li t li 0
ep us,xl_r%f(x) <0e xiwa(x) >
Ainsi, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur
o sur |0; 40| telle que f(or) =
f(I)=2Inl—1=—-1<0et f(2)=5In2—2>0donc 1 < a < 2.

A I’aide de la calculatrice, on a ¢t ~ 1,6.

B Corrigé de I'exercice 15. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

0 -

b.

. limInx = —e et lime* = 1 donc, par somme, | lim f(x) = oo |.

g'(x) = e*(14x) donc g’'(x) > 0 sur [0; +oo].
Ainsi, f est strictement croissante sur [0; +oo].

g est continue et strictement monotone (croissante ici) sur [0; 4-oo|.

De plus, g(0) = —1 et g(1) =e—1 > 0. Donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe une unique valeur @ sur [0;+oo[ telle que g(o) = 0, soit ae* = 1.
On trouve o ~ 0,567.

. g est croissante et g(a) = 0 donc g(x) < 0 sur [0; [ et g(x) > 0 sur ]or; +oo].

x—0 x—0 x—0

1) = (1—1“7x :)
0.

On peut écrire :

X

Inx e
De plus, hm — =0et lim — = +oo, 501t lim — =
—fo X X—+ X X—r+o0 €

Par prodult, ona ETOO f(x) = +eo|.

I xe*—1  g(x)

flx)=¢e"— = 2=~ Ainsi, d’apres la question 1, on a :
X X X
X 0 (04 )
f'(x) - 0 +
fooT T ) —
flo)=e*—Ina
1
=——In— d’apres 1 tion 1.b.
p” n a apres la question
1

— —Inl+1Ine®
o

1
m=—-+uo
o

De plus, avec ot =~ 0,567, on am ~ 2,33. D’ou le résultat demandé.
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Une équation de la tangente est :

y=fla)(x—a)+fla)

Ainsi,

y=f(x=-1)+f(1)

€

:(e—l)(x—1)+e—ln1
=(e—1l)x—e+1+
y=(e—1)x+1

Notons A(x;0) le point d’intersection de .7 avec 1’axe des abscisses. Alors,

1
—1 I1=0&|x=
(e—1)x+ R
ﬂ y
5
% /
4
T
3 \%/
2
1
0
—1 0 1 2 *
B Corrigé de I'exercice 16. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Partie A
lim (1 —xe) =1
S X 1 = +4o0
lim(~2Inx) = 4o [ P4 POMIE lim g () =+
X—
lil’E (I —xe) = —oo
X—>—+oo 1 = —o0
lim (~2Inx) = e [ P sOMme:| Itp 800 =
X—>-oo
g(x) = u(x) +v(x), ot u(x) = 1—xe et v(x) = —2Inx. u et v étant deux fonctions strictement

décroissantes sur |0;+oo[, g est strictement décroissante sur |0;+oo[ (comme somme de deux
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1
2 Sur |=:1],
2
* g est continue et strictement monotone (décroissante ici) ;

1
. g(i) :1—§+21n2z1,03>Oetg(1):1—e<0

Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une unique valeur o
1

dans {5 ; 1} telle que g(a) = 0.

A I’aide de la calculatrice, on trouve : o =~ 0,67.

n On déduit de ce qui a été dit précédemment le tableau suivant :

X 0 a f-00
g(x) + 0 —
Partie B
1in(1)(1nx+xe) = —oo
x— . : —
lirr(l)xz _ot donc, par quotient, igl(l) flx)=
X—

r(BEe)  Biic

f(x) = % = X
1 1
lim E=Od0nc lim <E+e>:e ] -
X—rfeo X x—rfeo \ X donc, par quotient,| lim f(x)=0
lim x = 4o Xtee
X—>+-o00
2 (1
~+e)—2x(Inx+xe
piay = lete) - 2ellnchae)
- x4
X +x%e — 2xInx — 2x%e
B x
X —x?e —2xInx
= =
_ x(1—xe—2Inx)
x4
_ 1—xe—2Inx
= =
1N g(x)
=55
On déduit alors de la partie A le tableau suivant :
X 0 o )
f'(x) + 0 =
f(X) —w/f(a)\o
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o est la valeur pour laquelle g(o) = 0.

gla)=0<=1—-—0ae—2lna=0
—2lna=—-1+ae
1—oe

< Ino =
n 2

(E)
Ainsi,
Ina+ ae
—
1—ae
+oe :
_ ZT d’apres 1’égalité (E)
1 1—ae+2ae
—_ X —
o? 2
1+oe
202

fla) =

flo) =

B Corrigé de I'exercice 17. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Partie A

ﬂ P est dérivable sur R car c’est un polyndme. Sa dérivée est :
P(x) =3x* +2x+1.
Le discriminant de P'(x) est :
A=2%—4x3x1=4-24=-20<0.

Donc P'(x) > 0 sur R, ce qui signifie que P est strictement croissant sur R.

B P() = () + (1) + () -1 =—f <o

De plus, P(1) =2 > 0.

. . . . 1 R
Or, P est dérivable (donc continue) et strictement croissant sur ] 3 ;1| donc, d’apres le corol-

laire du théoreéme des valeurs intermédiaires, 1’équation P(x) = 0 admet une unique solution sur
1

} —:1 [
2

D’apres les questions précédentes, on peut dire :

* P(X) <0sur]—eo; .
* P(X) > 0sur]o;+oo|.

76



Partie B

f est dérivable sur ]0;4oo[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur cet intervalle. Sa
dérivée est :

><1><x I'l.?C2 —<Inx 1'1.)C2 X Inx
g = X (4 1)] 2 (10282

2 ((Inx)2+1)°
2(Inx)? +2 —2(Inx)* — 2Inx — 4(Inx)?
) 2 (xR 1)
oy o In2)* + (Inx)? + Inx— 1
f (X) =-2 xz((lnx)2+1)2

D’apres la question précédente, nous pouvons dire que :

P(Inx
f =2t
22 ((Inx)2+1)
ol P est le polyndme défini dans la partie A. Donc f/(x) est du signe contraire de P(Inx)

Or, nous avons dit que P(x) > 0 pour x > o. Ainsi, P(Inx) > 0 pour Inx > ¢, soit x > e%.
Ainsi, f'(x) < 0 pour x > e*.

21nx 2 .
= our x .
(nx)2+1)  xlnxt x P

Inx

flx) =~

. ) X
Or, lim xlnx =+ et lim — = +oo.
X—>+oo x—+oo INXx

Ainsi,| lim f(x) =0]|

X—>—o0

De plus, limxInx =0~ et lim L o
x—0 x—0 Inx

Ainsi, | lim f(x) = —oo|.

x—0

ﬂ Nous avons le tableau suivant :

X 0 o o0
f'(x) + 0 -
0 | | e fl)—
On remarque que f(x) = W) 21nx.

() avec u(x) = (Inx)>+1 > 0 et donc ' (x) = -
Ainsi, une primitive de f sur |0;+oo| est F(x) = In ((Inx)*+1). Donc :

I(t) = /ltf(x) dx=F(t) = F(1) =In((In)* +1)
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@ 1(t)=1 < In((Inr)*+1) =1
— (In)l+1=e
> (Inr)>=e—1.

On a alors :
lnt:\/e——l ou lnt:—\/e——l,
soit :
=e ou t=e¢e

e—1

Or, par hypothese, r > 1 donc t # e~
Ainsi, r =evVe !l &~ 3,7.

B Corrigé de I'exercice 18. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
1 ! —
a. B (x) = 2x(1 —21nx) + 22 x (—2 x —> I (x) >0 ¢ —4xInx >0
X & Inx<Ocarx>0
=2x —4xInx —2x s0<x<e
W (x) = —4xInx
De plus,
* limh(x) = lim (x* = 2¥*Inx+ 1) = 1 car limx" Inx = 0.
x—0 x—0 x—0
« h(1)=12(1-2In1)+1)=1+1=2.
¢ lim (1—2Inx) = —eoet lim x*> = +oo donc par produit, lim h(x) = —oo.
X—>—+o0 X—>—+0o0 X—r—+0o0

D’ou le tableau suivant :

X 0 1 o0
H (x) + 0 —
h 1 _ 2 T

b. h est continue et strictement décroissante sur [1 ;+oo].

De plus, h(1) =2 et lirE h(x) = —oo, donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs
X—r—+00

intermédiaires, il existe une unique valeur & > 1 telle que () = 0. A la calculatrice, on
trouve :

o~ 1,895

c. De ce qui précede, on déduit le tableau suivant :

X 0 (04 +o0
h(x) + 0 —
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—2xInx+ (1 —x%) x —

a. g'(x)

—2x%Inx+1—

1
—I— 2x

2+2x

X
2% Inx+x2+1
X
~ (1—2Inx)x?

X

+1

Ainsi, g’(x) est du signe de h(x) (car x > 0).

De plus,
« lim(1 —x*) =1 et limInx = —oo donc lim (1 — x?)Inx = —oo.
x—0 x—0 x—0

De plus, lim (x>
x—0

e g(a)=2,9>0

+ 1) = 1 donc par somme, lim g(x) =
x—0

—O0Q,

 glx) =2 Kiz—l)lan 1]

lim
X—>+oo

(-
(="

De plus,

lim
X—r+o0

)"
e

1+ —
+oo +x2
. 1
lim [(—2 — 1) Inx+1
X—>—+oo X

Ainsi, par produit, lim g(x) =
X—>+o0

D’ou le tableau suivant :

—let lim Inx = +oco donc par produit,

X—>+oo

= 1 donc par somme,

+1_
2

—0Q,

X 0 o o0
g'(x) + 0 -
g(x) e 8()>0 —

Sur ]0;af, g est continue

et strictement décroissante. De plus,

limg(x) = —e et
x—0

g(a) > 0 donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe une

unique solution B sur |0; a[ a I’équation g(x)

Il en est de méme sur |

Nous savons donc que :

g(B)=0

=0.

;+oo[. La solution est alors notée 7.

B~0,301 et 7ya3,319

donc :
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Ainsi,

2 2
:ﬁﬁ x(—lnB)+%
_(1-BHInB+p2+1

— 5

_&(B)

= 5

Ainsi, B est solution de 1’équation g(x) = 0. Or, cette équation n’admet que deux solutions :
1
B

2 2
Flx) = (Inx+ 1)(());2—7_—11))2 2x"Inx
B Inx —x*Inx+x+1
- (x2+1)2
(1—x*)Inx+x>+1
(x2+1)2

1
doncy= <

B ety. De plus, B # B

fe)= (ngf)l)z

Ainsi, f’(x) est du signe de g(x) d’ou :

+
ORI
|

ot
&
o
=
=
=
S
=
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B Corrigé de I'exercice 19. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

f()=1 < kin(a+b)=1

1
< In(a+0b) = Z

= a~|—b:e%

f’(x):axkjl_b donc f/(1) =1 <= a’:fb:
< ka=a+Db
< ka—a=>b
— (k—1)

1

b

— b
a=-—-
k—1

b
En remplacant a par r

I dans 1I’égalité obtenue a la question , on obtient :

b b +bk—1)_(k—1)e%
k—1 —~ k=1  k—1 k-1
1

)= (k= 1)et

—~

—
=

) -1 . .. . .
Comme a = —— = X b, on en déduit que a = k ek, soit apres simplification

b
k—1 k-1

b
|
—

park—1:

k—1 1
o f(0)=klnb  avech= eflcz(l——>eilc

sl

— kIn <1 _ %) 4 klnek

1 1
=kin(1——)+kx—
n< k)—l— Xk

£(0) =kIn <1—%) +1

1
b. On souhaite voir si I’équation kIn (1 — %) + 1 = 0,5 admet une solution.
1 1
kln 1—% +1=0,5 < kln 1—% +0,5=0.
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Posons alors :

Alors,
1 1
glk)y=In(1--)+kx %
k 1—¢
In(1 1+—1
= In —_ =
k k—1
et donc : 1
el 1 1

7
-1 k=12 k(-1
Ainsi, g’ (k) est du signe opposé a k. Notons au passage que g n’est pas définie sur |0; 1[.
1
Par conséquent, si k < 0, g” (k) > 0 donc g’ croissante. Or, si k est trés proche de —oo, B est
1
proche de O et donc In (1 — %> est proche de In1 = 0.

Ainsi, g’ (k) > 0 donc g est strictement croissante.

De plus, g(—1) = —1n2+0,5 < 0et g(—0,2) = —0,21n(6) + 0,5 ~ 0,14 > 0. g étant conti-
nue et strictement croissante sur [—1;—0,2], d’aprés le corollaire du théoréme de la valeur
intermédiaire, il existe un unique k sur [—1;—0,2] tel que g(k) = 0.

Remarque : inutile de regarder sur |1;4-oo[ car une valeur de k nous suffit. Mais si 1’on

1
regarde sur cet intervalle, on voit qu’il n’y a pas de valeur possible car 1 — z < 1 donc
1
In (1 - %> < 0etdonc g(k) <0,5.

La calculatrice nous donne : k =~ —0,4.
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Enoncés

Suites

Disponible sur http: //www. mathweb. fr

© Exercices d'application du cours

© Exercices de réflexion

4 aoiit 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Démonstration par récurrence

! 1)(2n+1

B Exercice 1. Démontrer I'égalité :Z:lc2 = n(n+ )6( n+l) *ictetete @

k=1
(Source : ts-suites-07) {CO”igé page 98 ‘gﬂ
On considere la somme :

n
Sp=Y K=1"4+22432 4+ +(n—1)>+n".
k=1
Montrer par récurrence que :
nn+1)2n+1)
Sp = .
6

B Exercice 2. Inégalité de Bernoulli 'S AT )

(Source : ts-suites-23) {Corrigé page 99 @5}

Montrer par récurrence 1’inégalité suivante :
Vx> —1,x#0,YVn>1, (14+x)" > 1+nx
appelée inégalité de Bernoulli.

B Exercice 3. Formule du bindbme de Newton *kkrk @
{Corrigé page 99 %}

(Source : ts-suites-24)

Montrer par récurrence 1’égalité suivante :

VneN, V(a;b) eRxR, (a+b)"= Z (Z)akb"_k
k=0

appelée formule du binome de Newton.

Aide : on pourra s’aider de la formule suivante :

1
(kﬁ 1) + (Z) = (n—lt ) ou (Z) est le coefficient binomial « k parmi n ».

83


http://www.mathweb.fr

Limites

W Exercice 4. Calcul de la limite de “*3" *ktetete @
(Source : ts-suites-10) {Co”igé page 101 %ZJ
co

Déterminer la limite de la suite (1), ol u, = n—l——zs(n)

z n
W Exercice 5. Suite définie par u,| = f(u,) avec f(x) = 2;?11 Tk tetere @
(Source : ts-suites-03) {C°""igé page 101 gj}
Soit la fonction f définie sur [0;2] par :

2x+1
Jo) = x+1°

Déterminer les variations de f sur [0;2].
Montrer alors I’'implication suivante :

x€[1;2] = f(x) € [1;2].

On considére la suite (u,) définie par :

up =1
Up+1 = f(un) ) VneN
Montrer que pour tout entier naturel n, u, € [1;2] et que u, < upy;.

En déduire que la suite (u,) converge.
Calculer alors sa limite.

B Exercice 6. Suite définie par u,.| = f(u,) avec f(x) = ;%g Tk reve @
(Source : ts-suites-04) [Corrigé page 102 &ﬂ
ug =1
Soit la suite (u,) définie par : lps) — u, +6 ’ Vi e N
u, +2

Montrer que si (u,) converge vers un nombre ¢, alors £ est racine du polyndme :

P(x) =x*>4x—6.

Déterminer les racines de P. On les notera & et B, avec a > f3.

un_a

u, — B

Montrer que la suite (v,) est géométrique. On précisera alors son premier terme et sa raison.

Pour tout entier naturel n, on pose v,, =

U En déduire la limite de la suite (u,).
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W Exercice 7. Suite définie par u, | = f(u,) avec f(x)= £-1 *kkveve @

(Source : ts-suites-05) [CO"l’igé page 103 %Z}

On considere la suite (u,) définie par :
up=3

du, — 1

VneN
4u, ’ ne

Un+1 =

et la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par :

1

T
l/tn—§

Vn:

Montrer que (v,) est une suite arithmétique dont on précisera le premier terme et la raison.

En déduire lim u,.

n—r+-oo

Etude générale

B Exercice 8. Suite définie par u, | =u,+2n+3 *ieieterr @

(Source : ts-suites-01) {Corrigé page 104 %}

On considere la suite (u,) définie par :

up =1
Upi] =Up+2n+3 VneN

Etudier la monotonie de (u,).
a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > n>.

b. Déterminer alors la limite de (uy,).

Conjecturer une expression de u, en fonction de n puis démontrer la propriété conjecturée.

B Exercice 9. Suite définie par u, | = G *ieseirte @
(Source : ts-suites-02) {CO"igé page 105 %}
On considere la suite (u,) définie par :

up=20

Mn+1:2_1un ; VneN

Calculer up, up et uz sous forme de fraction irréductible.

Conjecturer la formule qui donne u,, puis la montrer par récurrence.
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W Exercice 10. Suite définie par i, = Ju, +2n— 1 *h ks @
{Corrigé page 106 @vﬂ

(Source : ts-suites-06)
On définit la suite (u,) pour tout entier naturel n par :
up =1
1
Upt] = Eun +2n—1

Calculer les 10 premiers termes de cette suite a 1’aide de la calculatrice ou d’un tableur.
Que peut-on conjecturer quant a la nature de (uy,) ?

On pose v, = u, —4n+ 10.

a. Monter que (v,) est une suite géométrique que 1’on caractérisera.
b. En déduire I’expression de v,, puis celle de u,, en fonction de n.
¢. On pose :
n
S, = Zuk=u0+u1+---+un.
k=0
Donner I’expression de S, en fonction de n.

B Exercice 11. Suite définie par u,,| = Ju, — 2 *kktcte @
(Source : ts-suites-09) {Co"igé page 107 &Q}
On considere la suite (u,) définie par :
up =1
1 2
Up11 :Eun—g s VneN

Déterminer le réel A tel que la suite (v,) définie par :
VneN,v,=u,+A, AL eR
soit géométrique.

Calculer alors lim u,.

n—+oo

W Exercice 12. Suite définie par u,, | = ku,(1 — uy) *hktcse @
[Corrigé page 107 @*J

(Source : ts-suites-15)

On sait tous qu’il y a des années a coccinelles et d’autres sans !
On se propose d’étudier I’évolution d’une population de coccinelles a 1’aide d’un modele utilisant la
fonction numérique f définie par :

f(x) = kx(1 —x),
k étant un parametre réel qui dépend de 1’environnement.
Dans le modele choisi, on admet que le nombre des coccinelles reste inférieur a un million. L’effectif
des coccinelles, exprimé en millions d’individus, est approché pour I’année n par un nombre réel u,
avec u, compris entre 0 et 1. Par exemple, si pour I’année zéro il y a 300 000 coccinelles, on prendra
uy =0,3.
On admet que I’évolution d’une année sur 1’autre obéit a la relation u,, 1| = f(u,), f étant la fonction
définie ci-dessus.
Le but de I’exercice est d’étudier le comportement de la suite (u,) pour différentes valeurs de la
population initiale ug et du parametre k.
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Justifier que si la suite (u,) définie précédemment converge vers «, alors o vérifie la relation

flo) =a.
Supposons ug = 0,4 etk = 1.

a. Etudier le sens de variation de la suite (i,,).
b. Montrer par récurrence que, pour tout entier n, 0 < u, < 1.

La suite (u,) est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?

= 0

Que peut-on dire de I’évolution a long terme de la population de coccinelles avec ces hypo-
theses ?
Supposons maintenant ug = 0,3 etk = 1,8.

a. Etudier les variations de la fonction f sur [0; 1] et montrer que f (%) € [O; %]

b. En utilisant éventuellement un raisonnement par récurrence,

° montrer que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < % ;
« établir que, pour tout entier naturel n, u, 11 = u,.

c. La suite (u,) est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?

d. Que peut-on dire de I’évolution a long terme de la population de coccinelles avec ces hypo-
theses ?

W Exercice 13. Equation ¢* = % *hKhicte @

‘:Corrigé page 109 @‘

(Source : ts-suites-18)

Le but de I’exercice est de démontrer que 1I’équation :
(E) : e =

admet une unique solution dans 1’ensemble R des nombres réels.
On pose pour tout réel x :

flx)=x—e".
Démontrer que x est solution de (E) si et seulement si f(x) = 0.

Etude du signe de f.

a. Etudier le sens de variations de la fonction f sur R.

b. En déduire que I’équation (E) posseéde une unique solution sur R, notée .

1
c. Démontrer que o appartient a I’intervalle {5 ; 1} .
d. Etudier le signe de f sur 'intervalle [0; ct].

On pose pour tout réel x de I'intervalle [0;1] :

 14x
14eX

g(x)

Démontrer que 1’équation f(x) = 0 est équivalente a 1’équation g(x) = x.
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ﬂ En déduire que o est I'unique réel vérifiant : g(a) = o.

Calculer g’(x) et en déduire que la fonction g est croissante sur I’intervalle [0; @].
On considere la suite (u,) définie par :
up=20
{ Upr1 =gu,) VneN
ﬂ Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n : 0 < u,, < u,41 < Q.
En déduire que la suite (u,) est convergente. On note ¢ sa limite.

E Justifier I’égalité : g(¢) = ¢. En déduire la valeur de /.

n A T’aide de la calculatrice, déterminer une valeur approchée de u4 arrondie a la sixicme décimale.

B Exercice 14. Suite de points, suites imbriquées *Ah Akt @

(Source : ts-suites-19) [Co”igé page 111 @}

On se donne deux points distincts Ag et By.
Soit A le milieu du segment [AgBg] et B; celui de [AgA1].
De facon générale, pour tout entier naturel n, on désigne par :

Ay le milieu du segment [A,B,] et B, le milieu du segment [A,A,+1].
On munit la droite (AgBg) du repere (Ag ; 7) avec 7 = AgBo.

On note a, et b, les abscisses respectives des points A, et B, dans le repere(Ay ; _l’).
Onadoncag=0etbhy=1.

Construire une droite (AgBg) en prenant AgBy = 10 cm.
Sur cette droite, placer les points Aj et By, puis les points A, et B.

Calculer les valeurs de a;, b;, a> et bs.

Exprimer a, | et b, 1 en fonction de a, et b,.
Démontrer que la suite (u,,) définie par :
u, = a, — b,
est géométrique.
U1 Démontrer que la suite (v,) définie par :
v, = 3a, +2b,
est constante.

Les suites (a,) et (b,) sont-elles convergentes ?

Que peut-on en déduire pour les points A, et B, lorsque n tend vers 4o ?
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B Exercice 15. Suites imbriquées *h ks @
{Corrigé page 113 %}

(Source : ts-suites-11)

Soient deux suites (u,) et (v,) telles que :

1
MO:VOZE ; VnEN,{

up+1 =0,6u,+0,3v,
Vptr1 = 0,4u,+0,7v,

On pose alors pour tout entier naturel 7 :

a, = Uy +Vvy
b, = 4u, —3v,

Montrer que (a,) est constante.
Montrer que (by,) est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison.
En déduire I’expression de u, en fonction de n, puis celle de v, en fonction de n.

n Démontrer que (u,) converge et donner sa limite.

B Exercice 16. Avec un logarithme *hx e @
{Corrigé page 114 %‘EJ

(Source : ts-suites-22)

On considere la suite (i), définie par :

up =1
{Vn eN, upr1 =1In(u, +1).
Soit f la fonction définie sur |—1; +oo[ par :
fx)=In(x+1)—x.
Montrer que pour tout réel x strictement supérieur a —1, f(x) > 0.
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 0.
Montrer que (1), est strictement décroissante. En déduire qu’elle converge.

ﬂ Déterminer la limite de (u,),,c-

B Exercice 17. Des suites dans les probabilités *hk ki @
{Corrigé page 115 %J

(Source : ts-suites-12)

Dans un zoo, I’'unique activité d’un manchot est ’utilisation d’un bassin aquatique équipé d’un to-
boggan et d’un plongeoir.

On a observé que si un manchot choisit le toboggan, la probabilité qu’il le reprenne est 0, 3.

Si un manchot choisit le plongeoir, la probabilité qu’il le reprenne est 0, 8.

Lors du premier passage les deux équipements ont la méme probabilité d’€tre choisis.
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Pour tout entier naturel » non nul, on consideére I’événement :
* T, : «le manchot utilise le toboggan lors de son n-ieme passage. »
* P, : «le manchot utilise le plongeoir lors de son n-ieme passage. »
On considere alors la suite (1), définie par :
Up =p (Tn)

ou p (T,) est la probabilité de I’événement T,,.

a. Donner les valeurs des probabilités p (T1), p (P;) et des probabilités conditionnelles pr, (72),
PP (T2).
1

b. Montrer que p (T3) = R
c. Recopier et compléter 1’arbre suivant :

Tn+1
/ Pt
\ Tn+l

d. Démontrer que pour tout entiern > 1,u,+; =0, 1u, +0,2.

ANVA

Pn+1

e. AT’aide de la calculatrice, émettre une conjecture concernant la limite de la suite (u,,).

4 On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n > 1 par :

Vn:un__.

9

. . . 1 . .
a. Démontrer que la suite (vn) est géométrique de raison 10° Préciser son premier terme.

b. Exprimer v, en fonction de n. En déduire I’expression de u, en fonction de n.

c. Calculer la limite de la suite (u,). Ce résultat permet-il de valider la conjecture émise en 1.e.?

90



B Exercice 18. Avec une suite auxiliaire et un logarithme * kKt @

(Source : ts-suites-25) {Corrigé page 116 %Z}

On considere la suite (1), définie par :

{uo = 5Se

Uny1 = /Suy
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 5.
Etudier les variations de (4n) p>0-

En déduire que (), converge.

U1 Pour tout entier naturel r, on pose v, = In(u,) — In(5).

a. Montrer que (Vn)n>0 est une suite géométrique. Préciser alors sa raison et son premier terme.
b. En déduire une expression de v,, puis de u,, en fonction de n.

c. Calculer alors lim u,.
n—+oo

. Ug XUy Xup X+ XUy
Pour tout entier naturel n, on pose B, = .

5}'1
Calculer lim P,.
n——-oo
B Exercice 19. Etude d’une fonction In et suite extraite *kkky: ©
(Source : ts-suites-13) [Corrigé page 118 %}
Partie A

On considere la fonction f définie sur R*, par :

o= (1+1).

Déterminer les limites de f(x) aux bornes de son domaine de définition.
Calculer f’(x) puis déterminer le sens de variation de f sur R .
Dresser un tableau de variations complet de la fonction f.

Partie B

On considere la fonction g définie sur R par :

Montrer que g est strictement décroissante sur R’ .

Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution ¢ sur [5;1].
En déduire que I’équation ¢ est I’unique solution de I’équation f(x) = x sur R*.
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Partie C

u0:1

On considere la suite (u,) définie par : { o = F(un) . VneN

On définit alors la suite (v,) par :
VneN, Vi = Uy,

Calculer vg, v puis v2. On donnera des valeurs approchées au millieme.
Montrer que pour tout entier naturel n, v, 1 = f (f (u2n))-

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel r,

gvn—i—l S < 1.

ﬂ En déduire que (v,) converge.

5 En déduire que (u,) et (v,) ont la méme limite e, ot o est la valeur introduite dans la partie B.

Partie D
On considere 1’algorithme suivant :

Entrées
1 a nombre réel
2 n nombre entier
3 d nombre réel

Traitement
4 a prend la valeur 1
5 n prend la valeur O
6 d prend la valeur 1
7 Tant que d > 1076
8 d prend la valeur a
° a prend la valeur 1n(1+1/a)
10 a prend la valeur 1n(1+1/a)
1 n prend la valeur n+l
12 d prend la valeur d-a
13 Fin du Tant que

Sortie
1 Afficher a

Un éleve affirme qu’il y a une erreur car les lignes 9 et 10 sont identiques.
Expliquer en quoi cet éleve se trompe.

Que doit-on écrire pour ne pas répéter ces deux lignes ?

Implanter cet algorithme sur votre calculatrice puis donner une valeur approchée de o a 1076
pres.
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W Exercice 20. Suite (¢y,) de solution d’équations *kxkte @

(Source : ts-suites-16) [COffigé page 121 %J

P o . . In(x*+1)
Déterminer la limite en +oco de la fonction @ : x +— ———=.
x

Soit n un entier naturel non nul, n étant fixé pour cette question. On définit la fonction f, sur
[0; +oo[ par :
In (x> +1)

falx) =2x—2+ -

Déterminer la limite de f,, en +oco.

S R

Calculer la dérivée de f;, sur [0; o]

o

Dresser le tableau de variations de f;,.

&

En déduire que 1’équation, d’inconnue x, f,(x) = 0 admet une unique solution @, dans
[0; 4.

e. Justifier que 0 < o, < 1.
Prouver que pour tout entier naturel » non nul, In (a,f + 1) =2n(l—ay).

En déduire que f,11(ay) <O.

U1 Ftude de la suite (0%,) o

a. A T'aide de la calculatrice, proposer sans justification, des valeurs décimales approchées a

1072 pres de o, a4 et .
b. Démontrer que la suite (0,) est croissante.

c. En déduire que la suite (o,) est convergente.

d. Déterminer la limite de la suite (a,).

B Exercice 21. La puce (probabilités et suites) *hkkkic @
[Corrigé page 123 @J

(Source : ts-suites-17)

On étudie le mouvement aléatoire d’une puce. Cette puce se déplace sur trois cases notées A, B et C.
Soit n un entier naturel. A I’instant initial n = 0, la puce se trouve en A.

* Si al’instant n la puce est en A, alors a I’instant (n+ 1), elle est soit en B avec une probabilité

w|[\)/\

| g2 N
égale a > soit en C avec une probabilité égale a

* Si a I’instant n la puce est en B, alors a I’instant (n+ 1), elle est soit en A, soit en C de fagon
équiprobable.

* Si a I'instant n la puce est en C, alors elle y reste.

On désigne par A, (resp. B, et C,)) I’événement :

« A I’instant n, la puce est en A (resp. B et C). »

On pose a, =P (Ay), b, =P(By), et c, =P(Cy).
Onadoncag=1, bg=cy=0.

Pour traiter cet exercice, on pourra s’aider d’arbres pondérés.
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Etude du mouvement pour 1 < n < 3.

a. Donner a; , by et ¢;. Calculer a; + b + ;.
b. A I’instant n = 2, dans quelles cases la puce peut-elle se trouver ? Déterminer as, b, et c5.
c. A linstant n = 3, dans quelles cases la puce peut-elle se trouver ? En déduire a3. Calculer b3

et vérifier que c3 = 8

Etude du cas général.

a. Conjecturer les cases sur lesquelles la puce peut se trouver a 1’instant n lorsque I’entier n est
pair (n = 2k avec k € N), et les cases sur lesquelles elle peut se trouver si I’entier n est impair
(n=2k+1 avec k € N).

En déduire (sans autre justification) la valeur de apy .

b. Démontrer que :
1
b2k+1:§a2k
1
azk+2=§b2k+1

. 1
c. Démontrer que pour tout entier naturel k, ar; = &

a. Déterminer le plus petit entier naturel N tel que :
VvneN, n>N=a, < 107,

b. Montrer que la suite (a,) est convergente et préciser sa limite.

B Exercice 22. Etude générale des suites de la forme u,.| = Au, +P(n) *hkxkk @
[Corrigé page 125 %J

(Source : ts-suites-08)

On considere la suite (u,) définie par :

up € R
Upt1 = Aup+P(n) VneN

ol P est un polynéme et ot A € R*\ {1}.
On pose alors la suite (v,,) définie par :

vn =ty +Q(n),
ou Q est un polyndme.
Montrer I’équivalence suivante :
(vn) est une suite géométrique < Vn € N, P(n) = AQ(n) —Q(n+1).

On suppose maintenant que P(n) = an+ b, a et b étant deux réels non nuls.

Trouver, en fonction de A, a et b, I’expression du polynéme Q.
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En déduire, en fonction de A, u, a, b et n, une expression de v, puis de u;,.

ﬂ Application : déterminer ’expression du terme général de la suite (u,) définie par son premier
terme ug = 5 et par la relation u,, | = 2u, —3n+7.
Vérifier la formule trouvée pour les premiers termes de (uy,).

B Exercice 23. Etude générale des suites imbriquées *hkkxx @
[Corrigé page 126 @*J

(Source : ts-suites-14)

Dans cet exercice, par soucis de simplification des raisonnements, on admettra que toutes les fractions
sont définies.

On considere deux suites (u,) et (v,) définies par leurs premiers termes ug et vg et par les relations de
récurrences suivantes :

Uyt = Quy+ By,

o, B, A, u étant 4 réels non nuls.
Va1 = Aty -+ [1 By A1

Y

VnEN,{

On pose alors :

Vn € N, an = P1Un +q1Vn .
b, = pauy +qavy

Montrer I’équivalence suivante :

p poA

1= ——F%7

(a,) est constante <= (Xé‘i B BA
U= u—pBa

a. Montrer I’équivalence suivante :

o A
(b,) est géométrique <~ pa_ 0Pt .
9  Bpa+ug

b. En déduire que (b,) est géométrique équivaut a :

_ 2 o)
(pz+“2ﬁaqz> _ O;)ﬁjélmqﬁ.

On suppose que (1 — &) +4BA > 0.

c. En déduire que :

— Q)2 +4BA + o — — —0)2+4BA +a—
= Y )zﬁﬁ Mo ou pyo Y )2[33 ",

d. Montrer que si py = ¢o,alors B+u =0+ A.

En prenant o = 0,6, B = 0,3, L = 0,4 et u = 0,7, déterminer la valeur de pj, ¢ et p, sachant
que I’on pose g» = —3.

95



B Exercice 24. Méthode de Newton *kkkk ©

(Source : ts-suites-20) |Corrigé page 127 ¥

On considere la fonction f définie sur R, par :
fl) == Vi
dont la courbe représentative dans un repére orthonormé (O; 7, 7) est nommée %
Montrer que f est strictement décroissante sur R .
Montrer que ’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur |0; 1[. On la notera .

Montrer que 1’équation réduite de la tangente (7) a % au point d’abscisse x = 1 est :

2—i—e+1 +4—6:
= — X .
Y 2e 2e

On considere la suite (x,) >0 définie par xo = 1 et en considérant que pour tout entier naturel 7, x,,1 |
est ’abscisse du point d’intersection de la tangente (7,,) & ¢ au point d’abscisse x, et de ’axe des
abscisses.

Ainsi, x; est ’abscisse du point d’intersection de (7p) et de I’axe des abscisses.
4—e
2+e

g Montrer que x; =

%l & Montrer que sur R* , f/(x) # 0.

b. Montrer que pour tout entier naturel n :

J (xn)
I (xn)

Xn4+1 = Xp —

E On considere 1’algorithme suivant :

Algorithme 1

Entrées
X est un réel
i est un entier
Traitement
X prend la valeur 1
Pour i allant de 1 3 4 allant de x a p

rend la valeur x-(exp(-x)-4/x)/(-exp(-x)-1/(2y/x))

Fin du Pour

Sortie
Afficher x

a. Recopier et compléter le tableau suivant (on donnera les valeurs approchées avec toutes les
décimales affichées par la calculatrice) :

1 0 1 2 3 4 5

X 1
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b. A quoi correspond la valeur affichée par cet algorithme ?

c. D’apres le tableau de valeurs trouvé a la question (a), émettre une conjecture quant a la limite
de la suite (xp),0-

On admet que, pour tout entier naturel n, € est toujours au-dessus de (7},).
Expliquer les raisons pour lesquelles, pour tout entier naturel n > 1, x,, < .

E Montrer que la suite (x,),~ est croissante.

En déduire qu’elle converge vers o.

B Exercice 25. L’escargot de Gardner *hxxk @

(Source : ts-suites-21) | Corrigé page 129 &|

Léo I’escargot avance a la vitesse de 1 m/h sur un élastique de 100 metres qui peut s’allonger a I’infini.
Au début de chaque heure, on allonge 1’élastique de 100 metres de facon homogene, ce qui signifie
qu’au début de la 1™ heure écoulée, 1I’escargot se trouvait a 1 metre du point de départ avant 1’allon-
gement de 1’élastique et se retrouve a 2 metres du point de départ apres car pour passer de 100 m a
200 m, on a multiplié par 2.

Au bout de la 2¢ heure, Léo avance de 1 metre et apres allongement, il se trouve a 4,50 metres.

On note u, la distance (en metre) parcourue par Léo au bout de n heures avant 1’allongement de
I’élastique. Ainsi, ug =0, u; = 1 et up = 3.

a. Expliquer la valeur de u;.

b. Calculer u3.

. 1
Montrer que pour tout entier naturel » non nul, u, | = (1 + —) u, + 1.
- n

On note p, le pourcentage représentant I’avancement de Léo par rapport a la longueur de 1’élas-
tique (avant allongement) a I’étape n. Ainsi, py = 1 et pp = 1,5.

1 1
Montrer que p3 =1+ ) + 3

1 .
ﬂ Montrer par récurrence que p, = 1+ 3 + 3 + .-+ + — pour tout entier naturel » non nul.
n

. n
E Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, po» > 1+ R

E En déduire la limite de la suite (p;,).

Que peut-on alors conclure quant a L.éo ? N’y a-t-il pas alors un paradoxe ?
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Corrigés

4 aoit 2018

B Corrigé de I'exercice 1. [Retour a I'énoncé de I'exercice] Posons P(n) la propriété :

(P) 12+22+32+...+(n_1)z+nz:n(n+1)6(2n+1)

Initialisation.
Ix(1+1)2x1+1
=121 LUE )6( ks ):gzl.

Donc P(1) est vraie.

Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel k, la propriété P(k) est vraie (hypothése de récurrence).
Montrons alors que P(k+ 1) I’est aussi, ¢’est-a-dire que :

2 (k+1)(k+2)(2k+3)

PP4+22 4 k4 (k+ 1)

6
Par hypothese de récurrence, on a :
24224 k2 (k1) =S+ (k+1)?
k(k+1)(2k+1
_ K )6( )+(k+1)2
k(2k+1
PN CEESAY
k(2k+1)+6(k+1
=<k+1>[ (2k+1) + 6 >}
6
(k4 1)(2k* + 7k +6)
B 6
«ky = —2 » est une racine évidente du polynéme 2k> + 7k + 6 donc la seconde racine k; est telle
ue kiky = <, done k ———><§——§
que ki 2= 2= X5 =5
Donc 2k% + 7k +6 =2 (k+2) (k+3) = (k+2)(2k+3).
Finalement, on a :
k+1)(k+2)(2k+3

L’hérédité est donc vérifiée.
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Conclusion.
Quel que soit I’entier naturel k > 1, P(k) = P(k+1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier n > 1.

B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

 Initialisation.

Pourn=2, (14+x)" = (14+x)*> =142x+x*
I+nx=1+2x

Or, x> > 0 donc 1+ 2x+x? > 14 2x; ainsi, (1 +x)2 > 1 +2x.
L’inégalité est donc vraie au rang n = 2.
» Hérédité.

On suppose que 1’inégalité est vraie au rang n, ¢’est-a-dire que 1’on suppose que pour un entier
n quelconque supérieur strictement a 1 :

Vx> —-1,x#0, (14+x)">1+nx (HR)
et on souhaite démontrer que :

V> —1, x#0, (1+x)" > 14+ (n+1x
Vx> —1,x#0,0ona:

(14x)" = (14+x)" x (14x)
> (1+nx) x (1+x) par HR
> 14+ nx4x+x° en développant
> 14 (n+ Dx+x°.

Or, x> >0donc 1+ (n+1)x+x>> 1+ (n+1)x, d’ou :
(14x)"" > 14 (n+ 1.

Ainsi, si I’inégalité est vraie a un rang n quelconque, elle I’est aussi au rang n+ 1 : I’hérédité
est démontrée.

Par conséquent, 1’inégalité de Bernoulli est vraie pour tout entier naturel n supérieur strictement a 1.

B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

 Initialisation.

Pour n = 0, (a+b)"=(a+b)° =1

i (”) dpk — (0) 0 =1
= \k 0

Ainsi, la formule est vraie pour n = 0 et I'initialisation est alors vérifiée.
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o Hérédité.

On suppose que pour un 7 arbitraire, 1’égalité est vraie donc :
" (n
V(a:b) eERxR, (a+b)"=Y (k>akb”_k (HR)
k=0
et montrons qu’elle 1’est aussi au rang n+ 1, donc montrons que :

n+1 1
V(a;b) ERxR, (a+b)"'=Y (”: )akb"“—k
k=0

Dans un premier temps, remarquons que :

(a+b)""" = (a+b)"(a+b)=ala+b)"+b(a+b)"

=~

T
o

I
1=
e
> 3

)apb”“p en posant p = k+ 1

Il
S 3
Il t
N\
hn
| S
[

—_

I
»4
i +
N
k‘
(-
(SN

)akb"+l_k en prenant k = p (car c’est une variable muette)
Ainsi,

n+1 o\ g n+1—k (s n kynt+1—k
(a+b)"" = Z L) b + Z 1)@ b
k=1 -

n
(a+b)n+l _ <g> aObn—H—O+ Z <Z> akb;1+l—k
+

i n akbn+l—k+ n an+lbn+l—(n+l)
k—1 (n+1)—1

()

k=1
:an-i-l_’_bn—i—l_'_i ( ‘]L‘l)akbn-i-l—k
k=1
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Or,

g — ("+ 1)an+1b(n+1)(n+1) ot pitl = <”+ l)aonnHo
n+1 0

donc donc peut incorporer " ! et ! dans la somme :

n+1

n+1 _
(Cl—{-b)n—H _ Z akbn-H k.
- k

k=0

L’hérédité est alors vérifiée. La formule est donc vraie pour tout entier naturel 7.
B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Pour tout entier naturel n # 0, on a :
—1<cos(n) <1

Ainsi,on a:

n—1<n+cos(n) <n+1

n—1 < n+cos(n) o n+1

n? n? n?

De plus,

—1 1

lim =~ = lim — = lim - =0
n—oto n2  noten?  noteon
De méme,
1
lim 222 =0
n—+o n
Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes,
lim uw, =0
n——+oo
B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Ona:
1
/
X) = > 0.
F) (x+1)2

Donc f est strictement croissante sur [0;2].

On en déduit alors :
1<x<2= f(1) < flx) < f(2)

Onﬂn:§>1aﬂn:§<z

Ainsi,

x€[1;2] = f(x) € [1;2]
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Soit P(n) la propriété : u, € [1;2].

Démontrons qu’elle est vraie pour tout entier naturel n par récurrence.

« Initialisation.
up=1¢€[1;2].
+ Hérédité.
Supposons que P(k) soit vraie, ol k est un entier naturel. Montrons alors que P(k+ 1) I’est
aussl.
D’apres la question précédente, on a :

up € [152] = f(u) € [1;2].

Or, f (ux) = ugr1 donc P(k+ 1) est vraie.
L’hérédité est alors vérifiée.
* Conclusion.

On vient de montrer que P(0) est vraie et que pour un certain entier naturel k, P(k) = P(k + 1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, P(n) est vrai pour tout entier naturel 7.

De plus, f est croissante sur [1;2] donc f (u,) > uy, ¢’est-a-dire : u,41 > up,.

De la question précédente, on peut conclure que la suite (u,) est croissante et bornée, donc
majorée. Or, foute suite croissante et majorée converge. Donc (u,) est convergente.

Posons alors ¢ = hI‘JIrl un. Nous savons que u, € [1;2] pour tout entier naturel n, donc ¢ € [1;2]
n—s+oo

On a alors :
Uns1 = f (Un) = nETmun+l :nl_ig_lwf(un)
<= (= f(f) -car f estcontinue
2]
o+l
= Pi=2+1

e 2 /-1=0.

Le discriminant du polyndme ¢> — £ — 1 est A = 5 donc il posséde deux racines :

_1-V5 1+V/5 14++/5

/= 3 <0etlp = 5 € [1;2]. Ainsi, £ = 5

B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Posons ¢/ = lim u,. On en déduit alors :
n—r—+oo

Uy +2 42
= (((+2)=0+6

=2 42—(—-6=0
= +(-6=0.

Un+1 =

Ainsi, £ est bien une racine du polyndéme P.
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A . L, . c .
x1 = 2 est une racine évidente de P; de plus, xjx; = — = —6, donc x, = —3. Les deux racines de
a
P donc sont ¢ =2 et f = —3.

-2
Onav, = un+3.Alors:

Up
Vi = Upy1—2
= =
" Upr1+3
u,+6
up 2 2
T ouyt6
s 3
_u,1+6—2u,1—4>< Uy +2
N Uy, +2 Uy +6+3u,+6
C du,+12
1 u,—2
=—-=X
4 u,+3
1
= —Zvn .
.. . . . Lo . MO—Z 1 .
Ainsi, la suite (v,) est une suite géométrique de premier terme vy = 3 = —7 et de raison
uo
1
q - 4 *
ﬂ La suite (v,) converge vers « 0 » comme suite géométrique de raison strictement comprise entre
—1letl. Ainsi:
. Uup—2 .
lim -— =0= lim (u4,—2)=0
n——+oo y, + 3 n——o0
=| lim u, =2
n—r+oo
B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
T 1 La suite (v,) est donc arithmétique de premier
1 1 1
Uprl — 5 Up— 75 .
ntl 72 o2 terme vy = = — et de raison r = 2.
1 1 L
s S )
4u,, 2 n-2
B 1 1
T dup—1 2wy 1
T " E, T2
1 1
= 2u,—1 1
Thuy T2
Ay, 1
2btn —1 U, — %
~ 2uy 1
Up—% Un— %
1
_2(m—5)
- 1
un - i
=2.
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D’apres ce qui précede, liT vy, =-4occarr>0dou:
S Nn—r—+
) 1
lim T =+,
—teop — 4
ce qui signifie que :
1
Im (u,—= | =0
n——+-o0 2
D’ou:
lim u, ==
n—+oo
B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Ona:

Upi] —Up =Up+2n+3—uy,
=2n+3>0

Ainsi, la suite (u,) est croissante.

a. Posons P(n) la propriété : u, > n>.

¢ Initialisation.
up = 1> 0 donc P(0) est vraie.

* Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel & positif, P(k) est vraie (H.R.). Montrons alors que
P(k+ 1) I’est aussi, ¢’est-a-dire que uy; > (k4 1)2.

Upr1] = U +2k+3
>k*+2k+3 (HR)
> k24 2k+1+2
> (k+1)2+2

=

L’hérédité est alors vérifiée.

* Conclusion.
Quel que soit I’entier naturel k, P(k) = P(k+1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier natu-
rel n.

b. D’apres le théoreme de comparaison des suites et d’apres la question précédente, on a :

lim u, > lim n?
n—y+oo n—y+oo

Or, lim n? = +oo; donc
n—r+oo

lim u, = +o
n—y—+oo
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Calculons les premiers termes de la suite (u;,)
u0:1
up=uyg+2x0+3=4
u=u1+2x143=9
s =up+2x2+3=16
s =uz3+2x3+3=25

On peut alors conjecturer que u, = (n+ 1)%. Montrons cela par récurrence.

* Initialisation.
Faite précédemment.
 Hérédité.
On suppose que pour un entier naturel k, u; = (k+ 1) (qui constitue la propriété P(k)).
Montrons que w1 = (k+2).
Ugr1 = Ug +2k+3
= (k+1)*+2k+3
= k> +4k+4
= (k+2)?
L’hérédité est alors vérifiée.
* Conclusion.

Quel que soit I’entier naturel k, P(k) = P(k+1).
Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Calculons :

| 1 1
Uy = =
uy = 2 2—u1 = 2—142
2—u0 1 1
1 Uy = Uy = ——
- 1 2
ul_2 2—§ 2—§
2 3
u» = — — —
273 BTy
n
] P P(n)1 16t€ : u, = .
osons P(n) la propriété : u, p—

¢ Initialisation.
Faite dans la question 1.
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» Hérédité.
Supposons que pour un entier naturel k, P(k) est vraie (H.R.). Montrons alors que P(k+ 1)
n+1

I’est aussi, c’est-a-dire que uy | = .
n+2

=5 (H.R.)

L’hérédité est alors vérifiée.
* Conclusion.

Quel que soit I’entier naturel k, P(k) = P(k+1).
Ainsi, d’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

On trouve :

“ u = —0,5 - ug = 14,171875
* up=0,75 - u7 = 18,0859375
- u3 =3,375

6,685 - ug = 22,04296875

o us = 10,34375

ug = 26,021484375

On peut alors conjecturer que (u,) est strictement croissante a partir de n = 1.

a. Vpyl =upy1 —4(n+1)+10

1
ziun+2n—1—4n—4—l—10

1
ziun—Zn—l—S

1
= E(un—4n+10)

1
=_—V,.

2
1
On déduit alors que (v,) est une suite géométrique de raison > et de premier terme
vo=uy—4x0+10=11.

1
b. Onaalors:v, =11 x ﬁetdonc:

11
U, =v,+4n—10= §+4n—10.
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k=0
n 1 n n
=11) Sp+4) k—=10) 1
k=0 k=0 k=0
1— 5!
:11< 21“>+4 "D o)
1=3
1

B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Pour que (v,,) soit géométrique de raison g, il faut que, pour tout entier naturel 7 :

Vn4+1 = (qVn
1 2
= Eun—§+l =q(u,+A)
1 4
= 3 (un—§+2/1> =q(up+2).

1 4 4
Ainsi, il faut que g = 5 et que —§+27L = A, soit| A = 3t

. : : 1 .
(vn) est une suite géométrique de raison g = > donc elle converge vers 0 (car sa raison est
strictement comprise entre 0 et 1).

n—r+oo n—y+oo

4 4
Ainsi, lim (un + §> =0, ce qui signifie que | lim u, = 3

B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Notons lim u, = c.
o n—r—+oo
Alors,
Up+1 = f(un) = nngun—i—l = ngq_lwf(un)
Or, f est continue donc lim f(u,) :f( lim un) = f(a).

n—r—+oo n—4-o0

Ainsi,

o= f(a)

Upr1 = tn(1 —uy), ug = 0,4.

2
a. Upy] — Uy = Up — Uy, — Uy

= —u?
< 0 car un carré est toujours positif ou nul.

Ainsi, pour tout entier naturel n, u, | < u,; la suite (u,) est donc décroissante.

b. -+ Initialisation.
uop = 0,4 donc 0 < upg < 1.
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» Hérédité.
On suppose que pour un entier n donné, 0 < u, < 1.
Up+1 = up(1 —uy,); de plus, par hypothese de récurrence, 0 < u, < 1 et donc :

0<l—u,<1.

Par produit, 0 < u, (1 —u,) < 1. Donc 0 < u, 4 < 1.
L’hérédité est alors vérifiée : u, = uy41.
Par conséquent, pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 1.

c. La suite (u,)étant décroissante et minorée, elle converge. Sa limite « vérifie :
oa=o0o(l-a)
— a=a-a’
= 0=—-0o’
— a=0

Ainsi, lim u, =0.
n—y+oo

d. Avec de telles hypotheses, la population de coccinelles tend a disparaitre.

tni1 = 1,8un(1—uy), ug = 0,3.
a. f(x)=1,8x(1—x) =1,8(x—x?) donc f'(x) = 1,8(1 —2x).
Donc f/(x) >0 <= 1-2x>0

— 1>2%
1
2

1 1

Deplus,f(§> =1,8x0,5x1,5=0,45¢ {O;E].

D’ou le tableau suivant :

<— x<

X 0 ! 1
f'(x) + 0 -
7 g0

b. + Initialisation.
up=0,3etu; = £(0,3) =1,8%x0,3x0,7=0,378.

Donc 0 < ug < up <
« Hérédité.

Supposons que pour un entier n donné, 0 < u, < U4 <

1
>

| =

) ) 1
La fonction f étant croissante sur {0; ﬂ ,

1
Ogungun—ﬁ—]gi

= JO)< ) < Fn) < 1 5)

N
Y

— 0<upy1 Supp2
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L’hérédité est alors vérifiée.

Ainsi, la propriété est vraie pour tout entier naturel n : 0 < u, < Uy <

| =

. . . .y 1
c. De la question précédente, on déduit que (u,)est croissante (u,,+ > u,) et majorée (par E)
donc elle converge.

Sa limite ¢ vérifie :

— 1=18(l-a) cara #0

1
<— ﬁ—l—a
= o= —L
1,8
< oczi1
9

Ainsi, lim u, ~ 0,444444444.
n—s—oo

d. On conclut de la question précédente qu’a long terme, la population de coccinelles se rappro-
chera de 4444 444.

B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
X 1 —X
IR AR SN
X
= x—e =0

Ainsi, x est solution de (E) si et seulement si f(x) = 0.

a. f'(x) =1+e* > 0 car une exponentielle est toujours strictement positive.

Ainsi, f est strictement croissante sur R.

bh. + lim e *= lim eX = +odonc lim (—e_x) = —o0;
X—>—o0 X—+4o0 X—r—0o0
par somme, lim f(x) = —o0 < 0;
X——o0

« lim e ¥ = lim ¢¥ =0donc lim f(x) =+ >0;
X—r—-o0 X——o0 X—r+o00

* f est continue et strictement croissante sur R.

Par conséquent, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires (théoreme de la
bijection), il existe une unique valeur ¢ sur R telle que f(o) = 0.

1 1 1
c. f(i) :E—e*% ~—0,12et f(1)=1—-e"'~0,63 >0donc & € {5;1].

1
d. La fonction f est strictement croissante sur [0; ] et ¢ € {5 ; 1} donc f(x) < 0 sur [0; .
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14+x
3 =x < —
B e)=x = 5 =x
— l+x=x(1+¢")

— l4+x=x+xe"

— 1 =xe*
1
— =X
ex
1
— x——=0
ex
= x—e =0
— f(x)=0

n o est I’unique solution de 1’équation f(x) = 0, donc I’unique solution de 1’équation g(x) = x car

les deux équations sont équivalentes.

() = Ix(1+e")—(1+x)xe"
a (1+e¥)?
I +et—ef—xet
(1+4¢e¥)2
1 —xe*
rer
Ainsi, g'(x) >0 <= 1 —xe* > 0 car (1+¢*)% > 0 pour tout réel x.
Or,

l—xe*>0 < 1>xe'

1

— >X

ex
x—e * <0
flx) <0

x€[0;af

11ee

Ainsi, g est croissante sur [0; o).

1
g -u0:0etu1:g(uo):g(O):§d0n00<u0<u1ga.
L’initialisation est faite.

* Supposons que pour un entier n donné, 0 < u, < Uy < .
Comme g est croissante sur [0; ¢], alors,

g(0) < g(un) < glup1) < gla),

soit :
SUpp1 SUpp <A

car g(a) = a d’apres la question 4.

1
Comme 0 < 5 on a bien :



L’hérédité est alors vérifiée ; par conséquent, pour tout entier naturel 7,

0<up <ty < 0

De la question précédente, on déduit que (u,) est croissante et majorée.

Or, toute suite croissante et majorée converge.

Donc, (u,) converge.

E De I’égalité u, 1 = g(uy), on déduit :

lim u = lim g(u
i Unt1 n%+oog( n)

l=g < lim un> car g est continue
n—r—-oo

=g(0)

Ainsi, / est solution de I’équation g(x) = x. Or, o est I’'unique solution de cette équation.

Donc lim u, = «.
X— o0

gOna:

| n| Uy Ainsi, uy ~ 0,567 143.
0 0
1 0,5
21 0,5663110032
31 0,567143165
41 0,5671432904
B Corrigé de I’exercice 14. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
AoB2 Br Ay A Bo
— | | | |
ag+ by 1 ay+ b 3
e da=E— = — ° a» = — —
T2 T2 T2 8
ag+a; 1 ar+ap 7
° b — — _ ° b — —_—
! 2 4 2 2 16

On peut s’inspirer de ce qui a été fait a la question précédente pour écrire :

a,+b a, + a,41
Qpil = ”2 n : an:%
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Unt1 = Ant1 — bpt1
. an+by  an+anyy
S22
_bn_an—H
==

2
_ 2by,—an—by
=—

b, —ay

Upy1 = —7Up

NG I N I

. . ) 1
La suite (u,) est donc géométrique de raison ¢ = 7

ﬂ Vil = 3apy1+2byy
_ 3an+3by L 2a, +2a,41
N 2 2
. San + 3bn + 2an—|—1
a 2
_ 5a,+3b, +2%5
a 2
_ 10ay, + 6b, +2a, +2b,

4
_ 12a,+8b,,

4
=3a, +2b,

Ainsi, la suite (v,) est constante.

E D’apres les questions 3 et 4, on a :

v, =3a,+2b, L,

soit :
3un —Vy = —Sbn 3L1 —L2
2u, +v, = Sa, 201+ Ly
D’ou :
2u, +v, ot b v — 3uy,
a, = = .
" 5 " 5
Or, (uy) est géométrique donc :
1 n
uy = uog" = (=1) x <_Z>
=ap—by




De plus, (v,)est constante donc :

Vi, = v = 3ag +2bg = 2.

On a alors :

et

1\" 1
Or, lim (_4_1> =0car—-1< 7 < 1. Ainsi,

n—r—+oo

; 2
ne T 3

et

_243(=5)
. 2
|

On peut déduire alors que les points A, et B, se rapprochent de plus en plus du point d’abscisse

s
B Corrigé de I'exercice 15.

ap+1 = Up+1 +Vn+1
=0,6u,+0,3v,+0,4u,+0,7v,
=Up+vy

= ay,.

Ainsi, (a,) est constante.

[Retour a I’énoncé de I'exercice]

1 1
Or,ap =ug+vg = > + 5= 1 donc a, = 1 pour tout entier naturel n.

bn+l = 4un+1 - 3VnJrl

= 4(0,6u, +0,3v,) —3(0,4u, +0,7v,)

=2 duy +1,2v, — 1,2u, — 2, 1v,

= 1,2un - 079‘)]1
= 0,3 (4u, —3vy)
—0,3b,.

Ainsi, (by) est une suite géométrique de raison g = 0,3 et de premier terme :

by = 4uy —3vg

=4x0,5-3x0,5
by =0,5.

D’apres la question précédente, on peut €crire :

1
Vn N, by =2(0,3)"
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De plus,on a:

Ay = Uy + vy 3a, = 3u, +3v,
{ by =4uy—3v, b= 4up—3v,
b, = 4u, —3v,
= 3a, + b, = Tu,

3v, =4 (%an + %bn) —b,
U, = %an + %bn

4 1

— —/— —

U, = %an + %bn
vp =3 —2(0,3)"
— 3 1
1 lim (0,3)"=0car0<0,3 < 1.
n—+-oo
Ainsi,| lim (u,) == |
n— oo 7
B Corrigé de I'exercice 16. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
flx)= ! —1= I=(+x) = d’ou le tableau suivant :
o 1+4x  1+x 14x '
x -1 0 ED
/ —
f + 0 f(0)=In(1+0)—0=1In1=0.

f /O\

Ainsi, pour x > —1, f(x) > 0.

Notons &, : u, > 0.

¢ Initialisation : au ug = 1 > 0 donc la propriété est vraie au rang initial.

» Hérédité : supposons que pour un entier k fixé, & soit vraie. Alors :

u >0 <= u+1>1
< In(uy+1)>1Inl
< gy > 0.

L’hérédité est alors vérifiée.

Ainsi, pour tout entier naturel n, u,, > 0.
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Pour tout entier naturel n,
Upr1— Uy =In(uy + 1) —uy = f(uy).

Or, d’apres la question précédente, u, > 0 donc f(u,) < 0 d’apres les variations de f sur [0;+oo].

Par conséquent, ;41 —u, < 0; la suite (”n)neN est donc strictement décroissante.

La suite est donc décroissante et minorée par 0. Toute suite décroissante et minorée converge
donc (u,),cy. elle converge.

ﬂ On pose £ = lim u,. Par définition,

n——+oo

Iim u,,; = lim u,=/¢
n—y+oo il n—r+oo &

donc :
ngrfwln(un +1)=~¢.
La fonction x — Inx étant continue sur J0;+oo], lim In(u,+1) =1In( lim (u,)+1) =In({+1)
n—s+-o0 n—y-+oo
donc :

In({+1)=1¢ soit In(l+1)—£=0
ou encore : f(¢) = 0.
D’apres les variations de f, il n’existe qu’une valeur de x pour laquelle f(x) =0: c’est x = 0.

Par conséquent, ¢ = 0. La suite (1), converge donc vers 0.

B Corrigé de I'exercice 17. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

a. Ty et P; étant équiprobables, p (T7) = p(P;) =0,5.
D’apres 1’énoncé la probabilité de prendre le toboggan apres avoir pris le plongeoir est égale
app (1) =1-0,8=0,2.

Toujours d’apres 1’énoncé pr, (T») = 0, 3.

b. D’apres la formule des probabilités totales :
1
p(L)=p(TiNnT)+p(PNT,)=0,5x0,340,5%x0,2=0,154+0,1 =0,25 = 7
c. Larbre est le suivant :

3 T+1

=)

7 X

[ ]

Tn+1

¢

I

=
oo

Pn+l
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d. Toujours d’apres la formule des probabilités totales :

Uni1=p(Tay1)
=p (TN Ths1) +p(PaNTp1)
=u, X 0,3+ (1 —u,) x0,2
=0,3u,+0,2—-0,2u,
=0,1u,+0,2.

e. La calculatrice donne u; = 0,5; uo =0,25; u3 =0,225; ugy = 0,225; us = 0,2225.
Il semble que u,, ait pour limite 0,222....

a. vn+1=un+1—§
2

:O,lun+0,2—§

1 1 2
107579
1 1
BRCRAES
! 2
_1_0(“"_5)
1
—1—Ovn.

. . . 1 .
La suite (v,) est donc géométrique de raison T ; son premier terme est :

2
Vi=Uuy— - =

1
9 2

‘ 1 n—1 5 1 n—1
b. On sait que v, = v (1—0) 13 (E) .

2 2 5 /1\"!
Commeun:vn+§,onaun=§+— — .

2
9 18

C 0< ! <1, L ! nil—Od li _2
c. Comme 0 , Jm | o =0.donc lim u, =

Or 5= 0,222... ce qui valide la conjecture faite a la question 1. e.

B Corrigé de I'exercice 18. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Pour n =0, ug = 5e ~ 13,59 > 5 donc I'initialisation est faite.
Supposons que pour un entier k fixé, uy; > 5.
Alors, Suy, > 25 et v/Suy = 5, soit Uft] =2 5.

L’hérédité est alors vérifiée ; ainsi, pour tout entier naturel n, on a bien u, > 5.

116



Pour tout entier naturel n, on a :

Up i1 — Uy = /Sty — Uy
(Bt~ ) (VS + 1)
B VS, 4y
B Sty —u?
 VSup+uy
_ un(5—uy)

v Su, +u,

< Ocar u, > 5 d’apres la question précédente.

Ainsi, (1), est strictement décroissante.

La suite (1), est minorée (par 5) et décroissante, donc elle converge.

n a. vpy1 =In(upy1) —1In5
=1In+/S5u, —In5

1
=3 In(5u,) —In5

= %(1115 +1In(u,)) —1In5

1 1

= Eln(un) — 51115
1

=3 (In(u,) —In5)
1

= Evn.

Ainsi, (vy) neN €st une suite géométrique de raison g = 5 et de premier terme :

vo = In(up) —In5 =1In(5¢) —In5 =In5+Ine—In5=1Ine = 1.

b. vp=voxq" = n car (Vi) e est géométrique.

De plus,

vy = In(up) —In5 <= In(u,) =v, +1n5

é U, = evn—HnS

= u, =e" x e

1
= |u, = S5e7"

1
c. lim — =0donc lim u, = 5¢ = 5.
n—soo QN n—y—+oo
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D’apres la question précédente,

(Vn) ey tant géométrique,

vo+Vvi+vy+---
Ainsi,
Or, n1—1>r—il—loo T 0 donc :

B Corrigé de I'exercice 19.

N lim (1> =0donc lim In

X—r o0

x—0
x>0

X

1
-2 -1

=T 2y

(n+1) facteurs

Ug XUy Xuy X+ XUy

P, 5
5" x 5e" x 5e"? x .-+ x Se'n
= 5
gntlevotvitvat4v,
— Sevo-‘rvl—O—Vz—l—"'—l—vn.
1— qn—i-l 1— # 1
+ Vv, = Vg X 1_q = 1_% =2 I_W .

P, :5ez(l_ﬁ).

lim P, = 5¢?
n—y+oo

[Retour a I'énoncé de I'exercice]

Partie A

1
(1-1——) =Inl1=0.
X

1
lim (—> = +oo donc lim f(x) = H-oo.
x—0

1
On sait que sur R, 1+ — > 0 donc f(x) < 0.
x

Ainsi, f est strictement décroissante sur |—eo; —1[ et sur |0;+oo].

On a le tableau suivant :
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Partie B

g'(x)=rf(x)—1
-1
T X24x
—1—x*>—x
x(x+1)
X 4x+1
Cox(x+1)

Or, le discriminant de x*> +x+ 1 étant A = —3 < 0, ce polyndme est toujours strictement positif.
De plus, x(x+ 1) > 0 sur R ; donc g’(x) < 0 sur RY.
g est donc strictement décroissante sur RY .

g est strictement décroissante et continue sur [% ; 1] .

De plus, g (3) =In3— 3 ~ 0,6 et g(1) =In2—1 ~ —0,3. Donc 0 est une valeur intermédiaire
entre g (%) et g(1). D apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe alors
une unique valeur o sur [% ; 1] telle que g(a) = 0.

gx)=0<= f(x) —x=0<= f(x) =x.
Ainsi, o est aussi 1’unique solution de 1’équation f(x) = x sur [% ; 1] .

Partie C

Vo = Uy = 1.
b=t = ) = £/ ) = (1) = £ 002 = (141 ) 0,893
V2 = s = flus) = F(F(u2)) ~ F(£(0,893)) ~ £(0,751) ~ 0,846,

Vn+1 = U2(n+1)
= Ugn42
= UunN+2 N=2n
= f(un+1)
= f(f(un))
vt = f(f (u2n))

On pose (Z,) la propriété : « % <V < < or,

o Initialisation.
D’apres la question 1, % <vi<y <l
Par conséquent, (Z7,) est vraie pour n = 0.
e Hérédité.
On suppose que (Z,) est vraie pour un n fixé. Montrons que (£7,11) I’est aussi.
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— = <up2<up <1
= (%) > f(ugns2) = f(u2n) < f(1) car f est décroissante
=1 (1(3)) </ Ulme) < £ () < r70)

Or, Vn+1 = f(f(MZn

~—

) etdonc vyy 141 = f(f(U2(n11)))s sOit vayr = f(f (u2n42))-
<:>f(f (%)) vpir Svun <UD

Or, f (1) =In3donc (£ (1)) =In(1+5) ~0,65> L.

De plus, f(1) =In2 donc f(f(1)) =In(1+ ) ~ 0,89 < I.

— <2 SV 1

N =

L’hérédité est alors vérifiée.
Ainsi, (£,) est vraie pour tout entier naturel n.

De la question précédente,n on déduit que (v,) est décroissante (v, < v,) et minorée.
Or, toute suite décroissante et minorée converge.
Donc, (v,) converge.

Vv, = U, ainsi, lim v, = lim wup, = lim u,.
n——+oo n—r—+oo n——-oco

Notons ¢ cette limite. Alors, £ > 0 d’apres la question 3 de cette partie.
Or, up+1 = f(uy,) donc :

lim u = lim f(u
Mol n+1 n—>+oof( n)

< lim uy4 :f( lim un) car f est continue
n——+oo n—r+oo

= f(0)

Or, nous avons montré que I’équation f(x) = x admettait une unique solution sur R*_: c.
Ainsi, ¢ = o.

La suite (v,) converge donc vers «.

Partie D

La boucle « Tant que » a pour but de calculer les termes de la suite (v,) ; en prenant 1 terme sur 2
de la suite (u,), on obtient ceux de (vy).

En ayant un terme v, = up,, pour obtenir v, 1, on doit calculer f(v,) (ligne 9) puis f(f(vn))
(ligne 10), d’ou les lignes 9 et 10 identiques.
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On peut remplacer ces deux lignes par :

a prend la valeur 1n(1+1/1n(1+1/a))

B Corrigé de I'exercice 20. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

On peut écrire :

) = .
() i1+ 1)
N X
1 1
Y S B (1 + —)
X X X
Or,
. Inx
* lim — =0 (cours)
X—+o X
.1 ) 1
e lim —=0donc lim In (1+—) =Inl1=0.
X—+oo X X—>+oo X
1 1
Par produit, lim —In (1 + —) =0.
xX—+o0 X X
Finalement,
i pe =0
a. Nous avons, pour n fixé :
* lim (2x—2) = +oo;
X—>+o0
In(x*+1)

¢ lim In(x*+1) = oo donc lim = +oo (car n > 0).

xX—oo X—>-o0 n
Ainsi, par somme,

2 /
b. La dérivée de x — In (x* + 1) (fonction de la forme Inu) est la fonction x — — i : (u—).
X u
Ainsi,
2x
") =24 ——r.
c. De la question précédente, on peut déduire que pour tout entier naturel n,
fi(x) > 0.
D’ou le tableau de variations suivant :
X 0 +o0
In(0%+1)
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d. La fonction f,, est continue et strictement croissante sur [0; 4-oo|.
De plus, « 0 » est une valeur intermédiaire entre f,(0) = —2 et lir_E fn(x).
X—r—+oo0

Ainsi, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires (théoreme de la bijection),
I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution, que 1’on notera ¢, (pour renforcer le fait que
cette valeur dépend du nombre n), sur [0; o]

In(1>4+1) In2

= — > 0. Donc « 0 » est une valeur intermédiaire entre f;,(0)
n

e. fu(l)=2x1-2+

et £,(1).
Ainsi, o, €]0; 1]

D’apres la question précédente,

fn(an):()
2
<= 2"‘"‘”@:0
2
ln(oc,,;—Fl) — 2 2q,

= |In(af+1) =2n(1—0p).

Nous avons :
In (o2 +1)
o) =20,—2+—~" 7~
fn—i—l( ) + n+1
2n(l—«
=20, —2+ % (d’apres la question précédente)
n
2n(1—oy)
=2(1—« _
( n) + n+1
2n
=1-0y) -2
( n)[ +n—f—l}
—2n—2+42n
=(1-o0y)| ————
( )( n+1 )
21— ap)
N n+1
Or,0<a,<1ldoncl—oq,>0.
—2(1—¢,
Deplus,n>0doncM<0.
n+1

Ainsi, f,11(ay) <O0.

n a. A Taide de la calculatrice, on trouve :
o ~0,77 ; Oy ~ 0,92 ; a9~ 0,97.

b. La fonction f, | est strictement croissante sur |0; 1].
De plus, fy,+1(a,;) < 0 donc I’image de o, par f,+1 est négative, ce qui signifie que la solution
a I’équation f;,11(x) = 0 est supérieure a ¢,.

Ainsi, oy, 11 > . La suite (o,)est donc croissante.

c. On sait que 0 < o, < 1 donc la suite (o,) est majorée. De plus, elle est croissante.
Or, toute suite croissante et majorée converge.
Donc () converge.
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In (x2 + 1)

d. lim f,(x)=2x—2car lim =0.
n—r oo n—r—+-o00 n
Or, oy, représente la solution unique a 1’équation f,(x) = 0. Donc, si I’on pose £ = lirf Oy,
n— o0
alors
ngwan(x) =0=x=/.
Or,
ngr}rlm fo(x) =2x-2
donc
20-2=0
soit
{=1.
Ainsi, lim o, = 1.
n——-oo
B Corrigé de I'exercice 21. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Faisons un bel arbre de probabilités pour nous aider :

1/B3
3
1/A2<g
) 3\C3
/B1<1
3 N —1—C
A0<2 2 3

3
\C1717C2717C3

1 2
a. ay=P(A))=0;b = 5 etc; = 3 d’apres 1’énoncé.
a;+by+c; =1, ce qui est normal car la somme des probabilités d’événements formant une
partition de 1’univers est toujours égale a 1.

b. A I'instant n = 2, la puce peut se trouver en A ou C car 4 I'instant n = 1, elle se trouve en B
ou C uniquement.

Ona:
1 1 1
° az:PBl(AZ)XP(B]):gxizg'
© szO

L2 b 121 s
e CHh = — — —_ = — _—= -
2 37273 36 6

c. Pour n = 3, la puce se trouve en B ou C.

°03=O.
11
"hiE3XET s
RN
ST3T6 T 18

a. On s’inspire de ce qui a été fait pour conjecturer que ay;| = 0. En effet, pour les rangs
impairs, la puce ne peut pas €tre en A car pour les rangs pairs, elle se trouve en A ou C.

1
b. bygi1 =Pay (Baki1) X P(Ax) = 342

are+2 = Py, (Aoky2) X P(Boky1) = §b2k+l-
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c. De la question précédente, on déduit :

I 1

W42 = 7 X A2k = —Ag.
T3 6

Donc :

= klné < —6In10

ks —6In10
~ —In6

=k=>8

=nz=4

Le plus petit entier 7 tel que a,, < 107 est donc n = 4.

1
lim ay, = lim — =0.

Donc (a,) converge vers 0.
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B Corrigé de I'exercice 22. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Vn4+1 = Up+1 +Q(n+ 1)
=Au, +P(n)+Q(n+1)
1 1
=A (un + IP(n) + zQ(n—k 1)> .
Ainsi,
(vn) est une suite géométrique <= u, + %P(n) + %Q(n +1)=v,
1 1
= IP(n) + IQ(’H_ 1) =Q(n)
< P(n)=AQ(n)—Q(n+1).
Posons Q(n) = an+ B.
D’apres la question précédente, pour tout entier nature n,
P(n) =AQ(n) —Q(n+1)
< an+b=Aan+ A —an—o—f
< (a+o—Aa)n+b+a+B—-AB=0

at+a(l-1)=0
— {b+a+ﬁ0—l):0

De la 1™ équation, on déduit :

_a
R
et de la 2¢ équation, on tire :
1 a
BZ&—IG+A—1)
Ainsi,
a b a

Q(n) = + +

A1 A1 T A_12

Nous savons que (v,) est une suite géométrique de raison A. Ainsi, v, = voA” pour tout entier

naturel 7. )
Or, vo = up+ Q(0) :u0+/'L—1 + (lfl)z’ donc :

b a "
Vn € N, vn—(uo—kl_l—f—(}t_l)z)l )

De plus, v, = u, +Q(n), donc u,, = v, — Q(n). Ainsi,

b a " a b a
Vn eN, un—(uo—l-l_l%—(l_l)z)l _l—ln_l—l_(l—l)z'

ﬂ Application : u, 1 = 2u, —3n+7 donc A =2, a = —3 et b = 7. D’apres la question précédente,
ona:

7 3 3 7 3
= on _ _ _
Vn €N, un (5+2—1+12—1ﬂ)x 21" 21 2-1p

soit :
VneN, u, =9x2"+3n—4.
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Vérifions sur les premiers termes :

n Avec la formule de récurrence Avec la formule trouvée

0 ug = 5 par définition up=9x243x0-4=9-4=>5

1 up =2up—3x0+7=10+7=17 =9x2'43x1—-4=18+3-4=17
2 upy =2u1 —3x1+7=34—-3+7=38 U =9x224+3x2—-4=36+6—4=238

B Corrigé de I'exercice 23.

an4+1 = pl(aun +ﬁvn) +q1 (Aun +an)
= (api+2Aq1)up+ (Bp1+ pgi)va -

[Retour a I’énoncé de I'exercice]

Pour que (a,) soit constante, il faut que a,,| = ay, soit :

api+Aq =1 xu
— (L1)— (L) : (au—PBA)p=u—=~
{ﬁp1+uq1:1 ) (L) = (L) : (e =BA)pr=p
I
<~ pl_au—ﬁ/l'
De méme,
api+Aq =1 xf
— (L1)— (L) : (cu—PBA)g1 = ot —
{gmetn =] b = w-w) P —a-p
— “-
p1 ap—pBA’
a. bye1 = (apa+Aq)un+ (Bp2+ Hg2)vn
Otpz+7tqz( p2(Bp2+ ug2) )
== -
D2 P2t opr+Aq '
Pour que (b,,) soit géométrique, il faut que :
p2(Bpa+ug) P2 apr+Ag
=gy — === _""1=
opr+Aq ¢ (Bpa+uq2)
P2 opr+Aq 2 2
b. o = Bpy+Uprgr = oprgr+Agq
@ (Bp2+ugr) 2 2
— ﬁP%‘F(H—Oﬂ)PzC]z—)LCI%:O
2 H—« A 2
— pr+ P2q2— 795 =0
2 B B q> =
2
u— » Ao
a2 =0
o (otgte) (557 -
2
Uu—a (u—a)>+4BA ,
e
c. De I’égalité précédente, on déduit :
p—o V(U —a)?+4BA
P2+ q2| = q2|-
%; g
On en déduit :
p—a  \/(u—a)+4pa
P2+ q = q
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ou

u-o - a)?+4pa

Soit : \/
V4R, a-p
P2 = 28] lg2| + 2B q2
ou \/
_ V(p—a)*+4BA o—u
P = 28] 92| + B P
On en déduit alors :
—0)2+4BA+ o — - — )2 +4BA +o—
py = V(1= 0)° 4P o) ou pyo V(-0 4P ",
2B 2B
d. Si py = q, alors :
bpy1 = p2(Upt1 4+ Vas1)
=p2((0t+A)uy + (B +p)vy)
_ B+u
—pz(OC-i-)L)(I/tn-l-oc_i_l .

B+u
a-+A

Onprend a = 0,6, § =0,3, A = 0,4, u = 0,7 et g» = —3.
On trouve facilement p; =gy = 1.
D’apres la formule trouvée a la question 2.c., on trouve deux valeurs possibles pour p, : —3 ou 4.
Or, la question 2.d. nous dit que si g = p», alors on doit avoir B+ it = ot + A, ce qui n’est pas le
cas ici.
Donc p, = 4.
Finalement, on a :

Pour que (b,)soit géométrique, il faut donc que ,soit B+u=a+A.

vneN, { Vi1 = 0,41ty +0,7v,
et
ay, = Uy +Vvy,
Vn e N, { by = du, — 3y,
B Corrigé de I'exercice 24. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

f est dérivable sur R’ comme somme de deux fonctions dérivables sur cet ensemble.

Ona:
1

NG
. . . . 1
Or, e > 0 car une exponentielle est toujours strictement positive, donc —e * < 0 et ——— < 0,
X

23
donc f’(x) < 0 sur RY.

fl)=—e

Ainsi, f est strictement décroissante sur R’ .

f est continue sur R*. De plus, £(0) =1 et f(1) =e ! —1 < 0 donc d’apres le corollaire du
théoréme des valeurs intermédiaires (théoréme de la bijection), I’équation f(x) = 0 admet une
unique solution sur |0; 1[.
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La formule qui donne I’équation réduite de la tangente en un point d’abscisse a est :

y=f'(a)(x—a)+f(a)

ce qui donne ici :

1
y:(—e_l—i)(x—l)—i—e 1
1 1 1 e
(=) (x=D4+-==
(e 2)(x )+e e
2+e 1—e
= — -1
<2e )(x )+
B 2+e +2—|—e 2—2e
- 2 )T 26 2e
2+e 4—¢
y——( 2e >x+ 2e

n L’abscisse du point d’intersection de (7p) et de I’axe des abscisse se trouve en résolvant 1I’équa-

tion :
2+¢ +4—e 0
— x =
2e ! 2e

- 2+e 4—¢e
— X1 = —
2e ! 2e

4—e 26
= e 2T
- 4—e

x =
! 2+e

1
B a4 SurR*, —e* <0et ——— < 0 donc f/(x) < 0 soit, en particulier, f'(x) # 0.

2V/x
(T,) : y= f/(xn)(x—xn) + f(%n)

et en remplacant x par x,,1 1, par définition toujours, on doit obtenir O :

b. Par définition, on a :

I (xn) (X1 —Xn) + f(x0) =0
d’ol :

f/(xn)(an —Xp) = —f(xn)
J(xn)

E Xpp] —Xp = —m(carf'(xn) #0)
S (xn)
& =Xn—
g a. On a le tableau complété suivant :
i 0 1 2 3 4 5

X

1

0,271 649 346

0,411602333

0,426 183 639

0,426 302743

0,426302751
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b. La valeur affichée par cet algorithme correspond a xs.

c. Dans la mesure ou les différentes valeurs de x calculées dans la boucle de I’algorithme corres-
pondent aux termes successifs de la suite (x,),.o. on peut conjecturer que
lim x, ~ 0,426303.

n——+oo

% est au-dessus de (7p) donc x; < o.
Dans un cas général, le point d’intersection de la tangente a une courbe € (toujours située au-
dessus de ses tangentes) et de 1’axe des abscisses sera toujours avant la solution de I’équation
f(x) =0.
Donc, x,, < a pour tout entier naturel 7.
f (%n)
I ()
Or, f(x) > 0 sur |0;a] (d’apres les variations de f) et f/(x) < 0 sur ce méme intervalle. Par
conséquent, x,1 1 — x, > 0, soit (x,),~, croissante sur |0; ct].

E Par définition, x4 —x, =

Or, la suite est majorée par ¢, donc elle converge. Notons ¢ sa limite. Alors, la relation :

N f(xn)
Xnt+1 = Xn — f/(xn)
devient (car f et f’ sont continues sur |0; @) :
[0
(=1—
f'(0)
soit :
fl)=o0.

Or, I’'unique solution de I’équation f(x) = 0 sur ]0; a] est .
Donc la limite de (x,),~, est a.

B Corrigé de I'exercice 25. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

a. Pour calculer u;, on prend en compte que I’allongement est homogene ; ainsi, quand Léo est
a 1 metre du point de départ, quand on tire 1’élastique pour faire passer sa longueur de 100
metres a 200 metres, on la multiplie par 2 donc on doit faire de méme pour la longueur qui
sépare Léo du point de départ. Par conséquent, apres 1’allongement, Léo se trouve a 1 x2 =2
metres du point de départ. Il suffit ensuite d’ajouter 1 metre et on obtient uy = 3.

b. Sur ce méme principe, on calcule u3 : quand on allonge I’élastique de sorte a ce que sa

longueur passe de 200 metres a 300 metres, on la multiplie par 200 — 1,5. Pour obtenir la
valeur de u3, on multiplie donc u; par 1,5 puis on ajoute 1 :

u3 =1,5up+1=1,5x3+1=3,5.

Selon le méme principe que précédemment, pour calculer u,; connaissant u,, il faut trouver le
« coefficient d’allongement ». Notons ¢, la longueur de 1’élastique, en metre, a 1’étape n (avant
I’allongement).

Ainsi, /1 = 100, ¢, = 200 et par extension, ¢, = 100n.

100 1 1
Le « coefficient d’allongement » est donc k,, = L =14-.
100n n

1
Up+1 = <1+;) I/ln—|—l
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us = 5,5 et U3 :300d0ncp3:Z—2>< 100 = % = 1+%+%.
g Montrons par récurrence la formule proposée.
¢ Initialisation : nous I’avons montré pourn =1, n =2 etn =3.
« Hérédité : supposons que pour un entier n > 0, p, = 1+ % +- 4 %
Quand on allonge I’élastique de 100 metres, le pourcentage ne change pas car I’allonge-
ment est homogene (conserve les proportions). En ajoutant 1 metre, proportionnellement a

la longueur ¢, 1, on a ajouté 1 %.
Ainsi +—1 1+1+1+ +1+—1
insi = = S R R R )

L’hérédité est alors vérifiée. La formule est donc vraie pour tout entier naturel n non nul.

E Par récurrence :

0
'P20:P1:1>1+§;
I LY
pzl—p2— 2/ 2’
N B
pR=pa=iTyT 3Ty 2 2’
—
> i}
S L I S T VL DU SV
PP =P8 =P 4T g T g T T2 227 2’
(S —
>4xg=3

1
* On suppose que py1 =14+ (n—1) x 7

1 1 1
pznzpzn_1+2n_1+1 +gn_1+2+---+2—ri.
—5n
1 1 ) .
Or, W > SFFT pour tout entier k et pour tout entier p tel que 1 < p < k+
4

Ainsi, dans la mesure ou il y a 20p — 1) termes dans sy, s, > 2(n — 1) x

| 1
Par conséquent, ppn > 1+ (n—1) x 5 + > soit pon > 14+n x >
[’hérédité est vérifiée donc la formule est vraie pour tout entier naturel n.

1
E EIE (H—En) = +oo donc d’aprés le théoreme de comparaison des suites,
n co

lim p,, = +oo.

n—r—+oo
Cela sous-entend donc que le pourcentage de chemin fait par Léo sur I’élastique dépassera 100,
ce qui signifie qu’il arrivera au bout de 1’élastique.

Cela peut alors surprendre car le procédé ne permet a priori pas de 1I’envisager. C’est ce que 1’on
appelle un paradoxe qui peut s’expliquer de la facon suivante : pour n assez grand, on démontre
(pas nous ! mais les grands mathématiciens...) que p, ~ Inn (a une constante pres, que 1’on appelle
la constante d’Euler, et que 1’on note ) donc si on cherche n tel que p,, > 100, on cherche n pour
que Inn > 100, soit n > e!%. Or, e!% ~ 2,7 x 10*3. Alors, méme si Léo faisait 1 metre par
seconde, il faudra & peu pres 2,7 x 10*? secondes pour qu’il atteigne le bout de I’élastique, ce qui
correspond 8,56 x 10 années... Autant dire jamais !
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Trigonométrie
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o Exercices d’'application du cours

o Exercices de réflexion

4 aoiit 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Equations & inéquations

W Exercice 1. Equations trigonométriques *Ahtevere @
(Source : ts-trigo-01) {Corrigé page 135 5}

Résoudre sur |- ; 7] les équations suivantes :

T 1 B T .
| (2 _> = 2} cos (x+ —) =sinx
cos ( 2x+ 6 5 3

= /4 2 /4 ) T

sin(3x—7) :—g ﬂ cos (2x+z> =S1n< _5)

W Exercice 2. Equations avec changement de variable *ktrvete @
(Source : ts-trigo-02) {Co"igé page 137 é’ﬂ

Résoudre sur |—7; 7] les équations suivantes :
2cos?x—3cosx+1=0
2sin®x+5sinx+2=0

2
a. Développer <9— %ﬁ) .

3 9
b. Résoudre : 3cos?x— | 9+ —> cosx+—=0.
( V2 V2

B Exercice 3. Inéquations avec changement de variable S SASRONN -
(Source : ts-trigo-03) {Corrigé page 139 @ﬂ

Résoudre sur |—7; 7] les inéquations suivantes en vous aidant des résultats de I’exercice 2 :
2cos?x—3cosx+1>0
2sin?x+5sinx+2 < 0

. 3cos x—(9—|— %)cosx 7
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B Exercice 4. Inéquations trigonométriques
(Source : ts-trigo-04)

Résoudre sur |—; 7] les inéquations suivantes :

T 1
cos (2x+ g) <3 sin (3x— g)

Limites

B Exercice 5. Calcul de limites

(Source : ts-trigo-07)

. sin(ax
Calculer lim M , acR.
- x—0  sinx
. cosx—1
Calculer lim ———.
x—0  sin“x
= . cosx—1
Calculer im ———.
T x—0 X
. 2
l—cosx 1 [sinj
ﬂ a. Montrer que ——— == — 2.
X 2 3
. . l—cosx . . 1—cosyx
b. En déduire lim ———— puis lim —\/_
x—0 X x—0 X

Fonctions trigonométriques

Cosx

B Exercice 6. Etude de la fonction x — ey

(Source : ts-trigo-06)

On définit la fonction f par :
cosx

flx) = 1 +sinx’
Déterminer le domaine de définition Z; de f.
Montrer que f est périodique.

Déterminer f’(x), puis en déduire le sens de variation de f sur} —
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Tk vevere @
{Corrigé page 141 %}

*kxkte @
[Corrigé page 142 %J

*xtevete @
[Corrigé page 143 @rﬂ
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B Exercice 7. Encadrement de cos x *kkirrr @
[Corrigé page 144 %J

(Source : ts-trigo-05)

Le but de cet exercice est de démontrer que pour tout réel x, on a :

l—x—zécosxg l—x—z—i-ﬁ.
2 2 24
2
On pose f(x) =cosx— 1+ %
A T’aide des fonctions f'(x) et f”(x), montrer que f(x) > 0 pour tout réel x.
On pose g(x) =cosx — 1 +%2 - %.

En dérivant quatre fois g(x), montrer que g(x) < 0 pour tout réel x.
Conclure.

N T
ﬂ Application : donner un encadrement de cos 5

W Exercice 8. Fonction x — cos® xcos(3x) Tk vere @

(Source : ts-trigo-08) [Corrigé page 145 @%}

On considere la fonction définie sur R par :
f(x) = cos® xcos(3x).
Montrer que 1’on peut réduire le domaine d’étude de f a I’intervalle [O; g] .
Déterminer le sens de variation de f sur [O; g} .
Résoudre sur [O;g] I’équation f(x) = 0.

; 4 . T T
n Dessiner alors la courbe représentative de f sur [—5 ; 5} .

W Exercice 9. Fonction x — sin’ xcos(3x) *hkkkte @

(Source : ts-trigo-09) {Corrigé page 146 %}

On considere la fonction définie sur R par :
f(x) = sin® xcos(3x).

v/
Montrer que 1’on peut réduire le domaine d’étude de f a I’intervalle [O; 5] .

A Iaide de la formule cos(2a) = 2cos’>a — 1 = 1 —2sin’a, déterminer une valeur exacte de cos r
et de sin g

Montrer que \/m =v2-1.

ﬂ Déterminer le sens de variation de f sur [O; g} puis dresser le tableau de variation de f sur

[0 ; g] en indiquant la valeur exacte de f (g) .

 -3-2V2
_T.

RY3

On admettra que f (?)
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E Résoudre sur [O;g] I’équation f(x) = 0.

: . . T T
E Dessiner alors la courbe représentative de f sur [—5 ; 5} .

B Exercice 10. D’aprés un sujet de bac, Nouvelle Calédonie 2005 *h Ak @
[Corrigé page 149 @*J

(Source : ts-trigo-10)

Un lapin désire traverser une route de 4 metres de largeur. Un camion, occupant toute la route, arrive
a sa rencontre a la vitesse de 60 km/h. Le lapin décide au dernier moment de traverser, alors que le
camion n’est plus qu’a 7 metres de lui. Son démarrage est foudroyant et on suppose qu’il effectue la
traversée en ligne droite au maximum de ses possibilités, c’est-a-dire a 30 km/h.

L’avant du camion est représenté par le segment [CC’] sur le schéma page suivante.

C A
7 0
4m Camion N m >
C B D

Le lapin part du point A en direction de D.
— T
Cette direction est repérée par I’angle 8 = BAD avec 0 < 0 < 0 (en radians).

Déterminer les distances AD et CD en fonction de 0 et les temps #; et #, mis par le lapin et le
camion pour parcourir respectivement les distances AD et CD.

7
Onposef(G):§+2tan6— g
- cos
Montrer que le lapin aura traversé la route avant le passage du camion si et seulement si f(6) > 0.

Etudier la fonction f sur I'intervalle [O;g [

Conclure.
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Corrigés

4 aoit 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
cos (2x+£> _! < cos (Zx—i-E) = Cos (E)
= 6/ 2 6/ 3
(
2x—|-g = §—|—2k7r
< < T kel
2xX+—=——+2knm
YT 3 "
bng—%+QMr
<~ < T o keZ
x=—=— = 42kn
¥ =376 "
(
h:%+%n
< < T keZ
2x=——=+2knm
\ 2
.
X = 1—7;+k7r
<— < T
X = —Z +k7'L'
\
Sur |—x; 7], les solutions sont donc :
, Sin
.
12
7 T =«
x 12 12
2 .
lix 0 cos 4
2
T ° —E—Fﬂ:_ 3_7'C
7 4 4
117 T 7w 3¢
y‘{“?’ 4’3’7}
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sin (3x — g)

V2

<—> sin <3 n) sin( 7r>
= —_— X — — — -
7 4

2
3x—§:—§+2k7r
<— keZ
3x—f:n—(—f)+2kn
\ 7 4
(3= 212 ok
4 7
<— { 5 keZ
=4 Lokn
\ 4 7
'3x=—z—g+zkn
< keZ
3 397r+2k7r
X = ——
\ 28
( T jL_2k7t
X=——+—
28 3
= 13r  2%n kez
X=—+—
\ 28 3
L Sin
3n 137 Sur |—m; ], les solutions sont donc :
BRI 28
84 . T __n+27t__537tet
28° 28 3 84
T 2n<_ 597
. 286 3 84
0 cos
_ 73w —33 137 13n 2rm 17m )
._’___:__e
* 17 28 ° 28 3 84
_589_n 137 47:_ URY
286 3 84
o _73n _59n _17n . 137 53¢
N 84 > 84 ° 84 ° 287 28 84

Sur |—7; 7],

.
x—{—%:i—x—l—Zk?r
— = kel
X+—=—=+4x+2knx
. 3
(
26 =%+ 2kn
— - - keZ
— = —— +2km <— impossible
( 3 2
T
= x=—-+kn , ke€Z
12
i =«
y‘{_ﬁ’ﬁ}
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n cos(2x—|—£)—sin< —E> <~ cos<
4) 3

Sur |—m; 7],

B Corrigé de I'exercice 2.

2cos?x—3cosx+1=0.
Posons X = cosx. Ainsi, I’équation dévient :

Le discriminant du polyndéme 2X? —

2X2% -

3X +1est:

3X+1=0.

i) =co(3-x+3)
- —X
3
<:>cos< X+ — ) ——x)
( 5w
2x+g:?—x+2k7r
= keZ
2 +E——5—n+x+2k7r
(7T T T
( 5
w=2_T oz
— 6 4 ke
L
\ 6 4
(
3x =7—7r+2k7r
— 12 keZ
137r+2k
X=——
\ 12
( 77r 2km
<— 36 3 keZ
137r+2k7t
x___
12
11 Tx 317r 177r
12 ’36’ 36 : 36

[Retour a I’énoncé de I'exercice]

A=9—-4x2x1=1.

Ce dernier admet donc deux racines :

Ainsi,

donc :

On a alors :

3—v1 1 341
\/—:— et XQZLZI
4 2 4

1
COSX| 2 et cosxr =1,
T 9
:§oux1:—§ et x, =0.
T T
s~ {50
3 3
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2sinx+5sinx+2 =0.
Posons X = sinx. Ainsi, I’équation devient :

2X?+5X +2=0.
Le discriminant du polyndme 2X? + 5X + 2 est :
A=25—-4x2x2=09.

Ce dernier admet donc deux racines :

—5-3 -5+3 1
X = :—2 t X — E——
: 4 © 2Ty 2
Ainsi,
1
sinx; = —2 (impossible car —2 < —1) et sinx, = —3
soit :
noux 7r—|—7r 7
Xy = —— = — _= ——,
2T 6 6
On a alors :
Ry T
= 2. _Z
%5
3 -\° 9 171-54/2
a. (9->V2 :81—27\/§+—:—\/_.
o 2 2 2
3 9
b. 3cos?x— 9+—)cosx+—:0,
( V2 V2
Posons X = cosx. L’équation devient alors :
3 9
3x2% — 9+—>X+_:().
( V2 V2

3 9
Le discriminant du polynéme 3X? — (9 + —) X+ —est:

V2 V2

A= {—3(3+%)]2—4x3x%

—9 <B+£> _ 108
S \2 V2 V2
171 54 108

+
2 V2 V2
171 54

2 V2
_171-54V2
=

3 2
= (9 —5 \/5) d’apres la question précédente.

Ce dernier admet donc deux racines :

X1:9+%—g9—%\/§> B

o
o+

o
SIS
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et

X, = =3
2 6
Ainsi,
V2 : :
COSX| = > et cosxp = 3 (impossible car 3 > 1),
soit :
T T
x| = — oux; = ——
=7 1
Finalement, on a :
T T
{55
44
B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

2cos?x—3cosx+1>0.
D’apres 1’exercice précédent, le polyndme 2X> — 3X + 1 se factorise sous la forme :

2<x—1)<x—%).

1
2cos’x—3cosx+1=2(cosx—1) (cosx— 5) :

Ainsi,

4 sin
e —1<cosx<1ldonc—-2<cosx—1<0
1 1
° cosx— = >0 < cosx > — N
2 7r2 - 0 % cos
e[ 2]
S 17303
D’ou le tableau suivant :
: = -2
cosx — 1 — — — 0
COSX — % — 0 + 0 —
2cos?x—3cosx+ 1 + 0 — 0 + 0

L’ensemble solution de 1’'inéquation est donc :

2sin’x+5sinx+2 < 0.
D’apres I’exercice précédent,

1
2sinx+ 5sinx 42 = 2(sinx +2) (sinx+ E) .
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e —1<sinx<1donc1l<sinx+2<3

1 1
. sinx—i—i <0 <= sinx < )

Sk =& O —% cos
= x€|——;——
* { 6 6] s x
6 6
D’ou le tableau suivant :
X 3 —z —Z
sinx + 2 + + +
sinx + % + 0 - 0 +
2sin’x + Ssinx 42 + 0 - 0 +
L’ensemble solution de 1’'inéquation est donc :
St &
S =|—-——
|-o4l
. 3cosx — (9+i) cosx+—
V2 V2 s
D’apres I’exercice précédent,
3 9 V2
P(x) =3cos’x— — |cosx+ —= =3[ cosx—— | (cosx—3).
8 eosx ( A ) (cosx 3
sin
T
e —1<cosx<1ldonc —4<cosx—3< -2 4
2 V2
° cosx—— >0 < cosx> — .
2 2 Ol v2 Ccos
— Xxc [ 71: 71?] z
4°4
_z
P
D’ou le tableau suivant :
x a 2 ;
cosx — 3 — — —
COSX — @ — 0 + 0 _
P(x) + 0 — 0 -
L’ensemble solution de I’inéquation est donc :
T T
55
4 4
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B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I’exercice]

T 1 T T 5r
1 (2 —) e Pk e+ 2 L okn, ke
Bl cos x+e) <5 3 H2m <ot < TS H2km, ke

/‘
N

Donc :
T 1 T 7 T W St 0w
2 —) - T r kg 22 T, v/
cos<x+6 <2<:>3 6+k7t<x+6 6<3 6+k7r, ke
3
<:>g+2k7t<2x<7n+2kn, keZ
T 3n
<:>E+k7r<x<T+k7r, keZ
, Sin
3n
4
/ E 3r T T 37m
o > COS y::|_4’_ﬁ|:U:|EaT|:
13
_3r
4

, T V2 3 T T
— D) —-== == <3x—=< ==
sm<3x 7>\ > < 4+2k7r\3x 7 < 4+2k71', keZ
R A 4 T
.z < < 4
<= 4+7—|—2k7t\3x\ 4+7+2k7r, keZ
17% 3n
- < < -
>3 +2kn <3x < 28+2k7r, keZ
177r+2k7t< < 7r+2k7r Ke7
g4 3 SYSTgT 3
o _DBr 7 U Uiz = U 13w 537
| 84 84 84~ 28 28 ' 84

, Sin

3n
53n S
4 28

_ Dz
84 17

_som -
84
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B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

0
Ici, nous avons une forme indéterminée du type « 0 donc nous allons passer par la notion de
taux d’accroissement.
Posons f(x) = sin(ax) et g(x) = sinx.
Alors, f'(x) = acos(ax) donc f'(0) = a, et g'(x) = cosx donc g’'(0) = 1.
De plus, f(0) = g(0) = 0 et, pour tout x différent de 0, on a :

sin(ax)  f(x)— f(0) x—0

= X .
sinx x—0 g(x) —g(0)
Ainsi,
i —f(0 -0
lim sm.(ax) = lim fx) = f(0) X .
x=0 sinx  x=0 x—0 g(x)—g(0)
Or,
—f(0 —g(0 -0 1
im 2SO ) o 1im X8O _ 0 done fim — =
=0 x— =0 x—0 —0g(x)—g(0) g'(0)
Ainsi,
i — — 1
SINGY) _ iy LSO iy x=0 ]
x=0 sinx 10 x—0 x—0g(x) —g(0)
i 520 _
x—=0  sinx
N.B. On aurait aussi pu écrire :
sm.(ax) . sin(ax) .
sinx ax sinx
inX
et utiliser la propriété du cours : lim e 1.
x-=0 X
On sait que cos”x -+ sin®x = 1 donc sin’x = 1 — cos?x.
Ainsi,
cosx—1  cosx—1
sinfx 1 —cos?x
_ cosx—1
(1 —cosx)(1+cosx)
B 1 —cosx
(1 —cosx)(14cosx)
1
= 0+2km, k € Z.
T cosx pour x # 042k, k €
—1 1 1
Ainsi, lim "~ — lim———— = — .
x—0 sinzx x—0 1-4cosx 2
lim cosx—1 1
x—0  sin®x 2
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Ona:

cos’x—1  (cosx—1)(cosx+1)
X B x
—1
_ ST (cosx+1)
x
—1 —1
Or, d’apres le cours, lim COY T _ 0 done lim S22 « (cosx+1)=0x (cos0+1)=0.
x—0 X x—0 X
lim cos?x— 1 _0
x—0 X
n ; 1 <sin§)2: 1 y sinj%
: X
2\ 3 2 x

1 1 —cos?%
= — x4 x &

2 x?
B 2—2cos’%
= =
1+ (1—2cos?%)
= >

1+ [—cos(2x3
_ t[—cos (2 3)] car cos(2a) = 2cos’a— 1

.X2
1 (sin3 2 l—cosx
2 % X2

X—0 =0 5 x—0 2

inX sin % 1 /sin£\? 1
b. On sait que lim % = Il donc lim —; 2 — 1. On a alors lim [E ( 2) ] = o d’ou:
2

lim 1 —cosx B 1
x—0 X2 - 2

1— 1 —cosX
+S\/;C = }i_%% (en posant X = /x).

- 1
fim L 05 VY _

x—0 X 2

De plus, lim
x—0

D’apres ce qui précede, on obtient alors :

B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I’exercice]
f(x) est défini quand 1 + sinx # 0.

Or, 1 +sinx=0 <= sinx=—1 <= x:—§+2kﬂ,k€Z.

Ainsi, le domaine de définition de f est| 2, = R\ {—g +2km, ke L) |

On sait que cos(x + 27) = cosx et sin(x + 27) = sinx. Par conséquent, f(x+271) = f(x).
Ainsi, f est 2z-périodique.
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f estde la forme ! avec u(x) =cosxetv(x) =1+sinx.
- %

. v —u/ -
Ainsi, f’ est de la forme 5— avec u'(x) = —sinx et v/(x) = cosx.
v
—sinx(1 +sinx) — cos®x
Fw) = nx)
(I +sinx)
_ —sinx— sin”x — cos?x
B (1+sinx)?
_ —sinx— (sin®x+cos’x)
B (1+sinx)?
y sinx + 1 5 .2 .
X)=—————=| car cos“x+sin“x = 1 pour tout réel x.
F) (1+sinx)? P
3 n 3xw . . .\
Or, pour tout réel x € ) ; > | —1 <sinx < 1 donc 0 < sinx+ 1 < 2. De plus, (14 sinx)* >0
T 3%
donc f'(x) < Osur |—=;—|.
£ <0sur |35 |
.. . . T 3m
Ainsi, f est strictement décroissante sur ) ; > |
B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

2
f(x)=cosx—1+ % donc f'(x) = —sinx+xet f”(x) = —cosx+ 1.
On sait que pour tout réel x, —1 < cosx < 1 donc 0 < f(x) < 2. Autrement dit, f”'(x) > 0 donc
f" est strictement croissante sur R.
De plus, f/(0) = 0 donc f'(x) > 0 sur R. Par conséquent, f est strictement croissante
sur R. Or, £(0) = 0 donc on en déduit que f(x) > 0 sur R.
x2 4 x3 x2

g(x) = cosx — 1 + 5~ ;—4, donc g'(x) = —sinx + x — % g'(x) = —cosx + 1 — 5

g"(x) =sinx—xet g"(x) =cosx—1.

On a alors g(4) (x) < 0 sur R, donc g(3) est strictement décroissante sur R. Or, g(3)(0) = 0 donc
g¥(x) <OsurR.

On en déduit que g” est décroissante sur R. Or, g’ (0) = 0 donc g’ (x) < 0 sur R, ce qui implique
que g est décroissante sur R. Or, g'(0) = 0 donc g'(x) < 0 sur R, donc g est décroissante sur R.
Or, g(0) = 0 donc g(x) < O sur R.

De la question , on déduit que pour tout réel x :

2 2
X X
cosx—1+§><:> Cosx>1—|—3.
De la question , on déduit que pour tout réel x :
cos 1+x2 X4<0<:>cos <1+x2+x4
* 2245 TSI T
Ainsi,
1 x2< <1 X2+X4
> < cosx < Tl
T
ﬂ Six:§,alors:
1—n2<cos <1_7r2+ mt
50 75 50 15000



71:4

N.B. Onremarque que est tres proche de O (a peu pres égal a 0,006), ce qui nous permet

15000
1 n?
de dire que cos 5 ~1— 50 (au centieme pres).
2

En effet, 1 — ;t_O ~ 0,0,803 et cos% ~ 0,809. On a bien une erreur de 0,006.

B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
* Montrons d’abord que f est m-périodique.

flx+m) = [cos(x+ )]  cos (3(x+ 7))
= [—cosx] : cos(3x+3m)
= —cos’ xcos(3x+ )
= —cos’ x(— cos(3x))
= cos’ xcos(3x)

flxtm) = f(x)

Donc f est w-périodique.

T T
On peut donc réduire I’intervalle d’étude a un intervalle d’amplitude 7, par exemple [— > ; E] .
* Montrons que f est paire. D’abord, le domaine de définition de f est centré en 0. De plus,

fl—x)= [cos(—x)]3cos(—3x)
= [cosx]3cos(3x)

= cos’ xcos(3x)

f(=x)=f()

Donc f est paire.

. . z N et 2z z rd N n
On peut donc réduire le domaine d’étude a la moitié du précédent, donc a [O ; 5] par exemple.

T
N.B. On aurait aussi pu prendre [_E ;O} .
f est de la forme uv avec u(x) = cos’ x et v(x) = cos(3x).
Ainsi, f’ = u'v+u/ avec u/(x) = 3 x (—sinx) x cos>x = —3sinxcos?x et v/(x) = —3sin(3x).

2 xcos(3x) — 3 cos’ xsin(3x)

f'(x) = —3sinxcos
=-3 coszx[sinxcos(f%x) + cosxsin(3x)]

— —3cos’xsin(x+3x) d’apres la formule sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

f'(x) = —3cos? xsin(4x)

Vxe [O;g}, —3cos?x <0.

km T km
De plus, sin(4x) >0 <= 042k <4x < w1+ 2k <= 5 <x< Z+7'
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/9
Ainsi, sur [0;5} ,ona:

x 0 i 3
f(x) 0 — 0 + 0 B (\/f) < \/§>
f(x) : \ / ! 2 2

|
EN
)
N
N
N
N————

8 2
4
- 16
1
-4
f(x) =0 < cos’x=0 ou cos(3x)=0
<= cosx=0 oucos(3x)=0
— x= g+2k7r ou 3x:g+2k7r, keZ
2k
<:>x:£—|—2k7r ou x:z—l——ﬂ, keZ
T 2 71:6 3 T
Ainsi, sur [O;E},f(x) =0 < x= 5 oux= 3
ﬂ La courbe représentative de f est donnée ci-dessous :
1
T T T
—% T 6 4
I ~ ] ™
2 h - 4 " 2
B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

* Montrons d’abord que f est m-périodique.

flx+m) = [sin(x+ 7r)]3cos [3(x+7)]

= [ —sinx] > cos(3x+37)

3

= —sin’ xcos(3x+ 1)

= —sin’x[ — cos(3x)]

3

= sin’ xcos(3x)

fx+m) = f(x)

La fonction f est donc w-périodique ; on peut donc restreindre 1’intervalle d’étude de f a un
T T
intervalle d’amplitude 7, par exemple [—5 ; E] .
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* Montrons que f est impaire. Le domaine de définition de f est centré en 0. De plus,

fl=x) = [sin(—x)]3cos(—3x)
= [ sinx] 3 cos(3x)
— —sin® xcos(3x)
f(=x) =—f(x)

La fonction f est donc impaire; on
moitié, donc a [0;5].

T T
Remarquons que 2 x s 1 donc :

T T
coS <2 X §> =2cos? = —

V2

peut donc réduire I’intervalle d’étude précédent a sa

8

T
e Y2 11 =2c0s* =
5 + coSs 2
T 1 (V2
<= —=— —+1
coSs 2 2( > + )
V2 2
<:>COSE:—+\/_ carcosE>O.
8 2
De méme,
T T
2x—>:1—2‘2—
cos( A sin g
2
Y2 o™
8
<:>sm2n—1 1 \/§
g8 2 2
<> sl T_ 2-v2 carsinﬂ>0
8 2 g~

(\/5—1)2:3—2\/§d0nc \/(\/2—1)2: \/3—2\/5, soit \/3—2\/5:\/5—1 (car tous ces

nombres sont positifs).

U1 fest de la forme uv avec u(x) = sin’x et v(x) = cos(3x).
Donc f' = u'v+uv' avec u'(x) = 3cosxsin’x et v/(x) = —3sin(3x).
Ainsi,

2 3

f'(x) = 3cosxsin”xcos(3x) — 3sin(3x) sin’ x

= 3sin®x( cosxcos(3x) — sin(3x) sinx)

f'(x) = 3sin? xcos(4x) ‘ en utilisant la formule cos(a+b) = cosacosb — sinasinb

Vxe [O;g}, 3sin2x>0. De plus,
T T
cos(4x) >0 — —§+2k7t<4x< §+2k7t

— —n+kﬂ< <7r+k7t
g "2 T8
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3
Donc sur [O;g] ,co8(4x) 20 <= x¢€ [O;g] U {?ﬂ,g} d’ou le tableau suivant :
3
« o ; 7
f'(x) 0 0

w| o —

f(%) = (sin%)%os%

C2=V2 V22 T n
A XC°S<Z+§>
_(2—\/5)\/2—\/5[ T T nn]
= 3 COSZCOS§—SII]281D§
_(2-Vv?) 2—ﬂxg<\/2+\/§_\/z—\/§>
8 2 2 2
_2-V2)V2-v2 Vatrava-Va-av2
8 4
_(2-v2)y/ VD) (4+2v2) - (2~ VD) (2~ V2) (4-2V2)
32
:2_32\/5><(\/8+4\/§—4\/§—4—\/8—4\/§—4\/§+4)
2-v2
== ><<2— 12—8\/5)
—2_32\/5><<2—2 3—2\6)
_e-V)(1-V3-2V2)
16
= (2_ \/E) (11; (vV2- 1)) d’apres la question
_2-v2)(2-Vv2)
16
_6—-4V2
16
Ty 3-2V2
f<§>: 8
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E La courbe représentative de f est donnée ci-dessous :

3n
_% 8
I I >
3n 0 z
- 8
8
B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Le triangle ABD est rectangle en B donc :
AB 4
9 = — <:> AD f— .
€08 AD cos 0
BD
tan0 = — <= BD =4tan60

AB

On en déduit alors que |CD =7+ 4tan0 |.

d AD
D’apres la formule v = . on déduit que t; = 30 exprimée en heures. Il est plus judicieux

d’exprimer cette durée en minutes en remarquant que :

1000
30 km/h = 30 X —— = = 500 m/min.
60 min
4
Ainsi =—|
inst |\ 500cos @
7+4
De méme, 60 km/h = 1 000 m/min donc |#, = %%ne
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Le lapin aura traversé la route avant le passage du camion si et seulement si #, > #{, donc si et
seulement si t, —t; > 0.

7+4tan 6 4
1000 500cos 6

1 (7—|—4tan9_ 4 >

h—1 =

500 2 cos 0
1 7+2sin9 4
500 \ 2 cos@ cosH
1 (7 2sinf—4
= (4=
500 \ 2 cos 0
1 7+2s1n9 4
500 \2  cos® cos6
7 4
= — [ =42t -
500 (2+ anf s9>
1
=——f(0
Ainsi, 1, —t; >0 < f(6) > 0.
2cos? 0 +sinH(2sin O — 4)
2 f(0)=
. 7(6) cos2 0
~ 2—4sin6
~ cos?0
~ 2(1—2sin®)
cos? 6 |
T
Ainsi, f/(6) >0 < 1—2sinf >0 < sinf < 5 = 0 < e
De plus,
7 1
L 0 :——4:——;
fO) =5 —4=—3
+ lim (2sin@ —4) = —4 et lim cos® = 0" donc par quotient, lim f(0)= —oo;
x5 x—5 x—Z
x<m/2 x<m/2 x<m/2
7 1-4 7 6 T1-6V2
° T = — _— = ~ 4 .
F(§) =5+ NN 5 0,04 >0
D’ou le tableau suivant :
0 0 § 7
f'(6) + 0 -
/(%)
f(6) o T
2 —o00
On peut donc conclure que le lapin peut étre sauvé si 6 ~ g
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Enonceés

Probabilités conditionnelles

Disponible sur http: // www. mathwebd. fr

o Exercices d'application du cours

@ Exercices de réflexion

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs 4 aout 2018
Loi binomiale

B Exercice 1. Une histoire de QCM, Amérique du Sud 2009 *irtetese @
[Corrigé page 156 %J

(Source : ts-proba-01)

On considere un questionnaire comportant cingq questions.

Pour chacune des cinq questions posées, trois propositions de réponses sont faites (A, B et C), une
seule d’entre elles étant exacte.

Un candidat répond a toutes les questions posées en écrivant un mot réponse de cinq lettres.

Par exemple, le mot « BBAAC » signifie que le candidat a répondu B aux premiére et deuxieéme ques-
tions, A aux troisieme et quatrieme questions et C a la cinquieme question.

a. Combien y-a-t’il de mots-réponses possible a ce questionnaire ?

b. On suppose que le candidat répond au hasard a chacune des cing questions de ce question-
naire.
Calculer la probabilité des événements suivants :
E : «le candidat a exactement une réponse exacte ».
F : «le candidat n’a aucune réponse exacte ».
G : «le mot-réponse du candidat est un palindrome ». (On précise qu’un palindrome est un
mot pouvant se lire indifféremment de gauche a droite ou de droite a gauche : par exemple,
« BACAB » est un palindrome).

Un professeur décide de soumettre ce questionnaire a ses 28 éleves en leur demandant de répondre
au hasard a chacune des cinq questions de ce questionnaire.
On désigne par X le nombre d’éleves dont le mot-réponse ne comporte aucune réponse exacte.

a. Justifier que la variable aléatoire X suit la loi binomiale de parametres n =28 et p = 3

b. Calculer la probabilité, arrondie 2 1072, qu’au plus un éleve n’ait fourni que des réponses
fausses.
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B Exercice 2. Sacs défectueux, La Réunion 2009 D GABAGASAe 0

(Source : ts-proba-02) (Corrigé page 157 &

Une usine produit des sacs. Chaque sac fabriqué peut présenter deux défauts : le défaut a et le défaut b.
Un sac est dit défectueux s’il présente au moins I’un des deux défauts.

Dans cette question, les probabilités demandées seront données avec leurs valeurs décimales
exactes.
On préleve un sac au hasard dans la production d’une journée.
On note A I’événement « le sac présente le défaut a » et B I’événement « le sac présente le dé-
faut b ». Les probabilités des événements A et B sont respectivement P(A) = 0,02 et P(B) =0,01;
on suppose que ces deux événements sont indépendants.
a. Calculer la probabilité de I’événement C « le sac prélevé présente le défaut a et le défaut b ».
b. Calculer la probabilité de I’événement D « le sac est défectueux ».
c. Calculer la probabilité de I’événement E « le sac ne présente aucun défaut ».
d. Sachant que le sac présente le défaut a, quelle est la probabilité qu’il présente aussi le dé-
fautb?

On suppose que la probabilité (arrondie au centieme) qu’un sac soit défectueux est égale a 0,03.
On préleve au hasard un échantillon de 100 sacs dans la production d’une journée. La production
est suffisamment importante pour que 1’on assimile ce prélevement a un tirage avec remise de
100 sacs. On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélevement de 100 sacs, associe le
nombre de sacs défectueux.

a. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

b. Quelle est la probabilité de I’événement « au moins un sac est défectueux » ? On arrondira
cette probabilité au centieme. Interpréter ce résultat.

c¢. Calculer I’espérance mathématique de la variable aléatoire X.
Interpréter ce résultat dans le cadre de I’énoncé.

Conditionnement

B Exercice 3. MP3 défectueux, Polynésie 2009 KA tevere @

(Source : ts-proba-03) ‘:Corrigé page 158 @‘

Une entreprise fabrique des lecteurs MP3, dont 6 % sont défectueux.

Chaque lecteur MP3 est soumis a une unité de controle dont la fiabilité n’est pas parfaite.

Cette unité de controle rejette 98 % des lecteurs MP3 défectueux et 5 % des lecteurs MP3 fonctionnant
correctement.

On note :

* D 1’événement : « le lecteur MP3 est défectueux » ;
* R1’événement : « I'unité de controle rejette le lecteur MP3 ».
Faire un arbre pondéré sur lequel on indiquera les données qui précedent.

a. Calculer la probabilité que le lecteur soit défectueux et ne soit pas rejeté.

b. On dit qu’il y a une erreur de contrdle lorsque le lecteur MP3 est rejeté alors qu’il n’est pas
défectueux, ou qu’il n’est pas rejeté alors qu’il est défectueux.
Calculer la probabilité qu’il y ait une erreur de contrdle.

Montrer que la probabilité qu'un lecteur MP3 ne soit pas rejeté est égale a 0,894 2.
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ﬂ Quatre contrdles successifs indépendants sont maintenant réalisés pour savoir si un lecteur MP3
peut étre commercialisé.
Un lecteur MP3 est :

* commercialisé avec le logo de I’entreprise s’il subit avec succes les quatre controles succes-
sifs,

¢ détruit s’il est rejeté au moins deux fois,

* commercialisé sans le logo sinon.

Le cofit de fabrication d’un lecteur MP3 s’éleve a 50 €.

Son prix de vente est de 120 € pour un lecteur avec logo et 60 € pour un lecteur sans logo.

On désigne par G la variable aléatoire qui, a chaque lecteur MP3 fabriqué, associe le gain algé-
brique en euros (éventuellement négatif) réalisé par I’entreprise.

a. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire G.

b. Calculer a 1072 prés I’espérance mathématique de G. Donner une interprétation de ce résultat.

B Exercice 4. Une école a trois classes ). 0. OABAGAS 0

(Source : ts-proba-04) | Corrigé page 159 &

Dans une école, il y a 3 classes Cy, C,, C3 dont le nombre d’éleves est respectivement 44, 33, 40.
Chaque classe a une probabilité de gagner a un jeu respectivement de %, %, 21;- Si un éleve gagne,
quelle est la probabilité qu’il vienne de la classe C; ?

o

B Exercice 5. Urne et fonction rationnelle *kkiryr @

(Source : ts-proba-07)  Corrigé page 159 ¥|

Une urne, notée Uy, contient k boules rouges, k + 1 boules blanches et 2 boules noires, ou k est un
entier naturel non nul.
Une urne, notée U,, contient 3 boules rouges, 2 boules blanches et 1 boule noire.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Une expérience consiste a tirer au hasard une boule de Uj, a la mettre dans U,, puis a tirer un boule
de U2.
Pouri=1eti=2, onnote:
* R;I’événement : « On tire une boule rouge de ’'urne U;. »
* B; I’événement : « On tire une boule blanche de 1’urne U;. »
e N; I’événement : « On tire une boule noire de 1’urne U;. »

D I’événement : « On tire deux boules de couleurs différentes lors de 1’expérience. »

= .

Compléter I’arbre des probabilités de 1’ex- o

périence ci-contre. —
Montrer que la probabilité de 1’événement R B, Ni
2
DestP(D) = <12 VRN RN VBN
2k+3 Ry By M Ry By M Ry By N>

On répete I’expérience dans les mémes conditions # fois, ou n est un entier naturel non nul.
On prend k = 1.
On note E I’événement : « On tire deux boules de couleurs différentes lors d’au moins une expé-
rience. ».
Déterminer le plus petit entier n tel que la probabilité de E soit supérieure ou égale a 0,99.

n On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules rouges lors d’une expérience.
Montrer que 1’espérance mathématique de X est toujours strictement inférieure a 1.
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B Exercice 6. Agence TOCAR *hkKkirte @

(Source : ts-proba-05) [Corrigé page 161 «%}

L’agence TOCAR propose aux youtubers de les faire connaitre sur Internet. Elle affirme que ses
clients possedent 80 % de vidéos vues plus de 200 000 fois..

Les statistiques de cette agence montrent que si un youtuber met en ligne une vidéo en lien avec le
theme principal de sa chaine, la probabilité que cette vidéo soit vue plus de 200 000 fois est égale a
0,7.

Le youtuber Mimolette fait appel a cette agence pour avoir plus de vidéos vues. Il poste 80 % de vidéos
portant sur le theme principal de sa chaine.
On appelle :

* A I’événement : « le youtuber poste une vidéo en rapport avec le theme principal de sa chaine » ;
* V I’événement : «la vidéo postée est vue plus de 200 000 fois ».

Compléter I’arbre des probabilités suivant :

<

A

< <

A

=

Calculer la probabilité qu'une vidéo soit vue plus de 200 000 fois sachant qu’elle n’a pas de lien
avec le theme principal de la chaine si I’agence TOCAR disait la vérité.

\

Donner un encadrement du pourcentage de vidéos vues plus de 200 000 fois par client.

S N

B Exercice 7. Ordinateur et automobile chez les étudiants *irvevryr @

‘:Corrigé page 161 @‘

(Source : ts-proba-09)

Une étude réalisée sur les étudiants d’une université a permis d’établir que 70 % des étudiants pos-
sedent un ordinateur et que, parmi ceux-ci, 40 % possedent une automobile.

On sait aussi que 55 % des étudiants de 1’université ne possedent pas d’automobile.

On choisit au hasard un étudiant de cette université et on note :

* O I’événement « I’étudiant possede un ordinateur »
* A I’événement « I’étudiant possede une automobile ».
Les événements O et A sont-ils indépendants ?
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Evénements indépendants

B Exercice 8. Jeanne et son portable Kkt @
(Source : ts-proba-08) Corrigé page 1619

Chaque jour, Jeanne ne peut pas utiliser son portable au travail lorsque 1’un des deux événements
suivants se produit :

* D : «Son portable est déchargé »
* O : «Elle a oublié son portable chez elle »
On suppose que ces deux événements sont indépendants.
Elle a observé, d’une part, que la probabilité de D est é€gale a 0,05 et, d’autre part, qu’elle oublie son
portable chez elle un jour sur dix.
Un jour de travail donné, quelle est la probabilité que Jeanne oublie son portable chez elle et qu’il
ne soit pas déchargé ?
Un jour de travail donné, quelle est la probabilité qu’elle ne puisse pas se servir de son portable ?

Au cours d’une semaine, elle travaille 5 jours. On admet que le fait qu’elle oublie son portable
chez elle un jour donné est indépendant du fait qu’elle I’oublie ou non les autres jours.
Quelle est la probabilité de I’événement A : « Elle a oublié son portable chez elle au moins une
fois dans la semaine » ?

B Exercice 9. Enquéte dans un journal *ktrtete @

(Source : ts-proba-10) \:Corrigé page 162 @\

Un grand journal a fait réaliser une enquéte sur un échantillon représentatif de la population francgaise
des 18-34 ans.

* 35% des personnes interrogées indiquent que leur principale source d’information est la
télévision ; parmi elles, 40 % lisent aussi la presse écrite.

* 25% des personnes interrogées indiquent que leur principale source d’information est la radio;
parmi elles, 60 % lisent aussi la presse écrite.

* Les autres personnes interrogées indiquent que leur principale source d’information est Internet ;
parmi elles, 75 % lisent aussi la presse écrite.

On choisit une personne au hasard dans I’échantillon et on considere les événements :
* T : «La personne a pour principale source d’information la télévision. »
* R : «La personne a pour principale source d’information la radio. »
* I: «La personne a pour principale source d’information Internet. »
* E : «La personne lit la presse écrite. »
A T’aide des informations fournies par I’énoncé, indiquer la valeur de Pt (E) et Pg (E)
Montrer que P (E) = 0,59.
Calculer Pg (I) (donner une valeur approchée au centieme).

ﬂ Les événements E et I sont-ils indépendants ?
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Corrigés

4 aoit 2018

B Corrigé de I'exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

0 -

b.

H -

b.

Trois réponses possibles pour chacune des cing questions : il y a donc 3° = 243 mots pos-
sibles.

L’expérience consistant a choisir au hasard une réponse a une question est une épreuve de
Bernoulli, dont le succes est : « la réponse choisir est exacte » et dont la probabilité est égale

a 3 ; ces épreuves sont répétées cinq fois de fagcon indépendante, donc la variable aléatoire Z
donnant le nombre de réponses exactes suit la loi binomiale de parametresn =5et p = —.

3
5\ /1\' 1! 1 24 80
DO“"”(Z:”:(I) <§) (1‘5) =IX3% 3 T

80
AiIlSi, p(E) = E .

e ()6 ()33

Un palindrome est de la forme abcba : les trois premiers peuvent étre quelconques, mais le
quatrieme choix doit étre le méme que le second et le dernier le méme que le premier : la

: =p(G) |

De méme,

32
Donc | p(F) = 23 |

O | =—

1
probabilité est donc égale a 1 x 1 x 1 x 3 X 3=

: .y s . . s 32
D’apres la question 1. la probabilité qu’un €éleve n’ait aucune réponse exacte est égale a 43"

Les éleves répondant de facon indépendante les uns des autres, la variable X suit une loi
binomiale de parametres n = 28 et de probabilité p = 3
La probabilité cherchée est égale a :

pX<1)=pX=0)+pX=1)
-()G8) (-5) ()G (-58)
0/ \243 243 1)\ 243 243
() e )
243 243 7 \ 243
~0,1006

~ 0,10 au centieme pres.
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B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

0 -

Comme A et B sont indépendants,

p(C) =p(ANB)
= p(A) x p(B)
= 0,02 x 0,01

p(C) =0,0002

b. Ona:

C.

d.

p(D) =p(AUB)
= p(A) +p(B) — p(ANB)
=0,02+0,01—0,0002
p(D) =0,0298

OnaE=Ddou:

p(E)=1—p(D)
—1-0,0298

p(E) = 0,9702

Ona:

_ p(ANB)

10,0002
0,02
pa(B) = 0,01

(en fait p(ANB) = p(A) x p(B) = p(B)).

p(A) p(A)

. On a manifestement une épreuve de Bernoulli avec deux issues (sac sans défaut, sac défec-

tueux).
La variable aléatoire X suit donc une loi binomiale de parametres n = 100 et p = 0,03.

On sait que la probabilité que & (0 < k£ < 100) sacs soient défectueux est :
100
p(X=k)= ( L )0703"(1 —0,03)100-%

L’événement contraire de I’événement « au moins un sac est défectueux » est «il n’y a pas de
sac défectueux », qui a une probabilité de :

100
( 0 )o,oso % 0,970 = 0,97'% ~ 0,047 6.

La probabilité d’avoir au moins un sac défectueux est donc égale a :
1-0,97'% ~ 0,952 ~ 0,95 (au centieme pres).

Interprétation : pour 100 sacs prélevés il y a a peu pres 95 chances sur 100 d’avoir au moins
un sac défectueux.

. Pour cette loi binomialeona E =nx p =100 x 0,03 = 3.

Interprétation : sur 100 sacs prélevés il y a en moyenne 3 sacs défectueux.
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B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
On a I’arbre suivant :

0,95\§

a. En suivant la deuxiéme branche : p(DNR) = 0,06 x 0,02 = 0,001 2.

b. 11y a erreur de contrdle pour les événements disjoints DNR et DNR.
Sa probabilité est donc :

p(DNR) + p(DNR) = 0,06 x 0,02 +0,94 x 0,05
=0,0012+0,0470
= 0,0482.

La probabilité qu’un lecteur MP3 ne soit pas rejeté est égale a :

p(DNR) 4+ p (DNR) = 0,06 x 0,02 +0,94 x 0,95
=0,0012+0,8930
= 0,8942.

ﬂ a. La variable aléatoire suit la loi binomiale de parametres n = 4 et de probabilité p = 0,894 2.
La probabilité que G = 120 —50 = 70 € est égale a : (2) % 0,8942% ~ 0,6394;
La probabilité que G = 60 — 50 = 10 € est égale a :
(T) x 0,8942% x (1 —0,8942) = 0,3026;

La probabilité que G = —50 € est égale a 1 — (0,6394 +0,3026) ~ 0,058.
b. L’espérance mathématique de G est donc égale a :

70 x 0,6394 + 10 x 0,3026 — 50 x 0,058
= 44,758 + 3,036 —2,9
~ 44,89 €.

Cela signifie qu’en moyenne on peut compter sur un bénéfice de 44,89 € par lecteur produit.
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B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I’exercice]
Notons G I’événement : « L’éleve gagne ».
Il'y aen tout 44 +33+40 = 117 éleves sur I’ensemble des trois classes. On a alors 1’arbre suivant :

Q

On en déduit :

(G) = 44 ><1+33 ><1+40 ><1_ 43
PO =T 2" "3 e T
On sait de plus que :
33 1
p(GNG)  frx3 11
p(G) % 43
B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Ona:

%53 2%53 %
/ ! \

Ry By Ny
/ LN VABS / PN
4 21 331 3 22
7 7 7 7 7 7 77 7
/ I \ / 1 \ / I \
Ry, B, N R, B, M Ry, B, N

D’apres la formule des probabilités totales :

P(D) = PR, (B2) +Pg, (N2) +Pp, (R2) +Pp, (N2) +Pn, (R2) +Px;, (B2)
= 1— (P, (R2) +Pp, (B2) +Pn, (N2))

k 4  k+1 3 2 2
=l—-|——=Xzc+——Xz+——=X2
2k+3 7 2k+3 7 2k+3 7

4k +3k+3+4
14k +21

k42

P(D)_2k+3

3
Dans cette question, k = 1 donc P (D) = 5

Soit Y la variable aléatoire représentant le nombre d’expériences ou on tire deux boules de cou-
leurs différentes. Chaque expérience est répétée de facons indépendantes n fois et chacune d’elles
comporte deux issues : « les deux boules sont de couleurs différentes » (succes de probabilité
P(D) = %) et «les deux boules sont de la méme couleur » (échec). C’est donc un schéma de

Bernoulli et donc, Y ~ % (n ; %) (Y suit la loi binomiale de parametre n et p = %).
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Ainsi,

On veut que P(Y > 1) > 0,99 donc nous devons résoudre 1’inéquation en n suivante :

2 n
1—(2) >0,9
(5)

Soit :
2 n
-] <0,01
2 n
<= In l(§> } < 1n0,01 (stricte croissance du In)
2
<= nln (§> < 1n0,01
In0,01 2
—n=> car In- <0
ln% 5

< n>5,0259.

Ainsi, le plus petit entier tel que P(E) > 0,99 est n = 6.
n La loi de probabilité€ de X est :

4k+12
P(X=0) =Ps, (B2) +Pp, (N2) +Px, (B2) +Pny (N2) = =0
3
cPX=1)==;
( ) 7’
4k
* PX=2)= 14k +21

Ainsi, I’espérance mathématique de X est :

EX)=0xP(X=0)+1xP(X=1)+2xP(X=2)
6k+9 8k

=14kt 21 14kt 21
 14k+9

14k +21
_ 14k+21-12

14k +21
12

14k +21

12

—_— E(X 1.
Or, kT2 > 0 donc E (X) <
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B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
L’arbre est le suivant :

0,7 \Y
0.8 A <
03
02 *
S Sl
v

On cherche x = P4 (V). Pour cela, on a :

3

0,8 =P(V)=0,8x0,740,2x

. 0,8-0,8x0,7

T 0.2
0,24

702

x =1,2 > 1 donc impossible car une probabilité est comprise entre O et 1
D’apres la question précédente, P(V) = 0,56 +0,2x. De plus, 0 < x < 1 donc :
0<0,2x<0,2
<= 0,56 <0,56+0,2x < 0,76
<= 0,56 <P(V)<0,76

Ainsi, un client de ’agence TOCAR pourra espérer avoir entre 56 % et 76 % de ses vidéos qui
seront vues plus de 200 000 fois.

B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
- P(0)=0,7;
* P(A) =0,55donc P(A) =0,45;
- Po(A)=0,4.
Ainsi, Pg (A) # P(A) donc A et O ne sont pas indépendants.
B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
P(DNO) =P (D) x P(O) car D et O sont indépendants, donc D et O aussi.
—(1-0,05)x0, 1
=0,095.

Donc la probabilité pour que Jeanne oublie son portable chez elle et qu’il soit déchargé est égale
a 0,095.
P(DUO)=P(D)+P(0O)-P(DNO)

=0,05+0,1-0,005

=0, 145.
Ainsi, la probabilité pour que Jeanne ne puisse pas se servir de son portable un jour donné est
égale a 0,145.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de fois ou Jeanne a oublié son portable
chez elle. X suit la loi binomiale de parametres n = 5 et p =0, 1 car nous répétons 5 fois de facon
indépendante une épreuve de Bernoulli (regarder si, un jour donné, elle a oublié son portable ou
non).
Ainsi, P(X>1)=1-P(X=0)=1—(1—p)> =0,40951.
La probabilité pour que Jeanne oublie au moins une fois son portable chez elle est alors égale a
0,40951.
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B Corrigé de I’exercice 9.

Pg (T) = 0,4 et Pg (E) = 0,4.

P(E) = P(T) x P7(E)+P(R) x Pg (E)+P(I) x P (E)
—=0,35%0,4+0,25%0,6+0,4 x0,75

P(E) = 0,59

P(INE) 0,4%0,75
Pr (1) = = ~ 1.
e() P(E) 0,59 0,51

P8 P(I) = 0,4 # Pg (I) donc E et I ne sont pas indépendants.
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Enonceés

Nombres complexes

Disponible sur http: // www. mathweb. fr

o Exercices d’'application du cours

o Exercices de réflexion

4 aoiit 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Forme algébrique

B Exercice 1. Calculs algébriques
(Source : ts-complexes-13)

Effectuer les calculs suivants et mettre les résultats sous la forme algébrique.

(7+2i) + (9 — 4i) (24 3i)(1 +1) (4 —3i)?
(2i —3) — (8 +4i) N (—2+4i)(i—5) A (1+1)3

B Exercice 2. Simplification de quotients
(Source : ts-complexes-14)

Mettre sous la forme algébrique les nombres complexes suivants :
141 2+1 5+3i
1 [
N 3—4i 2i—1

1 i1 34
3+5i Al 3+2i @ 4i-3

B Exercice 3. Equations quadratiques
(Source : ts-complexes-15)

Résoudre les équations suivantes :

B 24+z+1=0 272 17 _
- —3z+ 1 0
—322+5z-6=0 E1 10022 +20z+37=0
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B Exercice 4. Equations quadratiques (résultat général) *h ks @
{Corrigé page 175 &q

(Source : ts-complexes-16)

Etant donnés trois nombres réels a, b et ¢, on considere 1’équation suivante :
az? +bz+c=0 (E)

On note ® une solution de (E).
Montrez que @ (le conjugué de ®) est aussi une solution de (E).

** ki @
{Corrigé page 175 @5}

W Exercice 5. Application z—

2
<
1—2

(Source : ts-complexes-10)

—

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O; %, V). Soient A, B et C les points
d’affixes respectivesi, | +iet —1 —1.

On appelle f I’application du plan privé de A dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z (z # 1)
associe le point M d’affixe 7’ définie par :

a. Placer les points A, B et C sur une figure qui sera complétée au fur et a mesure de 1’exercice.
Que peut-on dire des points B et C?

b. Déterminer les affixes des points B’ et C’ images de B et C par I’application f.
Placer ces points.

Déterminer les affixes des points invariants par f (les points M vérifiant f(M) = M).
L application f conserve-t-elle 1’alignement ? le milieu ?
ﬂ On pose z =x+iyet7 = x' +1iy avec x, y, X' et y’ réels.

a. Démontrer que :

| a1y - 2y)
2+ (1-y)?
b. En déduire I’ensemble & des points M(z) tels que ' soit un imaginaire pur.
Représenter 1’ensemble &

Formes trigonométrique et exponentielle

B Exercice 6. De la forme algébrique a la forme exponentielle *ictevete @
[Corrigé page 177 &ﬂ

(Source : ts-complexes-17)

Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme exponentielle.
1+i —1-iv3 H 2v3+2i
T 4 P 6 [
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B Exercice 7. Ensemble de points *kiriete @
{Corrigé page 178 %J

(Source : ts-complexes-09)

Le plan est rapporté au repere (0; 4, V).
On considere les points A, B et C d’affixes respectives :

aw=—1+iV3 1 zp=-1-iV3 ;=2
a. Vérifier que :
- _ it
ZA—2ZC

b. En déduire la nature du triangle ABC.
c. Déterminer le centre et le rayon du cercle I'; circonscrit au triangle ABC.
a. Etablir que I’ensemble I', des points M d’affixe z qui vérifient

2(z4+2)+2=0

est un cercle de centre Q d’affixe —2.
Préciser son rayon.

b. Vérifier que les points A et B sont éléments de 1.

W Exercice 8. i exposant i KAt @
{Corrigé page 179 %}

(Source : ts-complexes-19)

Montrer que i € R.

B Exercice 9. Application complexe f(z) = ’f;‘ *hx e @
[Corrigé page 179 %J

(Source : ts-complexes-01)

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O; %, V'), unité graphique 4 cm.
Soit f la fonction qui, a tout nombre complexe z différent de —21i, associe :

B z7—2+1

=1 ="

On appelle A et B les point d’affixes respectives z4 =2 —1iet zg = —2i.

Si z =x+1y, x et y étant deux réels, exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de Z en
fonction x et y. En déduire la nature de :

a. I’ensemble E des points M d’affixe z tels que Z soit un réel ;
b. I'ensemble F des points M d’affixe z tels que Z soit un imaginaire pur éventuellement nul ;
c. I’ensemble G des points M d’affixe z tels que |Z| = 1.
Déterminer les ensembles E, F et G sans utiliser les parties réelle et imaginaire de Z.
Représenter ces trois ensembles.

U1 Calculer |Z— 1] x |z+2i et en déduire que les points M’ d’affixe Z, lorsque le point M d’affixe
z parcourt le cercle de centre B et de rayon v/5 sont tous sur un méme cercle dont on précisera
I’affixe du centre et le rayon.
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B Exercice 10. Théoréme de Van Aubel Kkt @
[Corrigé page 180 @5‘}

(Source : ts-complexes-04)

Soit ABCD un quadrilatere quelconque de sens direct.

Sur [AB], [BC], [CD] et [DA], on construit quatre carrés (extérieurs a ABCD) de centres respectifs P,
Q,RetS.

Le but de I’exercice est de démontrer que les diagonales de PQRS sont perpendiculaires et de méme
longueur.

Onnote a, b, c, d, p, g, r et s les affixes respectives des points A, B, C, D, P, Q, R et S dans un repere
orthonormé (O; @, V) de sens direct.

T —ib
Démontrer que dans le carré construit sur [AB], ona: p = al —.
—i
Etablir des relations analogues pour g, r et s.

s —_
Calculer 2 puis conclure.
=] P
M Exercice 11. Point de Vecten *kkveve @

[Corrigé page 180 %J

(Source : ts-complexes-05)

Soit ABC un triangle quelconque de sens direct.
On construit trois carrés de centres respectifs P, Q et R qui s’appuient extérieurement sur les cotés
[AB], [BC] et [CA].
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Onnote a, b, c, p, q et r les affixes respectives des points A, B, C, P, Q et R dans un repere orthonormé
(0;,V) de sens direct.

Démontrer que les triangles ABC et PQR ont le méme centre de gravité.

. a—1ib
Démontrer que dans le carré construit sur [AB],ona: p = i
—i

Etablir des relations analogues pour ¢ et r.

Démontrer que les droites (AQ) et (PR) sont perpendiculaires.
En déduire que les droites (AQ), (BR) et (CP) sont concourantes. Ce point de concours est appelé
le point de Vecten du triangle ABC.

B Exercice 12. Construction d’un pentagone régulier *hKhicte @

(Source : ts-complexes-08) [Cor"igé page 181 @

—

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal (O; %, V). L'unité graphique est 4 cm. On
pose :

w=e¥,

Simplifier w> puis calculer 1 +w +w? +w> +w*.
Monter que pour tout nombre complexe z non nul,
1

1\* 1
(I+z+2 42+ =(z+-) +(z+- ) -1
22 4 z

a. Résoudre dans C I’équation :
Z’+7Z—1=0.

2
b. En déduire la valeur exacte de cos (g) .

11
ﬂ On note K, A et B les points d’affixes respectives T Ei et w.

Soit € le cercle de centre K passant par A.
a. Déterminer une équation cartésienne du cercle €.
b. Le cercle € coupe 'axe (O ; %) en deux points H et H’ (H étant d’abscisse positive).

2
Montrer que H a pour abscisse cos (?) .

c. En déduire une construction géométrique simple sur point B.
Achever la construction du pentagone régulier de centre O dont B est un sommet.
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B Exercice 13. Calcul des valeurs exactes de cos%, cos%" et cos‘%’r *hkk ki @
{Corrigé page 183 §£}

(Source : ts-complexes-03)

Résoudre dans C x C le systeme :

8=

u+v=—
uv:—%
On pose @ = e/¥ . Démontrer que 1+ 0+ 0>+ o’ + 0*=0.

2 4 1
En déduire que cos ?7[ +cos T —=.

5 2
Démontrer que :
2r 4m . 2m . 4Am 2
C0S —-COs — +s1n?sm? = cos—
et
T 4m | 2;m . 4x; 4w

c0s —~ €08 —~ —sin —-sin - =cos .
n En déduire que cos 2?” cos 4?” = —zlp
Démontrer alors que :

s 2B _TIEVS o A1 VS
5 4 5 4

ﬂ Pour cette question, on admettra que pour tout nombre a,
cos2a =2cosa— 1.

Déduire de la question précédente que :

ol T 3+5
5 8
puis en déduire la valeur exacte de cos 5
B Exercice 14. Théoreme de Napoléon *h ke @

{Corrigé page 185 %J

(Source : ts-complexes-06)

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O; @, V)de sens direct.
Partie A
On note j = el3. Soient U, V et W trois points du plan d’affixes respectives u, v et w.

Démontrer 1’équivalence suivante : UVW équilatéral de sens direct <= u—v = —jz(w —v).

Démontrer 1’équivalence suivante : UVW équilatéral de sens direct <= u + jv +j?w = 0.
Partie B

Soit ABC un triangle quelconque de sens direct. On construit les points P, Q et R tels que BPC, CQA
et ARB soient équilatéraux de sens direct.
On note U, V et W les centres de gravité respectifs de BPC, CQA et ARB.

Démontrer que UVW est équilatéral de méme centre de gravité que ABC.
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B Exercice 15. Cocyclicité *hxHkc @

(Source : ts-complexes-11) {COl’l’igé page 186 %‘}

Soient quatre points A, B, C et D d’affixes respectives a, b, c et d.
En considérant les angles (AC,AD) et (BC,BD), montrer 1’équivalence suivante :

(d-a)c=b) o

A, B,C,D Cocylciques < m

On considére maintenant le_s quatre points A, B, C et D d’affixes respectives a = 4 + 41, b = 6+ 2i,
c=2ietd=3+i+10e7.

Montrer qu’ils sont cocycliques.

4r

3

n Montrer que le point  d’affixe w est le centre du cercle sur lequel se trouve A, B, C et D.
Montrer que le triangle AQC est rectangle en Q.

Déterminez le nombre @ tel que arg(d — w) =
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W Exercice 16. Application z— *hhxic @
{Corrigé page 188 @o“}

(Source : ts-complexes-12)

On rapporte le plan complexe a un repere orthonormal direct (0; %, V).
On considere 1’application complexe de C\ {—1} dans C définie par :

Z
Sy — .
f 1+z

Soit A le point d’affixe zo =1 +1.
Déterminer f(za) sous sa forme algébrique.

Déterminer les invariants de f, ¢’est-a-dire les nombres complexes z = x+ iy tels que f(z) = z.
On considere le cercle I' de centre O passant par A.

a. Mettre z5 sous la forme exponentielle.

b. On considére un point M d’affixe zy = v/2¢e'¢, 6 € [0;27] sur T
Montrer que :

4cos’ 0 ++/2cos 0 —2 _,sinG(\/§+4cos9)

Z = 1
ucy 3+42v2cos6 3+42v/2cos6

c. On note & I’ensemble image de I par f.
Montrer que & est symétrique par rapport a ’axe (O; «).

d. On a tracé I’ensemble & pour 6 variant de 0 a . Compléter la figure afin d’obtenir & en

entier, puis tracer I'.
A

Y

W Exercice 17. Equation et transformation *hkkktr @
{Corrigé page 190 @5}

(Source : ts-complexes-18)

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O; %, V).
On considere 1’équation :

(B) : (+2)(@-22+4)=0
ol z est un nombre complexe.

Résoudre (E) dans C.
On notera a, b et ¢ les solutions de (E), avec a € R et Im(b)> 0.
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Soient A, B et C les points d’affixes respectives a, b et c.
a. Donner la forme exponentielle de b et c.
b. Calculer |a —b| et |a—c|.
c¢. Quelle est la nature du triangle ABC?

Soit f I’application définie par :

f oz 1+4ze's.

a. Donner I’écriture algébrique de f(a), f(b) et f(c).
b. L'image du triangle ABC par f est-elle de méme nature que ABC lui-méme ?

B Exercice 18. Racines n-iémes de l'unité *kkhk @
[Corrigé page 191 %J

(Source : ts-complexes-02)

Soit 7 un entier naturel non nul.
On appelle racine n-ieme de [’unité tout nombre complexe z tel que 7" = 1.
On note U, I’ensemble des racines n-iemes de 1’unité. Par exemple, U, = {—1;1}.

a. Démontrer que U,, = {eﬁ,k €{0,1,2,....,n— 1}}
b. Démontrer que la somme des racines n-iemes de I’unité est nulle.
c. Démontrer que, dans un repere orthonormal (O; , 7), les points Ay (0 <k <n—1) d’affixes
respectives Wy = ™" sont les sommets d’un polygone régulier.

a. Soit Z € C. On appelle racine n-iéme de Z tout nombre complexe z tel que 7" = Z.
Soient R =| Z | et ® un argument de Z.
Démontrer que Z admet les n racines n-iemes suivantes :

YRR 0<k<n-—1

b. Soit f la fonction polyndme définie par f(x) = x* + 1.
Déterminer les racines quatriemes de (—1) puis en déduire que f peut s’écrire comme un
produit de deux fonctions polynomes de degré 2 a coefficients réels.

c. Soit z un nombre complexe tel que 1 +z*+z8 =0.
Démontrer que z est une racine douzieme de I’unité.

B Exercice 19. Equation a coefficients complexes et application *hkkxk @
[Corrigé page 193 @J

(Source : ts-complexes-07)

Partie A
On considere dans C I’équation :
=
(E) : lez—ﬁz+1+i:o ouiZ=—1.
Soit P(z) = 131722 —v/3z4+ 1 +1i.
Montrer que le discriminant de P est : A = —1.

On note A et B les points d’affixes z4 et zg, ol z4 est la solution de I’équation (E) dont la partie
imaginaire est la plus grande.
Donner I’écriture algébrique de z4.

34
Calculer arg ({—H)
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g En déduire I’écriture exponentielle de z4.
St

5w .
E Donner alors une valeur exacte de cos D et sin T

Partie B

Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O; %, V).
On considere I’application .% définie par :

F: C — C
3 . 3 .
7 —s £(1 )2+ £(1 +i)
6 3

Montrer que chercher les points fixes de .%, c¢’est-a-dire les nombres z tels que f(z) = z, est

équivalent a résoudre I’équation (E) de la partie A.

Donner alors les points fixes de ..
On note 7 = .%(z), ol z = x+ it est I"affixe d’un point de la droite parallele a I’axe des ordonnées

passant par A.
V31

7

b. Montrer que 7 = a+1ib, ol :

3—V3 3 3
V3 \/?_12 et b:\/?_—k

a. Montrer que x =

13-
v L33, Vi
2 47 6 6

A T’aide d’un logiciel, nous avons tracé I’ensemble des points d’affixe 7’ pour ¢ € [-3;2].

Expliquer comment, a I’aide de cet ensemble, construire uniquement au compas le point A.

172



Corrigés

4 aoit 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
B (7+20)+(9—4i) =T+9+2i—4i =16 —2i.

V) (2i—3)— (8+4i)=—3—-8+2i—4i=—11—2i

(243D (1+i) =2x 143242 xi+3ix1=2—-3+5=—1+5i.

PN (—244i)(i—5) = =2 x (—=5) + 42 —2i+4i x (=5) = 10— 4 — 2i — 20i = 6 — 22i.

(4—30)2 =424+ (3i)2—2x4x3i=16—9—24i =7 —24i.

0 (1402 = (1 +0)2(141) = (1 +2420) (1 +1) = 2i(1 +1) = 2i +2i% = =2+ 2i.

Méthode de développement : lorsque je développe :
(a+bi)(d + ')

je choisis d’écrire en premier : ad’ +bb'i*> = ad’ — bb' afin d’avoir la partie réelle en premier et d’un
seul coup. Ensuite, je considere les produits d’un réel par un imaginaire : ab'i + bd'i afin d’avoir la
partie imaginaire d’un coup.

B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
141 14+1)(1+1)  2i

QD4 A5
I-i (1-1)(1+41i) 2

. 1 1(3-5)  3-5i 3 5.

3451 (3+50)(3-51) 32415 |34 34
24+i  (2+i)(3+4) 2411 [2 11,

34 (3_4)(3+4i) 3+4 |25 25
n i—1  (=1+i)(3-2i)) —1+5i _i+ii
3+2i (3+2i)(3—-2i) 32+22 | 13 13

53 (S+3i)(-1-21) _ 1-13i 1 13,
S2ic1 T (C1+2i)(—
& 3i—4  (—4+430)(—

4i—3  (—3+4i)(-3—

1-2i) (12422 |5 5
3—4i) 2447 |24
3—4i

) T (a2+a |25 725
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B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
7>+ z+1=0. Le discriminant de z> +z+ 1 est :

A=12—4x1x1=-3<0

donc I’équation admet deux solutions complexes :

_—1-iV3
2

_ —1+iV3

4| )

22

—3z% 4+ 57— 6 = 0. Le discriminant de —3z%> + 5z — 6 est :
A=5 —4x(=3)x(—6)=25-72=—-47<0

donc I’équation admet deux racines complexes :

—5—iv47 —5+1v47
=— n=—""
—6 —6
soit :
S+1v47 5—iv47
A =", D=7
6 6
2 17 . . . 2 17
2z°—3z+ 7= 0. Le discriminant de 2z° — 3z + y est:
5 17
A= (-3) —4><2><?:9—34:—25<0
donc I’équation admet deux racines complexes :
~3—-iv25 ~ 3+iv25
21 = 4 2 = 4
soit :
_ 3-5i ot 3451
i1 = 4 2= 4

28 10022 +20z+37 = 0. Le discriminant de 100z% 4 20z + 37 est :
A= (20)> —4 x 100 x 37 = 400 — 400 x 37 = —400 x 36 = —(20 x 6)> = —120> < 0

donc I’équation admet deux racines complexes :

—20— 120 t —20+ 120
= — e e —
“ 200 2 200
soit :
“1_6i t 146
et c et
“ 10 2 10
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B Corrigé de I'exercice 4.

[Retour a I’énoncé de I’exercice]

@ est solution de (E) <= a@” +b®+c =0

B Corrigé de I'exercice 5.

= aw’ +bO+c=0

= a0’ +bo+c=0 carz+d =747
<:>E§+55+E:O carzz =z7x7

= a0 +bo+c=0 carF? =7"

= a0’ +bo+c=0 carz=¢

— a0’ +bw+c=0 -car a, b et ¢ sont réels
<= o solution de (E)

[Retour a I’énoncé de I’exercice]

a. Voir figure en fin de correction.
B et C sont alignés car zp = —z¢.

b. B’ a pour affixe :

C’ a pour affixe :

On résout I’équation f(z) =z :

o (1+i)?
i (1+1)
C1+2i-1
-1
g = —2i1

ZB'

(—1—1)?
)
142i—-1
O 1+2i

2i(1 —2i)
—(142i)(1—2i)
_ 2i+4
T 12422

2

Zcf:§+§1

2

flz2) =7 <~ 1Z—_z

— 2=z(i—2)

=z

— 272-iz=0
— z(2z—1)=0

1
<— z=0 ou zzii

Par conséquent, f admet deux points fixes d’affixes respectives 0 et %i.
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Les points B, O et C sont alignés mais leurs images ne le sont pas : f ne conserve donc pas
I’alignement donc ne conserve pas le milieu.

et (x+iy)2
. +1 e —
n 4 xTy i—(x+1iy)
_x2—y2+2xyi
x4 (1—y)i
(P =y 4 2x0) (—x — (1 —y)i)
(—x+(1—=y)i)(—x—(1—y)i)
_ (=) +20(1—y) + (2% = (1 —y)(* —y)i
(—x)2+(1—y)?
Ainsi,
;o —x(x? =y +2xy(1—y)
X = 9
X4 (1-y)?
soit
e —x(x* —y?) = 2xy(y— 1)
2+ (1—y)? ’
Oou encore .

c’est-a-dire :

) (P +y2-2y)
4y

b. Pour que 7' soit un imaginaire pur, il faut x’ = 0 soit :
q g p

—x(¥*+y*—=2y)=0

x=0

<~ ou
¥ +y?—=2y=0
x=0

<~ ou

(x=0)>+(y—1)>=1?

Ainsi, & est ’'union de ’axe (O; ﬁ’) et du cercle de centre A et de rayon 1 (représenté en bleu
dans le repere).
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B Corrigé de I’exercice 6.

[1+i| =124+ 12 = /2. Donc

() (5 ) (e fmd)

1 V3, T ..
E_TI_COS§+ISIH§_

ei

T
3

B/

[Retour a I’énoncé de I’exercice]

|—1—i\/§|:\/(—1)2+(—\/§)2:\/Z:2.Donc:

—1-iV3=2 (—%—éi) =2 [cos (71:-1—%) -l-isin(

2

N [2—2i] = /22 4+ (—2)? = /8 =2v/2. Donc :

2—21:2\@(i 2 ) :2f2<

22 22

2 2

V2 — ﬁl) =2V2 [cos (_§> +1isin (—E

2v3+2i] =/ (2v3)?+22 = V1244 = V/16 = 4. Donc :

2\/§+21:4<

M i=0+1xi=cos™ +isin’
B 2 2

e'2

V3L T T
7—1—51 —4<cosg—|—1smg>—
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B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I’exercice]
. iB—XZC —1 —i\/§— 2
N a = -
a—z2c —1+4i1V/3-2
-3-iV3
—3+iv3
(-3-1v3)°

(=3+iv3) (-3-iV3)
_ 6+6iV3
12
_1+iV3
2

1 V3

27

IB—IC
ZA—2ZC

T
13

€

. (o s B —2Z - T
b. De la question précédente, on déduit que arg B = arg (e‘73r> = .
A —Zc 3
iB—ZC

Or, arg (ZA_ZC) = ((TA:,@) Donc, (C_A),(ES)) =—.

De plus, z4 = Zg, ce qui signifie que A et B sont symétriques par rapport a (O; ), et C se
trouve sur (O; @) donc CA = CB. Le triangle ABC est donc isocele en C. Et comme I’angle

. . . oy PR
au sommet principal est égal a 3 on en déduit que ABC est équilatéral.

c. Si z représente 1’affixe de ce centre :

_zatzip+tzc
N 3
=0

Ainsi, O est le centre du cercle circonscrit a ABC.
Le rayon de I'y est donc OC, soit 2.

a. Posons z = x+1iy. Alors,

2(242) +Z2=0 <= 2(x+iy+x—iy)+ (x+iy)(x—iy) =0
= dx+x*+y? =0
= (x420°—4+(-0=0
—= (x+2)%+(y—0)?> =22

Ainsi, I’ensemble des points M(x;y) vérifiant 1’équation est le cercle de centre Q(—2;0) et
de rayon r = 2.

b. On remplace z par z4 dans I’expression 2(z+7) + 27 :
2(z4 +74) + 2474 = 4Re(z4) + ’ZA|2

= 4t (1243
=444
=0.

74 satisfait I’équation donc A € I';.
Comme zp = 74 et que I’équation est symétrique en zetz, B € I';.
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B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
. . 4z
On sait que i =e'2.

C a1 oz
Ainsi, i' = <e‘2> —eli¥i=¢ 7 cR.

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
=24+ D(x— (v +2)i)

“T RO 5+ 2))
_xx=2)+ G+ D +2) +ik(r+1) — (x—2)(y+2)]

—(y—2)?
—2x+3y+2 —x+2y+4
Donc Re(Z) = < +y x_—i— ;)—i_ etIm(Z) = %
-(r=2) x—=(y=2)

a. ZeR = Im(Z) =0= —x+2y+4=0.
Ainsi, E est la droite d’équation cartésienne —x + 2y +4

b. Z=ki, ke R=Re(Z)=0= (x—1)? +(y+3 —(%)

F est donc le cercle de centre d’affixe 1 — 51 et de rayon %

c. |Zl=1=|z—z|=|z—2z5|
G est donc la médiatrice de [AB].
a. arg(Z) = (ﬁM’,KM) ZeR=arg(Z)=0 modrm = (W,KM) =0 mod .
Donc, A, B et M sont alignés. E est donc la droite (AB).
b. Z=ki,kc R=arg(Z)=7% modrm = (ﬁﬁ,&i\‘/{’) =% mod 7.
Ainsi, BAM est un triangle rectangle en M. Donc F est le cercle de diametre [AB].

c. [Z|=1=|z—za| =|z—2z8]
G est donc la médiatrice de [AB]

- —2+i-z-2i _ —2-
Bz 1=° ;‘; b — L done [Z— 1] x |z42i| = | —2—i| = VAT = /5.

SiM e ‘K(B V3)> alors z—zB—l—\/_ele et donc |z+2i| = [v/5e!?| = V/5.
Ainsi, |Z— 1| = 1. Donc M’ sera sur le cercle de centre d’affixe 1 et de rayon 1.
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B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Par construction, on peut dire que A est 'image de B par la rotation de centre P et d’angle 5
Donc :

19

PA=PB et (PB,PA)=

2
soit :
a—p T
_ = |p— t E—
apl=lo-pl e ag(50) =7
D’ou:
a— 4
b_ZIQIZZi
et donc :
a—p=i(b—p)
&< a—ib=p—ip
a—1b
= |p=
1-—1
De méme, on obtient :
b—ic c—1id d—1ia
=75 o 1—i 1—i
s—q d—b+i(c—a)
r—p c—a+i(b—d)
— 7r —
Doncarg(s T) Lo |29 = 1.
r—p 2 r—p

On en déduit que (PR) et (QS) sont perpendiculaires et que PR = QS.

B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

. . T L .
A étant I'image de B par la rotation de centre P et d’angle - on peut écrire : a— p =i(b— p)

(voir correction de la question 1 de I’exercice précédent pour plus de détails).
De méme, b—qg=i(c—q)etc—r=i(a—r).
En additionnant membre a membre ces trois égalités, on a :

atbt+c—(pt+g+tr)=ila+bt+c—(p+q+r)),

soit :
a+b+c=p+qg+r.

De I’égalité a — p = i(b — p), on en déduit que p = al iy
—1
b—ic c—1la
—ectr= —.
—1 1—1

De méme, a partir des autres égalités, ona : g =

Ona:

r—p c—a+ilb—a)
g—a b—a+tila—c)
Ainsi (PR) et (AQ) sont perpendiculaires (donc (AQ) est la hauteur issue de A de PQR).

Par un raisonnement analogue, on démontre que (BR) et (CP) sont les deux autres hauteurs de
PQR.

(AQ), (BR) et (CP) sont donc concourantes.
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B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

5
.2 .2 .
W5: (elTﬂ> :elTﬂ"XSZeZITL':l.

1+w+w2—|—w3+w4:

On développe le second membre de 1’égalité :

2
1 1 1 1
(z+—> +<z+—> — 1= +2+5+z+-—1
< < < <
1 1
=+ +z+-+1.
< e

Or,
1 11
S (1+z+2+2+2Y) =5+ -+ 142+
z? 2z

On a donc bien :

1 1\* 1
S (I+z+2+2+2%) = (z+—) - (z+—) ~1
Z Z Z
a. Le polyndme Z? +Z — 1 a pour discriminant :
A=12—4x1x(-1)=5.
Il admet donc deux racines distinctes :
P b —1+V5
2 7= ————

b. D’apres la question 1,
l+w+w?+w?+uwt=0,
donc |
— (1 +w+w?+w? +w4) =0,
w
soit, d’apres la question 2 :

soit :
o7 2n 2 2r 2z
(els +e 15) +<e15 —|—615)—1_0
Or,
¥ 4o ¥ —cosz—n+isin2—ﬂ+cos 2z +isin _2n
27
=2 —.
coS 5
Donc,
2
21T 27
(Qcos?) +2cos?—1=0- (1)
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2 ) . . ‘o
2cos 5 est solution de 1’équation Z? +Z — 1 = 0 donc, d’apres la question précédente :

) 2t —1-+V5 5 2t —1+V5
oS = = 3 ou oS = = 7
soit
COSZyr_—l—\/§ 0 coszﬁ—_lJr\/5
57 4 Y 5 4
2r 2 T«
= Z < dou:
Or,cos5 >0car0 < 5 <2 ol
2t —1++5
Ccos — =

. Une équation cartésienne d’un cercle est de la forme :

(x—x0)2+(y—y0)2 =,

ol (xp;y0) sont les coordonnées du centre et r son rayon.
Ainsi, une équation cartésienne de % est :

.1 2+2—5
Ty T T e

KA? = (x4 —xk)> + (ya — yk)*

En effet,

“ 16 4

5

16
On prend y = 0 dans I’équation du cercle :

AR
4) 16

1 1
X —x— — =

soit

équation qui admet cos 5 pour unique solution positive d’apres 1’équation (1) trouvée dans

la question 3.b.
2

. ui cou X i u i i itiv —.
On trace le cercle € qui coupe 1’axe des abscisses en un point M d’abscisse positive cos 5

On trace ensuite le cercle unité puis la perpendiculaire a 1’axe des abscisses passant par M :
1
1
1
1
]

A
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B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Par substitution,ona:v=—u— % (d’apres la premiere équation). Ainsi, la seconde équation nous
donne :
y 1
(-4
d’ou :
4u* +2u—1=0.

Le discriminant du membre de gauche est : A = 20, d’ou les deux solutions suivantes :

—-1-v5 —1++/5
Uy =——— ; U= ———

4

On en déduit alors les valeurs de v correspondantes :

S D) b R I_—1-V5
R T ’ 2 4

Le systeme admet donc deux couples de solutions :

—1-V5 —1+V5) [—1+V5 -1-V5
A N U '

Il s’agit ici de la somme des 5 premiers termes d’une suite géométrique de raison @ donc :

5

l+0+0*+0 +o*= l_a) =0 carw =1.
On a alors : . o o .
1+e'5 +e's +e'5 +e'5 =0,
soit :
2z j4n _j4n _jon .
1+e'5 +e'5 +e'5 +e '35 =0.
Ainsi : 5 4
T T
1+2cos?+2cos? =0 (Formules d’Euler) ,
Soit :
27t+ 4r 1
cOS— +cos— = —— |.
5 5 2

En utilisant les formules d’additions trigonométriques, on a :

27 47‘C+, 2n . 4w dr 2w 2%
COS — COS — +sin—s8in— =coS| — — — | =cos —
5 5 5 5 5 5 5
et:
coszncos4n—sin2nsin4n—cos 47r+27r —cos6n—cos _47r—cos47r
5 5 5 5 5 5) 5 5 5°

g En ajoutant membre & membre les égalités de la question précédente et en utilisant la question 2,

ona:

) b 4r dol 2% 4r 1
——= = Z2COS—COS — ou COS—COS— = ——.
2 5 5 5 5 4
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E En posant u = cos 25—” et v = cos 4?”, on arrive au méme systeme que celui de la question 1. Or,

u>0etv <0.On en déduit que le couple solution est :

et COS — =

T
E L égalité cos2a = 2cos?a — 1 lorsque a = 3 donne :

2 ) T
— =2 ——1
cos 5 cos 5 ,
soit
coszx = ! coszn—kl
5 2 5 '

D’apres la question précédente, on peut alors écrire :

COSZE:l L\/g_i_l
5 2 4

zz_3+\/§

COS 3 3

T T T
Or,0<§<§donccos§>0. D’ou:

T _ 3+vV5  V3+4V5

COS —

5 8  2V2

\/34+V5=a+bV5.

2
3+5= <a+b\/§) — a? +5b% 4 2abV/5.

Par identification, on obtient alors :

Posons :

Alors,

3 =a?+5b? nombre entier
1 =2ab coefficient de \/3

De la seconde égalité, on a :

b= —
2a’

et donc, de la premiere, on déduit :
3=t
— T
soit :
4a* — 124> +5=0.

En posant A = a?, on obtient :
4A> —12A+5=0.

Le discriminant du membre de gauche est :

A=144—4 x4 x5 =64
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Il y a donc deux solutions a la derniere équation :

12—v64 1 5
== 5 A=1
8 2 2
On a alors :
! ou ! Vs ou V3
a) = — a) = ——— ) ar = — a) = ——
T2 T2 T2 )
P ! V2
renons g = — = —.
V2 2
Alors,b:izizé.
2 2 2
2
Ainsi, /3+V5 = g (1 +\/§> et donc
b 1 \/§<
COS— = —— X — 1+\/§>
5 22 2
soit :
cos T 1+5
5 4
B Corrigé de I'exercice 14. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Partie A

UVW est équilatéral de sens direct donc U est I’'image de W par la rotation de centre V et d’angle
—. Ainsi :
5+ AAdnsi

T
13

u—v=e3(w—v)=—ji(w—v)

La réciproque est évidente.
D’apres ce qui précede, on a u —v = —j?(w —v). Donc :

u+(—1—i*v+jw=0.

Or, 1+j-+j?=0donc:

u+jv+jitw=0
Partie B
Par hypothese, on a :
a—w=jb—w) (VIL1)
b—u=j(c—u) (VIL2)
c—v=jla—v) (VIL3)
D’ou :
at+b+c—(u+v+w)=jla+b+c—(u+v+w)).
Donc :

a+b+c=u+v+w.
Ainsi, ABC et UVW ont le méme centre de gravité.
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De 1égalité (VII.1), on déduit :

_a—jb
=T
De 1égalité (VII.2), on déduit :
b—jc
u= .
1—]
De légalité (VII.3), on déduit :
pe & —ja
=T

D’ou:

=0.

u+jv+jtw =

Donc UVW est équilatéral de sens direct.

B Corrigé de I'exercice 15.

a—ijb+ib—jlc+ji*c—a
1—]

[Retour a I’énoncé de I'exercice]

On sait que quatre points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si ils forment deux angles
de méme mesure qui interceptent le méme arc de cercle.

A

D

En considérant, comme suggéré dans I’énoncé, les angles (Kﬁ ,KB) et (E—é,];ﬁ), on peut alors

écrire :

A, B, C, D cocycliques <= (AC,;‘:IS)
a

(Eé,ﬁﬁ) mod 7

=)
< arg = arg mod 7
c—a c—b
d—a d—>b
&= arg —arg =0 modrx
c—a c—b
d—a
@arg(ﬁ =0 modn
c—b
d— —b
= arg(c_;lx;_b> =0 modm
(d—a)(c—0b)
=0 d
= arg<(d_b)(c_a) mod 7
d— —b
A, B, C, D cocycliques <— Ea’—ggz-a; cR
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Calculons :
cd—a=3+i+V10e> —4—4i

4 4
—34+i+/10 (cos?n-l—isin?n) 44

= 1- =i Y43

V10 (/30
2 2

e d—b=3+i+v10e5 —6—2i

2

[—3— VIO, (erl)] (—4—2i)

(
(
MERLRTEN

2

B 6+3v10+i(3v/30+ 18)
C1242V10— /30— 2+i(2v/30+ 4+ 6++/10)

[643V10+i(3v/30+ 18)] [10+2v10— V30 —i(10+ v/10+2+/30)]
[10+2v/10 — /30 +i(10 ++/10+2v/30)] [10+2v/10 — /30 — (10 + v/10+2+/30)]

Le numérateur devient :

(643v/10)(10+2v/10 — v/30) + (3v/30 + 18) (10 + /10 4-21/30)
+i(3v/30 + 18)(104-2v/10 — v/30) —i(10 4+ v/10 +2v/30) (6 + 3v/10)

Sa partie imaginaire est :
(30v/30+60v/3 —90+ 180436110 — 18v/30) — (60+30v/10+6v/10+30+ 121/30+60+/3)

qui s’annule !
Par conséquent, le numérateur est réel, de méme que le dénominateur.
(d—a)(c—b)

est réel, ce qui signifie que A, B, C et D sont cocycliques.
(d=b)(c—a)

Donc,
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On peut constater que :
d—(3+i)=V10e s
donc
arg(d — (3+1) = 4;
D’ou:
0 =3+1.

n D’apres la question précédente,

d—o| = ]\/Ee% — V10.

cla—w|=14+41—-3—]i]
= |1+ 3i
_Jiew
=10

* |b—w|=]6+4+2i—3—i
= |3 +i
V0

* le—o|=|2i—3—i]
=|—=3+i|
VI

Ainsi, QA = QB = QC = QD = /10, donc A, B, C et D sont sur le cercle de centre Q et de

rayon v/ 10.

(1+3i)(1—3i)

((3+i)(13i)
argg )

—343+i409i
- 1+9
= arg(i)
T

Le triangle AQC est donc rectangle en €.

B Corrigé de I'exercice 16. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
o 1—i
1 = —
i fGza) i
_(=DE-i)
(241)(2-i)
C1-i—2i+i?
441
3.
flza) = —5i
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xX+1iy
2 = = ——M—
B f(z)=z Txih

= x—iy=(x+1iy)(1+x+1iy)

=x+1iy

— x—iy=x(14x) +ixy +iy(1+x) -y

= x—iy=x+x*—y* +yi(2x+1)
= -y +2i(x+1)=0

¥ —y>=0
<~
y=0oux+1=0
Les invariants de f sontdonc :z; =0,20 = —1+4ietzz=—1+1.

a. |zal = V12412 =2,
2 2 T
Donc za = \/§ <£ —|—1§> , SOit |74 = \/EeIZ .

2

b. f(ZM):%
(i) 1+ v3e)

(1 + \/iei"> (1 + \/Ee*ie>

\/Eefi9+2e‘2ie
B 3+2\/§COSO
V2cos 0 +2cos(20) —i(+/2sin O +2sin(26))
34-2v/2cos 8
_ 4cos?0+v2cos0—2  sinB(v2+4cosH)
flam) = 342v/2cos 6 - 34+2v/2cos
car cos(26) = cos? 0 — 1 et sin(20) = 2sin O cos 6.

c. Remarquons que la partie réelle de f(zy) ne dépend que de cos 6 ; donc, elle est paire, ce qui
nous pousse a remplacer 6 par —6 : on obtient alors :

7 (\/Ee_ie> _ 4cos?*(—6) ++v/2cos(—0) -2 _isin(—G)(\/E+4cos(—9))

34-2v/2cos(—0) 342v/2cos(—0)
B 4¢c0s20 ++/2cosh —2 isinG(\/§—|—4cosQ)
N 34+24/2cos 6 34+2v/2cos 0

On constate donc que la partie réelle est inchangée et que la partie imaginaire est devenue
son opposée ; cela signifie donc que & est symétrique par rapport a I’axe des abscisses.
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d. Par symétrie, on obtient :

A é()
\\J
B Corrigé de I'exercice 17. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
(z42)(* —2z4+4) =0 < z4+2=0 ou z2—2z4+4=0
—(=2)+vA
= Z:—QOUZZMEWGCA: (=2 —4x1x4=—12

2
e 7= 2o0uz=1-ivV3ouz=1+iV3.

L ensemble solution de (E) estdonc : {—2; 1 —iv/3; 1+iV31.
a=-2,b=1+iv3etc=1-iV3.

a. |b|:\/12+(\/§)2:\/4_1:2etd0nc:

1 V3 T .. T
b=2 (5—1—17) —2<cos§+1sm§>

donc :
b=2¢'
De plus, ¢ = b donc c=2e"1% |,
b. la—bl=|-2-1-iV3|
=|-3-iV3|
=v9+43
la—b| =23
De plus, |a —c| = [a— b
=|a—b|

=la—b| |la—c|=2V3
c. |a—b|=]a—c| donc ABC est au moins isocele en A (car AB = AC).
Calculons CB : |b—c| =|1+iV3 —1+iV3|

= [2iV/3]
lb—c|=2V3
Ainsi, BC = AB = AC donc ABC est équilatéral.
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a. fla)=f(-2) £(b) = £ (2¢%) fle) = 1 (2e7%)

_ iz ‘T 4 i i
=1—-2e'¢® = 1+42¢i3 xels =14+2e 13 xel6

T .. T TR (_m,.m
=1-2 (cos€+1smg> _ 1+261(§+g) _ 1+2€1(7§+g)

| 2<\/§+1-> — 14267 =1+42e7'5
g — R — —1
2 2 f(b)=1+2i 1+2<\/§ 1,)

fla)=1-v3—-1i 2 2
fle)=14+V3—i
b. |f(@) = fB) =1-V3—i—1-2if

=|—V3-3i
=12.

F)=fB)P =1+V3—i—1-2i]
= V3 —3if?
=12.

f(@) = fP =[1-V3—i-1-V3+if
= [-2v3
=12.

Ainsi, I’'image de ABC par f est aussi /i@quilatéral.

B Corrigé de I'exercice 18. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

a. Dans un premier temps, pour tout @ =e » , k€ {0,1,2,....n—1}, o = =
Donc les éléments de U,, sont bien des racines n-iemes de 1’unité.

Réciproquement, tout nombre complexe z = re®, 0 ¢ [0;2x[, r € R, étant une racine de
1’unité vérifie I’égalité : "¢® = 1 (par définition) c’est-a-dire r"e¥ = 0.

Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leur module sont égaux et leur
argument sont aussi égaux (modulo 27). Donc :

P=1
n@ =2km,k e

Soit :
{ r=1lcarrc R,

— 2km
0= n

Or, nous avons pris 0 dans I'intervalle [0;27[ donc 0 < k < n. Ainsi, si z est une racine n-ieme
de I'unité, il s’écrit e » ol k est un entier compris entre 0 et n — 1.

Ainsi, U, = {a)k — e ke {0,1,2,....n— 1}}.

-2

b. Notons @ = e'n . Alors, U, = {w*,k € {0,1,2,...,n— 1} }.
La somme des racines n-iemes de 1’unité est donc :

1— "

l-w

O+ +oi+ o = =0 car, par définition, ®" = 1

191



c. Pourke€{0,1,2,....n—1},ona:

(_O—A_/>(, OAk—H) =arg (wg)+1) = e% [277:]
k

en ayant noté, par commodité, @, = &y = 1 et A, = Ayp.

On en déduit alors que le polygone ApA; ...A,_1 est régulier.

a. Soitz=rel® €C.Ona:

. . n—R
n_yz n in@ —R i® r
d=Zes et = ke ‘:>{ 6—© 1% e
Les racines n-iemes de Z sont donc les n nombres Wei(%+2k7n),k €{0,1,2,....,n—1}.

b. Les racines quatriemes de I'unité sont : 1, —1, i et —i.
A . . 3N T . BN
On connait une racine particuliere de —1 : e¢'#. Les racines quatriemes de —1 sont obtenues
en multipliant les racines quatriemes de 1’unité par la racine quatricme particuliere :

¥ Z NS Y
e'd,—e'% ie't —je's

c’est-a-dire :
(B j=3m 3m _m
et e d el e

Or, les racines de x* + 1 sont précisément les racines quatriemes de —1 d’oti :

fx)=x*+1= (x—e’%) (x—e_i%> (x—e’%n> (x—e_i%n)

flx)= (x2—2xcos§+ 1> (x2—2xcos¥—|— 1)
flx)= (xz—xx/i—H) <x2+xx/§+1>

Soit :

c. On sait que 1+ z*+z8 = 0. Donc, en multipliant par z, z*> et z°, on a :
+2+2=0 ;  Z+22+7%=0 ; Z+7+1=0
En sommant les quatre égalités, on a :
11
Z F=0
k=1

z étant différent de 1, cela nous donne :

soit :

z est donc une racine douzieme de 1’unité.
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B Corrigé de I'exercice 19. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Partie A
Le discriminant de P est :

Les racines de P sont données par les formules :
—b—i\/|A| _ —b+iy/|A|
2a ’ 2a

Ainsi, comme z4 est la solution de (E) ayant la plus grande partie imaginaire :

_ V34
Mo
_ (V3 (1+0)
(1—1)(1+1)
V3-1 /3+1
A = 5 +1 5

arg(za) = arg (?_jT) =arg (v/3+1) —arg(l —1). Ainsi :

arg(z4) = ar, \/—§+li —ar (é—ﬁl)
B
6 4
5w
arglea) = 25
V3+i
4 WIAE T
—1i
[V3+i|
[1—i
3,1
2l
_L‘ﬁ_ﬁi‘
V2172 2
2
:T:ﬁ'
V2

Ainsi, | z4 = V2e12 |.
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E Nous avons :

5 5 3—-1 3+1
74 = N (cos R +1isin _71:) = V3 +i\/_+ (d’apres la question 2).

12 12 2 2
Donc :
cossjr—\/g_1 ; sinsn—\/§+1
12 2V2 ’ 12 2\2
cossyr—\/g_\/E ; sinsn—\/g+\/§
12 4 ’ 12 4

Partie B
Soit z un point fixe de .% ; par conséquent, z = .%#(z). Or :
1=F(2) —=z1=L(1-)2+L(1+i)
= V3z=1H2+(1+i)
= 0=172—V3z+(1+i)
< (E)

Ainsi, les points fixes de .%# sont z4 et zp.

a. La droite parallele a I’axe des ordonnées et qui passe par A a pour équation x = Re (z4). Or,
V3-1
Ainsi, si z = x+ 1t est I’affixe d’un point de la droite passant par A et parallele a 1’axe des

V3-1
—

nous avons vu dans la question 2 de la partie A que Re (z4) =

ordonnées, alors x =

b. 7 =F(2)
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L’affixe du point A est un point fixe de .% ; par conséquent, le point A est sur I’ensemble tracé.
Or, 74 = \/iesl%r donc A appartient au cercle de centre O et de rayon \/E c’est-a-dire au cercle de
centre O passant par le point de coordonnées (1;1).

Ainsi, A est le point d’intersection de ce cercle avec I’ensemble tracé, dont I’abscisse est positive.

4 —
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Enonceés

Intégration

Disponible sur http: // www. mathweb. fr

o Exercices d’'application du cours

e Exercices de réflexion

4 aoiit 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Primitives et intégrales

B Exercice 1. Calculs de primitives *ictevete @

(Source : ts-int-06) {Corrigé page 205 &ﬂ

Donner une primitive de chacune des fonctions f suivantes :
=5 flx)=

x2—|—x—|—1

W f(x) =3x2—5x42 —5x
Br0=5

nfxzex f(x):—

W Exercice 2. Calculs d’intégrales *ictrvete @

(Source : ts-int-07) {Corrigé page 205 35}

Calculer chacune des intégrales suivantes :

5
I/ S B [ (e+x-3)

ex+x+1

1
/ e+ gy n/ (3x3—2x)dx
- Jo —1

B Exercice 3. Une intégrale avec le logarithme népérien *ictrvete @

(Source : ts-int-08) {Corrigé page 206 Sﬁ}

Montrer que F(x) = xIn—x est une primitive de f(x) = Inx.
€
En déduire / Inx dx
1
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B Exercice 4. Décomposition en éléments simples de f(x) = m Tk tevete @

(Source : ts-int-01) [Corrigé page 207 &Z}

Soit f une fonction définie par :
1

—2x2—5x+6

f(x) = 3

Montrer que & = 1 est une racine du polynéme x> — 2x> — 5x +6.
En déduire ses deux autres racines, que 'on note B et y, B < 7.
Déterminer les réels A, B et C tels que :

Aide : on pourra s’aider de (x — &) f(x), (x —B)f(x) et (x—7)f(x).
¥} En déduire la valeur de A i f(x) dx.

W Exercice 5. ¢(x) = [{ {2 ds *kkveve @

(Source : ts-int-11) {Corrigé page 208 %}

On considere la fonction ¢ définie sur [1; +oo| par :

¥ Int
¢(x):/1 +1p

Justifier I’existence de ¢.

1 _a+ b n c
te+1)2 ¢t t+1 0 (t+ 1Y

Montrer que ou a, b et ¢ sont trois réels que I’on précisera.

Soit x > 1.

xdr
a. Exprimer en fonction de x la valeur de / ———7-
1 tt+1)

Int
2(t+1)%
Calculer @'(r) et en déduire une expression de ¢ (x) en fonction de x.
Inx
c. Montrer que lim —— =
x—+eo (1 4+x)2
En déduire que :

b. On pose P(r) =

. 1 1
x1~1>1:1kloo¢(x) E <ln2— E)
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Aires

B Exercice 6. Aire sous une courbe (1) *veterere @
{Corrigé page 210 %J

(Source : ts-int-15)

Soit la fonction f définie sur R par :

er

=1

Sa courbe représentative sur [—3;2] est donnée ci-dessous :

A

b N

-2 -1 0 1

1
A I’aide du quadrillage, donner une valeur approchée de / f(x) dx au dixieme.
o -2

ex

4 Mont =e' — .
ontrer que f(x) =e o

1
En déduire la valeur exacte, puis une valeur approchée a 10~ pres de / f(x) dx.
o -2
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B Exercice 7. Aire sous une courbe (2) *vetetese @
{Corrigé page 210 %}

(Source : ts-int-16)

Soit la fonction f définie sur R par :
1

- x(x+1)

Sa courbe représentative sur [0; 10] est donnée ci-dessous :

f(x)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10
A I’aide du quadrillage, montrer que / f(x)dx>0,5.
1

1 1

Montrer que f(x) = — — T
X X

10
En déduire la valeur exacte, puis une valeur approchée a 10~ pres de f(x) dx.
1

B Exercice 8. Aire entre deux courbes *keirye @
{Corrigé page 210 @r‘f}

(Source : ts-int-17)

A
On a représenté ci-contre les courbes représen-
4+ > tatives des fonctions f et g définies par :
8
4 1
3 flx)=- et g(x)=0,5x> —x+1.
X
2T ! On a noté o I’abscisse de leur point d’intersec-
: tion.
1 ~__ I L’objectif de cet exercice est de déterminer la
0 : . . . T Cr ~ valeur de a telle que les deux aires colorées
0 211 1 o 5 a 3 soient égales.

En vous aidant de la fonction x — 0,5x — x> 4 x — 1, prouver algébriquement 1’existence de «,
puis déterminer une valeur approchée de o au centieme.

Déterminer alors une valeur approchée de a.
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B Exercice 9. Volume d’un bouchon de péche *h ks @

(Source : ts-int-03) {Corrigé page 212 @}

Un bouchon de péche est obtenu a partir d’une courbe que 1’on a fait tourner autour de 1’axe des
abscisses.

-1 o z
L’ équation de la courbe est :
{ fx)=v1—x2 xe[-1;0]
f(x)=cos(x) ,xe[0;5]

Calculer la valeur du volume 7" du bouchon.
Aide : on pourra considérer que le volume engendré par une courbe définie par une fonction f sur

b
[a; D] par rotation autour de I’axe des abscisses est égal a / T [ f (x)} ? dx.
a

B Exercice 10. Trouver le cercle *kkiryr @

(Source : ts-int-02) {Corrigé page 212 %}

On considere I'intégrale :
4
I:/ Vdx —x2 dx.
0

Montrer que I représente 1’aire d’un demi-disque, dont on donnera les caractéristiques, et calculer I.

B Exercice 11. Approximation d’une aire *hKkirte @

(Source : ts-int-12) [Corrigé page 212 &‘Z}

L’ objectif de cet exercice est de déterminer une approximation de I’aire du domaine & défini par :

72={0<x<1,0<y< f(x)}

vxeR,  f(x)=(n(1+x))%.
On note ¢ la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O;7,7), avec pour unité
graphique : | 7| = || 7] = 10 cm.

Partie A : étude des variations de la fonction

Déterminer la dérivée de f sur [0; ool

En déduire les variations de f sur [0;+oo].

Calculer f(0) et f(1), puis dresser le tableau de variations de f sur [0;1].

n Calculer f7(0). En déduire I’équation de la tangente .7 a ¢ au point d’abscisse 0.
Tracer dans (O; 7, 7) € en faisant apparaitre la tangente .7 .
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Partie B : Calcul de I'approximation de I’aire
On considere :

k
* Les points Ay, (1—0 ;0) pour tout entier naturel & tel que 0 < k < 10;

k
* Les rectangles R; de base [AjAjy1] et de hauteur f (E pour tout entier naturel k tel que

0<k<o.
Sur le graphique précédent, dessiner les rectangles Ry, 0 < k£ < 9.
Calculer la somme des aires des rectangles R; pour k compris entre O et 9. On donnera le résultat

en unité d’aire et en cm? & 1073 pres.
On suppose que la fonction F définie par :

F(x) = (x+1) [(1n(x+ )2 = 2In(x+1) +2]

est une primitive de f sur [0;1].
En déduire la valeur exacte, puis approchée a 107> pres, de I’aire de 2.
Calculez I’erreur entre cette valeur et celle obtenue a la question précédente.

Suites & intégrales

B Exercice 12. u, = [{ x"In(x) dx *k it @

(Source : ts-int-18) {Corrigé page 214 &ﬁ}

On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :
€
Uy = / x"In(x) dx.
1

Donner le sens de variation de (uy,).

xn—H
a. Montrer que la fonction F, définie par F;,(x) = (ln(x) 0 ) est une primitive de la
- n

+1 n
fonction f, définie par f,(x) = x"In(x).
b. En déduire I’expression de u, en fonction de n.
B Exercice 13. [, = fol % dx *hkite @
(Source : ts-int-04) [Corrigé page 214 %J

On considere la suite (1,,) définie pour tout entier naturel n par :

1 enx
I, = dx.
" /o e*+1
Calculer I; et Iy +1;. En déduire 1.

Exprimer 1, + 1,41 pour tout entier naturel non nul n.
Montrer que (1) est croissante.

SR SR

Montrer que pour tout réel x compris entre O et 1, on a:
enx enx 1
< < _ enx.
e+l e+l 2
En déduire un encadrement de I,,.
. . .
En déduire lim I,et lim —= .

n—+oo n—+oo gt
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W Exercice 14. u, — % *kkkvr @

(Source : ts-int-05) {Corrigé page 216 é‘%}

Montrer que pour tout entier naturel n supérieur a 1, on a :

n n+1
/ Inz dr < In(n!) g/ Inz dr.
1 1

Montrer que la fonction L définie par L(x) = xInx — x est une primitive de la fonction x — In.x.

On considere la suite (u),,, définie par :

Montrer que (uy),,, converge et donner sa limite.

W Exercice 15. [ e ™sinx dx et [ e ™ cosx dx *hkkkite @

(Source : ts-int-10) {Corrigé page 217 é%}

On considere les intégrales suivantes, définies pour tout entier naturel 7 :
I, = / e Msinxdx ; J,= / e ™cosx dx
0 0

Calculer I et Jy.
Soit 7 un entier naturel non nul.
a. On pose Fy(x) = —e ™ sinux.

Calculer F)(x) et en déduire que :

_nZ
nl, —J,=—e "2

b. On pose G,(x) = —e ™ cosux.
Calculer G/, (x) et en déduire que :
L,+nJ,=1.

c. En déduire la valeur de I, et J,, en fonction de #.
Calculer lim I, et lim J,.
7 n—r—+-o0

n—+oo

B Exercice 16. Avec une exponentielle *xkkx @

(Source : ts-int-13) {Corrigé page 218 é%}

On considere sur [0;+oo[ la fonction f, telle que :
Su(x) =x"e , neN.

On pose alors, pour tout réel x positif,
X
Fy(x) = / £ult) dr.
0

Montrer que pour tout entier naturel n > 1, F,(x) = x"e* —nF,_(x).
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On considere la suite (1), définie par : [, = F,(1). D’apres le résultat précédent, on a :
VneN, Lisi =e—(n+ 1)1,

Montrer que (1,),,cyy est décroissante.

Montrer alors que (I,,),,cy converge.

n Calculer Iy, I1, I, Iz et 1.

Montrer par récurrence qu’il existe deux suites (a,),cy et (br),cy telles que, pour tout entier

naturel n, I, = a,e + b,, avec pour tout entier naturel n, 1 = 1= (n+1)ay
bpt1=—(n+1)b,

E On rappelle la notation : n! = 1 x 2 x 3 x --- x n pour tout entier naturel n. A I'aide de cette
notation, conjecturer une expression de b,, en fonction de n, puis démontrer cette conjecture.

‘ ‘ no(_ 1 n—k
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, a,, = n! %
k=2 :
E Ecrire un algorithme et/ou un programme Python permettant de calculer les coefficients aj, et b,
du terme I,,.
2 n
W Exercice 17. u, = [ Wj\—f) dx *hkkk @

(Source : ts-int-09) [Corfigé page 221 &‘}

On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par :
¢ (Inx)"
U, = / ( 2) dx.
1 X

(1nx)"+l

On considere la fonction F,(x) =

X
pon (Inx)"  (Inx)"+!
Montrer que F,(x) = (n+1) [ R S
n+1
En déduire que u, ] = — p~ + (n+ 1)up,.

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, on a :

n! & 2k
up=nlug—— ) —
" ezlglk!

n En déduire que lim (ﬁ) =0
n—+o \ !
Aide : on s’aidera du résultat de l’exercice 16.

W Exercice 18. I, = [*(Inx)" dx **xkx @
{Corrigé page 223 %J

(Source : ts-int-14)

On considére deux fonctions u et v dérivables sur un intervalle [a;b].
On pose alors f(x) = u(x)v(x).
A T’aide de f’(x), montrer que :



On considere la suite (I,) définie pour tout entier naturel n par :
€
I = / (Inx)" dx.
1

Pour tout entier naturel n, quel est le signe de 1, ?

Montrer que (1) est décroissante. Que peut-on alors en déduire ?

ﬂ En écrivant (Inx)" sous la forme x x )l—c(lnx)” et a I’aide de la question , montrer que pour tout
entier naturel » :
Liyi+(n+ 1), =e.
E a. En considérant cette derniere relation de récurrence pour n = 0 et n = 1, montrer que
L=1Iy—1.
b. Calculer Ij.

c. Montrer que la fonction L définie par L(x) = xInx — x est une primitive de la fonction In.
En déduire la valeur de /1, puis celle de 1.

Exercices de recherche

B Exercice 19. Trouver une abscisse *kxky: @
[Corrigé page 224 é}

(Source : ts-int-19)

On considere la parabole d’équation y = x* sur laquelle se trouve le point A(—1;1) et le point M
d’abscisse x > —1.

Déterminer une valeur approchée au millieme de x pour laquelle 1’aire du domaine compris entre la
parabole et [AM] est égale a 1.
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Corrigés

4 aoit 2018

B Corrigé de I'exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
F(x) =5x.

1 2 3 2
F(x)=3x 7% +2x = 7% + 2x.

1
F(x):—8><§x2—3x:—4x2—3x.

I 1 1 7 1 7
F(x) = —3 X 8x6—|—8>< Zx4—§x2—|—x: —Ex6—i—2x4—§x2—|—x.

Bl F(x) =In (x> +x+1) carsi u(x) = x> +x+ 1, alors f(x) =

5 2 5u 5
0 fx) = —5 X xz—il = —5% avec u(x) = x>+ 1 donc F(x) = —Eln (¥ +1).
fx)=-3x ~ 1) done F(x)=-3x .3
B x2 N x o ox
B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
e’ +1

Cherchons avant tout une primitive de f(x) = ———.
o e +x+1

Si on pose u(x) =e*+x+ 1, alors ' (x) =e*+ 1 donc f = ly
u
Par conséquent, une primitive de f est F = In(u), soit :
F(x)=In(e"+x+1).
Ainsi,

e +1

) g1 W=F-FO)

=1In(e+2)—1In(2)

1 X
$M=ln e+2
0 e¥+x+1 2
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Une primitive de e**? est :

1
f(x) = e — F(x) = —e* TP,
a

1
- er-H

Ainsi, une primitive de f(x) = e>*! est F(x) = et donc :

(A%h“dx:FU)—Fm)

1 1
=§e3—§e

! 2x+1 1 2
/Oe dxzie(e —1)

— 5
/ (e"+x—3) dx=F(5)—F(3), avecF(x):ex+%x2—3x
- J3

25 9

5 3

= 1

(e + > 5) (e +2 9)

5
/ (ex—l—x—3) dx=¢’—e>+2
3

4] /11 (3x3 —2x) dx=F(1)—F(—1), avec F(x) = §x4—x2

4
3 3

=2 _1-(2-1
()

1
/ (3%’ —2x) dx=0
—1

Remarque : il n’est pas incohérent de trouver une intégrale égale a 0. Cela signifie que sur
I’intervalle considéré, la courbe représentative de la fonction est tantdt positive, tantot négative,
et que ’aire des parties sous I’axe des abscisses est €gale a celle des parties au-dessus :

méme aire

B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
F(x) =xInx—x.
F est une primitive de f si F/ = f.
1
F'(x)=1xInx+xx—-—1=Inx+1—1=Inx= f(x).

Ainsi, F' est bien une primitive de f.
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/lelnxdx:F(e)—F(l)
= (elne—e)—(1In1—1)

=(exl—e)—(1x0-1)
—0— (1)
(S
/ Inxdx=1
1
B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Soit P(x) = x> —2x> —5x+6. Alors, P(1) = 13 =2 x 12— 5x 1 +6 = 0.
Ainsi, o¢ = 1 est une racine de P.

De la question précédente, on peut conclure que P(x) = (x — 1)(x> +bx +c).
En développant, on a :
P(x)=x+bx*+cx—x*—bx—c
=X+ (b—1)x*+(c—b)x—c.

Par identification, on a alors :

b—1=-2

c—b=-5

—c=6
Soit b = —1 et ¢ = —6. Ainsi, P(x) = (x— 1) (x> —x —6).

Le discriminant du second facteur est A = 25, d’ou les racines suivantes :

1-VA 1+vVA
— :—2 t = :3.
B > et Y 7
Les trois racines de P sontdonc ¢ =1, f = —2 et y = 3.
Déterminons les réels A, B et C tels que :
1 A B C
f(x)_(x—1)(x+2)(x—3)_x—1+x+2+x—3'
1 B(x—1) C(x—1)
° —1 :—:A .
(x=1)fx) (x+2)(x—3) * x+2 - x—3
1
Six =1, cela nous donne : —6:A.
1 Ax+2) C(x+2)
° 2 g — .
(x+2)fx) (x—1)(x—13) x—1 - x—3
1
Si x = —2, cela nous donne : E:B'
1 A(x—3) B(x—3)
L] —3 = = C.
= =32~ a1 T xr2
1
Si x = 3, cela nous donne : T =C|

Ainsi :




5 1 /5 d 1 /5 de 1 /5 dx
dyr=—= — —
nﬁf(x) 64x—1+1sA x—|—2+10[¢ x_3
= e )P L2+ L e -3)
6 4715 4710 4
——1(ln4—ln3)—|— ! (In7—1n6) 4+ ! (In2—1n1)
6 15 10

1 1 1 1 1 1
=—-In3—=In2+—In7——In2— —In3+ —1In2

6 3 15 15 15 10
1 3 1
=—In3——In2+—1
30137 g2t y5In7
1 1 147
= | —1In _—
30 512
B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

La fonction ¢ — est continue sur [1;4o0[ comme quotient de deux fonctions continues

Int
(1+41)3
sur ce méme intervalle, donc continue sur [1;x], pour tout réel x > 1. Ainsi, ¢ est définie.

b 1+1)2+bt(1+1)+ct
> R 2:a< +1)2 4 (2+>+c

t 14+t (1471) t(1+1)

Ca(P 2+ 1)+ bt +bt* +ct
B 1(1+1)2

_(a+b)?+(2a+b+c)t+a
B 1(1+1)? '

Si I’on veut que cette derniere expression soit égale a m alors, on doit avoir :
a+b=0
2a+b+c=0
a =

Soita=1,b=—1letc=—1dou:

1 1 1 1

(0402 ¢ 141 (141)?
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a. D’apres ce qui précede, on a :

/ th / / dr
1 t1+t 1 1 141t 1 1+t)

= [Ind]} — [In(1+ )} {‘L}

141,

1
=Inx—In(x+1)+1In2+ ix 2

X 1 1
—1 In2——
n<x+1)+x—|—l+n 2

—1x2(t4+1)2 +Int x 4(t + 1)
4(r+1)%

b. @ (t)=

—2(t+1)>+4(t+1)Int
4e(r+1)%

/oy Int 1
() = (t+1)3  2(r+1)2

On déduit alors :

X X Int 1 /* 1
D' (¢ dt:/—dt—— S
/1 ) 1 (t+1)3 2J1 t(t+1)?

®(x) — (1) =¢(x)—% <1n (xf_l) +%““2_%)

1 [ x 11 1
— 1 22— 4@
o(x) 2“(x+1)+2 3 tpn2 g ek

1 1 1
¢(x):—1n( a )+ Foln2— - %

27 \x+1/) 2242 "2 4 2(x+1)2
Inx
c. On sait, par croissance comparée, que lim — = 0.
X—+o X
. X X 1
Deplus, lim s = Mim 5 = fim *=0.
|
Ainsi, lim —— x —* _ =0,
X—4o0 X (x+ 1)2
N . Inx
Don ) B Gz =

On en déduit alors :

Inx 1 X 1 1 1
li = 1 _ lim =1 li —(In2— =
Jim ot = tim ()« im g ) i (555) 5 (23

[\

-~ -~

-0 =0 -0

1
=|= ln2—l
2 2
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B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

On peut compter entre 138 et 140 petits carreaux dans le domaine colorié.
Or, 1 petit carreau correspond a 0,1 x 0,1 = 0,01 unité d’aire.

1
140 x 0,01 = 1,4 donc on peut écrire que / fx)dx~1,4
-2

ex_ e’ _ex(1+ex>_ e’

= l+e*  1+4ef 1+e*
_ex+e2x_ex

B 1+4+¢*

2x

e
Cl4er
= f(x).
/_lzf(x) dx=F(1)— F(-2), avec F(x) =e*—In (1 +¢)
=e! —ln(l—f—el) — [efz—ln(l—f—e*z)]
:e—ln(1+e)—e_2—|—ln(1+e_2)

1 . ) 1+e_2
/_Zf(x)dx_e—e +ln< Tre )

1
A la calculatrice, on trouve / f(x) dx~1,3966|.
-2

B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Un petit rectangle de la grille représente 0,25 x 0,1 = 0,025 unité d’aire.
Nous pouvons compter un peu plus de 20 de ces rectangles dans le domaine colorié, ce qui nous
laisse a penser que celui-ci a une aire supérieure a 20 x 0,025 = 0,5 unité d’aire.

10
Ainsi, / flx)dx>0,5|
1

l_ I I4+4x  x
T x I+x x(x+1) x(1+x)
I 4x—x
~x(x+1)

— ().

/llof(x) dx = F(10) — F(1), avec F(x) = Inx—In(x+1)

=In10—In11—(In1 —1n2)
=Inl10—In11+1In2
~0,5978.

B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
o est la solution de I’équation f(x) = g(x).

fix)=gkx) = §:0,5x2—x+1

— 1=0,5¢—x*+x (en multipliant par x # 0)

— 0,50 — x> +x—1=0
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Posons :
h(x) =0,5x — x>+ x—1.

Alors,
B (x)=1,5x*—2x+1.

Le discriminant de /'(x) est :
A=4-6=-2<0

donc /' (x) est toujours du signe de « 1,5 », soit toujours positif.

Ainsi, h est strictement croissante sur R.

h est continue et croissante sur [1;2]; de plus, A(1) = —0,5 < 0 et A(2) =1 > 0 donc
0€ln(1);h(2)[.

Par conséquent, d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation A(x) =0
admet une unique solution sur [1;2]. C’est cette valeur que 1’on note o.

On trouve a la calculatrice o ~ 1,54.

o

Sur [0,25; al, f(x) > g(x) donc I’aire a gauche correspond a / [f(x) — g(x)] dx. Posons :
0,25

) = )~ 8(0) = -~ (0,52 —x+1) = 1 ~0.5¢ 4x— 1.

1 1 1 1
U(x) =1In(x) —0,5 x §x3 + Exz —x=In(x) — 8x3 + zxz —X.

Alors,

/ " [F(0) — g(@)] dr = Ue) — U(0,25)

25
~—0,53—-(-1,6)
~ 1,07.

a
Sur [o;a], g(x) > f(x) donc I’aire a droite correspond a / [g(x) — f(x)] dx.
o

Une primitive de g(x) — f(x) est —U(x) (U (x) ayant été calculée précédemment) donc :

[ g0 - 1) dv = ~U(a) - (~U (@)

o

1 1
= —ln(a)+ga3—§a2+a—0,53

04 a
On cherche a déterminer a telle que / [g(x)— f(x)] dx= / [g(x) — f(x)] dx,c’est-a-dire telle
025 o
que :

/0,0;5 [#() = £ () dx:/: [8(r) = f(¥)] dx = —1n(a)+éa3—%a2+a—0,53: 1,07

1 1
< —In(a) +ga3 - §a2+a— 1,6 =0.
Bien sir, il est hors de question de résoudre cette équation algébriquement. On prend donc la cal-
culatrice et on lui demande d’afficher les valeurs (par pas de 0,01) de la fonction
1
3 Exz +x— 1,6 a partir de x = 2 (par exemple) car on peut imaginer que
a > 2 d’apres la représentation graphique.

On trouve alors que a ~ 2, 85.

1
x+— —In(x) + =
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B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
D’apres 1’aide donnée dans 1’énoncé,

T

ver [ (W) a

1

= rfuwra s fToera

J/

volume de la demie-sphere de rayon 1

21 3
=—+7t/200s2xdx
3 0

2 /1 1
:?n+n/()2 (ECOSZX—FE) dx

_27'L'+7'L' 1-2+ z
—3 22Sll’l)C )CO

2n 72

3+4

B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Considérons la fonction f(x) = v/4x — x2 définie sur [0;4].
Sa représentation graphique est un demi-cercle de centre A(2;0) situé au-dessus de 1’axe des abscisses.

En effet, on a :
= Vdx—x? , =0

y
Vo= dx— >0
0 = x*—dx+y? y =0
0 = (x—2)2—4+y* y=>0
4 = (@=27+y  y=0
Cette derniere équation cartésienne est celle du demi-cercle de centre A(2;0) et de rayon r = 2.

2
. . , . r .
Ainsi, I représente 1’aire de ce demi-cercle. Donc I = =N soit I =27.

B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Partie A : Etude des variations de la fonction

f est de la forme u?, avec u(x) = In(x+1).
1

x+1°

Donc f' = 2u'u, avec u'(x) =

D’ou:

 2ln(x+1
fi =20l

Six>0,alorsx+1>1etdoncIn(x+1) > 0.
Ainsi, f’(x) est strictement positive donc f est strictement croissante sur [0 ; +oo].

£(0)=(n(0+1))*=0et f(1) = (In(1+1))* = In2. On a le tableau de variations suivant :

X 0 1

f O/an
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2In(0+1
n f(0) = % = 0 donc la tangente a € en 0 est horizontale. Or, f(0) = 0 donc .7 est I’axe

des abscisses.

Y
Y

Partie B : Calcul de I'approximation de I'aire

0,5 €

Y

—_—

O Rh Ri R R3s Ry Rs Rs R; Ry Ry

1 k
Ar=—xfZ
k 10Xf(10>’

1 k
ou 10 représente la mesure de la largeur et f (E) sa longueur.

L’aire du rectangle Ry, est :

La somme des aires des rectangles est :

LA k
A_kgbﬁ xf(m)
FO)+ (1) +--+(9))

1
_1_0(

‘A ~ 0,165 u.a.‘
~ 0,165 x 100 cm?

A~ 16,487 cm?
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[ s ax=r() -

=2(In2)*> —4In2+4
~ 0,188
L aire de 2 est donc égale 2 2(In2)? —41n2 + 4 u.a., soit environ 0,188 u.a.

B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
€ €

Upi] — Uy = / X" n(x) dx—/ x"In(x) dx
1 1

(]
= / (*"'In(x) —x"In(x)) dx  par linéarité de I'intégrale
1
€
— / (x— 1) In(x) dx

1

Sur [15e],x—12>0,x" > 0etln(x) > 0donc (x—1)x"In(x) > 0.
€

Par conséquent, / (x— 1)x"In(x) dx > O (par propriété du cours) et donc u, | — u, > 0.
I

Ainsi, (u,) est croissante.

a. F, estde la forme uv avec :

1
. My — —
VW=
donc :

F,(x) = (u'v+v'u)(x)

- ln(x)—n+1x”+n+1x
=x"In(x)
= fu(x).

F, est donc bien une primitive de f,.

b. On déduit de la question précédente :

u, = F,(e) — Fy(1)

e tl 1 1 1
= Ine — — Inl —
n+1 n+1 n+1 n+1

nen—i—l +1
Up = ———~
" (n1)2
B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
QP |
a. I :/0 . dx = [In(e*+1)], =1In(e+1) —In2.

1
Ainsi, |I} =1n <€H2— > .
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ler+1
o« Io+1 = dx = [x]{.
0111 /0 11 o

Ainsi, .

1
Onen déduit alors : Ip =1—1;, soit| [y =1—1n <e+ > .

1 enx_|_e(n+l)x

b. I,+1 = — dx.
nt+ n+1 /0 11

/ e™(e"+1)
- ex—f—l
1
= [ e™dx
0

1 1
= 1 [enx]o

1
Ainsi, | I, + 1,1 = —(e"—1) |
n

1 enx (oX _ |
a. In+1—ln:/wdx.
0

e*+1
Or, sur [0;1],ona:

enx>0
e"—1>0
e“"+1>0

Ainsi, I, — I, > 0 donc (1) est croissante.

b. 0<x<1<:>e <e <elcart>—>e est croissante
—1+1<e*+1<e+1

1 1 1
< <5
e+1 e +1 2
nx nx
— © < © le’”‘ care™ >0
e+1 "e'+1 2
1 | enx 1
[ [ Saes [t
e+1Jo o e¥+1 2 Jo
e"—1 <1 e"—1
; nle+1) " T 2e+1)
e" "1
On sait (croissance comparée) que lim — = +oo. Ainsi, lim =4
n—too n—+eon(e+1)
n __
De pl li = oo,
e plus, 1m°°2(e+1) +
Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes, lirJrrl I, = 4oo|
n—s+-oo
l—e™ l—e™ l—e™ l—e™
De plus, <hLe ™" < t li = li =0.
P e ) ST S 2 1) Tt ten(e 1) notw2(et 1)
I,
Ainsi,| lim = |=0.
n—-oo gl
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B Corrigé de I'exercice 14.

[Retour a I’énoncé de I’exercice]

Dans un premier temps, remarquons que :

In(n!)=In(I x2x3x---x(n—1)xn)=Inl+In2+mn3+---+In(n—1)+Inn

Tracons la courbe représentative de la fonction ¢ — Inz sur [1;+oo[ et tragons les rectangles de
largeur 1 et de hauteur respective Ink et In(k+ 1) pour k allantde 1 an :

v, Y
1 5 n > 1 2 n n+1 Tx
X Inl+In2+---+Inn
On voit ici que la somme des aires des rec- On voit ici que la somme des aires des rec-
tangles est supérieure a I’aire comprise entre la tangles est inférieure a 1’aire comprise entre la
courbe, I’axe des abscisses, le point de coordon- courbe, I’axe des abscisses, le point de coordon-
nées (1;0) et la droite d’équation x = n, ce qui nées (1;0) et la droite d’équation x = n, ce qui
se traduit par I’inégalité suivante : se traduit par I’inégalité suivante :
n n+1
In(n!) > /] Intdt In(n!) < / Int dr
1

Ainsi :

L'(x) = (xlnx)/— 1

1
=]lxhx+xx-—1

=Inx+1-1

=Inx.

X

n n+1
/ Inz dr < In(n!) g/ Inz dt
1 1

Ainsi, x — xInx — x est bien une primitive de x — Inx.

De I’encadrement de la question 1§ et du résultat obtenu a la question , on déduit :

Or,

Donc :

1

In(n"

n 1 n+1
/ Int df <u, < —/ Inz dr.
1 In(n") J1

)

n
/ Int dt = [tIns —¢]] =nlnn—n+1
1

n+1
/ Inrdr = [t1Int —t]’{+1 =m+1)In(n+1)—n
1

nlnn—n+1 <uy < nln(n+1)+In(n+1)—n
nlnn nlnn
1 1 | 1 1 1
Inn  nlnn Inn n Inn
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Or:

n

In(n+1) _In[n(1+;)] Inntin(1+7) +1n(1+l)

Inn Inn Inn Inn
De plus :
1 ] 1 In(141
lim — =0 : lLim —0 : tim POHD (+y) _,
n—+oo Inn n——+nlnn n—y—+oo Inn n—stoo Inn

D’apres le théoreme des gendarmes, on a alors :

li =1
Jim_
B Corrigé de I'exercice 15. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
- 7 z T
Iy :/ sinx dx = [—cosx]; = cos0— (—cos§> =1
0
g

3 LT T
Jo= [ cosxdx = [sinx]; :san—smE =1
0
a. F)(x) =ne ™sinx —e ™ cosx.

Ainsi,

/ F,(x) dx = n/2 e ™sinx dx —e ™ cosx dx
0

_nk
—e 2=nl,—J,

b. G (x) =ne ™ cosx+e ™sinx.

Ainsi,
7, LI 5
/ Gn(x)dx:n/ e cosxdx+/ e ™sinx dx
0 0 0
1=nJ,+1,
c. Ona
—nl, + J, = e "7 (Ep)

En faisant (E;) —n(E,),on a:

(1402, =1-ne™"3

D’ou:

_nZ
1 —ne "2

=" -
" 1 +n?

De plus, en faisant (E;) +n(E;),ona:
(1402, =e "3 +n,

d’ou:

nte "3
=" -
" 1 +n?
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lim (—n%e_”%> =0donc lim I, = lim #n =0.

n—s-oo n—oo N—ytoo 1407
De méme, lim J,= lim %5 =0.
n—+-oo0 n—soo 147
B Corrigé de I'exercice 16. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

On sait, par propriété, que :

([r0a) =sw.

(e — 1 (x)) = nd' e et —nFl_y (x)
= nx" e +x"e —nf,_ (x)
= nx" e+ xe" —nx"let
=x"e*

= fulx).

On a donc bien F;,(x) = x"e* —nF,_(x) pour n > 1.

Donc ici, pourn > 1,

Pour tout entier natureln, on a :
1 1
L1 — 1, :/ PR dx—/ xX'e" dx
_ / xn-H X MeX )

—/x"e x—1)

Sur [0;1], x"¢* > 0 et x — 1 < 0 donc x"e*(x — 1) < 0. Ainsi,
In+1 —I, < 0

et donc (I,,),,cy est décroissante.

Sur [0;1], x"e* > 0 donc / x"e" dx > 0. Ainsi, (I,,),c est minorée par 0; de plus, d’apres la

0
question précédente, elle décroit donc elle converge.

1
4] 10:/ efdr=e—1.
0
L=e—1lly=e—(e—1)=1.
1226—211 =e—2.
L=e—-3Lh=e—3(e—2)=—2e+6.
Iy=e—4=e—4(—2e+6)=9e—24.
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E Pour n =0, on a bien Iy = age + by avec ap = 1 et bg = —1.
Supposons que pour un entier 7 fixé, I,, s’écrit sous la forme I, = a,e + b,,.
Alors,

L1 =e— (n+ I)In
=e—(n+1)(ane+by)
=e—(n+1)ae— (n+1)b,
=[1—(n+1)ay)e—(n+1)b,

ant1=1—(n+1)a,

En posant
byr1=—(n+1)b,

Lyt = an+le+bn+1-

L’hérédité est alors vérifiée.

On peut ainsi conclure que pour tout entier naturel n, I, s’écrit sous la forme a,e + b,, avec
anr1=1—(n+1)a,
bn+1 = —(l’l + l)bn

W bo=—1=—0!,b; =1=11,by = —2=—2!, b3 =6 =3, by = —24 = —4! d’apres la question [.

On peut alors conjecturer que pour n > 2, b, = (—1)”+1n! (je prends n > 2 car by = 0).

On peut le démontrer par récurrence (I’initialisation étant déja faite).

Supposons que pour un entier n fixé, b, = (—1)"*!n!. Alors,

y a():l, b():—l.

bn+1 = —(n—i— 1)bn
= (=D x(n+1)x(=1)"" xn!
= (1" x (n+1) xn!
—_——
=(n+1)!
= (=1)"2(n+1)!

L’hérédité est alors vérifiée, ce qui montre 1’égalité conjecturée.

2 —k 2-2
B —1)" —1 1
PournzZ,Z!;"Z%:2x%:2x§:1:a2.
L’initialisation est alors réalisée.
n (_l)nfk
Supposons que pour un entier n > 2 fixé, a, = n! Z 0 Alors :
k=2 :
an1=1—(n+1)a,
n (_1)n—k
=1—(n+1)xn!'Y] 7
k=2
- ( +1)'i(—1)n—k
=1—(n Py ———
= kK
(n+1)! Lo(—1)nk
— 1)!
(n+1)! (n+ )/;2 k!
1 ( l)n—k
_ 1
(4 DY o k:Z’z k!
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ans1 = (n+1)!

1 n(_l)n+l—k
CESIA Y ]

(ici, j’ai considéré le signe « — » comme étant (—1) et je I’ai inséré dans la somme)

(_1)n+]—(n+]) n (_1)n+l—k]
py G

— (1) |
R P EN I TR YRy

(j’écris le terme avant la somme de la méme maniere que les termes de la somme elle-méme afin
de I’incorporer a I’intérieur du sigma)

n+1 (_1)(n+1)—k

:(n+1)!k§2 5
(="

n
L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, a, = n! Z ]

k=2
Un programme Python possible est le suivant :

import math
from math import factorial as fac
from math import exp

def a(n):
ifn>1:
s =0
for k in range(2,n+1):
st=fac(n)*(-1) **(n-k) /fac (k)
return s
else:
if n ==
return 1
else:
return 0O

def b(n):
return (-1)**(n+1)*fac(n)

def I(n):
return a(n)*exp(1)+b(n)

En tapant I (4) par exemple, on verra s’ afficher une valeur approchée de 1.
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Un algorithme possible est :

B Corrigé de I'exercice 17. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
1

Fy(x) est de la forme u(x) x v(x) avec u(x) = (Inx)"+! et v(x) = ~. Ainsi,
x

1 11 "
Fl(x)=(n+ I)E(Inx)" X=X (Inx)"

nx)" nx)"t!
:(n+l)(1x2) _( xl+ .

De la question précédente, on déduit :

2

Y P A UL G
[ = [ (w4 )

x2 x2
ezl n e21 n+1
=(n+1)/ @dx—/ U™ e
1 X 1 X

¥2

Upt+1 = (n+ l)un - [Fn (62) _Fn(o)]
2n—|—1

upr1 = (n+1)u, — 2
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n! 2k
Posons &, la propriété : Vn € N*, u, = nlug — — Z F

 Initialisation.

o] 2
Pour n = 1, la question 4] nous dit que : u; = up — —.
e
I 2 2
— 1 Wy — " — N
De plus, ng up =1 7N ) X — 1 = Uy 2

L’initialisation est donc faite.

* Hérédité.
n! & 2k
Supposons que &, soit vraie pour un n donné non nul. Alors, u, = nluy— — k -

D’apres la question , ona:

2n+1
Upr1 = (n+1u, 2
nl &2k 2l
=(n+1) (n'uo—e—z Z —') -
k=1

(n+1)! & 28 2nt!
e? Hk! e

= (n+1)!u0—

n+1 n k 2n+1
= (n+1)lug—
(n+1) lug (; n+1)

(n—l—l)'uo—(nl——l i

On a alors &, = &, 1. L’hérédité est alors montrée.

Ainsi, &2, est vraie pour tout entier naturel non nul 7.

n De la question précédente, on peut déduire que pour tout entier naturel non nul n, on a :

soit :

Or, d’apres I’exercice 16, on sait que :

Donc :



d’ou :

n!
soit : |
. Up\ _ 1
nLHEw <;> =uo—1+ e?’
Or:
e dx
up :/1 x—2
=i
T x
=3
Ainsi :
lim <@> =0
n—+eo \ 11!
| Corrigé de I'exercice 18. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
e v(x) done f'(x) = u' (x)v(x) + u(x)v'(x).
A1ns1
b b
| £ = [ [ ) v ()] dx
a a
soit :
b b
F0) = fla) = [ W) dx+ [ ule' () da
a a
On a alors :

b b
[ @) de= r(6)~ fa) = [ a0 ax

Sur [1;e], Inx > 0 donc (Inx)" > 0 pour tout entier naturel .
Ainsi, I, = [{ (Inx)" dx > 0.

€ (]
L — 1, :/ (Inx)"™*! dx—/ (Inx)" dx
1 1

€
= / [(Inx) el _ (Inx)"] dx par linéarité de I'intégrale

/ (Inx)"(Inx—1) dx.
Or,l<x<e <— Inl <Inx<lne
+<— 0<Inx<1

—1<Inx—1<0
Ainsi, sur [1;e], (Inx)"(Inx — 1) < 0 (car (Inx)" > 0 sur cet intervalle), et donc [,,;1 — I, < 0.

La suite (1,,) est donc décroissante.

1
U1 Posons ' (x) = —(Inx)" et v(x) = x. Alors, I, = [£u/(x)v(x) dx et d’apres la question [N,
x
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Donc :

1 1 e 1
I, = ><e><(lne)”“——1><1><(1nl)”+1_/1 n+1(lnx)”+1 % 1 dx

n+1 n-+
R /e(m )
= — X
"Tn+1 n+1J;
e 1
= — I
n n_|_1 n+1n+l

Ainsi, en multipliant par (n+ 1) chaque membre de cette derniere égalité, on obtient :

(n+ 1)+ 111 =¢e

E a. Larelation de récurrence de la question précédente donne :
e pourn=0:Ihp+1 =e;
e pourn=1:21+5L =e.
Ainsi, In+1) =211+ L, soit Iy — 1) = .
b. Ip= [{(Inx)%dx= [f1dx=[x]=e—1.

1
c. '(x)=1xInx+xx—-—1=Inx+1-1=Inx.
X
Donc L est bien une primitive de la fonction In. On en déduit alors :

€
I :/ Inxdx=L(e)—L(l)=elne—e—1Inl1+1=1.
1

Ainsi,
12210—1126—1—126—2.

B Corrigé de I'exercice 19. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Avant tout, représentons le domaine en question :

=41
A

|
|
1

1 t
M (x;x?) et A(—1;1). La droite (AM) a pour équation y = mf + p ol :

_ YM— YA :X2—1

m
xy—x4 x+1
et donc :
1+x2—1 2 4x
=ys—MXy = = .
P=YA A P P
Ainsi,

:x2—1t+x2+x‘
x+1 x+1

(AM) : 'y
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L’aire du domaine coloré est alors :
X 2 1 2
,Q%(x):/ PR S PR R
1\ x+1 x+1

_[Lsy X -1 t2+x2+xtx
L3 2(x+1) x+1 ],

1
= 6(x3 +3x2 4+3x+1).
Ainsi,
A (x) =1 = ¥ +3x>+3x-5=0.
Posons :
f(x) =x>+3x* +3x—5.
Alors,
f(x) =32 +6x+3=3(x+1)>>0.
f est donc croissante sur R ; comme 1_i>m f(x) = —o et gt}rl f(x) = 400, d’apres le corollaire du
X—>—02 X oo

théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une unique solution sur R a I’équation f(x) = 0.
A I’aide de la calculatrice (par exemple), on trouve : x ~ 0,817.

Ainsi, le domaine a une aire égale a 1 lorsque M a une abscisse d’a peu pres 0,817.
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o Exercices d'application du cours

e Exercices de réflexion

4 aout 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Loi uniforme

B Exercice 1. Feu tricolore *keryr @

(Source : ts-loicont-02) [Corrigé page 236 &ﬂ

A un feu tricolore, le signal destiné aux piétons est vert pendant 45 secondes et rouge pendant 105
secondes, en alternance. A 12 heures, le feu se met au rouge et un pi€ton se présente a un ins-
tant au hasard entre 12 heures et 12 heures 05 pour traverser. La variable aléatoire T qui donne le
temps écoulé, en secondes, entre 12 heures et I’heure d’arrivée du piéton suit une loi uniforme sur
I =10;300].

Calculer la probabilité que le piéton :

Trouve le feu vert et passe sans attendre.

N’attende pas le feu vert plus de 15 secondes.

Attende le feu vert plus de 30 secondes.

W Exercice 2. A la caisse d’un supermarché *ktrvete @

(Source : ts-loicont-03) {Corrigé page 236 %}

Monsieur Leumateux vient d’aménager dans un quartier ou se trouvent, a peu pres a la méme distance
de chez lui, deux supermarchés, notés A et B. Afin de choisir celui dans lequel il ira, il prend en
considération le temps d’attente aux caisses.

Dans le supermarché A, le temps d’attente aux caisses est une variable aléatoire X, exprimée en
minutes, qui suit la loi uniforme sur [1;14] et dans le supermarché B, le temps d’attente est une
variable aléatoire Y, exprimée en minutes, qui suit la loi uniforme sur [3;10].

Déterminer la probabilité pour qu’un client attende aux caisses entre 3 et 5 minutes dans les deux
supermarchés.
Sur ce critere, quel supermarché monsieur Leumateux doit-il choisir ?

Calculer la probabilité pour qu’un client attende eaux caisses plus de 8 minutes dans les deux
supermarchés.
Sur ce critere, quel supermarché monsieur Leumateux doit-il choisir ?

Calculer le temps d’attente moyen aux caisses pour les deux supermarchés.
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B Exercice 3. Temps de trajet *kiriete @

(Source : ts-loicont-04) [Corrigé page 237 %}

A travers un sondage auprés de lycéens fréquentant un établissement en centre ville d’une grande
agglomération, on constate que le temps de trajet pour se rendre de leur domicile a leur établissement
est compris entre 5 et 25 minutes.

On interroge au hasard un lycéen d’une grande agglomération et on note X la variable aléatoire égale
au temps qu’il met pour aller de chez lui a son lycée.

Donner la loi de probabilité que suit X.
Quelle est la probabilité que la durée de son trajet soit comprise entre 10 et 15 minutes ?
Calculer la durée moyenne du trajet domicile-lycée.

ﬁ Un éleve emprunte tous les jours le méme trajet pour aller de son domicile au lycée. On suppose
que la durée ds trajets sont toutes indépendantes les unes des autres.
Sur une semaine de cours (du lundi au vendredi), quelle est la probabilité pour qu’au moins un
trajet dure au moins 20 minutes ? On donnera une valeur approchée au centieme.

B Exercice 4. La partie de jeu vidéo *hKkirte @
[Corrigé page 237 @J

(Source : ts-loicont-01)

Tous les soirs, Hugo joue en ligne avec son ami Igor entre 17h30 et 19h00.
Caroline décide d’aller voir Hugo entre 17h00 et et 18h00.

Quelle est la probabilité qu’elle dérange Hugo en pleine partie de jeu vidéo ?
Sachant qu’elle arrive apres le début du jeu, quelle est la probabilité qu’elle arrive avant 17h55?

B Exercice 5. La livraison a domicile ). 0.0 GAGAY 0

(Source : ts-loicont-05) [COfl’igé page 237 @‘5}

Madame Baute a commandé des chaussures sur un site Internet.

Le jour de la livraison, elle recoit un SMS lui signifiant que son colis sera livré assurément entre
10h00 et 12h00.

On note X I’heure a laquelle elle recoit son colis.

Quelle est la probabilité pour que son colis arrive avant 10h15?
Quelle est la probabilité pour que son colis arrive entre 10h30 et 11h00 ?

Sachant qu’a 11h15, elle n’a toujours pas recu son colis, quelle est la probabilité pour qu’elle le
recoive avant 11h307?
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B Exercice 6. Paradoxe de Bertrand *kkirrr @

{Corrigé page 238 @J

(Source : ts-loicont-06)

On considere un cercle ¢ de centre O et de rayon r > 0 et un triangle équilatéral ABC inscrit dans %’.

On trace la perpendiculaire a (AB) passant par O; elle coupe (AB) en H.

B

a. Montrer que H est le milieu de [AB].
b. Exprimer OH en fonction de r.
c. Donner, en degrés, la mesure de KO\B

On choisit un point M sur un rayon quelconque [OP] et on trace la corde perpendiculaire a (OM)
passant par M.
On appelle X la variable aléatoire égale a la longueur OM.

a. Donner la loi de X.
b. Quelle est la probabilité pour que cette corde ait une longueur supérieure au coté de ABC?

On choisit maintenant au hasard un nombre Z entre 0 et 180, puis on construit un angle au centre
de € de mesure Z degré(s). On trace alors la corde qui intercepte cet angle.
a. Quelle estlaloi de Z?

b. Quelle est la probabilité que cette corde ait une longueur supérieure a celle d’un coté de
ABC?

B Exercice 7. La rencontre *kkky: ©

(Source : ts-loicont-07) [Co”igé page 239 %w

Hugo et Lisa se sont donnés rendez-vous entre 16h00 a 17h00 sans se donner une heure précise. Ils
arriveront donc a un horaire au hasard dans cet intervalle de temps.

Hugo ne souhaite pas attendre plus de 15 minutes et Lisa, plus de 10 minutes, sans quoi la rencontre
n’aura pas lieu.

Quelle est la probabilité qu’ils se rencontrent ?
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B Exercice 8. L’aiguille de Buffon * kK @

(Source : ts-loicont-08) {Corrigé page 240 &%}

Sur un parquet, dont les dalles ont pour largeur a, on laisse tomber au hasard une aiguille de longueur
£. Quelle est la probabilité pour que 1’aiguille chevauche deux dalles ?

Indication : on pourra considérer la position du milieu de [’aiguille et I’angle qu’elle forme avec
[’horizontale (si les dalles sont verticales).

Loi exponentielle

B Exercice 9. Durée de vie d’un robot (d’aprés Bac Liban, 2006) Tk tetere @
[Corrigé page 240 @‘5}

(Source : ts-loicont-10)

La durée de vie d’un robot exprimée en années, jusqu’a ce que survienne la premiere panne, est une
variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parametre A > 0.
Ainsi, la probabilité qu’un robot tombe en panne avant I’instant t est égale a :

t
P(X <1) :/ Ae M dx.
0

Déterminer la valeur arrondie 2 10~2 prés de A pour que la probabilité P (X > 6 ) soit égale a
0,3.

Dans la suite de 1’exercice, on prendra A = 0,2.

A quel instant 7 2 un mois prés, la probabilité qu’un robot tombe en panne pour la premiére fois
est-elle de 0,5?

Montrer que la probabilité qu’un robot n’ait pas eu de panne au cours des deux premieres années
est de e 04,

n Sachant qu’un robot n’a pas eu de panne au cours des deux premiéres années, quelle est a 1072
prés, la probabilité qu’il soit encore en €état de marche au bout de six ans ?

On considere un lot de dix robots fonctionnant de maniere indépendante. Déterminer la proba-
bilité que, dans ce lot, il y ait au moins un robot qui n’ait pas eu de panne au cours des deux
premieres années.

B Exercice 10. D’aprés Bac France métropolitaine, 2004 *Ahtevere @
[Corrigé page 241 @‘5}

(Source : ts-loicont-14)

On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en semaines, d’'un composant électronique. On modélise

cette situation par une loi de probabilité P de durée de vie sans vieillissement définie sur I’intervalle
t

[0 4-oo[ par P([0;¢]) = / Ae~** dx, représentant la probabilité que le composant ne soit plus en état
de marche au bout de ¢ semaines.
Une étude statistique montrant que environ 50% d’un lot important de ces composants sont encore en

état de marche au bout de 200 semaines, permet de poser P([0;200[) = 0, 5.

In2
'L Mont A=—.
ontrer que 200

Quelle est la probabilité qu'un de ces composants pris au hasard ait une durée de vie supérieure a
300 semaines ?
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B Exercice 11. Le laboratoire de Physique (d’aprés Bac Polynésie, 2004) sk vryx 0

(Source : ts-loicont-09) {Corrigé page 241 ééJ

Le laboratoire de physique d’un lycée dispose d’un parc d’oscilloscopes identiques. La durée de vie
en années d’un oscilloscope est une variable aléatoire notée X qui suit la loi de durée de vie sans
vieillissement ou encore loi exponentielle de paramétre A > 0.

Sachant que P(X > 10) = 0,286, montrer que A = 0,125 au millieéme pres.

Dans la suite de 1’exercice, on prendra A = 0, 125.

Calculer la probabilité qu’un oscilloscope du modele étudié ait une durée de vie inférieure a 6
mois.

Sachant qu’un appareil a déja fonctionné 8 années, quelle est la probabilité qu’il ait une durée de
vie supérieure a 10 ans ?

ﬂ On considere que la durée de vie d’un oscilloscope est indépendante de celle des autres appareils.
Le responsable du laboratoire décide de commander 15 oscilloscopes. Quelle est la probabilité
qu’au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure a 10 ans ?

E Combien 1I’établissement devrait-il acheter d’oscilloscopes pour que la probabilité qu’au moins
I’un d’entre eux fonctionne plus de 10 ans soit supérieure a 0,999 ?

B Exercice 12. Composants électroniques (d’aprés Amérique du sud, 2005) %k vrv 0o

(Source : ts-loicont-11) [Corrigé page 242 &

Alain fabrique, en amateur, des appareils électroniques. Il acheéte pour cela, dans un magasin, des
composants tous identiques en apparence, mais dont certains présentent un défaut. On estime que la
probabilité qu’un composant soit défectueux est égale a 0,02.

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A

On admet que le nombre de composants présentés dans le magasin est suffisamment important pour
que I’achat de 50 composants soit assimilés a 50 tirages indépendants avec remise, et on appelle X le
nombre de composants défectueux achetés. Alain achete 50 composants.

Quelle est la probabilité qu’exactement deux des composants achetés soient défectueux ? En don-
ner une valeur approchée a 1072 prés.

Calculer la probabilité qu’au moins un des composants achetés soit défectueux ? En donner une
valeur approchée 2 1072 prés.

Quel est dans un lot de 50 composants achetés, le nombre moyen de composants défectueux ?
Partie B

On suppose que la durée de vie 77 (en heures) de chaque composant défectueux suit une loi expo-
nentielle de parametre A; = 5 x 10~ et que la durée de vie 7> (en heures) de chaque composant non
défectueux suit une loi exponentielle de paramétre A, = 1074,

Calculer la probabilité que la durée de vie d’'un composant soit supérieur a 1 000 heures :
a. sice composant est défectueux
b. si ce composant n’est pas défectueux
Donner une valeur approchée de ces probabilités & 10™2 prés.

Soit T la durée de vie (en heures) d’un composant achetés au hasard. Démontrer que la probabilité
que ce composant soit encore en état de marche apres ¢ heures de fonctionnement est :

P(T >1)=0,02e %107 40,9810,
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Sachant que le composant acheté est encore en état de marche 1 000 heures apres son installation,
quelle est la probabilité que ce composant soit défectueux ? En donner une valeur approchée a
1073 prés.

B Exercice 13. Le chauffe-eau (avec loi normale et intervalle de fluctuation) *h ki @
(Source : ts-loicont-12) | Corrigé page 243 |

On donnera la valeur approchée des probabilités 2 1073 pres.
Partie A

Monsieur Icks désire acheter un chauffe-eau de marque IGRAIC. Le vendeur lui dit que la probabilité
qu’il dure plus de 10 ans est égale a 0,7.

On note X la variable aléatoire représentant la durée de vie (en années) de ce chauffe-eau et on admet
que X suit une loi exponentielle de parametre A.

Déterminer la valeur de A.

On prendra dans la suite de cet exercice A = 0,036.

Déterminer la probabilité pour que ce chauffe-eau fonctionne plus de 15 ans sachant qu’il a fonc-
tionné au moins 10 ans.

Calculer ¢ tel que P(X > t) = 0,5, puis interpréter le résultat.
Partie B

L’usine dans laquelle sont fabriqués les chauffe-eaux de marque IGRAIC a constaté, apres étude
statistique, que la durée de vie d’un de ses chauffe-eaux pouvait étre représentée par une variable
aléatoire Z suivant la loi normale de moyenne p = 30 et d’écart-type ¢ = 5.

Evaluer P(25 < Z < 35).

Le patron de I’usine souhaite que cette derniere probabilité soit égale a 0,95 sans changer la durée
de vie moyenne.
Déterminer alors 1’écart-type qu’il faudrait obtenir.

Partie C

Les méthodes de production ont ét€¢ modifiées de sorte que 95 % des chauffe-eaux fabriqués aient une
durée de vie comprise entre 25 ans et 35 ans.

Afin d’évaluer I’efficacité de ces modifications, on préleve 500 chauffe-eaux au hasard dans la pro-
duction mensuelle.

Déterminer I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la proportion de chauffe-
eaux ayant une durée de vie comprise entre 25 ans et 35 ans sur un échantillon de taille 500.
Parmi les 500 chauffe-eaux choisis, 463 sont considérés comme pouvant avoir une durée de vie

conforme aux exigences.
Peut-on considérer que I’objectif visé par les modifications de fabrication a été atteint en consi-
dérant I’intervalle de fluctuation obtenu a la question précédente ?
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Loi normale

B Exercice 14. Vaches laitiéres de race « Francaise Frisonne Pis Noir » Tk @
[Corrigé page 244 @J

(Source : ts-loicont-15)

La production laitiere annuelle en litres des vaches laitieres de la race FFPN peut étre modélisée par
une variable aléatoire a densité X de loi normale de moyenne y = 6000 et d’écart-type ¢ = 400.

On utilisera la calculatrice pour répondre aux questions suivantes et on donnera les résultats a 1074

pres.

Calculer la probabilité qu’une vache quelconque de cette race produise moins de 5 800 litres par
an.

Calculer la probabilité qu’une vache quelconque de cette race produise entre 5900 et 6 100 litres
de lait par an.

Calculer la probabilité qu’une vache quelconque de cette race produise plus de 6 250 litres par an.

ﬂ Déterminer la production maximale prévisible des 30 % de vaches les moins productives du trou-
peau.

E Déterminer la production minimale prévisible des 20 % des vaches les plus productives.

B Exercice 15. Test de conformité *k ey @
[Corrigé page 244 @’j}

(Source : ts-loicont-16)

Un usine fabrique des puzzles de 512 pieces. Pour tester la conformité des puzzles, le service qualité
de I’entreprise préleve au hasard un puzzle de 512 pieces.

On appelle X la variable aléatoire qui a un puzzle donné associe le nombre de pieces non conforme.
On estime que X suit le loi normale de moyenne 9 et d’écart-type 3.

Déterminer la probabilité qu’il y ait au plus 12 pieces non conformes dans le puzzle.

Déterminer le plus petit entier k tel que la probabilité que le puzzle comporte plus de k pieces non
conformes soit inférieure a 0,01.

B Exercice 16. Les premiers mots de la vie KA @
[Corrigé page 244 %J

(Source : ts-loicont-17)

Un chercheur a étudié 1’age moyen auquel les premiers mots du vocabulaire apparaissent chez les
jeunes enfants.

Une étude effectuée aupres de 1000 jeunes enfants montrent que les premiers mots apparaissent en
moyenne a 11,5 mois, avec un écart-type de 3,2 mois.

On suppose que la distribution des ages est normale.

Evaluer la proportion d’enfants ayant acquis leurs premiers mots avant 10 mois.
Evaluer la proportion d’enfants ayant acquis leurs premiers mots aprés 18 mois.

Evaluer la proportion d’enfants ayant acquis leurs premiers mots entre 8 mois et 12 mois.
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B Exercice 17. Tests de Q.I. *kkirrr @
[Corrigé page 244 @vﬁ}

(Source : ts-loicont-18)

En 1955, Wechler a proposé de mesurer le quotient intellectuel (Q.1.) des adultes a 1’aide de deux
échelles permettant de mesurer les compétences verbales et celles non verbales.

On compare le score global de la personne testée avec la distribution des scores obtenus par un échan-
tillon représentatif de la population d’un age donné, dont les performances suivent une loi normale
ayant pour moyenne 100 et pour écart-type 15.

Quel est le pourcentages de personnes dont le Q.I. est inférieur a 80 ?
Quelle est la proportion de personnes ayant un Q.I. compris entre :
a. 100et110?
b. 90 et 1007
c. 105et110?
Un patient obtenant un Q.I. de 69 fait-il partie des 5 % inférieurs de la distribution ?
ﬂ En dessous de quel Q.I. se trouve le tiers des individus ?

Quel Q.I. minimum faut-il obtenir pour faire partie des 5 % d’individus les plus performants ?

B Exercice 18. Durée de vie d’un appareil *h ke @
[Corrigé page 245 @r‘f}

(Source : ts-loicont-19)

La durée de vie d’un certain type d’appareil est modélisée par une variable aléatoire suivant une loi
normale de moyenne et d’écart-type inconnus. Les spécifications impliquent que 80 % de la produc-
tion des appareils ait une durée de vie entre 120 et 200 jours et que 5 % de la production ait une durée
de vie inférieure a 120 jours.

Quelles sont les valeurs de la moyenne u et de 1’écart-type o ?

Quelle est la probabilité d’avoir un appareil dont la durée de vie soit comprise entre 200 jours et
230 jours ?
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Loi normale avec graphique

*kvevete @

[Corrigé page 246 @*f}

B Exercice 19. Trouver la bonne courbe

(Source : ts-loicont-13)

N

Lors d’un concours, deux lycées s’affrontent sur deux disciplines : Mathématiques et Histoire. A la

fin des épreuves, chaque éleve se voit attribuer une note sur 20 pour les deux disciplines.

o

type 2;

* M; suit la loi normale de moyenne 12 et d’écart-type 3;

On note respectivement M; et H; les variables aléatoires représentant les notes du premier lycée en
* Hj suit la loi normale de moyenne 14 et d’écart-

Mathématiques et en Histoire. On note de méme M> et H; celles du second lycée.

On admet que :

* M, suit la loi normale de moyenne 14 et d’écart-type 5;

* H suit la loi normale de moyenne 12 et d’écart-type 4.

ssous les 4 courbes représentant les distributions des 4 variables aléatoires.

té ci-de

On a représen

Attribuer a chaque courbe sa variable aléatoire.
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B Exercice 20. Trouver la moyenne et I'écart-type

{Corrigé page 246 3%}

(Source : ts-loicont-20)

On a ci-dessous la fonction de répartition d’une variable aléatoire X suivant une loi normale.

Quelle est la moyenne u de cette variable aléatoire ?

Déterminer, a I’aide du quadrillage, un intervalle [a;b] centré en p (c’est-a-dire dont le milieu

est w) tel que P(a < X < b) =~ 0,95.
En déduire une valeur approchée de o, I’écart-type de X.
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Corrigés

4 aoit 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
On cherche :
P((105 < T< 150)U (255 < T <300)).
En effet, nous pouvons représenter la situation par le schéma suivant :
0 105 150 255 300

L’intervalle total « vert » a une amplitude de :
(150 —105) + (300 — 255) =45+ 45 =90.

La probabilité demandée est alors :

90
— =0,3.
300 ’
La probabilité demandée est :
30
P((135<T<150)U (285 < X < 300)) = 300
=0,1.
La probabilité demandée est :
75+75
P(T<75)U(150 < T<225)) = +
300
=0,5.
B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
5-3 2
8 PABLXLY)=—F—=—.
3 3) 14—-1 13
5-3 2
c PBLKYLS)=——F=12.
3 3) 10-3 7

On constate que P(3 < X < 5) < P(3 <Y < 5) donc sur cet unique critere, monsieur Leumateux
a tout intérét de choisir le supermarché A.

—1
-P(X>8)=1—P(X<8)=1—8——1 T_%

4-1 13 13
8—3 5 2
'PY} = — = _—— = _— = =,
(Y=8)=1-P(Y<8) =1-—=1-2=2
6  6x7 42 2 2x13 26

R = et = = —ainsi, P(X > 8 P(Y > 8).
3 13x7 917 " 7x13 op AnsbP(X=>8)>P(Y>8)
Sur ce critere, monsieur Leumateux a tout intérét a choisir le supermarché B.
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14+1

* Le temps d’attente moyen aux caisses du supermarché A est : E (X) = T+ = 7,5 minutes.
10+3

¢ Le temps d’attente moyen aux caisses du supermarché B est : E (X) = T+ = 6,5 minutes.

Sur ce critere, monsieur Leumateux a tout intérét de choisir le supermarché B.

B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
X suit la loi uniforme sur [5;25].
I5-10 5 1
Pl P10<X<15) = = -
5425

25-5 20 4
E(X)= 5 = 15. La durée moyenne du trajet est donc égale a 15 minutes.
ﬂ Notons ici Y le nombre de trajets ou la durée est supérieure ou égale a 20 minutes. Alors, Y suit
la loi binomiale de parametres n = 5 (car on considere 5 trajets indépendants) et :
25-20 1

20 4

p=P(X>20)

On cherche alors :

P(Y)1):1—P(Y:0):1—(1—p)5:1—(§>5z0,76.

B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Appelons X la variable aléatoire représentant 1’heure d’arrivée de Caroline (en heure décimale).
Alors, X suit la loi uniforme % ([17;18]).
On cherche P(17,5 < X < 18) et, en appliquant la formule du cours, on obtient :

18— 17,5
18) = — =
)= 8-

P(17,5< X <
P(17,5<X < 18)=0,5

C’est une probabilité conditionnelle que nous cherchons (« sachant que » nous donne une forte

5 1
indication...) ; en tenant compte du fait que 17h55 = 18 — 0= 18 — T 17,92, on cherche :
P (17<X<17 92)_P((17<X<17,92)m(x>17,5))
AR P(X > 17,5)
~ P(17,5<X<17,92)
P(X >17,5)
17,92-17,5
= _18-17
— 18—-175
18—17
0,42
- 0,5
Pix>175 (17 <X < 17,92) = 0,84
B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

X suit la loi uniforme sur [10; 12]. Mais attention : quand on dit 10h135, il faut entendre X = 10,25
1
(soit 10h00 et un quart d’heure : 10+ 1= 10+40,25 = 10, 25).
10,25—-10 0,25
’ =-—~==0,125.
12-10 2 9,125

Ainsi, P(X < 10,25) =



11-10,5
A P(10,5<X< 1) =~ =0,25.
Kl p (x<115)_P(11,25< <115 WSS oo 7
X2 AES 20 T p(X > 11,25) 21125 =075 |3/
W Corrigé de I’exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

a. ABC est équilatéral ; par conséquent, O est le point d’intersection des hauteurs (ou des mé-
diatrices). Donc (OH) est la hauteur relative a (AB) mais aussi la médiatrice de [AB].
Donc H est le milieu de [AB].

b. O est le centre de gravité de ABC donc :

1
OH = -CH.
3
Ainsi,
OH !
=—r
2

c. On sait depuis la 3¢ que dans un polygone régulier a n cotés, I’angle au centre est, en degrés,
360

n
Ainsi, AOB = 120°.

a. OM est un nombre compris entre et r; par conséquent, X suit la loi uniforme sur [0;7] :

X = ([0;r])

b. Pour que la corde ait une longueur supérieure au c6té de ABC, il faut qu’elle se trouve dans
la zone coloriée suivante :

C

Donc, en choisissant M sur un rayon uniquement, ¢ca coupe en deux cette zone.
D’apres la question 1.b, la probabilité pour que la corde ait une longueur plus grande que AB

est :
OH j5r 1
roor 2
a. Z suit la loi uniforme sur [0;180) :
Z— 7 ([0;180])
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b. Pour que la corde ait une longueur supérieure a AB, il faut que Z > 120.

P(Z > 120) = P(120 < Z < 180)

180120
~ 1800
60
180

1
P(Z>120)= 3

B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Notons H le nombre de minutes écoulées a partir de 16h00 avant I’arrivée d’Hugo et L le nombre de
minutes écoulées a partir de 16h00 avant celle de Lisa.

On a alors :

* 0<H<60;
* 0<L<60;
* L <H+ 10 car Lisa ne souhaite pas attendre Hugo plus de 10 minutes;
* H < L+ 15 car Hugo ne souhaite pas attendre Lisa plus de 15 minutes;

Faisons une représentation graphique :

L

H

L’univers est représenté par le carré de coté 60 et la « zone de rencontre » par la zone non hachurée.
Il faut donc trouver I’aire de cette zone non hachurée.

La droite rouge a pour équation : y = x+ 10.
La droite bleue a pour équation : y = x — 15.

L’aire o/ de la zone non hachurée est 1’aire du carré moins celle des triangles hachurés, d’ou :

42%:60><60—50>2<50—45>2<45

=3600—1250—1012,5
= 1337,5.
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Ainsi, la probabilité de rencontre est :

13375
P= 3600

B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Laisser tomber au hasard une aiguille, c’est choisir au hasard :

* ’abscisse X de son centre dans I’intervalle [O ; g} ,
T T
* I’angle 6 avec I’horizontale dans I’intervalle [_E ; 5]
comme I’illustre le schéma suivant.

L’aiguille chevauche deux dalles lorsque :

12
X< ECOSO

donc la probabilité demandée est :

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
P(X>6)=0,3 < 1-P(X<6)=0,3

6
— / Ae M dx=0,7
0
— —e =07
1
— A:—61n0,3

<— A =0,20.

On cherche 1 tel que :
P(X<t)=0,5,

soit : .
/ 0,2¢ 02 dy = 0,5
0

ou encore, apres développement,

t =5In2 =~ 3,47 années = 42 mois.

La probabilité qu’un robot n’ait pas eu de panne au cours des deux premiéres années est de e 04,

 Eneffet, P(X >2)=1—-P(X <2)=1+e 04 —1=¢0%
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ﬂ Sachant qu’un robot n’a pas eu de panne au cours des deux premieres années, la probabilité qu’il
soit encore en état de marche au bout de six ans est :
P(X >6) e 02x6 0.

P(X>2) eoza=¢ T F0A

E On considere un lot de dix robots fonctionnant de maniere indépendante. Nous savons que la
probabilité qu’un robot n’ait pas eu de panne au cours des deux premieres années est ¥4,
La probabilité qu’aucun robot sur les dix n’ait eu de panne au cours des deux premieres années
est (1 —e 010,
La probabilité que, dans ce lot, il y ait au moins un robot qui n’ait pas eu de panne au cours des
deux premigres années est donc : 1 — (1 —e~%%)10 ~ 0,999985.

B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
On sait que P([0;200[) = 0,5.

200
Or, P([0;200]) = / Ae ™™ dx = —e 2% 1 1. Donc —e 2004 1 1 = 0,5, soit e 2004 = 0,5,
0
In2
d’ott —200A =1n0,5 = —1In2. On en déduit alors que A = znm

La probabilit¢ qu’un de ces composants pris au hasard ait une durée de vie supérieure a 300
semaines est P(f > 300) = 1 — P(t < 300) = 1 — (1 —e 3004 = ¢=31n2 1, 0,35,

B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Ona P(X > 10) = 0,286 = e~ '*, équation qui donne A = 0,125 au centieéme pres.
La probabilité qu’un oscilloscope du modele étudié ait une durée de vie inférieure a 6 mois s’écrit
P(X >0,5).
P(X >0,5)=1—e 020125 — | _ 700625 ¢ 061.

L’ appareil a déja fonctionné 8 années, la probabilité qu’il ait une durée de vie supérieure a 10 ans
est donnée par : Px-g) (X > 10) avec P(X > 8) = e~ 8x0125,

P((X >10)N(X >8)) = P(X > 10) = ¢ 10x0:125

P((X>10)N(X >8)) e 1002 0 1s
P>y (X > 10) = P(X >8) = o 8x0125 _ © R =P(X >2)~0,779.

n On est en présence d’un schéma de Bernoulli. La durée de vie d’un oscilloscope est indépendante
de celle des autres appareils. Le responsable a commandé 15 oscilloscopes. La probabilité qu’un
oscilloscope ait une durée de vie supérieure a 10 ans est la probabilité d’un « succes » et on sait
qu’elle vaut P(X > 10) = 0,286.

L’événement « au moins un oscilloscope parmi les 15 a une durée de vie supérieure a 10 ans »
est I’événement contraire de "tous les appareils ont une durée de vie inférieure a 10 ans" de
probabilité (1 —0,286)" = 0,714,

La probabilité qu’au moins un oscilloscope parmi les 15 ait une durée de vie supérieure a 10 ans
estdonc 1 —0,7141 ~ 0,994.

E On reprend la situation de la question précédente avec n oscilloscopes et on cherche n tel que

In(1073)

In0,714

L’établissement devrait acheter 21 oscilloscopes pour que la probabilité qu’au moins I’un d’entre

eux fonctionne plus de 10 ans soit supérieure a 0,999.

1—0,714" > 0,999, inéquation équivalente a 0,714" < 1073 et qui donne n > ~ 20,5.
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B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Partie A

La variable X suit la loi binomiale de parametres n = 50 et p = 0,02. La probabilité qu’exactement
deux des composants achetés soient défectueux est :

P(X=2)= (520) x (0,02) x (0,98)* ~ 0, 19.

Donnons d’abord la probabilité qu’aucun composant ne soit défectueux : (0,98).

La probabilit¢ qu’au moins un des composants achetés soit défectueux est donc
1—(0,98)° ~0,64.

Dans un lot de 50 composants achetés, le nombre moyen de composants défectueux est I’espé-
rance de X soit 50 x 0,02 = 1.

Partie B

a. La probabilité que la durée de vie d’un composant soit supérieur a 1 000 heures si ce compo-
sant est défectueux est :

1000 »
P(T} > 1000) = 1 —/ 53 10 4e(=5¥107 % gy = =05 5 0,61
0

b. La probabilité que la durée de vie d’un composant soit supérieur a 1 000 heures si ce compo-
sant n’est pas défectueux est :

1000 4
P(T, > 1000) = 1 —/ 10747107 gy = ¢~ 01 ~ 0, 90.
0
Soit T la durée de vie (en heures) d’un composant acheté au hasard. Notons respectivement A et D
les événements (T < t) et « le composant est défectueux ». On peut écrire : A = (DNA)U(DNA).
De plus, on sait que P(D) = 0,02. Alors :

P(T >1t)=P(A) = P(D) x Pp(A) + P(D) x P5(A) ,

soit :
P(T >t)=P(D) x Pp(T > 1t)+P(D) x P5(T > 1),
d’ou:
PT 21 =0,02x (1= 1e3100) 0,98 (1-14e710)
Ainsi :

P(T > 1) =0,02e=5X107 1 9gel0™

Sachant que le composant acheté est encore en état de marche 1 000 heures apres son installation,
la probabilité que ce composant soit défectueux est :

P(DN (T > 1000 0,02¢~3x107#x1000
(DN ) R 0,013.

T
P(T>1000) (D) = P(T > 1000) - 0,02e—5><10—4><1000+07986—10—4x1000 it
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B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Partie A
On sait que P (X > 10) = 0,7, soite 194 =0,7.
In0,7
Ainsi, —104 = In0,7, d’ott A — — - ~0,036.

On calcule :

Pix=10) (X > 15) =P(X > 15 - 10)

=P(X>5)
_ o~ 5%0,036

P(X>1)=0,5<¢ 003 05

& —0,036t = —1In2

P In2
0,036
&1~ 19,25

On peut donc dire que la probabilité pour que le chauffe-eau fonctionne plus de 19 ans et 3 mois
est égale a 0,5.
Autrement dit, la demi-vie du chauffe-eau est 19 ans et 3 mois.

Partie B
D’apres le cours, si Z suit la loi .4 (1 ;02), alors,
Plu—o<Z<u+o)=0,68.

Dong, ici,
P(30-5<Z<30+5)=0,68,

Oou encore :
P(25 < Z < 35) =0,68.

On sait que P(u — 20

<Z < u+20)=0,95, donc on souhaite que la variance soit réduite de
23
5

moitié, donc que ¢

Ainsi, 0 = \/g, soit 0 ~ 1,58.
Z—30

Une autre facon de faire : On pose Y = Y5 Alors, Y suit laloi .4 (0;1).
De plus, Y +30 =Z donc :

5 5
Il faut donc que 5 =20, soit 02 = > d’ou o~ 1,58.

Partie C
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n =500 > 30, p=0,95 donc np =475 > Setn(l — p) =25 > 5 donc I'intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de 95 % demandé est donné par :

0,95x0,05 . 0,95x0,05
I= {0,95—1,96\/TX0,0,95+1,96\/#} :

1~10,931;0,969).

soit :

46
La fréquence des chauffe-eaux conformes aux exigences est égale a f = 500 — 0,926.

Or, f ¢ I donc on peut affirmer que 1’objectif n’est pas atteint.

B Corrigé de I'exercice 14. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
P (X < 5800) ~ 0,3085.

P (5900 < X < 6100) ~ 0,1974.

P (X > 6250) ~ 0,2660.

ﬂ On cherche la valeur de x telle que P (X < x) = 0,30. On trouve x = 5790 litres.

On cherche la valeur de x telle que P (X > x) = 0,20, soit P(X < x) = 0,8 (on est obligé de se
ramener a cela pour pouvoir utiliser la calculatrice). On trouve x ~ 6336 litres.

B Corrigé de I'exercice 15. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
P (X < 12) ~ 0,8413 (a I’aide de la calculatrice).

On cherche k tel que P(X > k) = 0,01, soit P(X < k) = 0,99. A I’aide de la calculatrice, on
trouve k = 16.

B Corrigé de I'exercice 16. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
On choisit au hasard un jeune enfant et on note X 1’age (en mois) de ses premiers mots.
D’apres I’énoncé, X suit la loi normale .4 (11,5;3,2).
P(X < 10) =~ 0,3196 (calculatrice).
Ainsi, il y a environ 31,96 % de jeunes enfants qui acquierent leurs premiers mots avant 10 mois.
P(X > 18) ~ 0,0211 (calculatrice).
Ainsi, il y a environ 2, 11 % de jeunes enfants qui acquierent leurs premiers mots apres 18 mois.
P(8 < X < 12) ~ 0,4250.
Ainsi, il y a environ 42,5 % de jeunes enfants qui acquierent leurs premiers mots entre 8 et 12
mois.

B Corrigé de I'exercice 17. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
On pose X la variable aléatoire représentant le Q.I. d’une personne prise au hasard. X suit la loi
normale ./ (100; 15) d’apres 1’énoncé.
P(X < 80) ~ 0,0912.
Il y a donc environ 9,12 % d’individus dont le Q.I. est inférieur a 80.
a. P(100 < X < 110) &~ 0,2475.
Il y a donc environ 24,75 % d’individus dont le Q.I. est compris entre 100 et 110.
b. P(90 < X < 100) =P (100 < X < 110) car la courbe est symétrique par rapport a la moyenne,
donc a 100 ici.
Il y a donc environ 24,75 % d’individus dont le Q.I. est compris entre 90 et 100.
c. P(105 <X < 110) ~0,11609.
Il y a donc environ 11,69 % d’individus dont le Q.I. est compris entre 105 et 110.
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Ici, on cherche I’entier n tel que P(X < n) = 0,05.
La calculatrice nous donne n =~ 75. Donc si ’on a un Q.I. inférieur a 75, ce qui est le cas ici
(Q.I.=69), on appartient aux 5 % inférieurs de la population.

ﬂ Ici, on cherche I’entier n tel que P (X < n) =0,33.
La calculatrice nous donne n =~ 93.

E On cherche ici I’entier n tel que P(X < n) =0,95.
La calculatrice nous donne n = 124.

B Corrigé de I'exercice 18. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

X —
Notons X la variable aléatoire représentant la durée de vie de 1’appareil, et Z = Tu. Alors, Z

suit la loi normale centrée réduite .4 (0;1).
D’apres I’énoncé, on a P (120 < X < 200) =0,8;

120 — 200 —
doncP( ez “):0,8(1).
(o)
120 — S .
De plus, P(X < 120) = 0,05 (2); donc P ( Z < =0,05. A I’aide de la calculatrice, on
— U

trouve alors que = —1,65, soit 120 — u = —1,650, que I’on peut écrire : u = 120 +

1,656 (3).

200 —
Des égalités (1) et (2), on déduit que P (z <= H

200 —u

) =0,85. A I’aide de la calculatrice, on

trouve alors que = 1,04, soit 200 — u = 1,040, que l'on peut é&crire
u=200-1,040 (4).

Les égalités (3) et (4) nous permettent d’écrire alors :
120+ 1,650 =200— 1,040,

soit :

2,690 =80 ouencore :0 = % ~ 29,74 (soit 6> ~ 884).

Ainsi, u ~ 120+ 1,65 x 29,74 ~ 1609.
X suit donc la loi normale ./ (169;884).
P (200 < X < 230) = P(X < 230) — P (X < 200) ~ 0, 13.
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B Corrigé de I'exercice 19. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

* On regarde en premier 1’axe de symétrie des courbes : ils correspondent aux moyennes.

Ainsi, les courbes verte et orange correspondent a une variable aléatoire dont la moyenne est
égale a 14; elles ne peuvent donc que représenter Hy et M».
Les deux autres courbes représentent donc M et Hj.

* On regarde ensuite « 1’écartement » des courbes : plus il est grand, plus 1’écart-type est grand.
Ainsi, siI’on compare les courbes verte et orange, c’est la verte qui a le plus grand « écartement »
donc elle correspond a M3 ; la courbe orange est donc pour Hj.

* Les courbes bleue et rouge ont un « écartement » similaire en apparence mais ce n’est pas le cas
car le sommet de la bleue est au-dessus de celui de la rouge, ce qui signifie que son écartement
est plus petit (elle est plus affinée). La courbe bleue correspond donc a M; et donc la rouge
correspond a Hj.

B Corrigé de I'exercice 20. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
On regarde 1’axe de symétrie de la courbe : il passe par 11, donc u =11.

Un carreau du quadrillage représente 0,02 unité. Il faut donc trouver un intervalle centré en 11
. 0,9
sur lequel I’aire sous la courbe admet —— = 47,5 de ces carreaux.

11 suffit alors de compter a droite de 11 et sous la courbe un peu moins de 24 carreaux (la moitié
de 47,5 étant égale a 23,75). On va alors jusqu’a 15.
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Ainsi, sur [7;15], il y a 47,5 de ces carreaux :

On peut donc considérer que P(7 < X < 15) =~ 0,95.
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Enonceés

Géométrie dans I'espace

Disponible sur http: // www. mathweb. fr

o Exercices d’'application du cours

o Exercices de réflexion

4 aoiit 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Géométrie non analytique

B Exercice 1. Coplanarité *ktrvete @
{Corrigé page 253 %}

(Source : ts-geomesp-08)
On considere le cube ABCDEFGH suivant :

P _-——— (
s
s

A B
Justifier que A, D, F et G sont coplanaires.
Démontrer que (CE) et (BH) sont sécantes.

a. Justifier que (BD) et (FH) sont paralleles.

b. Soient I et J les milieux respectifs de [AB] et [AD].
Démontrer que (1J) et (FH) sont paralleles.

ﬂ Démontrer que (FI) et (HJ) sont sécantes. On note Q leur point d’intersection.
Démontrer que QAHD est un parallélogramme.
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Section de solide

B Exercice 2. Section d’un cube par un plan *ktrtete @
{Corrigé page 254 %}

(Source : ts-geomesp-06)
On considere le cube ABCDEFGH suivant :

A J B
I et J sont les milieux respectifs des segments [AD] et [AB], et K est défini par I’égalité suivante :

s 1—
GK = -GF
4
On note L le point d’intersection de (1J) et (CB).
Apres avoir construit le point L, dessiner la section du cube ABCDEFGH par le plan (1JK).

B Exercice 3. Section d’un cube par un plan *hKhicte @
{Corrigé page 255 @5}

(Source : ts-geomesp-07)
On considere le cube ABCDEFGH suivant :

K € [EF],I1 € [DC]et] € [CG].
Construire la section du cube ABCDEFGH par le plan (IJK).
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Représentations paramétriques

Bl Exercice 4. Représentations paramétriques de droites *irtevese @
[Corrigé page 257 &J

(Source : ts-geomesp-01)

Dans chacune des questions suivantes, déterminer une représentation paramétrique de la droite 7,
passant par le point A et de vecteur directeur 7.

—1 0 1
A0;2;—1) et | 2 A(=3:1;5) et @ | —2 A2 -34)etud | 2

—1 3 -3
B Exercice 5. Droites confondues KAkt @

(Source : ts-geomesp-03) {Corrigé page 257 @5}

Soient (2)) et (2,) dont une représentation paramétrique est :

x=3+3t x=2+%
(21) y=—1+3t , teR (2,) y=t , t eR.
_ _ 1.4
=t =3 + 5t
Montrez que (2;) et (Z,) sont confondues.
B Exercice 6. Alignement, rep. param. d’un plan et d’une droite *hktese @

(Source : ts-geomesp-09) Corrigé page 257

—

Dans un repere orthonormé (O T, T,k ) , on considere les points suivants :
A(2;—1;0) : B(—1;1;1) C(3;—-2;—1)

Montrer que A, B et C ne sont pas alignés.
Déterminer alors une représentation paramétrique du plan (ABC).
Soit E(0;—1;1).

a. Vérifier que E n’appartient pas au plan (ABC).

b. On considere la droite passant par E et orthogonale au plan (ABC). On pose H(a;b;c) son
point d’intersection avec le plan (ABC).
Déterminer les valeurs de a, b et c.

c. Déterminer alors une équation paramétrique de la droite (EH).
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Equations cartésiennes

*irvevery @

[Corrigé page 259 %J

Bl Exercice 7. Intersection de plans

(Source : ts-geomesp-02)
Pour chaque question, déterminer une représentation paramétrique de 1’intersection des plans (Z?)

et (@2)

(P)):3x—y+z=17
(P): —x+3y+2z=1
(21) :x+y+z=1
(P):2x—3y+z=4
(A1) :2x—2y+3z=4
= (S)  2x—3y—3z=2

**xire @
[Corrigé page 260 %J

B Exercice 8. Dans un cube

(Source : ts-geomesp-04)
Soit ABCDEFGH un cube comme représenté ci-dessous. On place les points I, J et K respectivement

au milieu des cotés [DC], [GH] et [DH]. On fixe le repere (A;A_B),A_D),E ) .

H J G
K |
D /™ C
Y EEEEEEEe ---F
/ E
A B
1
Montrer que le vecteur i —% est un vecteur normal au plan (AEJI).
0

En déduire une équation cartésienne du plan (AEJI).

On admet que la distance du point K au plan (AEJI) est égale a NG

En déduire le volume de la pyramide AEJIK.
ﬂ Donner une représentation paramétrique de la droite &, perpendiculaire au plan (AEJI) et passant

par K.
En déduire les coordonnées du point d’intersection de & avec le plan (AEJ]).
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B Exercice 9. Polynésie, 2010 *hkk ki @
[Corrigé page 261 @vﬂ

(Source : ts-geomesp-05)

—

Dans I’espace muni d’un repere orthonormal (O 7T, Tk ), on considere :
* lespoints A(1;1;1) et B(3;2;0);
¢ le plan (&) passant par le point B et admettant le vecteur AB pour vecteur normal ;
* le plan (2) d’équation : x —y+2z+4 =0;
* la sphere (.) de centre A et de rayon AB.
Montrer qu’une équation cartésienne du plan (&) est: 2x+y—z—8=0
Déterminer une équation de la sphere (.%).
a. On admet que la distance du point A aux plans () et (2) est égale 4 /6.
En déduire que le plan (2) est tangent a la sphére (.%).
b. Le plan () est-il tangent a la sphere () ?
Ces deux questions ont été modifiées par rapport au sujet original car elles faisaient intervenir
une notion qui n’est plus au programme.

ﬂ On admet que le projeté orthogonal deA sur le plan (2), noté C, a pour coordonnées (0;2;—1).
a. Prouver que les plans () et (2) sont sécants.

b. Soit (2) la droite d’intersection des plans () et (2).
Montrer qu’une représentation paramétrique de la droite (Z) est :

xX=t
y=12-5¢t ;teR
z=4—-3t

c. Vérifier que le point A n’appartient pas a la droite (2).

d. On appelle (Z) le plan défini par le point A et la droite ().
L affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
« Tout point du plan () est équidistant des points B et C ».
Justifier votre réponse.
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Corrigés

4 aoiit 2018

B Corrigé de I'exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

On sait que (AD) et (BC) sont paralleles ; de plus, (FG) et (BC) sont aussi paralleles.
Or, si deux droites sont paralleles a une méme droite alors elles sont paralleles.
Donc (AD) et (FG) sont paralleles.
Or, il existe un unique plan contenant deux droites paralleles.
Donc A, D, F et G sont coplanaires.
Par un raisonnement analogue a celui de la réponse a la question précédente, on démontre que B,
C, H et E sont coplanaires.
De plus, EH = BC donc BCHE est un parallélogramme.
Or, dans un parallélogramme, les diagonales se coupent (en leur milieu).
Ainsi, (BH) et (CE) sont sécantes.
a. (DH) et (AE) sont paralleles; de plus, (AE) et (FB) sont paralleles. Donc (DH) et (BF) sont

paralleles.
De plus, DH = BF donc DHFB est un parallélogramme. Ainsi, (FH) et (DB) sont paralleles.

b. Sur le plan (ABD), I est le milieu de [AB] et J celui de [AD] donc d’apres le théoreme des

milieux, (IJ) et (BD) sont paralleles.
Or, d’apres la question précédente, (BD) et (FH) sont paralleles donc (1J) et (FH) sont paral-

leles.
n Complétons la figure :
H G
B f E (1J) et (FH) sont paralleles donc 1, J, F et H sont coplanaires.
,'_;] De plus, IJ = DB = EFH donc IJHF n’est pas un parallélo-
Lo gramme. (IF) et (JH) ne sont donc pas paralleles. De plus, elles
¥ :LI,), Sl c sont coplanaires, donc elles sont sécantes.
/, 'JI I milieu de [QF] et J milieu de [QH].
T 1
Al I B De plus, IJ = EHF donc I et J sont les milieux respectifs de [QF] et
/- [QH].
J est le milieu de [QH] et de [AD]. Par conséquent, AHDQ est un
parallélogramme.
Q
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B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

H G

Construisons en premier le point L en prolongeant les segments [1J] et
[CB] de sorte a tracer les demi-droites [1J) et [CB) comme ci-dessous :

Les points L et K appartiennent aux plans (IJK) et a la face (CBFG), par
conséquent, I’intersection de ces deux plans est la droite (LK). On la
trace donc et on trace en rouge le segment qui est dans la face (CBFG) :

L
H G
Les faces (BFGC) et (ADHE) sont paralleles et le plan (1IJK) est sécant D / : C K
avec ces deux faces; de plus, I appartient aux deux plans donc I’inter- Lo -
section de (IJK) et (ADHE) est la droite parallele a (KL) passant par F -l
I. On la trace donc et on trace en rouge la partie qui est sur la face| [k~ B 4
(ADHE) : L. | &8 JF
A J B
oL
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De méme, la section de la face (EFGH) par (IJK) est une droite parallele
a (1J) passant par K :

Il ne reste plus qu’a fermer la figure en rouge et nous obtenons la section
du cube par le plan (1JK) :

B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
H G L

Etape 1 : on prolonge la droite (IJ) car I et J sont sur la méme face.

Nous trouvons ainsi I’intersection de (IJ) et (HG) : on nomme ce point
L.

Pourquoi chercher I’intersection de (I1J) avec (HG) ? Parce que le troi-
sieme point (K) est sur la face (EFGH) et que (HG) est aussi sur cette
face. K
(1J) coupe aussi (DH), mais (DH) n’est pas incluse dans (EFGH). ’
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Etape 2 : on trace la droite (LK).

Cette droite est dans le plan (EFG) mais aussi dans le plan (IJK) car L
et K sont deux points de ces deux plans.

Ainsi, en prenant la partie de (LK) dans la face (EFGH), on aura une
section du cube par (IJK) : c’est le segment [KM].

Etape 3 : on trace [JM].

Ben ouais ! Parce que J et M sont sur la face (BFGC)... alors bon! [JM]
fait partie de la section du cube par (1JK)...

Etape 4 : on trace les paralleles aux segments obtenus.

On trace la parallele a (IJ) passant par K, car K est sur la face (ABCD)
qui est parallele a la face (DCGH). Elle coupe [AE] en un point que I’on
nomme N.

Ensuite, on trace la parallele a (JM) passant par N car (JM) est incluse
dans la face (BFGC) et que celle-ci est parallele a la face (AEHD). Cette
parallele coupe [AD] en un point que I’on nomme P.

Il ne reste plus qu’a joindre P et I et nous avons la section du cube par
(IJK).
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B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I’exercice]
Nous savons qu’une représentation paramétrique de droite passant par le point A (x4;y4;z4) et de

a
vecteur directeur # | b | est de la forme :
c
X =x5+at
y=ys+bt ;teR
Z=2zp4+ct
On a alors :
x=—t
(2):{ y=2+2t , t€R
z=—1—t
x=-3
" (2):{ y=1-2t , t€R
z=5+43t
x=2+t
(2):{ y=-3+42 , teR
z=4-3t
B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
3/2
D’apres leur représentation paramétrique, () a pour vecteur directeur @ | 5/4 | et (2,) a pour
1
6/5
vecteur directeur v | 1 |. On remarque que V = ‘5—‘17 donc les vecteurs sont colinéaires, ce qui
4/5

signifie que () et (2,) sont paralleles.

De plus, le point A (%, —%; 0) € (2,); vérifions que A € (2,). Pour cela, vérifions que ses coordonnées
vérifient la représentation paramétrique de (%) :

3_9,6
275t 1
—z=t =>t=—-
0= 14 4
55

On trouve une valeur de ¢ et une seule; par conséquent, A € (2)), ce qui signifie alors que () et
(2,) sont confondues.

B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

—-1-2 -3
AB|1—(=1)] soit AB | 2
1-0 1

(1

AC| —1

—1

1

— —> —>
— # > donc les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.

Par conséquent, les points A, B et C ne sont pas alignés.
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AB et AC sont deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) donc ce sont deux vecteurs directeurs
de ce plan. De plus, A € (ABC) donc une représentation paramétrique du plan (ABC) est :

x=2-3t+¢
y=—1+2t—t" | (t;/') eR?
z=t—t
E(0;—1;1).
a. SiE € (ABC) alors il existe deux réels 7 et ¢’ tels que :

0=2-3t+1 !'=3t-2

—1l=—1+2t—7 soit 2t =1

l=t-1 l=t—1

Des 17 et 2¢ équations, on déduit que :
3t—-2=2t soit t=12
et donc
' =2x2=4.
La 3¢ équation donne alors :
1=2-4,

ce qui n’est pas vrai, donc il n’existe pas de réels ¢ et ¢’ tels que les coordonnées de E satisfont
la représentation paramétrique de (ABC) que nous avons donnée a la question précédente.
Ainsi, E n’appartient pas au plan (ABC).

b. Par définition, (EH) est orthogonale au plan (ABC) donc :

AB-EH=0 —3a+2b+c+1=0
AC-EH= 0 a—b—c=0

Or, H € (ABC) donc il existe deux réels ¢ et ¢’ pour lesquels :

a=2-3t+rt
b=—1+2t—1
c=t—t

Le systeme précédent devient alors :

—3Q2-3t+1)+2(—-1+2t—1t")+ (1 —1')+1=0 coit 14t —6t' =17
(2=3t+1)— (=142t —1)—(t—1')=0 2+t =—1

1
On trouve alors t = 3 ett’ =0,d ou:

1 1
D’'ouH| =;0; =
ot (5:0:5)
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1
N )
1

c. EH donc une représentation paramétrique de (EH) est (en prenant les coordonnées de
1
2
E):
xX= %k
y=—1+k , keR
_ 1
= 1-— zk
B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Nous savons que si deux plans se coupent, alors leur intersection est une droite. Il nous faut donc
trouver une représentation paramétrique de cette droite pour chacune des questions.

(P)):3x—y+z=17 — 3x—y+z=17
(Py): —x+3y+2z=1 8y+7z=10 (Ly) + (L) +3(L»)

{ 3x—y+z=17
y=3-%
1n_5
X=4—32
— { _54_18
y g<

(P1) ix+y+z=1 xt+y+z=1
{ 1 T — { 5ij:Z_2 (L) < 2(L1) — (L2)

x+y+z=1
= { z=—2-13y

x=3+4y
z=—-2-—15y

Ainsi, une représentation paramétrique de I’intersection de () et (Z2,) est :

x=3+4t
y=t JdtER
z=-2-5¢

(P)):2x—2y+3z=4 2x—2y+3z=4
(#2):2x=3y—3z=2 y+62=2(Lz) < (L1) — (L2)

x:4—§z
— 2
{ y=2—-067

Ainsi, une représentation paramétrique de I’intersection de () et (92,) est :

X 4—%t
y=2—-6t ,t€R
z=1
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B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

0 1
—> —> 2
Les vecteurs AE | O | et AI | 1 | ne sont pas colinéaires et appartiennent au plan (AEJI).
1 0
De plus, #AE =0x 14+0x (—1) +1x0=0et Al =L x 1+ 1x (1) +0x0=0.
Ainsi, u est orthogonal aux vecteurs AE et Al ; donc % est normal au plan (AEJT).
a
L’ équation cartésienne du plan (AEJI) est de la forme ax+by+cz+d =0, 00 @ | b | estun
c

vecteur normal au plan. Ainsi :
1
(AEJI) : x— Ey—kd =0

De plus, A € (AEJI) donc ses coordonnées vérifient I’équation d’ot1 : d = 0. On a alors :

1
(AEJI) :x—5y20

Le volume de la pyramide AEJIK est :
VYV =%Bxh

ou A est I'aire de la base (ici AEJI) et & la hauteur (celle que nous avons calculé dans la question
précédente). Donc :

V5 o1

2

1
YV =AE XAl Xx — =1 X
V5

X_
5

Ainsi :

V=3

Nous savons qu’une représentation paramétrique de & est de la forme :

X =xg+at
y=yk+bt teR
z=2zktct
a
ot K(x;yk,2x) € Z etou i | b | est un vecteur normal 2 2. Ainsi :
c
x=t
y=1-14t teR
)

Nommons H le pied de la hauteur de la pyramide AEJIK issue du sommet K. Alors, H € & et
H € (AEJI), ce qui se traduit de fagon analytique de la fagon suivante (on remplace x par ¢ et y
par 1 — %t dans I’équation cartésienne de (AEJ])) :

1 1
t_E(l_Et) =0

On trouve alors :
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XH = %
m=1-fxi=1-}=3
_1
IH =7
Ainsi :
o 241
5’5’2
B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
a
Nous savons que si @ | b | est un vecteur normal au plan (), alors une équation cartésienne
c
du plan sera :
ax+by+cz+d=0
(31 2
Nous savonsicique AB | 2—1 | = | 1 | estnormal a (£?) donc une équation de ce plan est :
0—-1 —1

2x+y—z+d=0
Or, B € (£2) donc ses coordonnées vérifient I’équation :

2xp+yp—zp+d =0

Soit :
6+24+d=0
Donc :
d=-8
Ainsi :

(Z):2x+y—2—8=0

Ici, la question est large ... En effet, I’énoncé ne nous dit pas quel type d’équation il faut établir :
une équation cartésienne , paramétrique ou polaire ? On suppose qu’il s’agit ici d’une équation
cartésienne.

Or, une équation cartésienne d’une sphere de centre (x4;y4;24) et de rayon r est :

e+ O3 (e =

Ona:
8] = 2+ 2+ (-1 = V6
Ainsi : )
()1 =12+ (= 1)+ (2= 1)? = (V6)
Soit :
() :ix* =2+ 14y —2y4+14+72—27+1=6
Ou encore :

()X +y +2 —2(x+y+2) =3

a. La distance du point A au plan (2) étant égale au rayon de la sphere (.#), on peut affirmer
que le plan (2) est tangent a (.*).
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b. La distance du point A au plan (&) étant égale au rayon de la sphere (.%), on peut affirmer

4 I

que le plan () est tangent a (.*).

Nous venons de montrer que les plans () et (2) étaient tous les deux tangents a la sphere
(7). Ainsi, s’ils sont paralleles, les points en lesquels ils sont tangents a (%), ¢’est-a-dire C
et un autre point, que nous nommerons C’ (a;b;c), devraient étre diamétralement opposés.
Ainsi :

__ Xc+ta _a
XA = 3 1—2 a="2
+c _ =1+ c=3
ZA:ZCT I = 2C

Si C' € (£?) alors ses coordonnées vérifient I’équation cartésienne de () ; or :
2x240-3-8=-7#0

Ce qui signifie que C' ¢ (£?). Ainsi, (£) et (2) ne sont pas paralleles; ils sont donc sécants.
() et (2) sont sécants donc, si M(x;y;z) € ()N (L2), alors :

2x+y—2z—8=0
x—y+2z+4=0

Donc, en ajoutant les deux lignes pour obtenir la nouvelle seconde ligne :

{ 2x+y—z—8=0

3x+z—4=0 ’
soit :
2x+y—z—8=0
z=4-3x
Ainsi :
2x+y—(4—3x)—8=0
z=4—-3x ’
d’our :

Sx+y—12=0
z=4-3x

Finalement, on a :
y=12—-5x
z=4—3x

En posant r = x, on a alors :

x=t
(2):4 y=12-5t teR
z7=4-73¢

. Injectons les coordonnées du point A dans I’équation paramétrique de (2) :

1=t
1=12-5¢
1=4-3¢

Ce systeme n’admet aucune solution; en effet, la premiere ligne nous dit que r = 1. Or, si
nous remplacons ¢ par 1 dans la seconde ligne, cela nous donne 1’égalité : « 1=7 », ce qui est
faux.

Par conséquent, A n’appartient pas a (Z).
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d. Montrons que le plan (%) est le plan médiateur de [BC|.

-3
BC| o ;posons](XBJZFXC;yB;yC;ZBJZFZC) = (%;%;%) = (%;2;—%) le milieu de [BC).

—1
Soit M(x;y;z) un point du plan médiateur de [BC]. Alors :

IM.BC =0
Soit :
3 ) +0x(y—2)—1x +1 =0
2 Y “T2) T
Soit :
—3x—z+4=0

Les coordonnées du point A vérifient cette derniere équation; en effet, —3 x 1 —1+4=0.
Donc A appartient au plan médiateur de [BC].

De plus, n’importe quel point de (Z), de coordonnées (¢;12 — 5¢t;4 — 3¢),t € R, appartient
aussi a ce plan; en effet, —3¢ — (4 —37) +4 =0.

Ainsi, le plan défini par le point A et par la droite (2), ¢’est-a-dire (#), est le plan médiateur
de [BC]. Donc tout point de (%) est équidistant des points B et C.
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Arithmétique

Disponible sur http: // www. mathweb. fr

o Exercices d’'application du cours

o Exercices de réflexion

4 aoiit 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Division euclidienne — Multiples et diviseurs

B Exercice 1. Critére de divisibilité *ictevese @
(Source : ts-spe-arithmetique-03) Corrigé page 273

On pose A, = 2n> 4 11n+ 32 et B,, = n+ 3 pour tout entier relatif 7.
On se demande pour quelles valeurs de n B, divise A,,.

Montrer que A, = (n+3)(2n+5) + 17.
Conclure.

B Exercice 2. Avec une somme géométrique *icterese @

(Source : ts-spe-arithmetique-04) Corrigé page 273

On souhaite démontrer que 5" 4 19 est toujours divisible par 4 pour tout entier naturel 7.
Exprimer de fagon plus simple la somme 1+ 5+ 5%+ --- 45"~ en fonction de n.
Conclure.

B Exercice 3. Divisibilité par 2 et 3 *htrtete @

(Source : ts-spe-arithmetique-05) Corrigé page 274

Démontrer que pour tout entier relatif p, p(p? — 1) est divisible par 2 et par 3.

W Exercice 4. Divisibilité par 8 *ktrvete @

(Source : ts-spe-arithmetique-06) Corrigé page 274

Démontrer que pour tout entier naturel z impair, n> — 1 est divisible par 8.

B Exercice 5. Reste de la division euclidienne par 11 *h Kkt @

(Source : ts-spe-arithmetique-07) Corrigé page 275

Déterminer le reste de la division euclidienne de 100 par 11, de 1000 par 11, de 10000 par 11,
de 100000 par 11.
Quelle conjecture peut-on alors faire ?

Démontrer la conjecture.
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B Exercice 6. Critére de divisibilité par 7 sans calculatrice *h ks @

(Source : ts-spe-arithmetique-08) Corrigé page 275

On considere un nombre a deux chiffres. On note d le chiffre des dizaines et u celui des unités.
Montrer qu’il est divisible par 7 si et seulement si 3d + u est divisible par 7.

Comment appliqueriez-vous ce critere pour vérifier que 392 est bien divisible par 7?
Le nombre 6 119 est-il divisible par 77

B Exercice 7. Divisibilité par 10 et 20 * kKt @

(Source : ts-spe-arithmetique-09) Corrigé page 276

Soit a un entier naturel.
Montrer que @ — a est divisible par 10.

Soient a et b deux entiers naturels tels que a > b.
Démontrer que si @’ — b est divisible par 10, alors a®> — b? est divisible par 20.

B Exercice 8. Calcul d’un maximum *kxirvr @

(Source : ts-spe-arithmetique-32) Corrigé page 276

Calculer la plus grande valeur de I’entier naturel n telle que 3" divise 1000 !.

Nombres premiers — Nombres premiers entre eux

B Exercice 9. Nombres premiers entre eux *irtevese @

(Source : ts-spe-arithmetique-17) Corrigé page 277

Soit un entier naturel n» non nul.
On pose alors a, =2n et b, =3n+1.
Démontrer 1’équivalence suivante :

pged(an; by) =1 < ne€2N*
ou 2N* est I’ensemble des entiers naturels pairs non nuls.

B Exercice 10. Nombres premiers entre eux KA tevere @

(Source : ts-spe-arithmetique-18) Corrigé page 277

Montrer que si p est un nombre premier, alors il n’existe pas de rationnel x tel que x> = p.

B Exercice 11. Nombre premier *irtetese @

(Source : ts-spe-arithmetique-19) Corrigé page 278

1789 est-il un nombre premier ?
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B Exercice 12. Nombres premiers *hirvete @

(Source : ts-spe-arithmetique-21) Corrigé page 278

Montrer que pour tout entier naturel n, les nombres n, n+2 et n+ 10 sont distincts modulo 3.

En déduire que I’on ne peut pas trouver un entier naturel n > 3 tel que n, n+2 et n+ 10 soient
tous les trois premiers.

Théoreme de Gauss — Théoreme de Bézout

W Exercice 13. 31x—28y =1 *icirvete @
(Source : ts-spe-arithmetique-10)

Déterminer PGCD(31;28) a I’aide de 1’algorithme d’Euclide.
Trouver alors deux nombres relatifs x et y tels que 31x — 28y = 1.

Résoudre dans Z x Z 1’équation 31x — 28y = 1.

W Exercice 14. 108x+55y = 1 *ictrvete @
(Source : ts-spe-arithmetique-11)

Résoudre dans Z x Z 1’équation 108x+ 55y = 1.

B Exercice 15. Trouver le nombre d’hommes et de femmes *kvedryr @
(Source : ts-spe-arithmetique-12)

Au 8¢ siecle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé 100 pieces de monnaie dans une
auberge. Les hommes ont dépensé 8 pieces chacun et les femmes 5 pieces chacune.

Combien pouvait-il y avoir d’hommes et de femmes dans le groupe ?

B Exercice 16. Avec la notion de pgcd *kiriete @
(Source : ts-spe-arithmetique-35)

Soient a, b et ¢ trois entiers naturels tels que bc > a.
Montrer que pged (bc —a; b) = pged(a; b).

PGCD - PPCM

B Exercice 17. Nombres premiers entre eux *kiriete @

(Source : ts-spe-arithmetique-13) Corrigé page 280

Montrer que si a et b sont premiers entre eux, alors 3a 4 5b et a + 2b sont également premiers entre
eux.

B Exercice 18. Avec une équation diophantienne *ietrvete @

(Source : ts-spe-arithmetique-14) Corrigé page 281

On pose x =9(k+3) ety = 4k, ou k € Z.
Montrer que pged(x;y) divise 108.
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B Exercice 19. Divisibilité *kkirrr @
Corrigé page 282

(Source : ts-spe-arithmetique-15)
Le nombre n est un entier naturel non nul.
On pose a =4n+3 et b =5n+2. On note d le PGCD de a et b.
Donner la valeur de d dans les cas suivants : n =1, n =11, n = 15.
Calculer 5a — 4b et en déduire les valeurs possibles de d.
a. Déterminer les entiers naturels n et k tels que 4n + 3 = 7k.

b. Déterminer les entiers naturels n et k' tels que 5n+2 = 7k’.

n Soit r le reste de la division euclidienne de n par 7.
Déduire des questions précédentes la valeur de r pour laquelle d vaut 7.
Pour quelles valeurs de r d est-il égala 1?

Congruences

W Exercice 20. Divisibilité de a® —b° par 3 *irtesess @
Corrigé page 282

(Source : ts-spe-arithmetique-31)

Soient a et b deux nombres relatifs, tous les deux non divisibles par 3.
Montrer que a® — b° est divisible par 3.

B Exercice 21. Reste d’une division par 14 *irtevese @
(Source : ts-spe-arithmetique-27)
Calculer le reste de la division euclidienne de 13'78 par 14.

B Exercice 22. Reste d’une division par 7 *Ahtevere @

(Source : ts-spe-arithmetique-16) Corrigé page 283

Quel est le reste de la division par 7 du nombre 324 ?

B Exercice 23. Reste d’une division par 7 (bis) Tk tetere @
(Source : ts-spe-arithmetique-26)
Calculer le reste de la division euclidienne de 17°*8 par 7.

B Exercice 24. Reste d’une division par 7 (ter) Tk tetere @

(Source : ts-spe-arithmetique-28) Corrigé page 283

Trouver tous les entiers naturels 7 tels que le reste de la division euclidienne de 24" par 7 soit égal a
3.

B Exercice 25. Nombre premier et congruences 'S AT )
Corrigé page 283

(Source : ts-spe-arithmetique-20)

Montrer que si p et 8p> + 1 sont premiers alors p = 3.

W Exercice 26. Equation ax=1 mod p S SASROTN -
Corrigé page 284

(Source : ts-spe-arithmetique-36)

Soient a et p deux entiers naturels non nuls. Un inverse de a modulo p, s’il existe, est un nombre x tel
que ax=1 mod p.
Trouver tous les inverses, s’ils existent, de a modulo p dans les cas suivants :
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a:5,p=7 a:3,p=5 a=6,p=15

W Exercice 27. Divisibilité et congruences S SASROTN -
Corrigé page 285

(Source : ts-spe-arithmetique-22)

Montrer que si 7 divise a? + b2, alors 7 divise a et b.
La réciproque est-elle vraie ?

B Exercice 28. PGCD et congruences S SASRON -
Corrigé page 285

(Source : ts-spe-arithmetique-23)

Soient n, a et b trois entiers naturels.
Montrer que si n divise pged(a;b) alors n divise x, ou x =a mod b.

B Exercice 29. Combo de congruences *kiriete @
Corrigé page 285

(Source : ts-spe-arithmetique-24)
Soitntelquen=1 mod2,n=2 mod3etn=5 mod7.

Quel est le reste de la division euclidienne de n par 42 ?

W Exercice 30. Equation x2 = —11 mod 100 Kk kit @
(Source : ts-spe-arithmetique-33)
Résoudre dans Z 1’équation x> = —11 mod 100.

W Exercice 31. Par récurrence *x kv @

(Source : ts-spe-arithmetique-25) Corrigé page 286

Montrer que pour tout entier naturel n, (n+1)(n+2)---(2n— 1) x 2n est divisible par 2" et trouver
le quotient correspondant.

W Exercice 32. 22"+ 157 — 1 modulo 9 ** ke @
Corrigé page 286

(Source : ts-spe-arithmetique-29)

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 4" = 1+3n mod 9.
En déduire que 2" + 152 — 1 =0 mod 9 pour tout entier naturel n.

B Exercice 33. Condition nécessaire et suffisante d’inversibilité *kHkiryr @

(Source : ts-spe-arithmetique-37) Corrigé page 286

Soient a et p deux entiers naturels non nuls. a est dit inversible modulo p, s’il existe un nombre x tel
queax=1 mod p.
Montrer que a est inversible modulo p si et seulement si pged (a; p) = 1.
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Chiffrement — Cryptographie

Dans cette section, on attribuera a chaque lettre de notre alphabet sa position comme dans le tableau
suivant :

A B C|D|E|F|G|H I J K L M N O P Q R S T U \'% w X Y z
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 | 20 | 21 22 23 24 | 25

Tableau de position

B Exercice 34. Chiffrement affine *hk ke @

(Source : ts-spe-arithmetique-38) Corrigé page 287]

Adam et Yves souhaitent créer un algorithme de chiffrement affine.

* Adam opte pour le chiffrement « 3x+7 mod 26 », c’est-a-dire que si x représente la position
d’une lettre dans I’alphabet (voir tableau de position), la position de la lettre chiffrée sera donnée
par la relation 3x 47 mod 26.

* Quant a Yves, il opte pour le chiffrement « 2x+8 mod 26 ».
On s’intéresse d’abord au chiffrement d’ Adam.
a. Montrer que ce chiffrement transforme la lettre « Z » en la lettre « E ».
b. Chiffrer le mot « ZUT » a I’aide de ce chiffrement.
c. Trouver la lettre chiffrée en la lettre « S » avant ce chiffrement.

d. En notant x la position d’une lettre et y celle de sa lettre chiffrée, trouver une méthode pour
trouver x en fonction de y.

On s’intéresse maintenant au chiffrement de Yves.
a. Chiffrer le mot « ZUT » avec ce chiffrement.
b. Montrer que les lettres « M » et « Z » sont chiffrées de la méme facon. Que peut-on en dé-
duire ?

c. Pour quelle raison le chiffrement de Yves ne convient pas ?

B Exercice 35. Programmation Python d’un chiffrement affine *kk ke @

(Source : ts-spe-arithmetique-39) Corrigé page 288]

Comme nous I’avons vu dans I’exercice précédent, un chiffrement affine sur la base de notre alphabet
est de la forme :

y=ax+b mod?26.

Programmer en Python :
* une fonction pgcd(a,b) donnant le PGCD de deux nombres entiers a et b;

e une fonction chiffrementAffine(a,b,L) chiffrant une lettre selon le chiffrement ax + b, ou
pged (a; 26) = 1 (dans laquelle la fonction pgcd pourra étre appelée);

e une fonction inverse (a) calculant I’inverse de a modulo 26;

e une fonction dechiffrementAffine(a,b,L) déchiffrant une lettre chiffrée avec un chiffrement
affine ax+ b, ot pged (a; 26) = 1;

¢ deux fonctions crypt (M,a,b) etdecrypt (M,a,b) affichant respectivement le chiffrement et le
déchiffrement d’'un mot M a I’aide d’un chiffrement affine ax + b.
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Crypter alors le mot « MATHS » avec le chiffrement affine 15x + 8 mod 26 et déchiffrer le mot
« MIMVC » obtenu avec le chiffrement 5x 48 mod 26.

Exercices de recherche avancées

B Exercice 36. Suites et congruences *hx ke @

(Source : ts-spe-arithmetique-01) Corrigé page 289

On considere la suite (u,) d’entiers naturels définie par ug = 14 et u,; = Su, — 6 pour tout entier
naturel n.

Calculer uj, uy, uz et uy.
Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers chiffres de u,, ?

Montrer que, pour tout entier naturel n, u, 1> = u,, mod 4.
En déduire que pour tout entier naturel k, upr =2 mod 4 et uy; ;1 =0 mod4.

a. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 2u, = 5"+ + 3.

b. En déduire que pour tout entier naturel n, 2u,, =28 mod 100.
Peut-on en conclure que u, = 14 mod 100 ?

n Déterminer les deux derniers chiffres de I’écriture décimale de u, suivant les valeurs de n et
valider ainsi la conjecture faite a la question 1.

Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (u,) est constant et préciser sa
valeur.

n
B Exercice 37. Z p’ et pged *hkhxic @
p=1
(Source : ts-spe-arithmetique-02)
Dans cet exercice, on pourra utiliser le résultat suivant :

« Etant donnés deux entiers naturels a et b non nuls, si pged (a; b) = 1 alors pged (a?; b?) = 1. »

La suite (S,), est définie par :

n
Sp = Z p3.
p=1

On se propose de déterminer, pour tout entier naturel » non nul, le plus grand commun diviseur de S,
etS n+1-

n(n+1)1?

=l

Etude du cas ot 7 est pair. Soit k I’entier naturel non nul tel que n = 2k.
a. Démontrer, que pged (Sax; Sok+1) = (2k+ 1)?pged (k5 (k+1)?).
b. Montrer que k et k+ 1 sont premiers entre eux.

Démontrer que, pour tout entier n non nul, S, = {

c. En déduire pged (Sox ;s Soxr1)-

Etude du cas ot n est impair. Soit k 1’entier naturel non nul tel que n = 2k + 1.
a. Démontrer que les entiers 2k + 1 et 2k + 3 sont premiers entre eux.
b. Déterminer pged (Soxv1; S2ks2)-

n Déduire des questions précédentes qu’il existe une unique valeur de n, que I’on déterminera, pour
laquelle S, et S,,+1 sont premiers entre eux.
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B Exercice 38. Théoréme des restes chinois *kkkk ©

(Source : ts-spe-arithmetique-30) Corrigé page 291

Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux.

_— _ . x=a modm ) .
Démontrer que si (a;b) € Z x Z, alors le systeme b q admet une unique solution
xX=b modn

x modulo mn.

Application : dans une boutique qui vend des macarons, il y a des boites de rangement par 5 et
par 9.
Une société souhaite acheter un certain nombre de macarons. La préparatrice constate que si elle
ne prend que des rangements par 5, il lui reste a la fin 3 macarons. Si elle ne prend que des
rangements par 9, il lui reste au final 2 macarons.
Combien la société a-t-il commandé de macarons sachant que ce nombre est compris entre 100
et 1407

B Exercice 39. Le « petit » théoreme de Fermat *xkkx @
(Source : ts-spe-arithmetique-34)
Soient p un nombre premier, n un entier naturel et @ non divisible par p.

Montrer que le reste des divisions euclidiennes par p de a, 2a, ..., (p — 1)a sont tous distincts.
En déduire que a?~' =1 mod p. (C’est le « petit » théoreme de Fermat)

Montrer que la réciproque est fausse en utilisant le nombre p =3 x 11 x 17 = 561.
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Corrigés

4 aoit 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

(n+3)(2n+35)+17=2n"+5n+6n+15+17
=20’ +11n+32
:An~

A
B, divise A, si B—" € Z, pour n # —3.
n

Or,
Ar  (n+3)(2n+5)+17
B, n+3
(n+3)(2n+5) 17
= +
n+3 n+3
17
=2n+5+ )
n+3

A
(2n+5) € Z donc B—” €Z < (n+3)[17.

17 étant un nombre %remier, il n’est divisible que par 1 et 17 donc il faut que n+3 = +£1 (i.e.
n=1-3=—-2oun=—-1-3=—-4)oun+3==x17G(e.n=17-3=14oun=—-17-3 = -20).

B, divise A, pour n = —2 et n = 14.

B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
_ n+l

Onsaitque 1 +g+¢*+---+¢" = I qq pour g # 1.

Ainsi, s s
1 2 e I’l—l: — = _
+545"+---+5 s 1

) Lasomme 1 +545%4---+5" L estentiere donc 5" — 1 est divisible par 4. Ainsi, 5" — 1 +4k € N
p

pour tout entier relatif .
En prenant k = 5, on obtient 5" — 1 +4 x 5 = 5"+ 19, donc 5" 4 19 est toujours divisible par 4.
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B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Divisibilité par 2. Deux cas se présentent :

* pestpair: p =2k, k € Z. Dans ce cas, p(p* — 1) = 2k(4k* — 1) est divisible par 2.

* Si p estimpair : p =2k+ 1, k € Z. Dans ce cas,

p(p*—1) = k+1)[(2k+1)*—1]
(2k+ 1) (4> +2k+1—1)

)

1

(2k +1)(4k* + 2k)
2(2k+1)(2k* 4 k)

Ainsi, p(p? — 1) est divisible par 2.
Dans tous les cas, le résultat est démontré.
Divisibilité par 3. Trois cas se présentent :
« p=23k, k€ Z. Alors, p(p> — 1) = 3k(9k> — 1) est divisible par 3.
* p=3k+1. Alors,

p(p*—1)=(Bk+1)[(3k+1)*—1]
(3k 4 1)(9k> + 6k)
3k(3k+2)(3k+1).

Donc p(p? — 1) est divisible par 3.
* p=3k+2. Alors,

p(p*—1) = (3k+2)[(3k+2)*—1]
= (3k+2)(9k* + 12k +3)
= 3(3k> + 4k +1)(3k+2).

Donc p(p? — 1) est divisible par 3.
Dans tous les cas, p(p*> — 1) est divisible par 3.

B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
n est impair donc n =2k + 1, k € N.
Ainsi,

n—1=2k+1)>%-1
= 4% + 4k
=4dk(k+1).
k et k+ 1 sont deux entiers consécutifs donc I’un des deux est pair; ainsi, leur produit est pair et s’écrit

donc k(k+1) =2g,q € N.
On a donc : n?> — 1 =4 x 2¢ = 8¢, ce qui prouve que n> — 1 est divisible par 8.
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B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
10°=100=9x 1141

10°=1000=90x% 11410
10* = 10000 =909 x 11+ 1

10° = 100000 = 9090 x 11+ 10
On peut conjecturer que lorsque n est pair, le reste de la division euclidienne de 10" par 11 est
égal a 1 et lorsqu’il est impair, ce reste est égal a 10.

* Supposons que n soit un entier naturel pair. Alors, n = 2k, k € N et
10" = 10% = 100F = (99 + 1)X.
k

Or, (a+b)k = Z cpa’ P, ol les ¢, sont des coefficients entiers.

p=0
Autrement dit, (994 1)¥ = 99¢ + 995~ 1¢; +99K~2¢) +... +99¢,,_; + 1.
Chaque terme de cette somme (sauf le dernier) étant un multiple de 99, le reste de la division
euclidienne de 100X par 11 est égale a 1 (le dernier terme de la somme).
Cela montre que si n est pair, alors le reste de la division euclidienne de 10" par 11 est égal a
1.

* Supposons que n soit impair. Alors, n = 2k+ 1, k € N et 10" = 102+ = 10% x 10.
D’apres ce qui a été fait précédemment, on peut alors écrire :

10% x 10 = 10 x 99F + 10 x 99" 1¢y 410 x 99 2¢) +--- 410 X 99¢,_1 + 10.

Ainsi, le reste de la division euclidienne de 10%**! par 11 est égal a 10.
La conjecture est alors démontrée.

B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
x=10d +u=(7d+3d)+u="7d + (3d +u).
x est divisible par 7 équivaut a dire que 7d 4 (3d + u) I’est aussi, i.e. que 3d + u est divisible par
7 car 7d 1’est toujours.

On peut s’inspirer du raisonnement précédent en posant :

x =392
=39x10+2
=39x(7+3)+2
=39xT+3x39+2

392 est divisible par 7 si et seulement si 3 x 39 42 I’est aussi.
3x394+2=3x(40—-1)+2=120—-3+2=119.

On recommence avec 119 :
119=11x7+11x3+09.

119 est divisible par 7 si et seulement si 11 x 349 I’est aussi.
11x349=334+9=42=7x6.

Ainsi, 119 est divisible par 7, donc 392 aussi.
611 x34+9=1833+9=1842.

184 x3+2=552+2 =554

55x3+4=165+4=169

16 x34+9=484+9 =57

57 n’est pas divisible par 7 donc 6 119 non plus.
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B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I’exercice]

aGN.

@ —a=a(a*—1)

=a(a®*—1)(a*+1)
—ala—1)(a+1)(a>+1).
Entre a et a+ 1, il y a un nombre pair; donc a” — a est divisible par 2.
a—1, aeta+ 1 sont trois nombres consécutifs. Si I’'un deux est divisible par 5, alors a> — 1 ’est
aussi et donc au final, il est divisible par 10.
Si aucun des nombres a — 1, a et a+ 1 n’est divisible par 5, alors notons r le reste de la division
euclidiennede apar5S:a=5g+r,0<r<5,qg€N.
Sia— 1 n’est pas divisible par 5, alors r # 1;
si a+ 1 n’est pas divisible par 5, alors r # 4.
Alors, a>+ 1 = (5¢+ r)2—|— 1 =25¢°>+10gr+r>+1,avec r =2 ou r = 3.
«Sir=2r+1=5;
« Sir=3,72+1=10.
Dans les deux cas, a® + 1 est divisible par 5.
Ainsi, > — a est divisible par 5 et par 2, donc par 10.
a® — b’ divisible par 10.
Or, on peut écrire :

5

@b =d—a+a—(b>—b)—b=(a>—a)— (b>—b)+(a—b).

a® —a et b> — b sont divisibles par 10 d’apres la question précédente ; ainsi, si a® — b est divisible
par 10, a — b doit I’étre aussi.

Ainsi, a—b = 10q, g € N et donc a = 10g + b. En ajoutant b dans les deux membres, on obtient
a+b=10g+2b=2(5¢+b), et donc a-+ b est divisible par 2.

a — b est divisible par 10 et a + b est divisible par 2, donc (a — b)(a +b) = a®> — b? est divisible
par 20.

B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Remarquons que :

1000! = (1x2x3x:+x10)x (11 x---x20) X -+ x (991 x --- x 1000) .

Combien de multiples de 3 avons-nous ici? Il y en a 333 (999 = 3).
On peut donc factoriser ainsi :
10001 =3%33(1x2x 1 x4x5x2x7x8x3x10)x - x (991 x 992 x 331 --- x 333 x 1000)
=333 % I x 2% x333x1x2x4x5x%---x 1000

aucun multiples de 3

=333 %3331 x N1, avec N1 non multiple de 3.

De plus, dans 333!, il y a 111 multiples de 3 donc, avec un méme raisonnement, on a :
3331 =3"1'x 1111 x N5, avec N> non multiple de 3.

On voit apparaitre 111! dans lequel il y a 37 multiples de 3 (3, 6, 9, ..., 99, 102, 105, 108, 111). On
peut donc écrire :
1111=3"7%x37!x N3, avec N3 non multiple de 3.
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De méme, on voit 37! apparaitre, ot il y a 12 multiples de 3 donc on peut écrire :
371=3'2%121x Ny, avec N4 non multiple de 3.
On voit 12! apparaitre, ou il y a 4 multiples de 3 donc on peut écrire :
121=3%x41x Ns, avec N5 non multiple de 3.
On voit apparaitre 4! ou il y a 1 multiple de 3 et on peut écrire :
41=311x2x1x4).

Finalement, dans 1000 !, on peut mettre en facteur 3333 F111+37+12+4+1 _ 3498
Ainsi, le plus grand entier n tel que 3" divise 1000! est n = 498.

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
3n+1=2n+(n+1) ) n+1<2ndoncn>1 (XL.1)
2n=1x(n+1)+(n—-1) , n—1 < n+ 1(toujours vrai) (X1.2)
n+l=1xn-1)+2 , 2<n—1doncn>3. (XIL.3)

Deux cas se présentent pour n > 3 :
* n€2N <= n =2k, ke N. Alors, I’égalité¢ XI.3 donne :

2%k+1=(2k—1)+2
2k —1=k+(k—1)
k=(k—1)+1

Dans ce cas, pged (ay,; by) = 1.
* n¢ 2N <= n=2k+1, k € N. Alors, I’égalité XI.3 donne :

(2k+1)+1=(2k+1-1)+2
2%k =2k+0

Dans ce cas, pged (ay; by) = 2.
De plus,
* Pourn=1:a; =2etb; =4donc pged(ay;by) =2.
* Pourn=2:a; =4etby="7donc pged(ay; b)) =1
* Pourn=3:a3=06etbs =10 donc pged(az; b3) =2.
On a donc bien :
pged(an; by) =1 < ne€2N".

B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Raisonnons par 1’absurde ; supposons donc qu’il existe un rationnel x = g tel que x*> = p et pged (a;b) =
1.

aZ
Alors, i p, soit a*> = pb?.

D’apres le théoreme de Gauss, p divise donc a?, donc p divise a et alors p? divise a?, donc divise
pb?. Ainsi, p divise b2, donc p divise b.
Or, pged (a;b) = 1 donc il n’est pas possible que p divise a la fois a et b.
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On aboutit a une contradiction ; par conséquent, notre hypothese de départ est fausse.
Ainsi, il n’existe pas de rationnel x tel que x> = p.

B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Rappelons que si p est un nombre premier, alors il n’admet aucun diviseurs inférieurs a /p.

V1789 ~ 42.3.

Les nombres premiers inférieurs a 42 sont :
2:3;5,7;11;13;17;19;23;29;31;37;41.

On vérifie que aucun d’entre eux ne divisent 1 789.
Par conséquent, 1789 est un nombre premier.

B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Rappelons que a et b sont distincts modulo 3 si et seulement si (@ — b) est un multiple de 3.

n—(n+2) = —2 n’est pas un multiple de 3, donc n n’est pas congru a n+ 2 modulo 3.
n— (n+10) = —10 donc méme conclusion.
(n+2)— (n+10) = —8 donc méme conclusion.
Ainsi, n, n+ 2 et n+ 10 sont distincts modulo 3.
Notonsn=r; mod3,n+2=r, mod3etn+10=r; mod3.
D’apres la question précédente, ry, r; et r3 dont deux a deux distincts. Or, il n’existe que 3 restes
possibles dans la division euclidienne par 3 : 0, 1 ou 2.

Par conséquent, I’un des restes est nul et donc, I’un des nombres n, n+2 et n+ 10 est divisible
par 3. Ce nombre n’est donc pas premier car il ne peut pas €tre égal a 3 (par hypothese : n > 3).

B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
31 =1x28+43
28=9x3+1
3=3x1+40

Donc PGCD (31,28) = 1.
De I’algorithme précédent, on peut écrire :

1=28—9x%x3
=28—-9x(31—-28)
=10x28 -9 x 31

Ainsi, six=—-9ety=—10,31x—28y = 1.
Ona:
3l x (-9) —28x (—10) =
31 x X — 28 X y
3l X (=9—x) =28 x (—10—y) =

1
1
0
Ainsi :

31(—9—x) =28(—10—y).
Or, PGCD (31;28) =1 donc d’apres le théoreme de Gauss, 31 divise (—10 —y) et 28 divise

(—9—x):
—9— =2
g 8k , kel
—10—y =31k

soit :

X o=0-k
y =-10-31k
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B Corrigé de I'exercice 14. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
108 = 1 x 55+ 53

55=1x53+2
53=26x2+1
2=2x1+0

Donc PGCD (108;55) = 1.
De I’algorithme précédent, on peut écrire :
1=53-26x2

= (108 —55) — 26 x (55 —53)

=108 —55—26 x 55+26 x 53

= 108 — 27 x 55+426(108 — 55)

=27 x 108 —53 x 55
Ainsi, si xg = 27 et yo = —53 sont deux solutions particulieres de 1’équation diophantienne 108x +

55y = 1.

Ona:

108 x 27 +55x (=53) =1
108 x x +55x y =1
108 x (27 —x) +55 % (=53 —y) =0

Ainsi :
108(27 —x) = 55(53 +y).

Or, PGCD (108;55) = 1 donc d’apres le théoreme de Gauss, 108 divise (53 +y) et 55 divise
(27 —x) :

27—x =155k
* . kez
53+y =108k
soit :
=27 — 55k
* , keZ
y =-—-53+108k
B Corrigé de I'exercice 15. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Notons x le nombre d’hommes et y celui de femmes.
L’énoncé nous donne alors I’équation :

8x+ 5y = 100.

Avant tout, trouvons une solution particuliere a cette équation.

100 —8 100 8 8
T _ - ?x soit entier, donc que 8x soit un multiple de 5.

Il faut que y =

Prenons alors x =5 et donc y =20 —-8 = 12.
Une solution particuliere est donc (xg;yo) = (5;12).

On a alors :
8x 5 +5x 12 =100
8x x +5x 'y =100
8x(5—x)+5x(12—y)= 0
soit :

8(5—x)=5(y—12).
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PGCD (8;5) = 1 donc d’apres le théoréeme de Gauss, 8 divise (y — 12) et 5 divise (5 —x) :

5— = 5k
{ * , keZ

y—12 =8k
soit :
=5-5k
* . kel
y =12+8k

On sait que (x;y) € N* x N* ce qui nous laisse peu de choix quant aux valeurs de & :
*k=0:onaalorsx=5ety=12;
*k=—1:onaalorsx=10ety=4.

Il y avait donc 5 hommes et 12 femmes, ou 10 hommes et 4 femmes.

B Corrigé de I'exercice 16. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Notons d = pged (bc —a; b).
* D’apres I’égalité de Bézout, il existe un couple d’entiers relatifs (u;v) tel que (bc —a)u+bv =d.

(bc—a)u+bv=d <= bcu—au+bv=d
— a(—u)+b(cu+v)=d

—u € Z et (cu+v) € Z donc il existe un couple d’entiers relatifs («';V'), avec ' = —u etV =
cu+v,telque au' +bv =d.
Donc pged (a; b) divise d.

* De plus, d = pged(bc—a;b) = d|betd|(bc —a) = d|a car si d|b, alors d|(bc) donc si
d|(bc — a), alors nécessairement, d|a.
Ainsi, d|a et d|b donc d|pged (a; D)

Finalement, pgcd (a; b)|d et d|pged (a; b) donc d = pged (a; b).

B Corrigé de I'exercice 17. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
* Premiere méthode : nous allons utiliser I’algorithme des différences, vu en classe de 3¢.

pged (3a+5b; a+2b) = pged (a+2b;3a+5b— (a+2b))
= pged (a+2b;2a+3D)
= pged (a+2b;2a+3b— (a+2b))
=pged(a+2b;a+Db)
=pged(a+b;a+2b— (a+Db))
=pged(a+b;b)
=pged(b;a+b—D)
= pged (b a)
=1 cara et b sont premiers entre eux.

* Deuxieme méthode : pged (a; b) = 1 donc il existe un couple d’entiers relatifs uv tel que :
au+bv=1.
Nous allons montrer qu’il existe un couple d’entiers relatifs u’v’ tel que :

(3a+5b)u’ + (a+2b)V = 1.
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(Ba+5b)u’ + (a+2b)V = 3au’ + 5bu’ +av' +2bV
=a(3u' +V) +b(5u' +2V).

3u+V =u (Ll)?
S5 +2v =v (Lp)
Pour répondre a cette question, cherchons a résoudre ce dernier systeme.

Pouvons-nous choisir u’ et v' de sorte que

En faisant 2(L;) — (L,), on obtient :
W =2u—v

et en faisant —5(L;) + 3(L;), on obtient :
Vv = —5u+3v.

En prenant ces valeurs de u et V', on a (3a+5b)u’ + (a+2b)V = au+v = 1.
Ainsi, d’apres le théoreme de Bézout, pged (3a+5b; a+2b) = 1.

B Corrigé de I'exercice 18. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Utilisons Ialgorithme des différences (et donc la propriété : pged (a; b) = pged(a; b— a)) pour dé-
montrer le résultat :
pged (x;y) = pged (9% +27; 4k)

= pgced (4k; 9k +27 — 4k)

= pged (4k; Sk+27)

= pged (5k+27; 5k+27 — 4k)

= pged (5k+27; k+27)

= pged (k+27; 5k+27 — (k+27))

= pged (k+27; 4k)

= pged (k+27; 4k — (k+27))

= pged (k+27; 3k —27)

= pged (k4275 3k —27 — (k+27))

= pged (k+27; 2k — 54)

= pged (k+27; 2k — 54 — (k+27))

= pged (k+27; k—81)

= pged (k+27; k+27— (k—81))

= pged (k+27;108).

Or, pged (k+27; 108) divise 108 (par définition) donc pged (x; y) divise 108.
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B Corrigé de I'exercice 19. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

*n=1:a=7etb="7donc pged(a;b)=1.
*n=11:a=47etb=>57donc pged(a;b) = 1.
*n=15:a=63etb="77 donc pged(a;b) =17.

5a—4b=5(4n+3)—4(5n+2)

=20n+15-20n—-8
=17.
Ainsi,S(%) —4(?) = 1. De plus, 5 et 7 sont premiers entre eux, et il en est de méme pour 4 et

Par conséquent, a et b sont des multiples de 7 et donc d = pged (a; b) peut valoir 1 ou 7.

a. 4n+3 =7k < 4n—Tk= 3.
Une solution particuliere est (ng;kp) = (1;1). On a alors :

4x1-7Tx1=-3
4xn—Txk=-3

donc :
4(1—n)—7(1—k)=0

soit :
4(1—n)=T7(1—k).

4 et 7 étant premiers entre eux, d’apres le théoreme de Gauss :

1—k=4
1 qc’
1—n="Tgq

soit :

k=1—-4
1 q € Z_ (car n et k doivent étre positifs).
n=1-"7q

b. Par un raisonnement analogue a celui adopté a la question précédente, on a :

K=1-5¢
q/ qd el .
n=1-7q

ﬂ D’apres la question précédente, si le reste de la division euclidienne de n par 7 est égal a 1, alors
a et b sont des multiples de 7 et donc d = 7.
Dans le reste des cas (sans jeu de mot), d = 1.

B Corrigé de I'exercice 20. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
a n’est pas divisible par 3donca=1 mod3 oua=2 mod 3.

Ainsi,a®=1°=1 mod3oua=2°=64=1 mod3car64=3x21+1.

Ainsi, a® —b®=1—1=0 mod 3 et donc a® — b° est divisible par 3.
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B Corrigé de I'exercice 21. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
13=—1 mod 14 donc 13!7% = (—1)!7% = —1 =13 mod 14.

B Corrigé de I'exercice 22. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
Nous savons que 32 =4 x 744 donc 32 =4 mod 7.

Ainsi, 32% =4% mod 7.

Or,4=16=2 mod7et4’=64=1 mod7.

On peut donc écrire : 3045 — 43¥15 o4

5(43)15 mod 7
=1 mod7
=1 mod7.

B Corrigé de I'exercice 23. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
17=3 mod7car17=2x7+3.
Ainsi, 172 =3%2=2 mod7,etdonc 17°=23=1 mod7.
On écrit 548 sous la forme : 548 = 6 x 91 +2 donc :
175 = (179" x 17
=1°"%x2 mod7
=2 mod7

Ainsi, le reste de la division euclidienne de 17°*3 par 7 est égal 4 2.

B Corrigé de I'exercice 24. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Remarquons que 24 =3 mod 7 car 24 =3 x 7+ 3.
Ainsi, 24' =3 = mod7

242=32=2 mod7
243=33=6 mod7
24*=3*=4 mod7
24°=3=5 mod7
249 =3=1 mod7

24"=3"=3 mod7
La boucle est bouclée pour I’exposant 7 et on peut en conclure que 24%*!1 =3 mod 7, ot k € N.
Ainsi, le reste de la division euclidienne de 24" par 7 est égal a3 pourn =1 mod 6.

B Corrigé de I'exercice 25. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
* Si p=0 mod 3, alors p est un multiple de 3. Or, p est premier donc p = 3 nécessairement.
* Sip=1 mod3,alors p>=1 mod 3 et donc 8p> =8 =2 mod 3, soit

8p>+1=0 mod 3.
Donc 8p” + 1 est un multiple de 3 et aussi premier. Donc 8p* + 1 = 3, ce qui est impossible car
peN.
Ainsi, p ne peut pas étre congru a 1 modulo 3.
* Sip=2 mod 3, alors 8p*>+1=0 mod 3, ce qui nous ramene 2 la méme conclusion qu’au point
précédent.
Ainsi, pcPet8p?> +1€P < p=3.
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B Corrigé de I'exercice 26. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
On cherche x tel que 5x = 1 mod 7.
On constate que :
Sx1=5 mod7
5x2=3 mod7
5x3=1 mod7
Donc,six=3 mod7alors 5 x=5x3=1 mod7.

De plus, si Sx =1 mod 7 alors 3 x 5x =3 mod 7, soit 15x =3 mod 7 donc x =3 mod 3.
On a alors I’équivalence suivante :

x=3 mod7 < 5x=1 mod7.
Par conséquent, les inverses de 5 modulo 7 sont toutes les valeurs de x telles que x =3 mod 7.

On cherche x tel que 3x=1 mod 5.
On constate que :

3x1=3 mod5
3x2=1 mod5

On peut alors raisonner de la méme fagon qu’a la question précédente.
Par conséquent, un inverse de 3 modulo 5 sont toutes les valeurs de x telles que x =2 mod 5.

On cherche x tel que 6x =1 mod 15.
On constate que :

6x1=6 modl5
6x2=12 mod 15
6x3=3 mod]l15
6x4=9 modl15
6x5=0 mod15
6x6=6 mod 15

On constate alors que c’est un cas particulier :

6x(1+5k)=1 modl15, keN
6Xx(24+5k)=12 mod 15, ke N6x (3+5k) =3 mod 15, k€ N6 x (4+5k) =9 mod 15, k € N6 x

Par conséquent, il n’existe pas d’inverse a 6 modulo 15.

Remarque : cela vient du fait que 6 et 15 ne sont pas premiers entre eux.
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B Corrigé de I'exercice 27. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Supposons que 7 divise a® + b>.
Les restes possibles de la division euclidienne de a par 7 sont : 0, 1, 2, 3,4, 5 ou 6.

mod7=a*’=0 mod7

a=0

a=1 mod7=d*= mod 7
a=2 mod7=a*=4 mod7
a=3 mod7=a*=9=2 mod7
a=4 mod7=ad*=16=2 mod7
a=5 mod7=ad>=25=4 mod7
a=6 mod7=a>=36=1 mod7

Il n’y a donc que 4 restes possibles dans la division euclidienne de a® par 7 : 0, 1, 2 ou 4.
Il en est de méme pour b?.
Or, a> +b*> =0 mod 7 donc seul le couple (0;0) convient.

Ainsia=0 mod7etb=0 mod7, soit 7 divise a et b.

La réciproque est vraie car si 7 divise a et b, alors a> =0 mod 7 et »> =0 mod 7, donc a® +b> =0
mod 7.

B Corrigé de I'exercice 28. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
n divise pged (a;0) = n=0 modaetn=0 modb
=k
=97 (k) eNxN
b=kn

Or,x=a mod b donc x = bg+a, g € N, soit x = k'ng+kn =n(kK'q+k).
Ainsi, n divise x.

B Corrigé de I'exercice 29. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
n=1 mod2 <= 2ln=21 mod42
n=2 mod3 <= 14n =28 mod42 ,; = 41n=79 mod42.
n=5 mod7 <= 6n =30 mod42

Or,41=—-1 mod42et79=—5 mod42donc —n=—5 mod42, soitn =5 mod42.

Le reste de la division euclidienne de n par 42 est donc égal a 5.

B Corrigé de I'exercice 30. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
x*=—11 mod 100 <= x*=300—11 mod 100

& x* =289 mod 100
= x¥*=17% mod 100

< [x=17 mod 100]
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B Corrigé de I'exercice 31. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Posons &, : (n+1)(n+2)---(2n—1) x2n=0 mod 2".

Notons A, = (n+1)(n+2)---(2n—1) x 2n.

Montrons par récurrence que &7, est vraie pour tout entier naturel n.

» Initialisation : & est vraie car Ag = 1 et 2° = 1. On a donc bien Ag =0 mod 1.
* Supposons que pour un entier n fixé, &7, est vraie, donc que A, = 2"B,,.
A1 =Apx (2n+1)(2n+2)
=2"B, x2(2n+1)(n+1)
=2""1B,(2n+1)(n+1).
Ainsi, A, est divisible par 2"!. L’hérédité est alors vérifiée.

Ainsi, &, est vraie pour tout entier naturel n.

(2n)! A, (2n)!
A, = py dOHCﬁZ 2”(1’1') :1X3X5X~"X(21’l—1)~

Le quotient de A, par 2" est donc égal a ﬁ(2k +1).
k=0
B Corrigé de I'exercice 32. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
« Initialisation : 4 =1 et 1+3 x0 =1 donc 4" = 1+3n mod 9 est vraie pour 1 = 0.
* Hérédité : supposons que pour un entier n fixé, 4" = 1+3n mod9.
Alors, 41 =4 x (14+3n) mod9, soit4" "' =4+ 12n=4+3n=1+3(n+1) mod9.
L’hérédité est alors vérifiée.
Ainsi, pour tout entier naturel n, 4" =14 3n mod 9.
2 4 15n—1=4"+15n—1 mod 9
=1+43n+15n—1 mod9
=187 mod9
=0xn mod9
=0 mod?9.

B Corrigé de I'exercice 33. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

a est inversible modulo p <= Ix€N*|ax=1 mod p
<— J(x,y) eN*xN|ax=py+1
<— J(xy) eN*XN|ax—py=1
<~ J(x,y) eN*"xXN|ax+p(—y) =1
<= pgcd(a; p) = 1 d’apres le théoreme de Bézout.
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B Corrigé de I'exercice 34. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

LIy

H -

«Z » est en position 25, donc on pose x = 25.
3x+7=75+7=82=3x26+4=2 mod?26.

Donc la position de la lettre chiffrée est 4, ce qui correspond a la lettre « E ».
La lettre « Z » est donc chiffrée en la lettre « E ».

« U » est en position 20, donc on pose x = 20.
3x+7=604+7=67=2x26+15=15 mod 26.

Donc la position de la lettre chiffrée est 15, ce qui correspond a la lettre « P ».

« T » est en position 19, donc on pose x = 19.
3x+7=64=2x26+12=12 mod 26.
Donc la position de la lettre chiffrée est 12, ce qui correspond a la lettre « M ».

Le mot « ZUT » est donc chiffré en « EPM » a ’aide du chiffrement d’ Adam.
« S » est en position 18. On cherche donc x tel que :

3x+7=18 mod26 < 3x=11 mod?26

pged (3;26) = 1 donc 3 est inversible modulo 26 (voir exercice 33 — cliquer ici : XI pour voir
I’énoncé). Son inverse est 9 car 3 x9=27=1 mod27. D’ou :

3x+7=18 mod26 «<— 9x3x=9x 11 mod?26
<= x=21 mod?26

Ainsi, c’est la lettre « V » qui est chiffrée en la lettre « S » par le chiffrement d’ Adam.
On s’inspire de la question précédente pour trouver x tel que 3x+7 =y mod 26.

3x+7=y mod26 <= 3x=y—7 mod?26
<= x=9(y—7) mod26
< x=9y—63 mod 26

= ‘x59y—11 mod 26 ou, si on veut : x =9y+ 15 mod 26

e Pour «Z»:x=25et2x+8 =58 =6 mod 26 donc la lettre chiffrée est « G ».
e Pour «U»:x=20et2x+8 =48 =22 mod 26 donc la lettre chiffrée est « W ».

e Pour «T»:x=19et2x+8 =46 =20 mod 26 donc la lettre chiffrée est « U ».
Ainsi, le mot « ZUT » est chiffré en « GWU » avec ce chiffrement.

. «M»esten position x =12 et 2x4+8 =32 =6 mod 26 donc « M » est chiffrée en « G », tout

comme « Z ».

On peut en déduire qu’il est difficile de déchiffrer un mot avec ce chiffrement. En effet,
« GWE » peut se déchiffrer en « ZUT », mais aussi en « MUT ».

En fait, « W » a deux « antécédents » par ce chiffrement (U et H) et « U » aussi (GetT).Ily
a donc en tout 23 = 8 choix possibles pour le mot d’origine.

. Le chiffrement de Yves ne convient pas car le coefficient devant x n’est pas premier avec 26.

En effet, quand on souhaite déchiffrer une lettre, on doit résoudre 1’équation ax =y mod 26.
I1 faut donc que a et 26 soient premiers entre eux pour que a soit inversible modulo 26.
Ainsi, les chiffrements ot I’on multiplie x par 1, 2, 13 et 26 (ou tout multiple de ces nombres)
ne conviennent pas si I’on souhaite déchiffrer aisément.
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B Corrigé de I'exercice 35. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Voici les fonctions :

def pgcd(a,b): # Calcul du pgcd de a et b

while b!=0:
a,b=b,al%b
return a

def chiffrementAffine(a,b,L): # fonction de chiffrement affine
if (pgcd(a,26)==1):
alphabet=["A","B","C","D" ,"E","F","G","H" "I" "J" "K","L" "M",
NNt g, P, QY RN, NS T, g, Y, gt X, Y,z ]
x=alphabet.index (L)
y=(a*x+b) %26
return alphabet[y]
else:
return "Chiffrement impossible."
def inverse(a): # Calcul de 1l'inverse d'un nombre modulo 26

x=0

while (axx%26!'=1):
x=x+1

return x

def dechiffrementAffine(a,b,L): # Fonction de déchiffrement
if (pgcd(a,b)==1):
alphabet=["A","B","C","D" "E" "F" "G","H","I" "J", "K", "L","M",
R R O LRS  A E E EP  LRL TAL TR R A
x=alphabet.index (L)
y=(inverse (a)*(x-b)) %26
return alphabet[y]
else:
return "Déchiffrement impossible."
def crypt(M,a,b): # Affichage du mot chiffré
mot = []
for i in range(0,len(M)):
mot .append(chiffrementAffine(a,b,M[i]))
print ("".join(mot))
def decrypt(M,a,b): # Affichage du mot déchiffré
mot = []
for i in range(0,len(M)):
mot .append(dechiffrementAffine(a,b,M[i]))
print ("".join(mot))

En tapant : crypt ("MATHS",15,8), on voit : « GIHJ » et en tapant decrypt ("MIMVC",5,8), on
voit : « GAGNE ».
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B Corrigé de I'exercice 36. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
cup=5up—6=5x14—6=70—6=64.
cu =51 —6=5x64—6=320—6=314.
cu3=>5u—6=5%x314—6=1570—6 = 1564.
*uys=53—6=5x1564—6=7820—6="7814.
On peut conjecturer que les termes de la suites se terminent par « 14 » ou « 64 ».
Unio = Sp —6 =5 (5u, —6) — 6 = 25u, — 36.
Or,25=1 mod4et36 =0 mod4 donc u,> =u, mod 4.

Pour tout entier naturel n, u9 =4 =2 mod 4 et u,.» = u,, mod 4 donc pour tout entier naturel
k, uyr = uy mod 4 donc uy, =2 mod 4.

De méme, u; =64 =0 mod4 et u, 1, = u, mod4 donc pour tout entier naturel k, up 1 = uy
mod 4 donc uyr+; =0 mod4.

a. Posons 2, la propriété : 2u, = 5"+ 3.

© Py 2uy = 5> +3 =28 et nous savons que uy = 14 donc Z est vraie.
L’initialisation est alors réalisée.

* Supposons maintenant que &, soit vraie pour un entier n donné (hypothese de récurrence :
2uy = 5"1243).
Alors,
2up+1 =2(5u, — 6)
=5X%x2u,—12
= 5x (5"72 4 3) — 12 (par hypothese de récurrence)
=5 +15-12
=5"7+3
L’hérédité est alors vérifiée.
Ainsi, &7, est vraie pour tout entier naturel n.

b. 52 =25=25 mod 100 et 5° = 125 =25 mod 100 donc, par récurrence immédiate, 512 =
25 mod 100 pour n > 2.
Ainsi, 5"t2 + 3 = 28 mod 100, soit, d’aprés la  question  précédente,
2u, =28 mod 100.

pged (2; 100) # 1 donc on ne peut pas simplifier par 2 cette derniere congruence. On ne peut
donc pas dire que u, = 14 mod 100.
n Posons u,, = 1004,, + B,,, ou A,, et B,, sont deux entiers naturels, avec 0 < B,, < 100.
Alors, 2u,, = 2004,, + 2B,, = 2B,, mod 100.
Ainsi, d’apres la question 3.b, 2B;,, =28 mod 100. On en déduit alors que 2B,, =28 ou 2B,, = 128
(car B,, < 100), soit B;, = 14 ou B,, = 64.
Les deux derniers chiffres de u,, sont donc « 14 » ou « 64 ».

E D’apres la question précédente, quel que soit n, u, et u,, | sont pairs.
Donc pged (uy, 5 up11) = 2.

B Corrigé de I'exercice 37. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

N2
Posons : () : 13423 4. 4-n = {n(n;— )] .

Démontrons que (27,) est vraie pour tout entier naturel # non nul.
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e Initialisation.

(Py) est vraie car 13 = [

1x(1+1)]
el

* Supposons que (Z,) soient vraie pour un n non nul donné. Alors,

n(n+1)
2

2
13+23+~--+n3—|—(n+1)3:[ } +(n+1)°

M,2

= (n+1)? %+(n+l)]

[n? +4n+4
R
[(n+2)
N

Fn+1§n+2qz

= (n+1)°

= (n+1)°

Ainsi, (22,) = (Py+1); 'hérédité est alors vérifiée.

La propriété est donc vraie pour tout entier naturel » non nul.

2k(2k+ 1)1
a. Sy, = {g] :k2(2k+1)2 et

2
(2k+1)(2k+2)1>  [2(2k+1)(k+1
2 B 2
Or, pged (ka; kb) = kpged (a; b). Donc,

pged (K*(2k+1)%; (k+1)2(2k+1)?) = (2k+1)*pged (K25 (k+1)?) ,

) 2
Sops1 = ] = (k+1)2(2k+1)2.

soit :

pged (Sats Saxy1) = (2k+ 1)*pged (K5 (k+1)2)

b. ket k+ 1 sont deux entiers consécutifs ; donc 1’un est pair, I’autre impair.
De plus, n > 1 donc k > 1, soit pged (k; k+ 1) # 0.
D’ou pged (ks k+1) = 1.

c. De la question précédente et de la propriété admise, on a :

pged (k; k+1) = 1= pged (k*; (k+1)?) =1,

d’olt
(2k+1)*pged (K25 (k+1)2) = (2k+ 1)

Ainsi,

ngd (S2k; SZk—I—l) = (2k+ 1)2.
a. Sik=0,2k+1=1et2k+3=3;0nabienpged(1;3)=1.

Supposons maintenant que k > 0.
2k+3=02k+1)+2 , 0<2<2k+1
2k+1=2k+1 , 0<1<2

2=2x14+0
Le dernier reste non nul est 1.
Par conséquent, pged (2k+ 1;2k+3) = 1.
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b. On:

(2k+1)? 2k+22 2k +2)2(2k+3)?
pged (Sax+13 Sak+2) pgcd( ) ;( )4( ) )

= pged ((2k+ )%+4V;w+1y@k+@%
= (k+1)’pged ((2k+1)%; (2k+3)?)
= (k+1)>x1
pged (Sokr13 Sakr2) = (k+ 1)

n Des questions précédentes, on peut déduire que

{ pged (Sak; Soxr1) = 1=k =0=n=0+ impossible.
pged (Sopr15 Soka2) =1=k=0=n=1.

Ainsi, il existe une unique valeur de n pour laquelle pged (S,,; Sy+1) =1:n=1.

B Corrigé de I'exercice 38. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Nous allons démontrer 1I’équivalence entre le systeme et 1’unicité de la solution en démontrant la
double implication.

x=a modm
* Montrons que = x=xp mod (mn).
x=b modn
m et n sont premiers entre eux donc d’apres le théoréme de Bézout, il existe un couple (u;v)
d’entiers relatifs tels que um +vn = 1.
. x=a modm S
Le systeme peut s’écrire :
xX=b modn

— mk
FEmEG ) ezxz
x=nk'+b

soit, en multipliant la 1™ ligne par nv et la 2¢ par mu :

, (kK)eZx.

{(nv)x = (nv)mk+ (nv)a
(mu)x = (mu)nk’ + (mu)b

En ajoutant les deux lignes, on obtient :
(nv+ mu)x = mn(vk + uk’) +nva + mub

soit :
x = mn(vk + uk") + nva + mub.

= d
r=a modm , alors x = nva+mub mod (mn).

Ainsi, si x est solution du systeme
x=b modn

. x=a modm
* Montrons maintenant que x = nva + mub mod (mn) =
x=b modn

Puisque m et n sont premiers entre eux, il existe un couple (u;v) d’entiers relatifs tels que
um—+vn =1, soit nv = 1 —mu.

291



Ainsi,
x=mva+mub mod (mn)=x=nva modm=x=(1—mu)a modm=x=a modm.
De méme,

x=b modn.

. . Xx=a modm
x est donc solution du systeme
xX=b modn

Notons x le nombre de macarons commandés par la société. D’apres 1’énoncé, on a :

x=3 mod5
x=2 mod9

5 et 9 étant premiers entre eux, on utilise le théoréme des restes chinois : il existe un couple (u;v)
d’entiers relatifs tels que Su +9v = 1. On trouve facilement (u;v) = (2;—1).

Dans ce cas, x =9 x (—1) x3+5x5x2 mod (5x9), soit x =23 mod 45.

Le nombre compris entre 100 et 140 correspondant est x =23 42 x 45 = 113.

La société a donc commandé 113 macarons.

B Corrigé de I'exercice 39. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

Montrons ce résultat par I’absurde. Supposons qu’il existe deux restes égaux r et ¥’ et notons pour
ke [0;p—1] etk’ € [0;p— 1] différent de k :

ka=pq+r qeZ,0
0

r<p
Ka=pq +r q €, <p

<
<r

Ainsi, par différence :
(k—K)a=(q—q)p-

p divise donc (k—K')a.
Or, (k— k') < p donc p ne peut pas diviser (k— k') et donc p divise a, ce qui est contradictoire
avec nos hypotheses.

Par conséquent, il ne peut pas exister deux restes égaux dans la division euclidienne par p de aq,

2a, ..., (p—1)a.

D’apres ce qui précede :

a=r; modp

2a=r, modp

(p—1la=rp—1 modp
D’ou, par produit :
(p—l)!ap’15r1r2-~'rp_1 mod p .

Comme les r; sont tous distincts, 7172 ---r,—1 = (p—1)! et comme pged(p; (p—1)!)=1, on peut
diviser chacun des membres de la congruence par (p — 1) !, ce qui donne :

a”'=1 modp
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Pour tout entier a tel que pged (a;561) = 1, il existe un couple d’entiers relatifs (u;v) tel que
au+561v =1, soit tel que au =1 mod 561.
On utilise 3 fois le petit théoréme de Fermat :

W =1 mod3 < =1 mod3

u® =1 modll < wWY=1 modll

W =1 modl7 < =1 modl17
D’ou:

w=r mod 3561 avec r=1 mod3,r=1 modll,r=1 modl17.
On a alors :
r=3k+1=11K+1=17"+1,

soit :

3k= 11K = 17k".

Ainsi, 11 divise k et 17 divise K/, soitk = 11lmet k' = 17m’’.
Alors,
r=3x1lm+1=11x17m' +1

soit :
3x1lm=11x17m

et donc 3m = 17m’. Ainsi, 17 divise m et on peut écrire m = 171.
On arrive ainsia: r=3x 11 x 1741+ 1, soit r =1 mod 561 et donc v’ =1 mod 561.

Or, nous avons vu que au = 1 mod 561 donc (au)’*® =1 mod 561.

Comme >0 =1 mod 561, cela nous donne : @>° =1 mod 561, ou 561 n’est pas un nombre
premier.

Ceci prouve que la réciproque du petit théoreme de Fermat est fausse.
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Enonceés

Calculs matriciels

Disponible sur http: // www. mathweb. fr

@ Exercices d'application du cours

° Exercices de réflexion

4 aoiit 2018

& Exercice & corrigé relus avec attention pour éviter les erreurs

Opérations sur les matrices

B Exercice 1. Opérations élémentaires *ictevete @

(Source : ts-spe-matrices-01) Corrigé page 299

On donne les matrices suivantes :

1 —1
0 -1 1 -1 2 -1
A_(l -5 2) B_(—l 6 —1) €=19 2
3 —1
Calculer A + B. Calculer AC.
Calculer 2A. n Calculer CA.
W Exercice 2. A la recherche d’une matrice *kvevere @

(Source : ts-spe-matrices-02) Corrigé page 300

. 1s ) (-1 2 (1 0
On considere les matrices A = ( 1 _1> et = (0 1).

Vérifier que Al = IA = A.
Trouver la matrice B = ()ZC )ti ) telle que AB = 1.

Vérifier que BA = I.

B Exercice 3. Puissance d’une matrice et raisonnement par récurrence *h kit @
(Source : ts-spe-matrices-03) Corrigé page 300

On considere les matrices :

2 4 3 4 1 0
a=(208) (3 ) e =)

Calculer A2,
Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non nul, (/+A)" = I + nA.

En déduire une expression de B" en fonction de n.
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W Exercice 4. Equation X> =1,

(Source : ts-spe-matrices-09)

d

o . . N b
On souhaite résoudre 1’équation X 2_p,ouX = (j ) et = (

Exprimer X2 en fonction de a, b, c et d.
En déduire toutes les matrices X possibles.

B Exercice 5. Puissance d’une matrice 3 x 3

(Source : ts-spe-matrices-10)

1 -3 =2
SoitA=|-1 1 —4
-1 2 =2

Calculer A>.

*kieiryr @

Corrigé page 301

1 0
0 1)

*kvedryr @

Corrigé page 301

En déduire une expression de A" pour tout entier naturel n» non nul.

B Exercice 6. Puissance d’une matrice 3 x 3

(Source : ts-spe-matrices-11)

1 -4 —4
SoitA=|-1 1 2
1 -2 -3

Calculer A2, puis en déduire une expression de A”.

B Exercice 7. Puissance d’une matrice 3 x 3

(Source : ts-spe-matrices-12)

1 -3 -2
SoitA=|-3 1 2
3 -3 —4

Calculer A? et en déduire A" en fonction de 7.

B Exercice 8. Avec une matrice nilpotente

(Source : ts-spe-matrices-05)

*irvrtedr @

Corrigé page 302

*iedrveyr @

Corrigé page 302

*kkky: ©

On dit qu’une matrice N est nilpotente d’ordre k s’il existe un entier naturel non nul & tel que N* = Q,
ou O représente la matrice nulle, c’est-a-dire la matrice dont tous les coefficients sont nuls.

39 -9 4 9 -9 1 00
SoientN=1{2 0 0 |,A=1[|2 1 O Jeth=|0 1 0
3 3 -3 3 3 =2 0 01

A I’aide de votre calculatrice, vérifier que N est nilpotente d’ordre 3.

En exprimant A en fonction de N et I3, exprimer A” pour tout entier naturel » non nul.

k=n
Aide — on pourra s’aider de la formule du bindome de Newton : (A+ B)" = Z (n> A*B K on A

et B sont deux matrices quelconques et o :

k=0 k

ny 2Xx3X4x---Xn
k) (2x3x-xk)x[2x3x4x % (n—k)]
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B Exercice 9. Diagonalisation d’une matrice *h Kk ve @

(Source : ts-spe-matrices-07) Corrigé page 302

On considere la matrice A = (i :;) .

L’ objectif de cet exercice est de trouver deux matrices P = <z Z) et D = ()8 )?) telles que
2

A=PDpP !,
On pose I, = ((1) (1)) la matrice identité.

B

On rappelle que le déterminant d’une matrice carrée C = (‘; 6) est le nombre noté
det(C) = ad — yP.

Soit x un nombre réel. Déterminer P(x) = det(A — x1).

Déterminer les racines de P(x); on les notera x; et xp, avec xj > xp.

Calculer X1 = A —x1I et X, = A —x21», puis trouver deux matrices colonnes C; et C; telles que
X1C; =0et XpC, =0.

ﬂ On décide alors de former la matrice P a I’aide des deux matrices colonnes C et C, (la premicre
colonne de P étant la matrice colonne C| et la seconde colonne de P, C,), puis de former la matrice
diagonale D a I’aide de x| et x; trouvés précédemment.

Vérifier que PDP~! = A.

n

0

n En déduire une expression de A", pour n > 1.

( 2" 0 )
Montrer par récurrence que D" = ( 1) pour tout entier n > 1.

B Exercice 10. Triangularisation d’une matrice *hx ke @

(Source : ts-spe-matrices-08)
N . -1 -1 1 0 .. .
On considere la matrice A = 4 3 ) On note I, = 01 la matrice identité.

Déterminer le polyndme P(x) = det(A — xI,), puis déterminer ses racines.

—1
Calculer A — I, puis montrer que la matrice colonne X = ( 5 ) est telle que (A — L)X = 0.

-1 0 I a
OnposeP—(2 1>etT—(O 1).

Trouver a telle que PTP~! = A.

. . 1 n
n Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, T" = ( 0 1) .

En déduire une expression de A" en fonction de n.

B Exercice 11. Matrice inverse *irvevrye @
(Source : ts-spe-matrices-14)
1 -2 =2 1 -2 —1
SoientA=|-1 0 2]|etB=1|-2 1 1
-1 -2 0 -2 2 0

Calculer A? + A et B> — 3B.
En déduire la matrice inverse de A et de B.
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Ecritures matricielles (systémes linéaires)

B Exercice 12. Résolutions de systémes linéaires *ietevete @

(Source : ts-spe-matrices-04) Corrigé page 304

A T’aide de votre calculatrice et en associant a chacun des systemes suivant sa matrice, trouver leurs
solutions.

{x+2y:1 B {5x+4y:—3

x+3y=2 3x+4y=5
(x+ y—z=1
3x—5y=17 2x—3y+z=-1
| 2x—=Ty=35 | x+2y—z=2
([ x+2y+3z=4
—x+2y=—1 A {3x+2y+ z=0
2x+4y =1 [ x— y+ z=1
Ecritures matricielles (suites numériques)
B Exercice 13. Suites imbriquées et matrices *hxxk @

(Source : ts-spe-matrices-06) Corrigé page 305

On considere les suites (i), €t (va),>o définies par leur premier terme ug = 1 et vo = 1 et, pour
tout entier naturel n, par les relations suivantes :

Upt1 = 2uy+3v,+1
Vprl = —Up—2v, — 1

Ces conditions peuvent s’écrire de facon matricielle sous la forme U1 = AU, + B, avec U,, = ( ") ,

(5 ) (!)

Trouver la matrice colonne C telle que C = AC + B.

On pose X, = U,, — C.
Montrer que X, | = AX,, puis en déduire que X,, = A"X).

3 1 I 0
On pose P = (_1 _1> etD:(O _1>.

Vérifiez que A = PDP~!, puis en déduire, 2 I’aide d’un raisonnement par récurrence, que
A" = PD"P~! pour n > 0.
n En déduire alors une expression de X;,, puis de U, et donc de u,, et v,.
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B Exercice 14. Puissance d’'une matrice 3 x 3 *kkiryr @

(Source : ts-spe-matrices-13) Corrigé page 307

1 01
SoitA= [0 1 0 [.On considere la suite (), définie par u; =1 et u,+1 = u, +2".
0 0 2
1 0 u,
Montrer que pour tout entier naturel n, A" = [0 1 0
0 0 2"

En considérant la somme des u,,1 | — u,, exprimer u, en fonction de n, puis A”.

B Exercice 15. Systéeme de suites *hx s @

(Source : ts-spe-matrices-15) Corrigé page 307

On considere les suites (a,) et (b,) définies par a9 = 0,3, by = 0,7 et :

an+1 =0,7a,+0,6b,
b1 =0,3a,+0,4b,

. . . . a
Pour tout entier naturel »n, on définit la matrice colonne U,, = ( b"> .
n

Ecrire la matrice A telle que U, = AU,
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, = A"Uj.

A T’aide de la calculatrice ou d’un logiciel de calcul formel, calculer AZ, A3 et A%,

Que peut-on conjecturer quant a lirerl A", et donc sur la limite des suites (a,) et (b,) ?
n——+oo

B Exercice 16. Suites imbriquées *h ks @

(Source : ts-spe-matrices-16) Corrigé page 308

On considere les suites (a,) et (b,) définies par ug =0,vo=1et:

{unJrl = (un+vn)

1
2
Vil = %(un +2vy)

Pour tout entier naturel n, on définit la matrice colonne U,, = ( ") .
Vn

Ecrire la matrice A telle que U, = AU,.

5
6

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, = A"Uj.
etQ=

4 _1
2
L
' 5 3
Montrer que P et Q sont inverses 1’'une de I’autre.

On définit les matrices P = 5
n Déterminer la matrice diagonale D telle que QDP = A.

Wiy Loy
SN—
R
NI ST

o . $-1x(g)
E En déduire que pour tout entier naturel n, U,, = 3 AR
5+5%(5)

E En déduire la limite des suites (u,) et (v,).
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Corrigés

4 aoit 2018

B Corrigé de I’exercice 1. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Pour effectuer une somme de deux matrices de mémes dimensions, on effectue la somme des
coefficients qui sont a la méme position.

(0 —1 1 -1 2 -1\ _ [(0+(-1) =142 14+(=1D\ |[(-1 1 0
A+B_(1 -5 2)*(—1 6 —1)_<1+(—1) 546 2+(—1)) |\ 0 11
Pour déterminer 2A, on multiplie tous les coefficients de A par 2 :

0 —1 1 0 -2 2
2A_2(1 -5 2)_ (2 ~10 4>

Le produit AC est :

1 -1
AC=<(1) :; ;) 0 2
3 -1

AC = O0x1+(=1)x0+1x3 O><(—1)—|—(—1)><2+1><(—1))
S\ XTI+ (=5)x0+2%x3 Ix(=1)+(=5)x2+2x(-1)

3 -3
AC‘(7 —13)

ﬂ Le produit CA est :

I -1
CA=|0 2 <(1) :; ;)
3 —1
Ix04+(=1)x1 Ix(=1)+(=1)x(=5) IxI+(—1)x2
CA=| O0x0+2x1 0x(=1)+2x(-5) Ox1+2x2
3x04+(—1)x1 3x(=1)4+(=1)x(=5) 3xI1+(-1)x2
-1 4 -1
CA=|2 —-10 4
-1 2 1
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B Corrigé de I'exercice 2. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Ona:
-1 2 10
=)0 )
_f —1Ix1+2x0 —1x0+2x1
S \Ix1+(=1)x0 1x0+4+(—1)x1
-1 2
() 2)
Al =A
De plus,
1 0\ /-1 2
=) (V5
C(Ix(=1)4+0x1 1x240x(-1)
L Ox1I+1x1  0x24+1x(—1)
-1 2
() 2)
IA=A

On adonc bien Al =IA = A.

_ -1 2 xy\ (10

B 4=/ — (1 —1>(z r)_(o 1)
—x+2z —y+2t _ 10

xX—z y—t 01

{—x—|—2z:l {—y—|—2t:0
et
x—2z=0 y—t=1
{—x+2x:1 ot {yzZt
xX=z 2t—t =
= x=1z=1r=1y=2.

Ainsi, |B = (1 2) .

1 2
B3 (7 2)
BA — Ix(=1)42x1 1x242x(-1)
CUIx (=) 4+1x1 1x24+1x(—1)
10
BA_<O 1)
BA =1
B Corrigé de I'exercice 3. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
, (2 4N[2 4
mee (90 )
A2 2x2+4x(—1) 2x4+4x%x(-2)
—1x24+(=2)x(=1) —1x4+(=1)x(=2)
» (00
=0 0)
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« Initialisation.
(I+A)! =I1+A = I+ 1A donc I'initialisation est faite.
* Hérédité.
Supposons que pour un entier k strictement positif donné, (I +A)K = I+ kA.
(I+A) T = ([1+A)KT+4)

=({I+kA)(I+A) par hypothese de récurrence
= I* + 1A+ kAI + kA? en distribuant
=1+A+kA car A’ s’annule et JA = Al = A
=1+ (14+k)A.

L’hérédité est alors vérifiée.
L’égalité est alors vraie pour tout entier naturel non nul.

* On peut remarquer que B =1+ A; ainsi, d’apres la question précédente,

B — I+ nA — 14+2n  4n
-n  1-2n
B Corrigé de I'exercice 4. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

X2 — <a b) (a b) _ (az—l—bc b(cH—d))
c d)\c d cla+d) d*+bc
2

On veut que X2 = I, donc (iaizc) bd(za—tlfc)) = <(1) (1))
a®+bc=0
bla+d)=0
cla+d)=0
d*>+bc=0
On déduit de I’équation b(a+d) =0 que b=0ou a+d =0, puis de I’équation c(a+d) = 0 que
c=0oua+d=0.

+ Sib =0, alors a*> = 0 (donc a = 0), d*> = 0 (donc d = 0) et c(a+d) = 0 donc ¢ x 0 =0, ce

qui est toujours possible.

Ainsi, on a le systeme :

Dans ce cas, | X = (O O) L ceR.
c 0

2
* Sib #0,alors a+d = 0donc d = —a. Ainsi, a?+bc=0etdonc c = —%.

a b
Dans ce cas, | X = ( 2 )

—¢ g
B Corrigé de I'exercice 5. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
200
flAa3=10 2 0] =25
0 0 2

* Sin=3k A" = (21)* = 2k,
« Sin=3k+1,A" = (21)*A = 2*A.
© Sin=3k+2, A" = (253)* A% = 2kA2.
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B Corrigé de I'exercice 6. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
A% = I3 donc :

* Sin=2k,A"=1L.
* Sin=2k+1,A" =A.

B Corrigé de I'exercice 7. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
A% =4,

* Sin=2k A" = (A?)k = (4)* = 4*L;.

« Sin=2k+1,A" = (A2)FA = 4kA.

B Corrigé de I'exercice 8. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
0 0 O
Ontrouve N>= [ 6 18 —18 | et N? = 0.
6 18 —18
k=n n
A=N—-LdoncA"=(N—-DL)' = Z (k) N*I3~* d’apres 1a formule du bindme de Newton.
k=0

k=n n
Or, Ig’_k =3 donc A" = Z <k)Nk.
k=0

—1
De plus, pour k > 3, N¥=0donc A" = I + (T)N#— (Z) N2, soit|A" = s +nN + %NZ .

B Corrigé de I'exercice 9. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

5 =3 x 0 5-x =3
A_XIZ_(4 —2)‘(0 x)_( 4 —2—x>'

Ainsi, det(A —xbh) = (5 —x)(—2—x) —4(—3) = =10 = 5x + 2x + x> + 12 = x> = 3x +2 = P(x).

Les deux racines de P(x) sontx; =2 etx; = 1 (x; > x2).
4 -3 3 -3
X2—A—12—<4 _3) etXl—A—212—<4 _4).

3
Posons C; = * ;alors, Xo0Ch =0 <= 4x -3y =0 <= x= ik On peut alors prendre, par

exemple, y =4, donc x = 3.

3
Ainsi, |Gy = (4) !

Posons C| = <x> ;alors, X1C; =0 <— {
y

exemple, x =y = 1.

1
Ainsi, |C) = (1> .

n Ona:P= } i . La calculatrice nous donne : P~! = _41 _13

1 3\ /2 0O 4 -3
. —1 __ _
On a alors : PDP~' = (1 4> (0 1) ( 11 ) =A.

1
o Initialisation : D! = D = (2 0).

3x—3y=0

Ax—4y =0 <= x =Y. On peut alors prendre, par

0 1
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k
« Hérédité : supposons que pour un entier k > 1 fixé, Df = (20 (1)) . Alors :

20\ /2 0 2k+1
k+1 _ nky _
pi=po= (5 05 )= 1)

n
L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour toutn > 1, D" = (20 (1)) .

E On peut voir que :
A" = (pDP ") (PDP7")--- (PDP)

Or, P 'P =1 donc :

A" = PDLDLD---DP™!
= PD"P!

EOEE )
E( )

—3x2"+4 3x2"-3
= 4_2n+2 2n+2_3

B Corrigé de I'exercice 10. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

P(x) = det(A — xb) = (x— 1)2. En effet, A — xl — (_1 L 3__1x> donc P(x) = (—1 —x)(3 —

x)—4(—1)=x>—2x+1=(x—1)>
Ainsi, P admet une racine double : x = 1.

g (3 oot (7)) (32)-0)
(29696

1—2a —a
4a 2a+1

1—2a —a (-1 =1
4a 2a+1) \ 4 3

) ; la formule est vraie pour n = 1.

PTP!

On veut :

doua=1.

ﬂ e Initialisation : 7 = (1

01

« Hérédité : on suppose que pour un k > 1 fixé, Tk = <(1) ]1€>

1R\ /11 | k+1
k+1 _ ok _
T _TT_<0 1)(0 1)_(0 1 )

L’hérédité est alors vérifiée. La formule est ainsi vraie pour toutn > 1.
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H A*= (PTP)" = PT"P~! = (_Z”H " )

4n 2n+1
B Corrigé de I'exercice 11. [Retour a I'énoncé de I'exercice]
A2+ A=6LetB>—3B=4L.
1
De A? +A = 613, on en déduit que A(A+I3) = 613 donc A x E(A +I3) = I3 donc I'inverse de A
est:
L1 _1
| 3 3 73
1 _ e 11 1
Al=cAtrn)=AT = —f 4
1 _1 1
6 3 6

1
De B> — 3B = 413, on déduit que B(B — 313) = 413, soit B x Z(B —3L) =1 donc:

11 1
| 2 T2 T4
~1 1 11
11 _3
2 2 4
B Corrigé de I'exercice 12. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

x+2y=1
Le systeme Y

peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec A = G g) ,

X+
x=(")etn=]
= =1{,)
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.

Ala calculatrice, on trouve : A~ = ( 3 _2) donc X =A"'B= (_11)

-1 1
L’unique solution du systéme est donc le couple (—1;1).
= \ 3x—=35y=1 s .
Le systeme oy — Ty § peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec
x—"Ty =

= (o)

Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.

N 1 — 1
A la calculatrice, on trouve : A~ = — 7 > donc X =A"'B=— 24 .
11\2 -3 11\ -1
) ) . 24 1
L’unique solution du systéme est donc le couple 11 ; 1)
. —x+2y=-—1 N .
Le systeme peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec
2x+4y =1

-1 2 X -1
1= (3 Y- (as- (1)
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.

S 1 /- 1
A la calculatrice, on trouve : A~! = 3 ( 24 ? donc X =A~'B = 3 (_61)

3 1
L’unique solution du systéme est donc le couple (é_t ; _§) .

304



. Sx+4y=-3 . o ..
n Le systeme peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec
3x+4y=35

5 4 X -3
1= (5 3= )= ()
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.

N 1/4 —4 1/-16
1 N -1 _ — = -1 = —
A la calculatrice, on trouve : A7 = g (_3 5 ) doncX =A"'B ) ( 17 )

17
L’unique solution du systeme est donc le couple (—4 ; Z) .

x+ y—z=1
E Le systtme ¢ 2x—3y+z=—1 peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec
x+2y—z=2
1 1 -1 X 1
A=12 -3 1 |, X=|yletB=|—-1
1 2 -1 Z 2
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.
. 1 -1 1 2 1 2
A la calculatrice, on trouve : A ' == | =3 0 3| doncX=A4A"'B=- (3
715 3\2
. . R . 2 2
L’unique solution du systeme est donc le triplet <§ ;1 §> .
x+2y+3z=4
E Le systtme < 3x+4+2y+ z=0 peut étre écrit sous la forme matricielle AX = B avec
x— y+ z=1
1 2 3 X 4
A=|3 2 1|, X=\|yletB=1{0
1 -1 1 Z 1
Il admet un unique couple de solutions si A est inversible.
. 1 -3 5 4 1 —1
A la calculatrice, on trouve : A1 = — | 2 2 —8|doncX=A"'B==-1]0
16ls 3 4 2\ 3

1 3
L’unique solution du systéme est donc le triplet (—5 ;05 5) .

B Corrigé de I'exercice 13. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

Posons C = (x)
o y

1
c=tern = ()=(4 3) () ()
y -1 =2/ \y —1
— x=2x—3y+1
y=—x—-2y—1
x—3y=-1
<:>{—x—3y:1
— x=-1,y=0

—1
Ainsi, |C =
insi (())
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Ona: { C — AC+B donc, par soustraction, on a :

Upp1 —C =AU, —AC soit U, —C=A(U,—C) soit

D’apres la question précédente, la suite (X)) >0 st géométrique de raison A et de premier terme

e ()-()-()

Ainsi, X, = AX,,_| = A’X, = --- = A"X.
1 1
_ 3 1 1 0 2 2 )
1_ _
ﬂ PDP~' = (_1 _1> (0 _1> (_% —%) = A (avec la calculatrice).

o Initialisation : A = PD'P~1, évident.

+ Hérédité : supposons qu’a un certain rang k, AK = PD*P~1,
Alors, AMt! = AkA = pD* p~'pDP~! = pD*H1p~L

=1
L’hérédité est alors vérifiée. L'égalité est donc vraie pour tout entier n > 1. Pour n = 0,
1’égalité est évidente : A =1 = PP~ !,

voamsaer= (1 0 )2 (0 0

E On sait que X,, = A"X, donc :

2
3 (_1)n+1 3 3(_1)n+1
_ (§+ 2 ) 2
1 —1)" 1, 3(=1)" 1
_§+( ) 14 (2)
9 5(—1 n+1
_ (§+ ( 2)
3, 5(=1"
2T
Ainsi,
_1\n+1
943D 1
U, =X,+C= +
_§+5(—1)" 0
2 2
soit
7 5(71)n+1
U — 3t 73
=
3., 5=D"
-3+
Ainsi, pour tout entier naturel n,
7+5(—1)"+1 . 3+5(—1)"
= — —_— e P —
=7 2 R
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B Corrigé de I'exercice 14. [Retour a I’énoncé de I'exercice]
Raisonnons par récurrence.
« Initialisation : évidente car u; = 1 et 2! = 2.

1 0 1255
+ Hérédité : on suppose que pour un entier k > 1 fixé, AkK= 10 1 0
0 0 2¢
1 0 w\ /1 01 1 0 w+2k 1 0wy
AT =AfA=10 1 0|01 O|=f01 0 |J=|01 0
002/ \0 02 0 0 2t 0 0 2t
L’hérédité est alors vérifiée. L' égalité est alors vraie pour toutn > 1.
n—1 n—1
Uny1—ty =2"donc Y (g —ug) = Y 2k,
k=1 k=1
n—1 n—1
Ainsi, uy —uy = Y 25, soitu, = Y 28,
k=1 k=0
ont+l _q
Par conséquent, u,, = -1 = 2"+l _1.On aalors :
10 2ntl—1
A"=1{(0 1 0
00 2"
B Corrigé de I'exercice 15. [Retour a I'énoncé de I'exercice]

0,7 0,6
A= (0, 3 0,4>
¢ Initialisation : U} = AUy par définition de A donc I’initialisation est réalisée.
+ On suppose que pour un entier naturel k fixé, U = A*U.
Alors, Uy, = AU, = A x AFUy = A1,
L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour tout entier naturel n, U, = A"U.

= 0,67 0,66 0,667 0,666 0,6667 0,6666
2 ) ’ 3 _ ) ) 4 ) 5
AT = (0,33 0,34)’A N (0,333 0,334) etA” = (0,3333 0,3334)'

On peut supposer alors que lim A" =
n—y+oo

)(53)

W= WIN

2
etdonc lim a, = 3 et lim b, =

n——+oo n—r+oo n—+oo

W= W[ W= W

N——

Ainsi, lim U, = (

W= WIN
W= W

I
N
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B Corrigé de I'exercice 16. [Retour a I’énoncé de I'exercice]

11
(2 2
3 3

¢ Initialisation : U; = AUy par définition de A donc I’initialisation est réalisée.

+ On suppose que pour un entier naturel  fixé, Uy = A*Uj.
Alors, Uy, = AU, = A x AFUy = AL,
L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour tout entier naturel n, U, = A"U.

! O) donc P et Q sont inverses

A la calculatrice (par exemple), on vérifie que PQ = QP = (0 1

I’une de I’autre.

U] SiA=QDP =P 'DP, alors PA= PP~'DP = DP et PAP"' = DPP~! = D.

On trouve alors D = (1 (1)) .
0 %

On en déduit que A" = (QDP)" = QD"P et donc U, = A"Uy = QD" PUj.
En effectuant le calcul, on trouve ce qui est demandé.

E On trouve alors lim u, = lim v, = —.
n—s+o0 n—s+o0 5
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