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INTEGRALE DE GAUSS
PARTIE A

Dans cette partie, k est un réel strictement supérieur a 1.
1. On considere la fonction ¢ définie sur [0;k[ par :

Ox - x»—>x+(k—1)ln(1—%)

(a) En étudiant les variations de ¢, montrer qu’il existe une unique valeur r dans ]1; k[
telle que ¢i(r) = 0.

(b) En déduire le signe de ¢y (x) sur [0;k[.
2. ATaide de la fonction ¢, montrer que 1’équation :

X k-1
X __)
€ —(1

admet x = r comme unique solution sur [0;k[.

3. On considére la fonction ¢, définie sur [0; k[ par :

(a) Montrer que @i (x) > 0 sur [0; k.

Indication : utiliser I'inégalité e™ > 1 —u pour u € [0;1] et la croissance de la fonction

Ul—>1}k.

(b) Calculer @ (x).
(c) Montrer que @, (r) = 0 et en déduire le signe de ¢, (x) sur [0; k(.
(d) Montrer que :
r r\k-1
Px(r) = T (1 - E)
4. On considere la fonction W, définie sur ]0;1[ par :

W x e x(1 —x)k_1

(a) Montrer que pour tout x de ]0;1] :
1
W) < W (1)

(b) En déduire que pour tout x de ]0;1] :
W (x)] < L
A=k

Indication : utiliser la croissance sur [0;1] de la fonction u +— u*=1,
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5. A l'aide des variations de la fonction ¢;, montrer que pour tout x de ]0; k| :

|lpx(x)] <

| =

Indication : @i(r) = (%)

6. (a) Déduire de la question précédente que pour tout réel x de [0; VK[, on a :

2\ k
-x2 _X_
SR Y

(b) En déduire que pour tout x de [0;1],on a:

e kx* _ (1 - xz)k

1
<
Tk

1
S_
k

7. Déduire de tout ce qui précede que pour tout réel k strictement supérieura 1, on a :

1 1
|\/Ej e’ qx — \/%J (1 —x2)k dx
0 0

1
S _
vk
PArTIE B

On consideére les suites définies pour n € N par :

Jo=1

1
I, = g t !
" \/EJ;e x € ]n:f(l—xz)ndxsinzl
0

1. (a) Montrer que pour toutneN,ona:

\/ﬁ 2
I, = J e ¥ dx
0

. . . . e . . 2
Indication : considérer, en justifiant son existence, une primitive F de x > e™™.

(b) Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :

1
<

W

2. (a) Montrer, a 'aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel n non

\/E 2
f e ¥ dx—nJ,
0

nul : )
n
Jn= (2n +1 )]”_1
(b) En déduire, a I'aide d’un raisonnement par récurrence, que pour tout entier naturel
n:
= (2" n!)?
T (2n+1)!

On rappelle que n! =2 x3x---xn.
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ParTIE C

1. On considere la suite (W,,) définie pour tout entier naturel n par :
WO = % .
2
W, = f (cosx)"dxsin>1
0

(a) Calculer W;.

(b) Montrer, a l’aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel n supérieur
ouégala2,ona:
n-1

W= (= ) Wi

(c) En déduire que pour tout entier naturel n, W,, > 0.
2. On considere les deux suites définies pour tout entier naturel n par :
Ay =Wy, et B, = Wi
A l'aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que pour tout entier naturel n, on a :

T (2n)! (2"n!)?
t B, = ——
¢ " 2nt )

Indication : a l'aide de la question 1, montrer que les suites (A,,) et (B,,) vérifient une relation
de récurrence d’ordre 1.

3. On considére la suite définie pour tout entier naturel n non nul par :
By =nW, W,

(a) Montrer que cette suite est constante et préciser sa valeur.
Indication : exprimer P, en fonction de P,_; a l'aide de la relation de récurrence obtenue a
la question précédente.

(b) Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

TC

AnBy = 4n+ 2

(c) Montrer que pour tout entier naturel #» non nul :

2An _ n

B =
B 5= T2

(d) Déduire de tout ce qui précéde que pour tout entier naturel  :

B T
B,=+|-2
ViB, A, dn+2
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4. (a) Montrer que pour tout entier naturel n et pour tout x de [0; %] :

2n+2 < ( 2n+1 < ( )Zn

(cosx) COS X) Cos X

Indication : on pourra étudier le signe de o, : x +> (cosx)P — (cos x)P*L sur [0;%], ol
peN.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n,on a:

Wonia S Wopy1 W5, puis

IA
> |:Ud
IA
—_

A
5. (a) Simplifier —ntl puis en déduire la valeur de: lim —.
" n—+oo A,

(b) Donner la valeur de lil’i’l \/nB,, puis celle de 1ir+n \VnJ,.
n—>+o00 n—+00

t

(c) En déduire alors la valeur de tlim e dx.
—+o Jo
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CORRECTION

ParTIE A

1. (a) La fonction @ est dérivable sur [0; k[ comme somme d’une fonction polynéme (x

x) et d'une fonction logarithme définie sur cet intervalle (x > (k- 1)1n(1 - ;(—‘))

-1 1-k k-x+1-k 1-x
=1+ = = .
1-% k—x k—x k—x
Sur [0;k[,k—x>0etk>1doncl-x>00<x<1.

Ainsi, O est croissante sur [0;1] et décroissante sur |1;k[; elle atteint donc donc

Sa dérivée est @/ (x) =1+ (k—1) x

1
maximum en x = 1, qui est Pp(1)=1- (k- 1)ln(1 _E)> 1>0.

De plus, @,(0) = 0 et lim Py (x) = —co (en effet, lim(l - %) =0"et lim InX = —c0; de
x—k x—k X—0+

plus k=1 > 0). On a alors le tableau de variations suivant :

X 0 1 k

Dy (x) / \

Ainsi, d’apres le théoreme de la bijection, il existe un unique réel r dans |1;k[ tel que
CDk(T) =0.
(b) De ce qui précede, nous pouvons affirmer que :
e Pour 0 <x <r, @(x) > 0.
e Pour r <x <k, Pr(x) <0.

2. Nous avons les équivalences suivantes :

k— x
0<x<k, e_x:(l—%) ! <:>e"‘:e(k_1)ln(17)

m—x:(k—l)ln(l—%) care’=e’ @a=10
— Dp(x)=0

x=r d’apres la question 1.

3. (a) Pour 0 <u <1,onalinégalité : e ™ >1—u. Or,pourO§x<k,0§l—;(—c<1donc

X X . . . .
e r>1- T Ainsi, en composant par la fonction v — vk croissante sur [0;1],ona:
_x\k x\K
(1) =(1-)
D’ou :
X X k
e " >(1- —)
( k

Ainsi, @(x) > 0 pour x € [0; k[.
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(b) La fonction ¢y est dérivable sur [0;k[ comme somme de deux fonctions dérivables
sur cet intervalle (la fonction exponentielle inverse x — e, et la fonction polynéme

k
X (1 - ?{—‘) ).
Sa dérivée est :

, y 1 x\k-1
oi = ek )(1-)
Soit :

r

k-1
(©) @(r) :—e—r+(1 ‘%) .
De plus, @y (r) = 0 (d’apres la question 1) donc nous avons :

Dp(r)=0 e r+(k—1 1n(1—£):o

1)__r
)=
elk=1)In(1-F) _ o—r
k-1
(:)(1—E) =e’

Du raisonnement que ’on vient de faire, nous pouvons écrire : ¢, (x) > 0 & Dy(x) >
0. Ainsi :
e Si0<x<r,alors (pl’((x) > 0.
e Sir<x<k,alors @ (x) <0.
’

k-1
(d) D’apres la question 2,e™" = (1 - E) .

pir={-4]” -4

p=(-5f” (1)

Ainsi :

Soit, en factorisant :

Soit :

pi=i(-¢)”

4. (a) La fonction W est dérivable sur R comme fonction polyndme et sa dérivée est :

W (x)=1x(1-x) T +xx(k=1)x(~1)x (1 -x)*2

W (x) = (1-x)2[1 - x— (k—1)x]
W/ (x) = (1 —x)F2(1 - kx)
1
Ainsi, sur ]0; 1], ‘I’k'(x) >0o 1-kx >0, soit x < —, car pour tout x dans |0;1[, 1 -x >0,

~k
donc (1 -x)*2>0.
On a ainsi le tableau de variations suivant :
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W (x) ////// \\\\\\

0 0

Ainsi, pour x €]0;1[, Wi (x) < W (%), ce qui revient a écrire :

(ol < ()

o) W(})=t(1-4)"
De plus, k > 1 donc :
0<1—%<1

Ainsi,

k—

1 k-1 . ‘
0< (1 - —) <1 car la fonction u — u*~! est croissante sur ]0;1|

et donc

0<r(1i-1) <]
k k k

Ainsi, du résultat de la question précédente, nous pouvons écrire :

x €]0;1[= [W(x)l <

x| =

5. De la question 3.(c) et de la remarque faite dans ’énoncé - a savoir que @i(r) = \Ifk(ﬁ),
nous pouvons écrire :

X 0 r k
" Q%G)\\\\\‘
Pr(x
0 / ek
Ainsi, pour x € [0;k[ :
Pl < W) (1
Or,0< % <1 donc, d’apres la question 4.(b) :
r 1
Yl-)< = 2
k (k)— k )
D’apreés (1) et (2),ona:
pu(x)) < =
@kX._k
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6. (a) De la question précédente, on peut écrire :

k1
0< k —3/_(1_2) < =
<y<k=le ey
En posant y = x2, cela devient :
2k
1
0<x*<k =12 <2
ceckm 12 <!
Soit :
2\ k
0<x<Vk = e‘xz—(l—%) s%

(b) Considérons le résultat de la question précédente et posons x = Vkz. On obtient
alors :

2N\ k
k

0<Vkz<Vk = e_(‘/’zz)z— 1—@ 5%
Soit :

0<z<1l= e_kzz—(l—zz)k

0<x<1l= e_kxz—(l—xz)k

7. Pour toutk>1,0ona:

1 1
‘\/%J e’ dx - V%J (1 —xz)kdx
0 0

= |\/EJ: (e_k"2 — (1 —xz)k)dx
=Vk J;l (e_k’c2 —(1 —x2)k)dx
S\/Ejol e_k"z—(l—xz)k

1
1
< \/%j de d’apres la question 6.(b)
0

dx

1
<— CQFD.
vk
ParTIE B

) ) . . , )
1. (a) La fonction x — e™ est continue sur l'intervalle R, comme composée de la fonction

exponentielle et de la fonction carrée. Ainsi, elle admet une primitive sur R.

L du .
On pose u = x\/n; ainsi, si 0 < x < 1, alors 0 < u < /n. De plus, P = /n, soit
X
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du = \/ndx.
Ainsi : N
1 n
J e_(\/ﬁx)z\/ﬁdx = j e du
0

0

(b) D’apres la question 7 de la partie A, en remplagant k par n,onan>2et:

1

\/%Ll e—kxzdx—«/ﬁfol (1 —xz)kdx <

Soit, d’apres la question précédente :

1
< —

\/ﬁ 2
I e ¥ dx—nJj,
0

5

]nzfll x(l—xz)ndx
0

On pose alors u’(x) = 1, donc u(x) = x, et v(x) = (1 —x?)", et on a alors :
xv'(x) = 2n(=x?)(1 = x?)" 1 =2n(-1+1-x?)(1 —x?)""' = —2n(1 - x?)"1 +2n(1 —x?)".

Ainsi : .
], = [x(l - x2)”]0 +2n],_q — 21,
Soit :
(2n+1)], =2n],4
Ainsi :
2n
]n - m]n—l
2p1)?
(b) Soit P, la propriété: <], = % >,
e Initialisation. ons
(2001
=1]et — =
Jo=tetho: o557,

La propriété P, est donc vraie.

e Hypothese de récurrence : supposons que P, soit vraie pour un certain rang n.
D’apreés la question 2.(a),on a :

2(n+1)

St = S+ 1

Jn

2n+1) (2"n!)>
2n+3  (2n+1)!

Jne1 = par hypothése de récurrence

_ 2(n+1)x(2n+2) (2"n!)?
Jor = 2n+3)x(2n+2) " (2n+1)!
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(2% (n+ 1))’
St = 3

L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, P, est vraie pour tout entier naturel n.

ParTIE C

7 4
1. (a) Wy = J cosxdx = [sinx]j = sing —sin0=1.
0
(b) On peut écrire :
2

(cosx)" = (cosx)* x (cosx)" % = (1 - (sinx)z) x (cosx)" ™ = (cosx)" % — (sinx)? (cos x)"~

Ainsi :

(S

_ % n-2 . n-2\ .:
W, = j (cosx)" “dx —j (smx(cos X) )sm xdx
0 0

En posant u’(x) = sinx(cos x)"? et v(x) = sinx dans la seconde intégrale, on a alors

u(x) = — (cos x)”_1 et v’(x) = cosx. D’ou :

1 I S T P
W,=W,_,- [— sinx(cosx)" ] + (cosx)"dx
-1 0 n—1 0
Soit : .
Wy=Wy_o— ann
D’ou :
n
n—1 Wy =W,
Ainsi :
n-1
W, = " Wi-2

(c) Wy > 0 et donc, d’apres la question précédente, pour tout entier naturel k non nul,

Wy > 0 car > 0.

De plus, W; > 0 et donc, par un raisonnement analogue, Wy, > 0.
Ainsi, W, > 0 pour tout entier naturel n.

2n—1 2n-1
2. Ol'l a . An = WZn = WZ(n—l) = n—1-
2n (2! 2n
e n)!
Posons Pn: <A, = 3 X (12 >,
e Initialisation.
T 0!

TC .
AOZWO:EetPOAOZEXW:

L’initialisation est alors faite.

e
2
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e Hypothése de récurrence.
Supposons que P, soit vraie pour un certain rang n. Alors :

2n+2-1
A1 = Wouin nZn 3 W,, d’apres la question 1.
Donc : _— !
+
nil = ZZ —5 % % 451(1:1!)2 par hypothése de récurrence
Soit :
e (2n+1)!x(2n+2)
AVH—] ==X n 2
2 4 n!)?x2(n+1)x2(n+1)
Ainsi : 5 |
+1))!
LT (@it

LT e (4 1)1)2

L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, P, est vraie pour tout entier naturel n.

(2"n!)?
.

(2n+1)
2n 2n
Bn:W2n+1:2n+1 =

e Initialisation. )
1 x0!
B():Wl:letQO:BO:%

L’initialisation est alors faite.

Posons maintenant Q,, : < B,, =

=1.
e Hypothése de récurrence.
Supposons que Q,, soit vraie pour un certain rang n. Alors :

2(n+1) B 2(n+1)>< (2"nh)?  (2"nN)? x2(n+1)x2(n+1)

By =

2n+1)+1"  2n+3 " (2n+1)!  (2n+1)!x(2n+2)x (2n+3)

Finalement :
(2" (n+1)!)2

(2n+3)!

Bn+1 =

L’hérédité est alors vérifiée ; la propriété Q,, est alors vraie pour tout entier naturel n.

1 2
3. (a) Ona:P,=nW,W, , =n"W, ,x_ W, = (1=2)W, s W 5 = By .

De plus, Py=0et P, = W; W, = 0. Ainsi,_la suite (P,) est constante et vaut 0.

(b) D’apres la question 2,on a:

AB, = L2 (2n)! x (2"n!)? o 1 [(w
2 4n(n)2(2n+1)! 2 2n+1 |[4n+2
(c) Ona:
A
( B,zl)B—: =nA,B, = 4:7{ 5 d’aprés la question précédente
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(d) De la question (c), on déduit :

Soit :

B nm
B, =.|2n
ViB, A, dn+2

4. (a) Posons 0,(x) = (cosx)P(1 —cosx) sur [ = [0; %]
Surl,0<cosx<1donc0<(cosx)’ <1let0<1-cosx <1 pour tout entier naturel p.

Ainsi, (cos x)P*! < (cosx)P pour tout entier naturel p d’ou :

VYneN,Vxe [0; %], (cosx)?"2 < (cosx)*"! < (cosx)*"

(b) Des inégalités précédentes, on peut déduire :

: 2142 : 2n+1 : 2
VneN,J (cosx)"* dxsf (cosx)"* dxsf (cosx)“"dx
0 0 0

Soit :

’V” eN, Wy <Why1 < Wy,

On en déduit alors que pour tout entier naturel n :

Wonia ~ Wopia
V\if:r < V\if:r <1 carW,>0

Or, Wa,10 = Wa(us1) = Apyr et Wo1 = B, d'ou:

<1

A B
V c N, n+1 < n
n A =

n n

>

5. (a) D’apres la question 2,0n a:

Apr  (2(n+1)!'x4"(n))?  (2n+1)(2n+2)

A, A ((n+1))2x(2n)!  4(n+1)2

Ainsi :

A
lim A”—H =1 rapport des termes de plus haut degré
n—+co "

Par conséquent, d’apres la question 4.(b), en utilisant le théoreme des gendarmes, on
a:
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(b) D’apres la question 3.(d),on a:

. . B, nrw T
Jm VB, = lm (JoR < pms =4

Vr
2

Ainsi :

lim vnB, =

n—+00

D’apres la question 2 de la partie C et la question 2.(b) de la partie B, B, = J,,. Ainsi :

Vr
2

lim \/E]n =

n—+oo

(c) D’apres la question 1.(b) de la partie A, pour n > 2:

\/ﬁ 2
I e ¥ dx—nJj,
0

N

D’ou
Vi
lim j e dx—+nJ,|=0
n—+o0o 0
Soit :
\M 2
. - . T , N . -
lim e dx= lim VnJ, = £ d’apres la question précédente
n—+oco J n—+c0 2
Finalement, on a :
t
. 2 TC
lim [ e¥dx= £
t—=+00 Jo 2
+00 )
Remarque. L’intégrale e " dx est une intégrale de Gauss. Elle est notamment utilisée en

0
statistiques (loi normale centrée réduite).
A l'aide du résultat obtenu ici, on peut déterminer la fonction de densité f de sorte a ce que

+00

f(x)dx =1.

En effet, on sait que J

—0

+00

, On

2 oo q 2
e dx = vVt donc J —e ¥ dx =1 et donc, en posant x = —
. P V2

1 teo u?
a:dx = —du et on obtient J e 2du=1.

V2 o V21
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