Géométrie dans l’espacee
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Prerequis

e Géeométrie euclidienne plane
e Produit scalaire dans le plan



Dé&finition

Droites paralléles
Soient Z et 2’ deux droites de I'espace.
On dit qu’elles sont paralléles si elles vérifient les deux conditions suivantes :

e eclles sont coplanaires ;

e elles sont confondues ou n’ont aucun point en commun.

On note alors : 2//2'.

rque

Dans 'espace, deux droites sans intersection ne sont pas nécessairement paralléles.

PyY8priétés

Propriétés sur les droites
e Deux droites paralléles a une méme droite sont paralléles entre elles.

e [l n’existe qu’'une seule droite paralléle & une droite donnée passant par un point extérieur
a cette droite.

Dé&finition

Une droite est paralléle a un plan si 'intersection des deux est vide.

Droite paralléle a un plan

PyY8priétés

Propriétés sur les plans et les droites

e Si deux plans non confondus de I’espace ont un point en commun, alors leur intersection
est une droite contenant ce point.

e Si une droite est parallele a un plan, toute droite paralléle & la premiére est paralléle au
plan.

e [l n’existe qu’'un seul plan paralléle & un plan donné passant par un point donné.

e Si deux plans sont paralléles & un troisiéme, alors ils sont paralléles entre eux.

ThHEeoreme

Si un plan contient deux droites sécantes et paralléles & un autre plan, alors les deux plans sont
paralleles.

riété

!

Si Z est une droite paralléle & un plan &2, alors tout plan &’ contenant 2 non paralléle & &2
coupe ce dernier en une droite paralléle a Z.




THE&oréme

Théoreme du toit
Soient &2 et &' contenant respectivement deux droites paralléles & et &'.
Si les deux plans sont sécants, alors leur intersection est une droite paralléle & & et &',

PPOpricté

Si deux plans sont paralleles, tout plan qui coupe I'un coupe 'autre et les droites d’intersection
sont paralléles.

Me&thode

Pour déterminer I'intersection de deux plans & et &’ sécants selon une droite &, on peut :

Trouver ['intersection de deux plans

e soit trouver deux points distincts A et B appartenant aux deux plans ; on a alors 2 =(AB).

e soit trouver un point A sur les deux plans et une droite A dans un plan, qui est paralléle
a lautre plan.Z est la droite paralléle a A passant par A.

e soit trouver un point A sur les deux plans et une droite A intersection de & et d’un plan
parallele & &2'. 2 est la droite paralléle & A passant par A.

Mé&thode

Pour déterminer 'intersection d’une droite & et d’un plan &2, on peut :

Trouver ['intersection d’une droite et d’un plan

e soit trouver une droite A de & coplanaire et sécante avec 4. Alors, 2N ¥ = P N A.

e soit trouver un plan &’ contenant &, puis déterminer l'intersection des plans & et &2,
Alors, 7N P = 2N A. Cest la méthode du plan auziliaire.

Nous allons maintenant aborder la notion de vecteurs dans I’espace. Nous verrons que nous n’allons
que généraliser ce que nous avons vu pour les vecteurs du plan.

D&finition . . ,
Vecteurs dans [’espace

Un vecteur de 'espace est un objet géométrique défini par :
e SOn sens
e son orientation

® Sa norme

Soient un point A et un vecteur % de lespace. N
Il existe un unique point M de l'espace tel que : AM = %.

De plus, toutes les régles de calculs valables dans le plan le sont aussi dans l'espace (addition,
relation de Chasles, etc.), de méme que les régles de colinéarité ou de vecteur directeur de droites.



D&finition . , o
Vecteurs cop lanaires

Soient @, U et W trois vecteurs de ’espace.
Soit O un point quelconque. On considére alors trois points A, B et C tels que :

OA=7 , OB=7 e OC=1.

Les vecteurs 1, U et W@ sont dits coplanaires si les points O, A, B et C sont coplanaires.

PPopriété
Soient U et ¥ deux vecteurs non colinéaires de 'espace.

Les vecteurs 2, U et W sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels \ et u tels que :

—>
V.

W=Au+p

Soit A un point de I’espace appartenant & un plan .
Soient ¥ et ¥ deux vecteurs non colinéaires de direction respective paralléle a 2.
Alors, &2 est I'ensemble des points M de I'espace tels que :

AM = \T + u7,

ou A et p sont deux nombres réels.
On note alors : & = (A; U, V).

Soient A et B deux points de 1'espace, et soient % et ¥ deux vecteurs non colinéaires de ’espace.
Alors, les plans (A; W, 7) et (B; W, U) sont paralléles.

THE&oréme

Soient ?, 7 et k trois vecteurs non coplanaires de ’espace &. Alors,

VZ e I (v;y;2) R T=217 +yj +2k.




Démonstration

e Existence. . . .. .
Soient O, A, B, C et M des points de & tels que OA = 7, OB = ?, OC =k et OM = 7.
O, A et B définissent un plan car 7, 7 et k ne sont pas coplanaires. Ainsi, la droite (OC)
et le plan (OAB) sont sécants.

Par conséquent, la paralleéle & (OC) passant par M coupe le plan (OAB). Notons M’ le
point d’intersection.

[C M

M’ appartient au plan (OAB) donc les vecteurs 7, 7 et OM’ sont coplanaires ; il existe
donc deux réels x et y tels que OM' =z7 & y?.

De plus, (MM’) et (OC) sont paralléles donc les vecteurs MM’ et % sont colinéaires. Il
existe donc un réel z tel que MM = z%.

On en déduit alors :

U:OM:OM’%—M’M:x?%—y})%—zZ.

e Unicité.
Supposons qu'il existe deux triplets (z;y;2) et (z';y;2') tels que :

sz?—ky})—kzz:x’?—ky'?—kzlz.

Alors,

—

(m—x’)?%—(y—y')})jt(z—z')Z: 0.
Supposons que z — 2’ £ 0. Alors,

>_z—a> y—y—
- J>

z—z z—z

ce qui contredit le fait que les vecteurs —i), 7 et % ne sont pas coplanaires. On en déduit
alors que z = 72/.

Avec un raisonnement analogue sur x et y, on montre que x = 2’ et y = ¢/'.

D’out I'unicité du triplet. L




Définitions , )
_ B(LS@ dff lfiS])(LCf)/ et (:0()7’(Z()71/7L665

- — —
Soient ¢, j et k trois vecteurs non coplanaires de I’espace. Soit @ un vecteur quelconque de
I’espace.
- > —

e On dit que (z ] k:) est une base de 'espace;

e SiT=xi+ y7 + 27;, alors on dit que le triplet (z;y;2) constitue les coordonnées de
7 dans la base (7, 7, ?)

x est appelé 'abscisse, y 'ordonnée et z la cdte de .

Les opérations sur les coordonnées ainsi que les régles sont les mémes que dans le plan (addition,
multiplication par un réel, colinéarité, milieu).

Repeére de l’espace
_
Pour tout point O, de I'espace, on dit que (0;7,7,%) est un repére de 1’espace si les

vecteurs ¢, j et k ne sont pas coplanaires.

EX€émple

Différents calculs dans un repére
Dans un repére (07, 7, Z), soient A(—1;2;—3), B(2;—2;—1) et C(0;3;—2).
o AB(2—(=1);—2—2;—1— (—3)), soit AB (3;—4;2).
AC(0—(~1);3—2;-2— (=3)), soit AC(1;1;1).
BC (0 —2;3— (=2); -2 — (—1)), soit BC (—2;5;—1).

Il n’y a pas de triplet proportionnel donc il n’y a pas de vecteur colinéaire. Ainsi, A, B et
C forment un plan.

Le milieu I de [AB] est :
=142 2=0 —ai— 1
(25220 - (5i0i-2)

Dé&finition ) . o ,
_ Représentation paramétrique d’un plan

Soit A(za ;ya;za) un point de Pespace, et soient @ (a;b;c) et U (a';V ;) deux vecteurs non
colinéaires de I’espace.
On dit que le plan (A; ¥, ¥) a pour représentation paramétrique :

T =z + Aa+ pa
y=ya+Xb+pub , (A;p) ER”
z=zp+ Ac+ uc




Le plan de représentation paramétrique :

2 =542\ — 6y
y=3—A+p , (M) e R%
z=—243\-5u

caractérise le plan (A; @, 7), ou A(5;3;—2), W (2;—1;3) et ¥ (—=6;1;—5), car ¥ et ¥ ne sont
pas colinéaires.

Dé&finition ) . L . .
_ Représentation paramétrique d’une droite

Soit A(wa ;ya;2za) un point de I'espace, et soit U (a;b;c) un vecteur de I'espace.
On dit que le systéme :

r=uxA+ ka

Yy =ya+ kb , keR

z=12zp+ kc

est une représentation paramétrique de la droite de vecteur directeur ¥ passant par A.

Soient A(—1:1;3) et B(5;—2;—3) deux points d’un repére (0: 7, 7, ?)
Alors, N
AB(6;-3;-6).

Un vecteur directeur de (AB) peut donc étre @ (—2;1;2).
Par conséquent, une représentation paramétrique de la droite (AB) est :

x=—-1-2k
y=1+k , keR
z=3+2k
Orthogonalité de droites et de vecteurs de [’espace

e On dit que deux droites du plan sont orthogonales lorsque leurs paralléles respectives
passant par un méme point sont perpendiculaires.

e On dit que deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur support sont orthogonaux.




A Deux droites perpendiculaires sont nécessairement coplanaires alors que deux droites
orthogonales ne le sont pas forcément.

e Si deux droites sont orthogonales, alors toute paralléle & I'une est orthogonale a 'autre.

e Si deux droites sont paralléles, alors toute droite orthogonale & 1'une est orthogonale a
Iautre.

Orthogonalité droite/plan

Une droite est dite orthogonale a un plan si elle est orthogonale & toutes les droites de ce
plan.

THEeoreme

Si une droite Z est orthogonale & deux droites sécantes du plan &2, alors elle est orthogonale &

Z.

PrOpriétés
e Si deux droites sont orthogonales & un méme plan, alors elles sont paralléles.

e Si deux droites sont paralléles, et si I'une est orthogonale a un plan, alors I'autre 1'est
aussl.

e Si deux plans sont orthogonaux a une méme droite, alors ils sont paralléles.

D&finition o
_ Plans perpendiculaires

On dit que deux plans sont perpendiculaires si 'un d’eux contient une droite orthogonale &
I’autre plan.

PrOpriétés
e Si deux plans sont paralléles, tout plan perpendiculaire a I'un est perpendiculaire a ’autre.

e Siun plan & est orthogonal & une droite & et perpendiculaire & un plan &', alors Z et
P’ sont paralléles.

D&finition X
_ Vecteur normal a un plan

Soit & un plan et & une droite orthogonale & &.
On dit qu'un vecteur ¥ est normal & &2 si U est un vecteur directeur de 9.




Dé&finition

Projeté orthogonal d’un point sur un plan
Soient & un plan et M un point de 'espace extérieur a <. Soit alors & la droite orthogonale
a & passant par M.

On définit le projeté orthogonal de M sur & comme étant le point d’intersection de Z et

K4
D&finition L : : :
_ Projeté orthogonal d’un point sur une droite

Soient & une droite de I'espace et M un point de l'espace extérieur a Z. Soit alors & le plan
orthogonal & & passant par M.
On définit le projeté orthogonal de M sur Z comme étant le point d’intersection de & et

rque

E S

Les propriétés valables dans le plan sur les produits scalaires le sont aussi dans ’espace.

THE€oréeme

Si une droite est orthogonale a deux droites sécantes d’'un méme plan, alors elle est orthogonale
a ce plan.

Démbonstration

Soient Z une droite, & un plan, A et A’ deux droites sécantes de Z2. On suppose que Z et A

(resp. Z et A') sont orthogonales. On veut montrer que Z et & sont orthogonaux, c’est-a-dire

que Z est orthogonale & toutes les droites de .

Considérons une droite A” du plan £2.

Les vecteurs i, U, v’ et v” sont des vecteurs directeurs de, respectivement, 2, A, A’ et A”.
— — = 7

Onadonc: uw -v=u-v =0._

De plus, les vecteurs ¥, v’ et v” sont coplanaires donc il existe deux réels = et y tels que

i - ST

v =20 + yv'. On en déduit :

— —

w-v = - (:EE’%—yv') =X (d-V)+yx (T[-v') =0,

ce qui prouve que A” est orthogonale & £2. |

Deé&finition . )
_ Repere orthonormé

Un repeére (O T, 7, Z:)) est dit orthonormé (ou orthonormal) si :
7

)= -k=k-i=0 e [i=][sl=1kl=1




Quand la condition ||7H = H?H = ||E)|| = 1 n'est pas satisfaite, on dit que le repére est
orthogonal.
PPopriété
Soit M(z ;; z) un point dans le repére orthonormé (0; 7, 7, ?)
Alors,
OM = /22 + 2 + 22.
P¥opriété

—

Dans le repére orthonormé (O 7,7, k), soient A(xa;ya;za) et B(zp;ys;2p).
Alors,

IAB] = /(25 — ) + (5 — ya)> + (25 — 22"

Ces deux derniéres propriétés se démontrent a l'aide du théoreme de Pythagore.

riété

!

—

Dans le repére orthonormé (O; 7, 7, k), soient @ (r;y;2) et U (259 ;2).
Alors,
TV =z +yy + 27

Démonstration

On a :
- — 1 — — — —
@7 =g (12 +1I¥1° = 12 = ¥I°)
= % (2 + 9> +2°) + (2 +y°+27%) = (e =2+ y—y)* + (= 2)%)]
=z’ +yy + 27 u

~
Soient & et &’ deux plans de vecteurs normaux respectifs 7 et n’.
Alors,

—

P 1P —=n-n=0.

10



PYOpriété . ' - )
Equation cartésienne d’un plan

Dans un repére (0; 7,7, Z),

e Tout plan & de vecteur normal 7 (a;b;c), a # 0, b # 0, ¢ # 0, admet pour équation
cartésienne :
P axr+by+cz+d=0.

e Réciproquement, I’ensemble des points M(z;y; 2) tels que ax+by+cz+d = 0, avec a # 0,
b+# 0 et c#0, est un plan de vecteur normal 7 (a;b;c).

Le plan d’équation 3z — 5y + 2z — 1 = 0 est un plan de vecteur normal 7 (3;—5;2).

M&thode P ) . L ; . ,
_ Détermination d’une représentation paramétrique de l’intersection de 2 plans

On considére les plans &2 et &’ d’équations respectives :

P 2x+3y—z2+5=0
P r+y+1=0

Nous souhaitons déterminer une représentation paramétrique de l'intersection de ces deux plans
si elle existe.

Pour cela, on « résout » le systéme suivant, en conservant une inconnue et en la considérant
comme un parameétre (ici, z) :

24+ 3y — 2= -5 2r+3y=2—-5
=
T+ vy = —1 20 + 2y = -2

y=2—3
i r =—-1—(2-23)

y=2-—3
=
B = =&
z =-t+2
& y =t—3 , teR
z=t

L’intersection des deux plans existe et est la droite passant par le point A(2; —3;0) et de vecteur
directeur @ (—1;1;1).

11



Ode Intersection d’une droite et d’un plan

On considére le plan &2 d’équation :
or+y—2+3=0
et la droite & passant par A(0;1;3) et de vecteur directeur u (1;0;3).

On vérifie d’abord que £ et 2 se coupent en un point.
Un vecteur normal & & est 7 (5;1;—1);donc, @-7 =5x1+1x0+(-1)x3=2+#0
donc Z n’est pas paralléle & & : il y a donc un point unique d’intersection.
Appelons-le L.

Déterminons les coordonnées de 1.
La représentation paramétrique de & est :

x =1t
y =1 , teR.
z=34+3t

Etant donné que I appartient & 2, il existe un réel k tel que I(k;1;3k + 3).

En substituant les valeurs de z, y et z en fonction de k£ dans I’équation cartésienne de &,
on a :

5k +1—-(3+3k)+3=0
& 2k+1=0
1

1
Finalement, on a : I —= ;1 ;§ .
2 2

PPopriété . , L
Distance d’un point a un plan

? : 9 N —_ —> g
L’espace est muni d’un repére orthonormal (O; v, 7, k)
Soit & un plan d’équation cartésienne :

P ax+by+cz+d=0

et soit A(xa ;ya ;2za) un point quelconque de l'espace.
La distance du point A au plan & est :

B |axA + bya + cza + d|

e e

12



Démonstration

Notons M le projeté orthogonal de A sur &. Alors, (AM) est orthogonale & &2, donc admet pour
vecteur directeur un vecteur normal & ce plan, soit @ (a;b; c) et donc (AM) a pour représentation
paramétrique :

T =xp+ at

y = ya + bt A teR.

2 =2zp+ct

M étant le point d’intersection de cette droite et de &, on a :
a(za+at)+b(ya +bt) +c(za+ct)+d=0,
soit :

_azp +bya +cza+d
a? 4+ b2 + c? i

On a alors :

AM? = (zm — $A)2 + (ym — 3/A)2 + (2m — ZA)2
AM? — (_aaa:A + bya + cza + d)2 n (_baxA + bya + cza + d)2 o (_CaxA + bya + cza + d)2
a? + b2 + c? a? + b2 + c? a? + b% + c?
(CLJ}A + bya + cza + d)2
(a2 4+ b2 + ¢2)?
(CL$A + bya + cza + d)2
a? + b + 2
laxa + bya + cza + d|

Va2 + b2+ 2

AM? = (a? + B2 + ¢2)

AM? =

AM =

13
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