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D&finition . o o
Variable aléatoire discrete

On considére une expérience aléatoire sur un univers € fini.
Une variable aléatoire X est une application de €2 dans R qui, & chaque issue, associe un
nombre réel.

Si 'on considére 'expérience aléatoire consistant & jeter un dé cubique non truqué, et si X est
la variable aléatoire représentant 1’ensemble des issues possibles, alors X = {1;2;3;4;5;6}.

X:Q—11;6]
w i X(w)
Loi de probabilité d’une variable aléatoire discrete

Soit X : 2 — R une variable aléatoire.
La loi de probabilité de X est la donnée :

Des valeurs possibles {x1;z5;...;2,} prises par X;
Des probabilités P (X = x;), pour ¢ variant de 1 a n, de sorte que :

En général, on donne la loi de probabilité de X sous forme de tableau.

Dans le cas de Pexemple précédent (du dé cubique), la loi de probabilité de X est :

x; 112]3[4|5]|6
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Dé&finition . L . . o
Espérance mathématique d’une variable aléatoire discréte
Soit X = {xy;29;...;2,} une variable aléatoire. On note, pour i variant de 1 a n,

On définit 'espérance mathématique de X par :

E (X) = Z LiPi -
i=1




Dans notre exemple précédent,

E(X):lxé+2xé+3xé+4xé+5xé+6xé
:(1+2+3—|—4+5+6)Xé
_2
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Densité de probabilité

Une fonction f : I =[a;b] — R est une densité de probabilité si:
f est continue sur [ ;

BAvzel fz)>0;

/abf(x)dle.

EX€mples

f:10;1] — R est une loi de densité.
1

f:[0;+00[ — R est une loi de densité.

x
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Loi de probabilité o densité

Soit X une variable aléatoire.
On dit que X est & densité f sur I si:

f est une loi de densité;

BAvsci, P(XEJ):/f(x) dz.
J

On considére une variable aléatoire X & densité f sur [0;+oo[, o f(x) =e ™.
f est une loi de densité (vu dans exemple précédent) et donc :

P(X e [1;2]) :/Zex dx




oy
- Union d’intervalles (Admise)

Soit X une variable aléatoire a densité f sur L.
Soient alors J et J’ deux intervalles disjoints inclus dans I. Alors,

PXelJul)=PXel)+PXel).

Soit X une variable aléatoire & densité f sur L.
B voecl PX=0a)=0;
BPIVvidecIx, P(c<X<d)=Pc<X<d)=P(c<X<d)=Pc<X<d).
BvicLPXel)=1-PXe)).

Démonstration

Par définition, P (X = a) = / f(z) dz = 0.

Le passage des inégalités larges aux inégalités strictes découlent de la propriété précédente.

OnaP(Xel)=1,doncP (Xe€JUJ) =1, etansi P(X€J)+P(XeJ)=1doule
résultat. |

| Definition |
Soit X une variable aléatoire a densité f sur L.

Soit I’ un intervalle de I tel que P (X € I') # 0.
On définit la probabilité conditionnelle Pxcry (X € J) par :

Probabilités conditionnelles

P(Xe(JND))
P(Xel)

P(XGI’) (X S J) =

Soit X une variable aléatoire & densité f sur [0; 400, out f(z) = e~ . Alors,
p Xeo:s) = SXEBOD o 5A310) = [3:5]
(xe[3;10)) ’ P (X € [3;10]) ’ ’ ’
[—el;
e
ed —e”
p——

~ 0,865453 908 575.
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Dé&finition ) ) . . »
_ Espérance d’une variable a densité

Soit X une variable aléatoire a densité f sur I = [a;b].
On définit 'espérance mathématique de X par :

E(X):/jﬁ@) do .

Loi uniforme sur [a;b]

Soit X une variable aléatoire a densité f sur L.

1
On dit que X suit la loi uniforme si f(z) = p et I=la;0].
—a

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur I = [a; b].

Alors,
d—c

b—a

V(c;d) elxI, P(X€|[e;d]) =

Démonstration

f est continue et a valeurs positives sur I. De plus :

d } d 4 )
/Cf(a:)da: /C;Zd
=)

@ d

' b—a b—a '
On arrive alors au résultat souhaité. [ |

On choisit au hasard un nombre entre 0 et 1. La probabilité qu’il soit compris entre 0,3 et 0,4
est :
P(X€][0,3;0,4])=0,4—-0,3=0,1.

PyOpriété , o
- Espérance mathématique d’une loi uniforme

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur I = [a; b].

Alors, son espérance est :
b
E(X) = a;r .




Démonstration

On a alors le résultat souhaité. [ |

D&finition

Soit X une variable aléatoire a densité f sur L.
On dit que X suit la loi exponentielle de paramétre A si f(z) = Xe™™ et
[=1[0;+o0].

I
.

Loi exponentielle

.
N
N

PPopriété

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre A sur I = [0; +o00].
Alors,
V(c;d) el xI, P(X€[c;d]) =e—e

Démonstration

d
P (X € [c;d]) /)\e)‘xdx

e—)\:c]
WL S
On a alors le resultat annoncé. [ |

On en déduit que pour a > 0,

P(X>a)=e™ e PX<a)=1-e"




Soit X une variable aléatoire suivant une

Espérance mathématique d’une loi exponentielle
loi exponentielle de paramétre A # 0 sur

D’ou le résultat annoncé.

I=10;4o0].
Alors,
1
EX)=-.
()=
t
E(X)= lim [ Aze ™ dz
t—=+o0 [
1 t
= lim |(—z—<]e™ (Intégration par parties)
t——+o00 )\ 0
_ oL —t —t
_t£+moox (l—e — Ate )

PrOpriété
Soit X une variable aléatoire suivant une

[=[0;4o00].
Alors, pour tous réels ¢ et h,

Pasy (X >t +

Durée de vie sans vieillissement
loi exponentielle de paramétre A # 0 sur

h)=P(X>h).

Démonstration

P(X=t+h)N(X>t
Pxsyy X2 t+h) = (( )N ( )

P(X>1t)
_P(X>t+h)

- PX>1)

e A(t+h)

oAt
— o h

=P(X>h).
On a alors le résultat souhaité.




Un appareil électronique a une durée de vie représentée par une variable aléatoire suivant une
loi exponentielle de paramétre A = 0, 03.
La probabilité qu’il fonctionne plus de 5 ans sachant qu’il a déja fonctionné pendant un an est :

Pxs1) (X = 1+4) = e %% ~ 0,886 920 437.

On peut donc s’interroger sur l'utilité de prendre une extension de garantie sur 5 ans sur un
appareil dont la garantie initiale est sur un an. En effet, si 'appareil est en bon état de fonctionner
au bout d’un an, il le sera 4 années avec une probabilité de 0,9.
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