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D&finition . o
Logarithme népérien

On définit la fonction logarithme népérien comme étant la fonction In définie de R} dans R
telle que :
VzeR, In(e")==x
{ VzeR:, "=z

On dit que la fonction In est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.

Graphiquement, cela se traduit par une symétrie de la courbe représentative de la fonction expo-
nentielle par rapport a la premiére bissectrice (droite d’équation y = z) :
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VaeR,VbeER Ina=bea=¢c"

Démonstration

La fonction exponentielle étant continue et strictement croissante, on a :

Inag = b < ™ = ¢b,

Ina

Or, par définition, e™® = a. D’ou le résultat. [ |




RéMarque

Valeurs remarquables
elnl=0(care’=1<mne’=Inl1<0=1Inl).

e lne=1(care! =e < Ine' =lne < 1=1ne).

PPOpriété

La fonction In est strictement croissante sur R .

Sens de variation

Démonstration

Soient a et b deux réels strictement positifs tels que Ina < Inb.
Alors,

Ina < Inb <= ™% < ™’ car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R
= a<b

D’ou le résultat. [ |

riété
Relation fonctionnelle de la fonction logarithme népérien

V (a;b) € R, x RY, In(ab) =Ina+Inb.

Démbonstration

|

D’une part, nous avons :

eln(ab) — ab,
et d’autre part, nous avons :
elnaJrlnb - elna % elnb = ab.
Ainsi,
eln(ab) — elna+lnb
et donc, parce que z =y < e* =e¥ :
In(ab) = Ina + Inb. [

PPOpriété
Soit @ un nombre réel strictement positif et n un entier relatif. Alors :

ln <1> =—Ina ln(a”):nlna
o a

ln(%):lna—lnb ln(\/ﬁ)zélna

Propriétés algébriques




Démonstration

1 1
ax—zldoncln(ax—)zlnlz().
a a

In(a?) =In(a X a) =lna+1Ina =2Ina.

a

On en déduit alors que Ina + In — = 0, soit In— = —Ina.
a
a 1 1 !
In (B) =1In (a X E) =lna+1In 7= Ina — Inb d’aprés le point précédent.

La démonstration se fait par récurrence sur n a laide de la propriété

Ina =1n <\/52> = 2In+/a. D’ou le résultat, en divisant par deux.

EX€mples

ln%:—lni’)

1n§:1n3—1n2

In8 =In

lnﬁ:

—~

23) = 3In2

In7

N | —

BlVvEicR o=k z=¢"
BVYicR, "=k o=k

BV (becR xR, lna=lnb<=a=0

Equations

Démonstrations

Inag =Inb < e =en?
=<=a=>".
lnx:k<:>elnx:ek

— g =eF.

e””:k<:>lnex:lnk:
< xr=1Ink.

Pr8priétés

BlVvEicR o<k z<e
BVEicRy, "<k o<k

B v (b)) cR xR, Ina<Inb<a<b.

Inéquations




Ces propriétés se démontrent de la méme facon que les précédentes.

THEOréme Dérivée de la fonction logarithme népérien (admis)

Sur |0; 400l la dérivée de la fonction logarithme népérien est la fonction inverse.

(Inz) = !

X

Par ce théoréme, on retrouve la stricte croissance de la fonction In sur R’ car sur cet ensemble,

1
- > 0.

Conservation du sens de variation par composition

Soit u une fonction définie sur un intervalle I telle que u(z) > 0 sur L.
Alors, la fonction définie par Inu posséde les mémes variations que u sur I.

Ce théoreme résulte de la propriété a < b <= Ina < Inb.
The€oreme

Dérwée de Inu
Soit u une fonction définie sur un intervalle I telle que u(z) > 0 sur L.

Alors,
ul
Inu) = —
(nu) =~
Démonstration
On sait que :
e’) =7v'e
( v)/ ! v

donc en posant v = Inwu, on a :

soit :

ou encore :




	Logarithme népérien
	Valeurs remarquables
	Sens de variation
	Relation fonctionnelle de la fonction logarithme népérien
	Propriétés algébriques
	Équations
	Inéquations
	Dérivée de la fonction logarithme népérien (admis)
	Conservation du sens de variation par composition
	Dérivée de lnu

