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AVANT-PROPOS

Ce livre s’adresse aux éleves de Terminale qui suivent ’enseignement de spécialité « Mathématiques ». Les parents et les
enseignants y trouveront également matiére a accompagner ou approfondir les notions abordées.
Il est conforme au programme officiel de ’Education Nationale francaise en vigueur.

Cette édition est une version revue, corrigée et enrichie de la précédente. Pour chaque chapitre, vous trouverez :

e un cours complet réunissant les outils mathématiques nécessaires a la compréhension de la notion abordée;
o des exercices types, destinés & illustrer les notions fondamentales & maitriser ;
e les énoncés des exercices;;
o leurs corrigés détaillés.
Chaque exercice est accompagné d’une indication de difficulté :
W exercice accessible ;
KK exercice de niveau intermédiaire ;
AR K exercice nécessitant un raisonnement plus approfondi.

Un pictogramme ¢ cliquable accompagne chaque énoncé : il vous redirige vers une page de mon site internet ou vous
pouvez signaler une erreur ou laisser un commentaire.

A la fin de chaque énoncé figure le numéro de la page du corrigé correspondant, sur lequel vous pouvez cliquer pour y
accéder directement.

Chaque chapitre se clot par une section « Objectif bac » composée d’extraits de sujets d’examens des années précédentes.
Ces exercices permettront aux éleves de s’évaluer sur les notions du chapitre, a un niveau représentatif de celui attendu
lors de I’épreuve finale.

En fin de volume, vous trouverez un sujet de bac entiérement inédit, de ma composition. Son niveau est volontairement
légerement supérieur & celui de ’examen, a I'image d’un bac blanc tel qu’on peut en proposer en cours d’année.

Je vous remercie de la confiance que vous accordez a ce livre. Il est le fruit d’un travail long et minutieux ; aussi je vous
serais reconnaissant de le partager avec respect : ce livre est a usage strictement personnel et sa reproduction ou sa revente,
sous quelque forme que ce soit, est formellement interdite.

L’auteur,
Stéphane Pasquet






Bac blanc 02

Exercice 1.1 (5 points)

Une population de bactéries évolue de la maniére suivante : & chaque génération, chaque bactérie se divise, mais
une partie meurt a cause d’un antibiotique.

On désigne par u, le nombre de bactéries (en millier) dans la population au bout de n heures, et on modélise

cette suite a ’aide de la relation de récurrence suivante :

du,, — 1

Un+1 = 2u” T 1-

On considere qu’au début, il y a 2 000 bactéries. Donc, ug = 2.
Calculer u; et us.

Montrer que pour tout entier naturel n,

3

Un+1 ZQ—T_H-

A l’aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que pour tout entier naturel n,

1 < upgr <up <2

En déduire que la suite (u,,) converge.

Pour tout entier naturel n, on pose :
Up — 1

Up — 0,5

a. Montrer que (v,) est une suite géométrique. On précisera alors sa raison et son premier terme.

Up =

b. En déduire une expression de v,,, puis de u,,, en fonction de n.
c. Déterminer alors la limite de la suite (uy,).
Interpréter dans le contexte de ’exercice.

Solution page


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=1.1

Exercice 1.2 (5 points)

Une serre agricole est hermétiquement fermée pendant la nuit. Le matin, a ¢ = 0, on active le systeme de
ventilation. Un capteur mesure la concentration en CO5 dans ’air brassé.
On modélise la concentration en COs (en grammes par metre cube) au bout de ¢ heures par la fonction f définie
sur [0;5] par :
f(t) =6te™".

Calculer , li+m f (%) et interpréter ce résultat dans le contexte de Pexercice.
—1+00

Montrer que, pour tout réel ¢ € [0;5] :
(1) =6(1—t)e "

Dresser alors le tableau de variations de f sur [0;5].

Déterminer la concentration maximale en CO5 atteinte dans la serre.
On donnera une valeur exacte puis une valeur approchée & 10~2 pres.

On admet que la dérivée seconde de f(t) est f”(t) = 6(t — 2)e .
Etudier la convexité de f sur [0;5].

On précisera, s’il y a lieu, les coordonnées du point d’inflexion de la courbe représentative de f, en inter-
prétant ce point d’inflexion dans le contexte de ’exercice.

E a. En utilisant une intégration par parties, calculer :

/0 o) da.

b. En déduire la concentration moyenne p en CO5 a laquelle les plantes sont exposées durant les 5 heures
de ventilation.

On donnera une valeur approchée & 10~2 pres.

a. Compléter le programme (écrit en Python) suivant afin qu’il retourne le temps qui s’est écoulé avant
que la concentration de COy redevienne inférieure a 50 % de la concentration maximale.

Code Python 1-1

1

2 from math import exp
3

4 Cmax = 6 * exp(-1)
5 t=1

6 C=

7

8 while C ...:

9 t =1t + 0.01
10 c=...

11

12 print(t)

b. Ce programme affiche la valeur : « 2.68 ».
Interpréter ce résultat dans le contexte de ’exercice.

Solution page


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=1.2

Exercice 1.3 (5 points)

Une entreprise de cybersécurité étudie la robustesse des mots de passe utilisés par ses employés.
Les mots de passe sont composés a partir des dix chiffres {0,1,2,...,9}.
Un mot de passe est dit fort s’il contient au moins un chiffre parmi {8,9}.

Partie A : dénombrement

Dans cette partie, on s’intéresse aux différentes facons de constituer des codes d’acces ou des mots de passe.
Un mot de passe est une suite ordonnée de 6 chiffres, les répétitions étant autorisées.
Combien de mots de passe différents peut-on former ?
Un code d’acces temporaire est une suite ordonnée de 6 chiffres tous distincts.
Combien de codes d’acces différents peut-on former ?

Un administrateur doit créer un code de validation en plagant dans un ordre aléatoire les chiffres 1, 2, 3 et
4, chacun utilisé exactement une fois.
Combien de codes de validation différents sont possibles ?

Pour tester le nouveau systeme de sécurité, I'entreprise demande a 10 de ses 50 salariés de I'utiliser afin de
voir leurs réactions.
Combien de groupes différents peut-on former ?

Partie B : probabilités

Dans cette partie, on arrondira les probabilités ¢ 10™* prés si besoin.

Un employé crée un mot de passe en choisissant aléatoirement et de facon indépendante 8 chiffres parmi
{0,1,...,9}, les répétitions étant autorisées.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de chiffres parmi {8,9} dans ce mot de passe.

Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

Calculer P(X = 0) et interpréter ce résultat.

Donner la formule qui permet de calculer P(X = 1), puis en déterminer sa valeur.
En déduire P(X > 2) et interpréter dans le contexte de Pexercice.

Calculer l'espérance E (X) et la variance V (X). Interpréter E (X).

Partie C : concentration

Un auditeur en sécurité analyse n mots de passe d’employés, choisis indépendamment.
On suppose que chaque mot de passe a une probabilité p = 0,2 d’étre fort.
On note :

e X, la variable aléatoire qui vaut 1 si le i-eéme mot de passe est fort, et 0 sinon, pour tout entier 7 tel que

1<1<n;
X4+ X : : .
e F, = et L N P proportion de mots de passe forts parmi les n analysés.
n

0,16
Exprimer E (F},) en fonction de n et justifier que V (F,,) = —.
- n

En déduire, a l'aide du théoréme de Bienaymé-Tchebychev, une majoration de P( | F,, — 0,2 | > 0,1) en
fonction de n.

Déterminer le nombre minimal de mots de passe n que 'auditeur doit analyser pour garantir que :

Interpréter ce résultat dans le contexte de I’exercice.

Solution page


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=1.3

Exercice 1.4 (5 points)

Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.
Justifier chaque réponse. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

-

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O 5T, 7, k)
On considere le tétraedre ABC'D de sommets :
A(0;0;0), B(6;0;0), C(0;6;0), D(0;0;6).

On considere de plus le point H (8;8;38).
Affirmation 1 : le plan (BCD) a pour équation cartésienne x +y + z = 3.
E Affirmation 2 : une représentation paramétrique de la droite (AD) est :

a5 = (0)
y=0 , telR.
z = 6t

Affirmation 3 : la droite (AH) coupe le plan (BCD) au point G (2;2;2).
Affirmation 4 : les droites (AB) et (C'D) sont sécantes.

Affirmation 5 : la distance du point A au plan (BCD) est égale a 2+/3.
Solution page


https://mathweb.fr/traitement_erreur.php?livre="Maths Terminale Spe"&exercice=1.4

Corrigé de I’exercice 1.1 page 1
Calcul de uq et us.

4%x2—-1 7
e U = ——— = —.,
'Tox2+41 5
7 28 23
.u2:4><g—1:?—1:z_§
2R SN U
Pour tout entier naturel n,
du, —1=2(2u, +1) — 3,
donc :
du, =1 2(2u,+1)—3 3
un+1: = :2— .
2uy, + 1 2uy, + 1 2uy, + 1

Montrons par récurrence la propriété P(n) : « 1 < tupt1 < tp < 2 ».

o Initialisation.
<2< 2. P(0) est vraie.

ol

7
PournzO:'uO:Qetul:5.0nabien1<
o Hérédité.
Supposons que 1 < upy1 < up < 2 pour un certain entier k > 0.
Montrons que 1 < ugto < ug4+1 < 2.
3

D’apres la question 2, u =2- —

p q ) Wk+42 2Uk+1 +1

Par hypothese de récurrence,

1 < upgr <ug 2= 2 < 2upq <2up <4
— 3 < 2up41 +1 <2up+1<5
= 1> 3 > 5 >§
2uk+1+1 2uk+1 5
— 1< — 5 < = 3 < —-
2uk+1—|—1 2uk+1 5
= 1<2 3 3 z

= 1 < upq2 < Upy1 <2

« Conclusion.

P(0) est vraie et, pour un entier k > 0, P(k) = P(k + 1) donc, d’apres le principe de récurrence, P(n)

est vraie pour tout entier naturel n.

‘4‘ La suite (u,) est décroissante et minorée (d’aprés la question précédente). Donc, d’apres le théoréme de

convergence des suites monotones, (u,) converge vers une limite ¢ > 1.

Unp .
‘ 5 ‘ On pose v,, = T bour tout entier naturel n.
U = 5
2

a. Calculons vy,41 :

qu,, — 1

; _Upp1— 1 2w, +1
+1 = = -
n Un+1_% 4un—1_1
2up +1 2

- <2 <
QU1 + 1 2up +1 5



Numérateur :

dup, =1 CAup —1—-Qua+1)  2u, -2 2(u, —1)
2u, + 1 2uy, + 1 2uy, + 1 2u, +1°
Dénominateur :
dup, =1 1 2(4up —1) = 2Quy+1)  6u, —3  3(2u, — 1)
2up, +1 2 2(2up, + 1) 2(2up +1)  2(2u, +1)°
Donc :

1) 2T
Ul T o T 3(2un — 1)

X

|
Wi Wl b
X

S
g

2
La suite (v,,) est donc une suite géométrique de raison ¢ = 3

Son premier terme est :

w—1 2-1 1 2
U0:71:71:§:7

. . 2 . 2
. (vn) est géométrique de raison = et de premier terme vy = o donc :

2 9\ & 2\ T
Up ==X | = == .
N NE)

On a :
Up — 1 1
Wy = T = Un(Up— 7| =u,—1
1
= UpUn ivn =U, — 1
1
<= unun—unzivn—l
1
— up(vp,—1)=-v, -1
%’Un 1
= u, =
vp — 1
Uy — 2
< =
U 5o, — 1)
D) n+1
En substituant v,, = (3) ,ona:
2 n+1
w (3 -2
9 ((%)n+l . 1)
2 2\" 0—-2 =2

Interprétation : la population de bactéries tend vers 1 (millier), soit 1 000 bactéries. L’antibiotique ne
détruit pas completement la colonie, mais régule sa taille vers un seuil d’équilibre de 1 000 bactéries.



Corrigé de I'exercice 1.2 page 2
On sait que

lim (te™") =0 (croissances comparées), donc :
t—+oo

lim f(t)=6x0=0.

t——+oo

Interprétation : a long terme, la concentration en CO; tend vers 0. La ventilation finit par évacuer complete-
ment le dioxyde de carbone accumulé dans la serre.

La fonction f est le produit de u(t) = 6t et v(t) = e, avec v/(t) = 6 et v/(t) = —e~". Ainsi,

F1(t) = ' @)o(t) + u(t)v'(t)
=6e " +6tx (—e ")
=6e (1 1)

| £(6)=6(1—1)e?|

‘i‘ e~t > 0 pour tout ¢, le signe de f'(t) est donc celui de (1 —t). D’ou le tableau suivant :

i 0 1 5
f'(x) + 0 -
6 —1
f(l‘) 0 . € G 30e—?

On calcule les valeurs aux bornes et au maximum :
f(0) =0, f(1) =6e 1, f(5) = 30e7°.
D’apres le tableau de variations, f atteint son maximum en ¢t =1 :
f(1)=6e"t =221 g/m’.

La concentration maximale en CO, dans la serre est d’environ 2,21 g/m3, atteinte 1 heure aprés I'activation
de la ventilation.

Pour tout réel ¢, e* > 0 donc le signe de f”(t) est celui de (t —2) :

o f"(t) <0 pourt € [0;2]: la fonction est concave.

o f"(t) >0 pour t €]2;5] : la fonction est convexe.

o f"(t) =0 pour t = 2.
f” s’annule en changeant de signe en ¢t = 2, donc la courbe représentative de f admet un point d’inflexion en
th =
Ses coordonnées sont :

(2; £(2)) = (2;12¢72).

Interprétation : en t = 2, soit 2 heures apres 'activation de la ventilation, la concentration décroit le plus
rapidement. C’est le moment ot le systeme de ventilation est le plus efficace pour évacuer le COs.

ﬂ a. On pose :
u(t) =6t et V'(t)=e ",

d’ou :
u'(t)=6 et wv(t)=—e"
Par intégration par parties :

=

5 5 5 5 5
/ 6te " dt = [f 6te*1 7/ 6 x (—e ") dt = [—Gte*t] +/ 6e " dt.
0 0 0 0 0



On calcule chaque terme :
5
{ - 6te_t]0 — 30675 — 0 = —30e",

/05 et dt = [— 6e’t}z — 675 1 6.

Donc : 5
/ f(t)dt = —30e™ + (—6e~° + 6) = 6 — 36e°.
0

b. La concentration moyenne sur [0;5] est :

1 /[ 6 —36e™5 576
§= ,/ ft)dt = C 204 1,15 g/m3.
5 Jo 5 5

Interprétation : durant les 5 heures de ventilation, les plantes sont exposées en moyenne a une concen-
tration de COy d’environ 1,15 g/m3.
Ed 2. On cherche le premier instant ¢ > 1 (aprés le maximum) ot f(£) < 0,5 X Ciayx = —

Le programme diment complété est le suivant :

Code Python 1-3

from math import exp

1

2

3 Cmax = 6 * exp(-1)
4 t=1

5 C = 6*xtxexp(-t)
6

7

8

while C >= 0.5*Cmax:
t + 0.01
6*t*xexp(-t)

t

9 C
10

11  print(t)

b. Le programme affiche 2,68 =2 h + 0,68 x 60 min ~ 2 h 41 min.
Interprétation : environ 2 heures 41 minutes apres le début de la ventilation, la concentration en COq
est redescendue a la moitié de sa valeur maximale.

Corrigé de I'exercice 1.3 page 3

Partie A : dénombrement

Un mot de passe est ici un 6-uplet d’un ensemble a 36 éléments. En effet, chacun des 36 caracteres peut étre
choisi pour les 6 qui composent le mot de passe.
Il v a donc 36° mots de passe possibles.

Un code d’acces temporaire est ici un arrangement de 6 caracteres dans un ensemble a 36 éléments.
Ily a donc ASg =36 x 35 x -+ x 31 =1 402 410 240 codes d’acces.

Un code de validation est ici une permutation de ’ensemble {1,2,3,4}.
Il y a donc 4! = 24 codes de validation différents possibles.

Un groupe de 10 personnes prises parmi 50 est une combinaison (1’ordre ne compte pas dans un tel groupe).

50
Il y a donc (10> = 10 272 278 170 groupes différents possibles.




Partie B : probabilités

On répete 8 fois de fagon indépendante 1'expérience consistant a regarder si un chiffre du mot de passe est
2
dans I’ensemble {8,9}, épreuve de Bernoulli de probabilité 0= 0, 2.

Ainsi, le nombre X de succes a 'issue de ces 8 successions d’épreuves est une variable aléatoire qui suit la loi
binomiale de parametres n = 8 et p =0, 2.

‘ P ‘ P(X = 0) est la probabilité qu’il n’y ait aucun chiffre de I’ensemble {8,9}.
Ainsi,

P(X =0)=(1-p)° =0,8~ 0167 8]

La formule de Bernoulli nous permet de calculer :

Pex=1)= ) xp' x 1= p
=8x0,2x0,8"
[P(X =1)~0335 5]

La mention « en déduire » nous incite a ne pas utiliser la calculatrice directement pour calculer cette proba-
bilité.
PX>2)=1-P(X<1)
=1-PX=0)—-P(X=1)
~1-0,1678—-0,3355
| P(X >2)~0,496 7|

‘E‘ X suit la loi binomiale B (8;0,2) donc son espérance est :

EX)=nxp=8x0,2 < |E(X)=1,6
VX)=nxpx(1-p)=8x0,2x0,8 < [V(X)=1,28

Il y a donc en moyenne 1,6 chiffre qui sont soit 8, soit 9 dans un mot de passe.

et sa variance est :

Partie C : concentration

L’espérance de F), est : Sa variance est alors :
1
IE(FH)E<X1+X2+ +Xn> V(Fn)ZEV(X1+~-~+Xn)
n
1
_ %E (X1 4+ X) =3 X nV (X7) car les X; sont indépendantes
_V{xy)
= — x nE (X;) par linéarité de I’espérance T n
" 0,2 0,8
=E(X1) = 2L X
n
E(fn) =0,2 0,16
(F) S
n




Le théoreme de Bienaymé-Tchebychev stipule que :

V(X)
V>0, P(|X-EX) | >0) < 5
En prenant X = F,, et 6 =0, 1, cela donne :
0,16
P(|F,—-0,2] >0,1) < ———
(1B =0,2] >0.1) n x 0,12
soit :
16

P(|Fy=0,2] >0,1)< —
n

‘i‘ Pour garantir que P(|F, —0,2| > 0,1) < 0,01, il suffit de choisir n tel que :

1
101072 = 25
n 16

<~ n > 100 x 16

— [ Tam

Ainsi, en analysant au moins 1 600 mots de passe, 'auditeur peut affirmer avec une probabilité supérieure ou
égale a 0,99 que la proportion observée de mots de passe forts est comprise entre 0,1 et 0,3.

Corrigé de I'exercice 1.4 page 4

Il suffit de voir si les coordonnées des points B, C et D vérifient I’équation donnée. On voit assez rapidement
que :
g +yp+ 2 =6 # 3.

B n’appartient donc pas au plan d’équation =z + y + z = 3.

L’affirmation 1 est donc fausse.

0
La droite (AD) passe par A(0; 0; 0) et admet pour vecteur directeur AD | 0 |. La représentation paramé-
6
trique donnée est donc bien une représentation de (AD)

L’affirmation 2 est donc vraie.

Bl ¢ +yc+2c=2+2+2=6donc G e (BCD).
De plus, de maniére immédiate, une représentation paramétrique de la droite (AH) est :

Donc G € (AH).
G est donc lintersection de la droite (AH) et du plan (BCD)

L’affirmation 3 est donc vraie.




On détermine des représentations paramétriques des droites (AB) et (CD).

6
Droite (AB) : passe par A(0; 0; 0), direction AB [0
0
z = 6s
y=0 , seR
z =
— 0
Droite (CD) : passe par C(0; 6; 0), direction CD [ —6
6
z=0
y=6-6t , teR.
z =6t

Les vecteurs directeurs AB et CD ne sont pas colinéaires, donc les droites ne sont pas paralléles.
Si elles étaient sécantes, il existerait (s,t) € R? vérifiant :

(1) 6s=0
(i) 0=6— 6t
(idi) 0= 6t

De (i) : s = 0.

De (i) : t = 1.

De (i) : t = 0.

Les équations (i7) et (i4¢) sont incompatibles : le systéme n’a pas de solution.
Les droites (AB) et (C'D) ne sont ni paralléles ni sécantes.
L’affirmation 4 est donc fausse.

Le plan (BCD) a pour équation x +y + z = 6, soit z +y + 2 — 6 = 0.
La distance d’un point P(xg; yo; 20) & un plan ax + by + cz +d = 0 est :

| axo 4 byo 4 czo +d |

)
N

Avec A(0;0;0),a=b=c=1letd=—6:

1 1 1x0—
_11x0+1x0+1x0-6] 6 _6v3 23,

5
Z+12+412 V3 3

L’affirmation 5 est donc vraie.
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