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THEOREME DE L’ANGLE INSCRIT . COCYCLICIT E. APPLICATIONS

Contenu— Ces notes, inspirées des exposeés présentés lors elgrlesste préparation, développent certaines remarques
faites oralemenfTous les ésultats peuvent se lire sur la figure du bas de la page 7

Premiere partie : théoreme de I'angle inscrit (thm. Agpintournable, et sa variante faisant intervenir la tategghm.

3). S'il faut connaitre les deux énoncés, le second nestnent indispensable que pour le theéoreme decltapable
(thm. 10) et peut éventuellement tre omis si I'on saih gasser pour démontrer le critere de cocyclicité (thrse8onde
démonstration).

Deuxiéme partie : reformulation du théoreme de I'angkerit en termes d’'angles géométriques (prop. 4). OrpsieEp
pour cela sur la comparaison entre angles geométriqueméds orientés (lemmes 5 et 6). |l n’est pas indispenstbie
parler, mais c’est une question naturelle puisque les amglemétriques sont ceux que I'on observe le plus nagumeilht
sur un dessin; en outre, c’est nécessaire pour I'appbicaiu théoreme de Ptolemée (applications 2.1 et 3.%prHit
suffisant d’énoncer la proposition 4 (sans démonstrati@is en sachant évidemment la démontrer).

Troisieme partie : critere de cocyclicité ou d'alignamhé¢thm. 8), second énoncé incontournable. On donne deux
démonstrations : la premiere avec une tangente, la secart.

Chacune de ces trois parties contient plusieurs applitapossibles, de nature differente. Trois autres appitsit
importantes sont présentées dans une derniére pagielecapable (thm. 9), arc capable (thm. 10) et formulation
critere de cocyclicité avec des nombres complexes (ths).8bne faut pas perdre de vue que le théoreme de I'araldap
formulé avec des nombres complexes (thm. 10bis), estg@rent la description des lignes de niveau de I'argument d
%’1 (lecon 19). Certaines des applications proposées peatrerutilisées pour illustrer d’autres legons.

Prérequis / Cadre- L'exposé ci-dessous est au niveau d’une fin de Terminatmtfigue, la notion essentielle étant
celle d’angle orienté de vecteurs. L'utilisation de détmants pour caractériser I'orientation des bases pdt@ire omise
en admettant les énoncés des lemmes 5 et 6, que I'on oldaeiteenent sur un dessin.

On consideére toujours un plan affine euclidie¢h Bien que cela ne soit pas indispensable pour le théorénfiartyle
inscrit, il est plus simple drienterle plan 2 et d’identifier systématiquement les angles orientés bgs mesures. Par
souci de legéreté, on omet d’écrir@od 2r7) pour les égalités d’angles orientés; les égalitésutmd sont par contre
clairement identifiées.

1. Le théoreme de I'angle inscrit— Soit%” un cercle de centre O et soit B deux points d&’.

Théoreme 1— Quel que soit le poini de % distinct deA etB,

—_—  — —

2(MA,MB) = (OA, OB).

N . . L, = — — S S = — —
Premire cemonstrationLa relation de Chasles permet d’écrifd®A, OB) = (OA,MA) + (MA,MB) + (MB,OB).
La réflexiono par rapport a la médiatrice du segm@viA] fixe le point O et échange les points A et M. Comme une
réflexion transforme un angle orienté de vecteurs en spos#y il vient

—

(AM,0OM) = (MA,MO).

)

— —

(OA,MA) = —(0(O)a(A},0(M)a(A)) = —(OM,AM), dou (OA,MA)

, ~ . T = _— —
On démontre de méme lidentit¢MB,OB) = (MO, MB).
Finalement, une nouvelle application de la relation de @sdsurnit I'egalité voulue :

— — —

(OA,0B) = (MA,MO) + (MO, MB) + (MA,MB) = 2(MA, MB).

—

, . . , L = _— _— —
Seconde @monstrationLa relation de Chasles permet d’écrirf@A, OB) = (OA,OM) + (OM, OB).
En considérant le triangle MOA, isocele en O, il vient :

1= (OA,OM) + (AM, AG) + (MO, MA) = (OA, OM) + 2(MG, MA).



N . . . —_— — — —
De méme, dans le triangle MOB isocéle en @= (OM, OB) + 2(MB,MO).
En additionnant les deux dernieres égalités, nous obten

0= (OA,OB) +2(MB,MA) = (OA,OB) — 2(MA, MB),
ce qu'il fallait demontrer. |

Commentaire — Les dewenhonstrations reposent de mard essentielle sur le fait que 'ensemble des angles
orientés de vecteurs est muni d'une structureggdeupe abélienLa premére fait intervenir de magire explicite
I'effet d’une Eflexion sur les angles origeg. C'esegalement le cas de la seconde, mais de aranmplicite :

I égalitte des anglea la base du triangle is@de AOM se @montreévidemment en faisant intervenir laftexion
relative a la médiatrice du segmenAM)].

Exemple— Le triangle AMB est rectangle en M si et seulement si le @@tde son cercle circonscrit coincide
avec le milieu du segmeB]. Ce cas particulier du théoreme 1 se déduit aisémerit@hréme de Pythagore.

— ——

Le théoreme 1 affirme quedhgle au centréﬁ,cﬁ) est le double de éingle inscrit(MA,MB). Il permet
en particulier de comparer deux angles inscrits.

Corollaire 2 — Quels que soient les poinkd et N de % distincts deA etB,

—  — —

(MA,MB) = (NA,NB) (mod ).

Démonstrationll suffit d’appliquer deux fois le theoréme précédent :

— — — —

2(MA,MB) = (OA,OB) = 2(NA,NB), c'est-a-dire (MA,MB)= (NA,NB) (modm).

Il existe une variante du théoréme 1 faisant interveniafgente &  au point A, notée7x.
Théoreme 3— Quel que soit le point de Z, distinct deA,

_— . =

2(TA,AB) = (OA,OB).

, . . Py — — e — —
DémonstrationLa relation de Chasles permet d’écrirgdA, OB) = (OA, TA) + (TA,AB) + (AB, OB).
En considérant la réflexion par rapport a la médiatrivesdgmen{AB], on démontre comme dans le théoreme 1
e e
l'identité : (AB,OB) = (OA,BA).
La réflexiono par rapport a la droit€OA) fixe les points O et A. Par ailleurs, les droi{@A) et (AT) étant perpendi-
—_
culairesAo(T) = —AT = TA et donc

— —>

(OA,TA) = —(0(0)a(A),0(A)a(T)) = —(OA,AT) = (AT,OA).

Nous obtenons finalement

— —

(OA,OB) = (TA,AB) + (AT,OA) + (OA,BA) = (TA,AB) + (AT,BA) = 2(TA, AB).

Applications — On peut donner deux exemples d'application du théoreme 1
1.1. Laloi des sinugdans un triangle quelconque ABC :

— —

(OA,0l) =

— — — —

(OA,0B) = (CA,CB) (modm), donc

— — — — L — 1B C

iny=|sin(CA,CB)| =|sin(OB,0Ol)| =sinBOl= — = —
siny=sin(CA,CB)|=sin(OB,0Ol)| =sinBO 5B~ 2R

Nl




En raisonnant de méme avec chaque sommet, on obtient endontze :
sina sinB _siny 1 ( 28)
a b ¢ 2R \abcd/’

(S est I'aire du triangle ; la derniére égalité s’obtisimplemnt en écrivant S % c-bsina = aTbC Si%)

1.2. Equation polaire d’'un cercle passant par I'origine.

Si les coordonnées polair¢p,d) sont définis par rapport & la demi-

droite O+R>p i ,i.e.p0=0OM et (i,0M)=3 (mod 2m), alors le

cercle G de centre E O+ 7 etde rayon 1 a pour équation polaire
p(8) =2cog9).

— —

Il suffit d’écrire : OM? = ||Ol + IM|[2 = OI2 + IM2 + 2 cos (OI,IM), d’'ou

OM? =2(1+cos 29) =4cog 9 et OM=2cos 9.

RemarquePlus généralement, un cercle C de cefi(e ¢ ) et passant par le point O est 'image dggar la similitudes
de rapport et d’angleg. L'équation polaire de C :

p(9)=2rcogs — ¢)
se déduit directement de celle dg € écrivant: Mp,3) € C < s {(M)(r 1p,3 —¢) € Co < rp=2cog9 —¢).

2. Reformulation en termes d’angles gometriques — Nous considérons toujours un ceréede centre O
et deux points distincts B de €. On peut reformuler le théoreme 1 et le corollaire 2 en &rm’'angles
géomeétriques si I'on prend en compte la position des paiohsidérés par rapport & la drojfeB ).

—

Notation pour les anglesépnétriques: (U, V) etPQR= (QP,QR).
Proposition 4— 1. SoitM un point de” distinct deA etB.

(i) SiM etO sont du néme ©6té de la droite(AB), alors AOB = 2AMB.

(i) Si M etO sont de part et d’autre de la droiteAB), alors AOB = 271— 2AMB.
2. SoitM etN deux points dé& distincts deA etB.

(i) SiM etN sont du néme été de la droite(AB), alorsAMB = ANB.

(i) Si M etN sont de part et d’autre de la droiteAB), alorsANB = 1— AMB.

M

La démonstration de cette proposition découlera tréiefaent des deux lemmes suivants.
Lemme 5— Soit U etV deux vecteurs unitaires non caires.

1. L'angle geonétrique (U, V') est une mesure de I'angle oriér’(ﬁV) si et seulement si la bagar, V)
est directe.

2. Silabasg U, V) est indirecte, alors-(U, V') est une mesure de I'angle oriéntu, V).
Démonstrationll s’agit d’'une conséquence immédiate de la formule
sinﬁ =dety(T, V),

ou % désigne n'importe quelle base orthonormée directe. & ef

L — — —

cos(U,V)=cos(U,V)=(U|V) — ((U,V)=(U,V) (mod21) ou (U,V)=—(U,V) (mod 2m))



et, comme U, V) €]0, 11, le signe du sinus permet de distinguer ces deux cas de figure :

—

(U, V)=(U,V) < sin(U,V)>0 < labasg U, V) estdirecte
]

Lemme 6 — Soit A et B deux points distincts et soM et N deux points n’appartenant pas(AB). Pour
queM et N soient contenus dans leeme demi-plan ouvert de froate (AB), il faut et il suffit que les bases
—_— — — — . ~ . .

(MA,MB) et(NA,NB) aient la méme orientation.

—

s . — AB ared o - - . .
DémonstrationPosonsi = g et soit j le vecteur unitaire orthogonal & tel que la bas¢ i , j ) soit directe. Les

deux demi-plans ouverts de frontig®B) sont
MN,={Mc2Z|(AM|])>0} et M_={Me 2| (AM|]) <O}
Pour tout point M du plan,
— — — — — — — — — - —
detz(MA,MB) = detz(MA ,MB) = detz(MA,MA + AB) = detz(MA ,AB) = AB - detz( i ,AM).

Lo — TN N . IPTS s

En écrivantAM = (AM| i )- i +(AM] j)- |, onen déduit 'égalité
det,(MA,ME) = (AM| ] )-AB-dety (i, | ) = (AM| ] )-AB.

Ainsi, deux points M et N n'appartenant pagAB) sont contenus dans le méme demi-plan de fronti&) si et

. S — e = R . . . S — e
seulement si dgt(MA ,MB) et detz(NA,NB) ontle méme signe, donc si et seulement siles bddAsMB) et (NA,NB)
ont la méme orientation. O

Nous sommes maintenant en mesure de reformuler le thedtehle corollaire 2.
Démonstration de la proposition 4. Si Oc (AB), alorsAOB = metAMB = Z, donc
AOB = 2AMB = 277— 2AMB.
Supposons maintenant ©(AB). gu,igimodifier I'orientation du plan, nous pouvonslégeent supposer que la

P Y . | —_
base(OA,OB) est directe, auquel c&a®A,OB) = AOB (mod 2r) (lemme 5).
(i) Si M est situé du méme coté de la drof&B) que O, alors la basgMA,MB) est également directe (lemme 6) et

_— —> — . , N . .
donc(MA,MB) = AMB (lemme 5). En appliquant le théoreme 1, il vient alors
AOB = 2AMB (mod 2m), puis AOB = 2AMB car 0< @,AMB < T
(i) Si M et O sont situés de part et d’autre de la dr¢id), alors la basém, W) est indirecte (lemme 6) et donc

(m, W) = —AMB (lemme 5). En appliquant le theoreme 1, il vient alofOB = —2AMB (mod 2m).
Comme 0< AMB < 1, le seul entiek tel que—AMB + 2krT appartienne §0, 271 estk = 1 et donc

AOB = 21— 2AMB.
Remarque : comme g AOB < T, cette égalité impliquAMB > T donc I'angleAMB estobtus
2. Introduire le point O et appliquer ce qui précede. O

Applications — On peut donner trois applications de la proposition 4.

2.1. Une condition nécessaire d'inscriptibilité d’'unaguilatére convexe dans un cercle (premiére moitié du
théoreme de Ptd@nee.

Si un quadrilatere convexe non plat ABCD est inscriptible
dans un cercle, alors ses angles géométriques opposis so
supplémentaires.

En effet : par hypothése, le segmégBD]| est contenu dans I'enveloppe
convexe de{A,B,C,D}, donc les points B et D sont situés de part et
d’autre de la droitd AC). De méme, les points A et C sont situés de part
et d’autre de la droitéBD).

Si le quadrilatere est inscriptible dans un cercle, ilalée de la propo-
sition 4 que les angles géométriqtﬁéﬁ et BCD d’'une partﬁ/\é\c et
ADC d'autre part, sont supplémentaires.




2.2. Les angles d'un triangle ABC sont aigus si et seulemidptcentre du cercle circonscrit appartient a
l'intérieur du triangle.

Soit¥ le cercle circonscrit au triangle ABC et soit O son centreelQue le point O appartient a I'intérieur du triangle
ABC, c’est dire que O et chacun des sommets appartiennenémerdemi-plan ouvert de frontiére le cdté oppose.

Si cette derniére condition est vérifiée, alors
2BAC = BOC < T, 2ABC =AOC < 1 et 2BCA =BOA < T,
d’'apres la proposition 4, doncB/'ZEZ, AR, BCA < 7. Réciproquement, si les trois angles de ABC sont aiguss alo
21— 2BAC, 21— 2ABC, 21— 2BCA > 1
et donc nécessairement - - - - -
BOC=2BAC, AOC=2ABC et BOA =2BCA

d’'aprées le point 1 de la proposition 4. On en déduit que letd est intérieur au triangle ABC par une nouvelle appiaa
de la proposition 4 (point 1.(i)).

2.3. Une propriété remarquable des pieds des hauteundritimgle a angles aigus.

Soit ABC un triangle dont les angles sont aigus. Si et C

sont les pieds des hauteurs issues de A, B et C respectivement
alors les hauteurs (resp. les cotés) de ABC sont les higsec
intérieures (resp. extérieures) du triangl&AC’.

Vu I'hypothese sur les angles de ABC, les cdtés du triaiiggus d’'un méme sommet sont situés de part et d’autre de
la hauteur correspondante.

Les triangles rectangles A& et ACC ayant la méme hypothénug#eC], ils ont le méme cercle circonscrit et les points
A’,C' A, C appartiennent donc a un méme cercle. Comme les pointsfA sint situés de part et d’autre §8C'), on

en déduit que les angl€sA’'C’ et CAC' = BAC sont supplémentaires. On démontre de méme que ldesBgy'B’ et
BAB’ = BAC sont supplémentaires (considérer les trianglesreges AAB et AB'B). Nous obtenons ainsi :

BA'B' = CA'C,

ce qui montre que les demi-droites'B’) et [A’C’) sont symétriques par rapport a la hautéi’] ; celle-ci est donc la
bissectrice intérieure de ces demi-droites. On raisoema&me avec les points Bt C.

3. Le critére de cocyclicie ou d’alignement— Des points sont ditgocycliquess’ils appartiennent a un
méme cercle. Le corollaire 2 met en évidence une prdpa@gulaire de quatre points cocycliques, et nous
allons maintenant voir gu’il s'agit (essentiellement) m'eritere de cocyclicité.

Rappelons tout d’abord la caractérisation angulairealgtiement, que nous utiliserons a plusieurs reprises
dans ce qui suit.

Proposition 7— SoitA, B, C des points du plan tels qu&¢ {A,B}. Ces points sont alig@s si et seulement si
(CA,CB) =0 (modm).

Démonstrationll suffit d’observer que deux vecteurs non niiiset V' sont colinéaires si et seulement si I'angle orienté
(U, V) est nul ou plat. O

Enoncons maintenant le critere de cocyclicité ou disigent.

Théoréeme 8— Etant don quatre points distincté\,B,C,D du plan, les deux conditions suivantes sont
équivalentes :
(a) ces points sont aligrs ou cocycliques ;

(b) (CA,CB) = (DA,DB) (mod ).

Premere cemonstration (utilisant une tangent®ous distinguerons deux cas de figure.



1. Les pointdA, B et C sont aligres— On utilise le critere d’alignement rappelé ci-dessusifpsition 7). Lhypothése

se traduit par I'égalité angulaire(C_A,C_l)B) =0 (mod m). Pour que les quatre points B, C,D soient alignés, il faut
et il suffit que I'on ait De (AB), c’est—a-dire(D_A>,[73)) =0 (mod ), et ceci est le cas si et seuIemen(ﬁ,D_é) =

— —

(CA,CB) (modm).

2. Les pointA, B et C ne sont pas aligas— Soit%’ le cercle circonscrit au triangle ABC. Il s’agit de I'uniquaercle
passant par 8B,C, et les quatre points 8, C et D sont cocycliques si et seulement SE&.

La condition (a) entraine (b) d’aprées le corollaire 2.

Supposons maintena@t’w condition (b) soit vérifiger@tvons qu’elle entraine (a). Les trois pointBfet D ne
sont pas alignés : en efféDA,DB) = (CA,CB) # 0 (modm) et I'on applique la proposition 7.

Soit%” le cercle circonscrit au triangle ABD. On désigne respedtient pat7a et .7, les tangentes aux cercléset
%" au point A. Si I'on choisit des points & 75 et T € .7, distincts de A,

— — — — — —

(TA,AB) = (CA,CB) (modm) et (T'A.AB)= (DA,DB) (modm)
(théoremes 1 et 3), donc

— N — = —
(TA,T'A) = (TA,AB) — (T'A,AB) =0 (modm)
et les points AT, T’ sont alignés. Nous obtenons ainsfz = 7.
Les cercless et%¢’ passant tous deux par les pointsBfet ayant la méme tangente au point A, ils sont égaux; leur
centre est le point d’'intersection de la médiatrice du sagifB] et de la perpendiculaire & = 7, passant par A.
Nous en déduisons que D appartieff ace qui prouve que les quatre pointsBAC, D sont cocycliques. O

Seconde @monstration (sans utiliser de tangenteg début est analogue a celui de la premiére démormtrdta
difference concerne le point 2 : au lieu d'utiliser les tangsZ, et.7;, on considere les centres@ des cercle®’, ¢’
et I'on applique le théoreme 1.

L. . . < 12 R ~=2 7 e . N
La condition (b) est équivalente a I'egalittOA, OB) = (O'A,O'B) en vertu du théoréme 1.
Par ailleurs, en considérant les triangles isocéles ADBXEB :

— — — —

2(AB,AO) = 1— (OA.OB) et 2AB,AQ')=m— (OA,OB),
donc

s — —y — s —_— —
2(AO,AQ’) = 2(AB,AQ) — 2(AB,AOQ) = 0, puis (AO,AQ’) =0 (modr).

Les trois points AO et G sont donc alignés sur une méme dralté€proposition 7). Par ailleurs, les points O et O

appartiennent tous deux a la médiatri&edu segmenfAB]. CommeA # A', ces deux droites ont au plus un point

d'intersection et donc @ O'. Nous obtenons ain&’ = ¢, puis D€ ¥. O

Applications — Le théoréme 8 a de nombreuses applications ; en voi. troi

3.1. Inscriptibilité d'un quadrilatére convexe dans @nate (Theoreme de Pt@ngs.

D
cercle si et seulement si ses angles géomeétriques opEosk

Un quadrilatere convexe ABCD non plat est inscriptible sdan
supplémentaires.

On sait déja que la condition est nécessaire (applicaid) et il faut
maintenant prouver qu’'elle est suffisante. Le quadria®BCD étant
convexe et non plat, les points A et C sont situés de partaeitd de la

5 — —> — — ,
droite (BD) et les base$AB,AD) et (CB,CD) ont par conséquent des
orientations opposées (lemme 6).

C

SiI'on oriente le plan de telle sorte que la b@,ﬁ) soit directe, alors (lemme 5)

—_— T - = —— - = — —_— —
(AB,AD) =BAD et(CB,CD)=—BCD, donc (CB,CD)=—(rm—BAD) = (AB,AD) (modm)
et les points AB, C,D sont cocycliques.



3.2. Une propriété de I'orthocentre d’un triangle.

Les symétriques de I'orthocentre d’un triangle ABC nort pkr rapport
aux trois cotés appartiennent au cercle circonscrit £AB

c B
Notons H l'orthocentre du triangle ABC et désignons paBAet C (resp.
e A’ B" et C’) les projetés orthogonaux de H sur (resp. les symétridaeéspar
% rapport &) BC), (AC) et (AB). Les réflexions transformant un angle orienté en
H e — — e — _
| son opposgA”B,A”C) = —(HB,HC) = (HC" HB"). Les triangles AHB et
A B /C AHC” étant rectangles en/ Bt C,
— T — m
B (HA,HB") = §+(T4,/?) (modm) et (HC”,HA) = E—i—(ﬁ,—H)) (modm),
d'ou
_—— — — —
(A"B,A"C) = (HC",HB")=(HC" HA)+ (HA,HB")

— —

— (AB,AH)+ (AH,AC) (modm)

= (AB,AC) (modmn).
En appliquant le theoréme 8, on en déduit que le pofhappartient au cercle circonscrit au triangle ABC.

3.3. Les droites de Simson d'un triangle

Soit ABC un triangle non plat et M un point du plan distinct deBAet
’ C. Les projetés orthogonaux de M sur les cotés du triapght alignés
/ si et seulement si M appartient au cercle circonscrit a ABC.
On commence par supposer que les projetés de M sont toustiste AB et
C. En utilisant les triangles rectangles qui apparaissaragigure pour repérer
les points cocycliques, on obtient facilement

—

(MA,MB) = (MA,MM)

— —— _— — —_ ——— .
donc (MA,MB) — (CA,CB) = (M3M1,M>M1) (mod m), et la conclusion
découle de la proposition 7 et du théoreme 8.

Le cas ou I'un des projetés de M est un sommet du trianglease séparément. Supposons, pour fixer les idées,
M1 =A, i.e.(MA)_L (AB).OnaM < (AC) et My # A (sinon A B et C seraient alignés), doi®1M2) = (AC). On en
déduit que M, M5 et M3 sont alignés si et seulement sgM: C, donc ssiCM) L (BC). D’autre part, M appartient &
ssi M est le point d& diamétralement opposé a B, donc@M) L (BC). Ceci achéve la démonstration.

4. D'autres applications— Parmi les nombreuses applications possibles des risd#aette lecon, en voici
guelgues-unes particulierement importantes.

4.1. Le theoreme du cercle capable— Soit A et B deux points distincts du platant donné un nombre réel
o, on désigne par, I'ensemble des points M du plan, distincts de A et B, tels que

(MA,MB) =a (mod ).

Théoréme 9— (i) Sia = 0 (mod ), alors ¢, U{A,B} est la droite(AB).
(i) Si a # 0 (mod m), alors ¢, U{A,B} est un cercle passant par les poirftset B, caracérise par les
conditionséquivalentes suivantes :

— —

— son centre est 'unique poif de la nediatrice du segmenAB] tel que(AB,AO) = 7 —a (modm);



. . N . . = =
— satangente au poirt est la droite(AT ), ou T # A est n'importe quel point tel qUEA,AB) = a (modr).

Premere cemonstration (utilisant une tangent&)assertion (i) est une reformulation de la proposition 3.

—_— —

(i) Fixons un point T distinct de A tel quéToA,AB) = a (modm). La droite.7 = (ATy) est distincte déAB) car
a # 0 (modm) et

_— —

T ={Te?—{A}|(TA,ToA) =0 (modm)} = {Te 2 —{A} | (TA,AB) =a (modm)}
d’apres (i).
Comme7 # (AB), il existe un unique cercl® passant par les points B et tangent a la droiteZ. Quel que soit le
point M de %’ distinct de A et B,

(MA,MB) = (ToA, AB)
par application du théoreme 3, doncdMié, eté C o U{A,B}.

Considérons maintenant un point %y . Comme(m,ﬁ) = a # 0 (mod ), les points AB et M ne sont pas
alignés. Soit6” le cercle circonscrit au triangle AMB et soit A un point de la tangente@’ au point A. Les théorémes
1 et 3 ainsi que la définition dé, impliquent

(T'A,AB) = (MA,MB) = a (mod ),
donc T € 7 et par suites” = ¢. Ceci prouve que le point M appartient au ceréled’ou finalements, U{A,B} = %.

Finalement, si O désigne le centre du cergleU {A,B}, I'équivalence des deux conditions envisagées se tédui
simplement de I'identité

— —

g:(ﬁ,ﬁ):(ﬁ,ﬁ)-i-( B,AO) (modm).
O

Seconde @monstration (n'utilisant pas de tangentg) Soit T un vecteur non nul tel qt(eﬁ, U)=J—a (modn).
Sia #0 (modm), alorsZ —a # J (modm); la droite(A; U') n’est donc pas perpendiculairé/AB) et elle intersecte
par conséquent la médiatrice du segnjéi] en un unique point O tel que

_

(AB.AO) = (AB, U) = 5

a (modm).

En considérant le triangle isocele AOB, ceci implique

(CT)A,O_I)B) =T— Z(E,A_O)) =2a (mod 2m).

Soit% le cercle de centre O et de rayon OA. Pour tout point @d#istinct de A et B,

(CA,CB) = %@i, OB) = a (modn)

en vertu du théoréme 1 et doftC 6y U{A,B}.
Considérons réciproquement un point Mg et fixons un point C d& distinct de A et B. On a alors

(MA,MB) = (CA,CB) (mod ),

donc les points AB,C et M sont cocycliques ou alignés en vertu du théoremeofr@es est I'unique cercle passant
par les trois points non alignés B et C, nous en déduisons que le point M appartie#it a O



4.2. Le theoreme de I'arc capable— Soit A et B deux points distincts du plaBtant donné un nombre réeel
a, on désigne patz, 'ensemble des points M du plan, distincts de A et B, tels que

—

(MA,MB) =a (mod 2).
Comme

(MA,MB) = a (modm) < <(W,W):a (mod 21) ou (MA,MB)=a+ m (mod 2:1)),

pour tout point M du plan (distinct de A et B), il est d’'embléair que I'on a
Cga = 4270( U JZ{C!-HT-

Nous allons voir que?, et <7, . ; sont les deux arcs d&, d’extremités A et B.

Théoréme 10— (i) Sia = 0 (mod 2n), alors <7, = (AB) — [AB].

(i) Si o = m(mod 2n), alors <7, =|AB].
(i) Si o # 0 (mod ), alors o7y U{A,B} est un arc de cercle d’'e¥@miésA etB. Plus péciement :

JZ{a:CgaﬂrL

ou I est le demi-plan ouvert de frobte (AB) contenant les point$ tels que(TA ,ﬁ) o (mod 2m).

M

DémonstrationLes points (i) et (ii) sont clairs.

(iii) Soit T un point du plan distinct de A tel qL(éTA),ATB)) =a (mod 2m). Ce point n'appartient pas a la dro{t&B)
puisquea # 0 (mod ) et 'on désigne palfl le demi-plan ouvert de frontief@B) qui le contient. Quel que soit le point
M de €y,

(MA,MB) = (TA,AB) (mod 21) ou (MA,MB) = (TA,AB)+m (mod 2m).
Comme sitia) # 0 et su(x+ M) = —sin(x), nous sommes dans le premier (resp. le second) cas de figirgesilement

sisin (MA, MB) etsin (TA,AB) ont le méme signe (resp. ont des signes opposés), ciist-ai et seulement si les bases
L — = =
(MA,MB) et (TA,AB) définissent la méme orientation (resp. des orientatippesees).
= - = = . .
Les bases# = (TA,AB) et %' = (TA, TB) ont la méme orientation car
—_— == _— = @ —
detz(#') = dety(TA,TB) = dety(TA,TA+AB)
= -
= dety(TA,AB) = 1.
La conclusion découle maintenant du lemme 6 : pour touttpdide ¢4,
— — —_— — Lo . N . 5
Me oy <= lesbasesMA ,MB) et(TA,AB) définissent la méme orientation
— — —_— == Lo . N . .
<= les base$MA ,MB) et (TA,TB) définissent la m&me orientation
<= MetT appartiennent au méme demi-plan de fronti&®)
—= Mell
Nous obtenons ainsiezy = 65 NIM. O
4.3. Utilisation des nombres complexes- On munit le plan?? d’un repére orthonormé dire(®; U, V') que
I'on utilise pour identifier#? etC : au point M= O+ x- U +Yy- V correspond son affixa, = x+iy.
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Si A,B et M sont trois points distincts d'affixes respectieeb et z, alors

— —

argiz—a) = (U,AM) et argz—b)=(U,BM),
donc

(VA.VE) = (AW, BN = argz- ) - argz— ) = arg( =2

Ceci permet tout d’abord de reformuler le critere de cdacitél

Théoreme 8bis— Quatre points distincts du plan d’'affixestac, d sont aligres ou cocycliques si et seulement
Si
c—b d-a
-~ —.—€cR.
c—a d-—b

DémonstrationLe théoréme 8 fournit la condition

ar (ﬂ)d;a)—ar (ﬂ))_ar (ﬂ))—o (modn’)
Ne—aa—p/ ~¥N\ca Na=a/~
et 'argument d’'un nombre complexzeZ 0 est nul modulat si et seulement g€ R. O

On peut également reformuler les théoremes du cercle B capable (théoremes 9 et 10).

Théoreme 9bis— Soit a et b deux nombres complexes distincts.@aifR. L'ensemble dese C — {a, b} tels
que

arg(%) =a (modm)
est
(i) la droite (ab), privee de aetb, st =0 (modr);

(i) le cercle passant par a et b et tangenta droite (at), ol t = a— e~'%(b— a), privé des points a et b.

Théoreme 10bis— Soit a et b deux nombres complexes distincts. @e@itR. L'ensemble dese C — {a,b}
tels que

arg(z—) =ao (mod 2n)

est
(i) la droite (ab) privée du segmen, b] sia =0 (mod 2r);
(i) I'int érieur du segmerig,b] sia =0 (mod 2r); _
(ii) I'arc de cercle ouvert d’extemies ab et tangent la demi-droitejat), ocut=a—e'“(b—a) sia #
0 (modrm).

Démonstrations U
t Ces deux énoncés sont des reformulations immédiatethéesmes 9
< el(ma) b et 10, en observant que si T est un point d’affixeéa tel que AT= AB,
- '/ alors (ﬁ,ﬁ) = a (mod 2m) si et seulement ¢ —a = €% (a—t),
- J“ o c’'est-a-dire
a ~ . .
. t—a=—-e%b-—a)=€e™ % (b-a).

Remarque — Le théoréme 10bis décrit completement ligaes de niveaule I'argument de la fonctior :
C—{a} —»C, z— 2B

z-a’




