Article

Un probleme a résoudre par

Stéphane PASQUET

Disponible sur http://www.mathweb. fr

17 aoit 2017

Le probleme

B
c ABC est un triangle
rectangle en A de
méme aire que le
cercle C de centre A tel
A L] C que BC =5.

(BC) est tangente a C.

Calculer le périmetre
de C.

Méthode 1

Introduisons le point H, pied de la
hauteur issue de A dans ABC.
Notons x = AB et r = AH le rayon de
C.

Dans le triangle AHB rectangle en H :

r? = x> - BH?. (1)

Dans le triangle AHC rectangle en H :

r’=AC’>-CH’.
Ainsi,
x> ~BH? = AC*>-CH?,
Or, d’apres le théoreme de Pythagore appliqué au triangle ABC rectangle en A,
AC?=BC*-AB*=25-x"

et, de plus,
CH =BC -BH =5-BH.



http://www.mathweb.fr

Ainsi, I’équation (2) devient :
x> —BH? =25-x>-(5-BH)?

ou encore, en simplifiant :

1
BH = —x*
5
L'égalité (1) devient alors :
1 1
2_ .2 4_ 207 _ 2
rc=x 2Sx 25x (25-x°) (3)

L'aire du triangle ABC est :
1 1 ——
AABCZEXABXACZEX 25— x2.

Celle de C est :

1
2 2 2
— - —x2).
Ac=mr X (25— x7)

D’ou :
1 1
Appc = Ar &= Ex\'25—x2 = 2—57'cx2(25—x2)

1 1
— 5 V25— x2 = 2—57zx(25 —x?) (en simplifiant par x # 0)

e 25V25—x2 = 27tx(25 - x?)

e 25=2mxV25-x2 (en simplifiant par V25 -x2 %0 pour x # 5)
= 625 = 47°x%(25-x%) (en élevant au carré)

= 47c%x* ~1007*x* + 625 =0

— 47°X? - 1007>X +625=0 (en posant X = x?)

2
A= (100712) —4x471? %625 =100007t%(1t>~1) > 0 donc il y a deux solutions a cette derniére

équation :
1002 -100Vr2 -1 2572 —257tVm2 -1
X = = (~0,65)
872 272
10072 + 100tV =1 2572 +25mVmr2 -1
X, = = = oy (~ 24,35)

Ces deux solutions sont « symétriques » a savoir que si AB = x = VX; alors AC = VXj, et si
AB =x =X, alors AC = vXj. En effet, X12 + X22 =25=52

L’égalité (3) donne alors, en prenant par exemple x = VX :

P2 = 2i5 X1 (25-yX1 )= 21—5X1X2 - 42—75’2.
Ainsi,
5
T
et le périmetre de C est donc :
Pe=2mr=5.



Méthode 2

Avec les mémes notations que précédemment,

1
AABC:AC — EXBCXAHZTIT2

5 2
= Sxr=mr

5
= S=mnr (en simplifiant par r # 0)

= r=—.
27

Le périmetre du cercle est donc :

5
=2nr =2nx — =5.
Pe =2mr X o

Méthode 3

Avec les mémes notations que précédemment, on peut dire que les triangles ABC et AHC
sont semblables, donc :

ABxAC = AH x BC soit ab = 5r.
Or, ABC et C ont la méme aire, donc:

2 2

—ab =Tnr soit ab =2mre.

2
Ainsi,
5r = 27r? soit 5=2mnr.

La circonférence de C est donc égale a 5.



