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Introduction
Il y a quelques jours, un ami a posté le message suivant sur un réseau social :
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J’ai tout naturellement souhaité voir si cette égalité était vraie, et cela m’a donné une autre
idée...
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Cherchons à mettre
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√
17 sous la forme a+ b

√
17, où (a,b) ∈ Z2.
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∆ = 256 = 162 donc a2 = 1 ou a2 = 17, soit a = 1 ou a = −1 (car a ∈ Z, donc a ,
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Je prends a = 1, donc b = 1. Ainsi, √
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En prenant la racine carrée des deux membres de cette dernière égalité, on obtient bien
l’égalité souhaitée.

Généralisation

Je me suis alors posé la question suivante : à quoi est égal le nombre
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où (a ;b) ∈ N2. Je précise que a et b ne peuvent pas être négatifs (car
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Le discriminant de cette dernière équation bicarrée est :

∆ = 4p2 − 4q = 4(p2 − q).

Ainsi, pour qu’elle admette au moins une solution satisfaisante, il faut que ∆ > 0 et que les
solutions soient des carrés parfaits (car une solution de cette équation est a2 et l’on souhaite
que a soit un entier naturel). Donc, il est nécessaire que :

p2 − q = λ2 (λ ∈ N). (1)

Dans ce cas, les solutions de l’équation sont :

a2 =
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2
= p −λ ou a2 = p+λ.

Pour que notre problème ait une solution, il faut donc que :

p −λ = µ2 ou p+λ = µ2 (µ ∈ N). (2)
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Mais ce n’est pas suffisant... il faut aussi que b ∈ N... Or, b =
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a
. Il faut donc que a = 1.

Dans ce cas,
p −λ = 1 ou p+λ = 1

donc :
λ = p − 1 ou λ = 1− p.

• Si λ = p − 1 alors p2 − q = (p − 1)2 soit q = 2p − 1.

• Si λ = 1− p alors p2 − q = (1− p)2 soit q = 2p − 1.

Bilan
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