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Produits & apprendre par coeur
(A+ B)2 = A% + 2AB + B?
(A+ B)3 = A3 + 3A’B + 3AB? + B3
(A B+ C)? =A% + B> + C? £ 2AB + 2AC £ 2BC
(A—B—C)? =A%+ B*+ C? —2AB - 2AC + 2BC
(A2—-B*) =(A-B) - (A+B)
(A3 — B3) = (A— B) - (A% + AB + B?)
(A% + B3) = (A+ B) - (A2 — AB + B?)

Q@ © ® ©® ®

En général :
> le bindme x" + a”
> avec n impair n'est divisible que par x + a et on a
Xn 4 CI” _ (X + CI) . (Xn—l _ CIXn_2 + L CI”_2X 4 an—l)’
> avec n pair n'est pas factorisable dans R;
> x" —a”
> avec n impair n'est divisible que par x — a et on a

n—1 2

+ oax" % + o+ 0" 3x + a”*l),

x"—a" = (x—a) - (x

> avec n pair est divisible par x — a et par x + a. Pour le factoriser, il convient de considérer le binbme comme

la différence de deux carrés :
X" —qg" = (Xn/2 + an/2) . (Xn/2 o an/2) )

On vérifie ensuite si les deux bindmes ainsi obtenus sont encore factorisables sur R.

Equations et inégalités de degré 1

Solutions Solutions de  Solutions de
de l'équation  l'inégalité 'inégalité
ax=2>b ax > b ax < b
Sta >0 X = b/u X > b/u x < b/u
Sia<0 X = bla X < bfa X > bfa

Equations et inégalités de degré 2

On ne consideére ici que le cas a > 0 auquel on peut toujours se ramener

Soit Solutions Solutions de Solutions de
A = b? —4ac de l'équation linégalité Uinégalité
(a >0) ax’>+bx+c=0 ax?+bx+c>0 ax®+bx+c<0
—b+vVhb?2—4
StA>0 X102 = 23 ac X < X1 0U X > X x1 < x < X
a
(x1 < x2)
L
StA=0 X1 =X = =0 X+ —i A solution
StA<O A solution réelle Vx eR A solution
Rappelons que
> ax? + bx + ¢ = a (x—x1) (x—x2)

= {Xl + xo = —bla

X1+ X2 :C/a

6 © G. FACCANONI
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Le tableau ci-dessus a une interprétation géométrique : si on associe au trinéme ax? + bx + c la parahole d'équation
y = ax? + bx + ¢, on peut interpréter les solutions de l'équation ax? + bx + ¢ = 0 comme les intersections de
la courbe représentative de la parabole avec l'axe des x. Ci-dessous, les figures de gauche représentent les trois
positions possibles de la parabole lorsque a > 0 : du haut vers le bas on a aucune intersection, une intersection et
deux intersections (respectivement, A > 0, A = 0, A < 0). A droite les trois cas lorsque a < 0 : du haut vers le bas on
a deux intersections, une intersection et aucune intersection (respectivement, A < 0, A =0, A > 0). Pour résoudre
les inégalités ax? + bx + ¢ > 0 ou ax? + bx + ¢ < 0 il suffit d'étudier la position de la parabole y = ax? + bx + ¢
par rapport a l'axe des x :

> les cercles représentent les solutions de l'équation ax? + bx + ¢ = 0;

> en bleu on a les solutions de l'inégalité ax®> + bx + ¢ > 0;

> en vert pointillé les solutions de l'inégalité ax? + bx + ¢ < 0.

f(x) f(x) f(x)
% ® % e %
a>0,A<0 a>0,A=0 a>0,A>0
f(x) f(x) f(x)
a<0,A>0 a<0,A=0 a<0,A<0
R % @ % %

Equations et inégalités de degré supérieur & 2

Equations et inégalités binomiales.  On ne considére ici que le cas a > 0 auquel on peut toujours se ramener.

(a>0) Solutions de l'équation Solutions de l'inégalité Solutions de l'inégalité
ax" + b =0 ax" + b > 0 ax" + b < 0
n impatr, X = —g X >y —g x <y —g
b>0 AxeR VxeR AxeR
npair, b=0 x=0 x#0 AxeR

. n _Q _n_g n _Il _n _Q ”_Il
b<0 X190 == o x < o ou x> ~/—2 /=g <x<A+/—2

© G. FACCANONI 7
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Equations et inégalités trindmes. Les équations (inégalités) trinémes ont pour forme normale

2n n >
ax“" + bx +620.

La stratégie résolutive consiste a poser x” = t. On est ainsi reconduit a une équation (inégalité) de degré 2 en t :
at>+bt+c = 0. On obtient ainsi deux solutions t; et t2 et on obtient deux équations (inégalités) binomiales x" S

>
et x" = ts.

Equations et inégalités fractionnelles

5 10

309 = 0 est satisfaite pour les x tels que g(x) #0et f(x)=0;

> ;((f()) > 0 est satisfaite pour les x tels que g(x) # 0 et f(x) et g(x) sont de méme signe;

> ;(();)) < 0 est satisfaite pour les x tels que g(x) # 0 et f(x) et g(x) sont de signes différents.

Remarque :
> f(x) - g(x) = 0 est satisfaite pour les x tels que g(x) =0 ou f(x) =0;

> f(x) - g(x) > 0 est satisfaite pour les x tels que f(x) et g(x) sont de méme signe;
)

> f(x) - g(x) < 0 est satisfaite pour les x tels que f(x) et g(x) sont de signes différents.

Systémes d'inégalités

Deux (ou plus) inégalités constituent un systéme d’inégalités si elles doivent étre satisfaites simultanément. Résoudre
un systeéme signifie donc calculer les solutions COMMUNES a toutes les inégalités qui le composent. Bien évidemment,
les solutions des inégalités étant des intervalles, il faudra “superposer” ces intervalles pour trouver un intervalle
dans lequel toutes les inégalités sont satisfaites.

Valeurs absolus

Propriétés :

® |a=0 <= a=0

@ J|a|=|—a] VaeR

® |a-bl=la|-|b|] Ya, beR

@ |¢l=J VYabeR b#0

® J|a=|b| < a=boua=-b VYabeR

® Jo<b < —-b<a<b VabeR b>0

@ |a|>b << a<-boua>b VYa,beR, b>0

la| <|b] < a?*<b? VabeR

® Va’=|o| YaeR

| la|=1|b| | <la+b| < |a|+|b] Va,beR (inégalités triangulaires)

Equations et inégalités qui contiennent des valeurs absolus
f(x sif(x) >0
el = {—(f()x) si ;E()z) <0.
Donc

8 © G. FACCANONI
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N N f(x) >0 " f(x) <0
x> g0} = {f(x) > g0 ° {—f(x) > g(x)
f(x) < g(x)
11 < glx) = { PR
Notamment pour k € R :
k<0 k=0 k>0
fx)|=k AxeD f(x)=0 f(x) =%k
()| >k ¥xeD f(x) 40 ;Eiiii ou {f_(;();fk
)<k Bx eD Ax €R ;Eiii’ik
Equations et inégalités irrationnelles
Solutions Solutions Solutions
de l'équation de linégalité de linégalité
A(x) = /B(x) A(x) >/ B(x) A(x) < /B(x)
Si n est impaire (A(x))" = B(x) (A(x))" > B(x) (A(x))" < B(x)
B(x) >0
Si n est paire {/(4;2570: B(x) Alx) >0 {2(();)) i?) ou {’éﬁg)?ﬂ 0< 50
(A(x))" > B(x) -

Equations et inégalités exponentielles

Equations exponentielles

Une équation est exponentielle si U'inconnue apparait en exposante.

Equation Solution

CIX

(avec a >_0, a#+1)

ma'®) = np9)
(aveca,b >0, a+#1,b+#1)
f(a¥)=c
(avec a > 0, a # 1)

x =log, ¢

Inm+f(x)lna=Inn+g(x)Inb

On pose t := a*

Inégallités exponentielles

Inégalité Paramétres Solution

c<0 VxeR

a*>c 0<a<T x<log,c
c>0

(avec a > 0, a # 1) a>1 x >log, ¢

c<0 AxeR

a¥<c 0<a<T x>log,c
c>0

(avec a >0, a # 1) a>1 x < log, ¢

© G. FACCANONI 9
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D, " N X _ 1\ X . _ _ SR . g s _
Puisque, pour a > 0 on peut écrire a* = (E) , on peut toujours se ramener a des inégalités de base plus grande
que 1.

0<ax<1 a>1
') > () f(x) < g(x) f(x) > g(x)
aveca>0eta+#1
ma'® > ppat) Inm+f(x)Ina >Inn+g(x)lnb

aveca,b>0eta+1,b#1

Equations et inégalités logarithmique

Propriétés des logarithmes

Soit a >0, a # 1.
@ Si by > 0 et by > 0 alors log,(by - ba) = log, by + log,, bs.

@ Si by > 0 et by > 0 alors log, (Z—;) = log, b1 — log, ba.
® Si b > 0 alors log, b* = klog, b.
@ log,1=0.
® log,a = 1.
® log, (a) =c.
@ Sic >0 alors a'°8¢ = c.
Si b > 0 alors log, b = }Zgiz avec ¢ > 0 et ¢ # 1 (Régle du changement de la base).
Notamment, on rappelle la chaitne d'égalités suivante :
1 1 1
log, x = —log, — = —log1 x =log1 — =
X a a x log,a

Equations logarithmiques

Une équation est logarithmique si l'inconnue apparait sous le symbole de logarithme. Puisqu'on a log, a = log, e -

Ina = % on peut toujours se ramener au cas ou l'inconnue n'apparait qu’en argument du logarithme.

Equatlon Solution

f(x)>0
f(x)=ac

log, f(x) =c

(avec a > 0, a # 1)

f(x)
log, f(x) = log, g(x) g(x)
f(x) =

v Vv

0
0
g(x)
(avec a > 0, a # 1)

f (log, g(x)) = ¢ Il faut g(x) > 0
(avec @ >0, a #1) On pose t :=log, g(x)

Inégalités logarithmiques

O0<ax<l1 a >
log, f(x) > ¢ 0<f(x)<ac f(x) > ac
log, f(x) < ¢ f(x) > a“ 0 < f(x)
log, f(x) > log, g(x) 0< f(x) < g(x) 1(x) > g

Puisque, pour a > 0 et a # 1 on peut écrire log, x = —logy;, x, on peut toujours se ramener a des inégalités de base
plus grande que 1.

10 © G. FACCANONI
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VAV VVVVDVDVDDVDVDDDDD  Exercices DDAIDIDDIDDDRDIDVVIDIDDDDAID
? Exercice 1.1

Pour chaque élément de C ci-dessous, indiquer s'il appartienta N, a Z\N, a Q\Z a R\Qoua C\R:

i) i vii) v—1

i) —5 vidi) 0

i) V2 ix) 3+ 2i

iv) V4 X) 7

V) —% xi) %

vi) 2 xii) i
SOLUTION.

3+ 2i

? Exercice 1.2

Résoudre dans R les inégalités suivantes (pour chaque inégalité, la réponse est indiquée a droite) :

L — L 5
x+2 x-2 4 —x2
..................................................................................... ]—00,—2[U]—1,1[U] +2,+00]

2 XX L ]—00,1
30 xZ —AIX] =5 >0 ]—00,~5[U]5,4-00[
Ao 4= X2 = 3= X| > X —00,~V7[U]=1,1[U]+V/7 09|
Do x4 2] < L4 |x = L ]—00,0[
0. VX L > X [~12,14+V2]
T VX 2 X 12,+00]
8. VX2 — BX A < x — L (4,400

©

2 _
1/ W > X = 3 ]—00,5 + vIT/2]\{—1,1}
x2—1

10, VAXZ £ 3x — 1 > 2X — 3 ]—00,~1]U[ 14,400
V1—9x2 + 2x
3x —2
12 VX L4 VX — 2 > 3 (3,400

\/m< 3
3 T V2x—5
14. m<x+\/g ......................................................................... 10,4-00[
15. ﬂ<
3—x—/x

>0

© G. FACCANONI 13
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X 1
10, VN X +00
x+2 < VX (1400l
17 S X > |7l34-2k s, 27j3+2k | kEZ
18, LT2SIX
1—2cosx
...................................................................... |=7/3+42kst,7l6e+2k|N]7/342k7t,57/6+2k | kEZ
sin x
10, > nl642kt,57f6+2k [ kEZ
V2sinx — 1 ] [
tan2 x — \/gtanx
20. s < L
tan®x — 1
.......................................................................... |—7/a+kt,7le+k[U]/a+ ko, 7f2+kr| kEZ
eQX — e
20 e >
2e2x — 5eX + 2 >
..................................................................... ]—00,In(1-v3/3)[U]—In 2,In(1+V3/3) [U(In 2,4+00)
1 -2
20 D o J2,620/3-1) ]
1—In(x—2)
(2/3)t -1
23 S 0 11,502
\/i _ ,3/2)(—1
X VX 2
24. 6‘4_26‘7—’_ > 0 11/2,4-00]
esX —e
25, (13 2 < 3 J—o0,1[
1 x2-1
26. [ = S 0 ]
(5)
P e A J—00,—2]
28, X — L X A [—4,3 + vZif2]
20, 1ogs (X — T) > 2 o 132;400])
30. logos(x2 — 1) > 2 o |- vT3/3,—1[U]1,vT3/3]
31 logy o VX <logyp X — 1] o 13- VBl2,3 4+ v5l2[\{1}
32. 327)( B G I L ]—1n2/1n3,2[
33, (VX —29)(In?x —4) SO 10,e72] U [1,e?]
vVxZ+9
34. log, % S 0,312v]
X
35. logu, V6 +x —x2 <logu,(x — 1) oo 11,5/2]
2
36. Inx — —— 4 1 > 0 [1/e2,1[U]e, +00]
In x
37. log1/2(72x =T L) > 0 ]—00,0[
x| -1
38. 10g2 m S e e ]72\/3,7”U]7],”
39 11 +11(1 )<12+115
.= — — — N D 1,5
5 nx 5 n X n 5 n 11,5
? Exercice 1.3
Donner le domaine de définition des fonctions suivantes :
1.xv—>x5—13x2+2x—7 6. x — In(1 — x?) 11'X'_’Wls(x)
2' X = x2_5x+6 7 X — |ln(X)| -
3. x> Vx2—-3x—4 8. x> = 12. x = In =5
4. x+— %\/ﬁ 9. x — tan(2x) . .
5. x> In(1 — x) 10.x»—>m 13.X|—>(%),avecae]&

14
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SoLuTION. 1. xeR
2.x2—5x+6+0,iee.xeR\{2;3}
3. x2=3x—4<0, ie. x € —o00; —1] U [4; +00]
1—-v1-— 0
4. X ie. x € —o0;0]
1—x<0
5 1=x>0, ie x € —o0;1]
6. 1—x2>0 ie x €] —1;+1]
7. x>0, ie. x €]0; +00]
8. e¥—1#0, ie. xeR"
9. QX#ngkﬁaveckeZ,i.e.xER\{%+kg kEZ}
10. sin(2x) #0, ie. x e R\ { kZ | ke Z }
1. xcos(x) £ 0, ie. x e R\ {0et Z +2kn |k Z}
e’ —1
—nrs > 0
12. {4 Ghix+2) ie. x €] —2;0[U]1; +o0]
(x—1)(x+2) £0
1X272X >0
13, 4 X Tas i.e. x €] — 0o0; —3[U] — 1;0[U]2; +o0|
X +4x+3#0

© G. FACCANONI
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Eléments de logique

Assertion
I

Une ASSERTION est un énoncé dont on peut affirmer sans ambiguité s'il est vrai ou s'il est faux.

£§ Exemple

I “1 < 2" est une assertion vraie, “4 < 3" est une assertion fausse.

- oy

Proposmon

Une PROPOSITION est un énoncé contenant des variables, qui est vrai pour certaines valeurs attribuées a ces
variables, faux pour toutes les autres.

<§ Exemple

| “x < 2" est une proposition, elle est vraie pour les nombres strictement inférieurs a 2, fausse pour tous les autres.

- y .

Negatlon

La NEGATION d'une proposition “P”, notée “nonP”, est une proposition qui est vraie lorsque P est fausse, fausse
lorsque P est vraie.

Z§ Exemple

| La proposition “x < 2" est la négation de la proposition “x > 2" .

Conjonction

La conjoncTiON de deux propositions P, Q, notée “P et Q”, est une proposition vraie, si les deux propositions sont
vraies, fausse dans tous les autres cas.

Z§ Exemple

| La conjonction des propositions “x < 2" et “x > 2" est “x = 2".

17
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<=

&

Deux propositions P, Q sont incompatibles si la conjonction “P et Q" est toujours fausse.

£§ Exemple
q

| Les propositions “x < 2" et “x > 5" sont incompatibles.

<

E

La pisjoncTION de deux propositions P, Q, notée “P ou Q" est une proposition vraie si au moins une des deux
propositions est vraie, fausse dans tous les autres cas (le “ou” est inclusif).

4§ Exemple
q

| La disjonction “x > 2 ou x < 2" est “x # 2" .

<>

&

L'impLIcATION de deux propositions P, Q, notée “P = Q" est la proposition “(nonP) ou Q". Sa négation est la
proposition “P et (nonQ)".

e Remarque

L'implication “P = Q" se lit “P implique Q" ou “P entraine Q" ou “P est une condition suffisante de Q" ou
“Q est une condition nécessaire de P". Le fait que “P = Q" soit vraie signifie que pour que Q soit vraie il
suffit que P soit vraie, ou encore, que pour que P soit fausse il suffit que Q soit fausse. “P = Q" équivaut a
“nonQ — nonP".

-

E

P et Q étant deux assertions, si “P = Q" est vrai on dit que c'est un THEOREME (C'est-a-dire une assertion
démontrée dont P est 'HYPOTHESE et Q la CONCLUSION).

-

&

L'EQuIVALENCE de deux propositions P, Q, notée “P <= Q’, est la proposition “(P = Q) et (Q = P)". Sa
négation est la proposition “(P et nonQ) ou (Q et nonP)" qui signifie “ou bien P, ou bien Q"

Notions fondamentales de la théorie des ensembles

Des étres, aussi bien physique (éléve, chat, chaise...), qu'objets de notre pensée (nombre, fonction...), seront représen-
tés par des lettres a, b, E, i ... et considérés comme bien définis si nous disposons d'un critére permettant d'affirmer
que deux de ces objets (représentés par a et b) sont, ou bien identiques, ou bien distincts :

a=b>b ou bien a# b.
<=

!

Un ensemble E est constitué d'éléments. Il est bien défini si l'on posséde un critére permettant d'affirmer pour
tout objet a, s'il appartient a 'ensemble E ou non :

acE ou bien a¢E.

18 © G. FACCANONI
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*Remarque
On dit aussi “a est élément de E” ou bien “a n'est pas élément de E” ou encore “E contient a” ou bien “E ne
contient pas a”. Si un ensemble E est constitué des éléments a, b, ¢, on écrira : E = {a, b, c¢}. Lordre dans lequel
les éléments sont écrits n'importe pas, ainst {a, b, ¢} = {c, a, b}. Un méme &tre mathématique ne peut pas étre
a la fois un ensemble et un élément de cet ensemble, c'est-a-dire qu'il est interdit d'écrire a € a.

<>

&

Un ensemble F est inclus dans un ensemble E si tout élément de F appartient a E, ce que l'on note : F C E.

* Remarque

| On dit aussi “F est une partie de E” ou encore “F est un sous-ensemble de E”".

<

!

Soit E un ensemble. Pour toute partie A de E, on note C,A:= E \ A le complémentaire de A dans E.

g

Un ensemble F est égal a un ensemble E si F C E et E C F, ce que l'on note : F = E.

i
Les quantificateurs 3 et V concernent les éléments d'un ensemble déterminé E.
Notation “Il existe x élément de E" s'écrit “Ax € E".

“Pour tout x de E” ou “Quel que soit un élément x de E” s'écrit "Vx € E".

Ordre Si l'on utilise deux fois le méme quantificateur, U'ordre n'a pas d'importance; on peut donc permuter les
quantificateurs dans des écritures du type

Vxe E YyeF pxy),
IxeE JyeF pxy).

Mais si les quantificateurs sont différents, leur ordre est important :

> dans lécriture
Vxe E JyeF plxy)

y dépend de x,
> dans lécriture
dyeF VxeE pxy)

y est indépendant de x.

Négation La négation de “Vx € E, x vérifie p” est “dx € E tel que x ne vérifie pas p”. La négation de “Ix € E, x
vérifie p” est “Vx € E tel que x ne vérifie pas p”.

e Remarque

Soit A une partie de E.

> L'énoncé “A est la partie vide” (on note A = @) et sa négation “A est non vide” (on note A #+ ) correspondent
respectivement a “quel que soit x élément de E, x n'est pas un élément de A" et “il existe au moins un élément
de E qui est élément de A” et s'écrivent respectivement :
>VxeE x¢&A
> IxeE xeA

> L'énoncé “A est la partie pleine” (on note A = E) et sa négation “A n'est pas la partie pleine” (on note A + E)
s'écrivent respectivement :
> Vxe E xeA,
>dxeE xé¢A

© G. FACCANONI 19
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>> Les propositions “x € A” et “x ¢ A" sont souvent remplacées respectivement par “x vérifie la propriété p” et “x
ne vérifie pas la propriété p” oli p est une propriété caractéristique des éléments de A, c'est a dire un critére
permettant de décider pour tout élément x de E entre les deux propositions x € A, x ¢ A.

- y . y
Operatlons booléennes

Soit £ un ensemble. On note P(E) l'ensemble des parties de E. Soient A et B deux éléments de P(E). Les quatre
éléments AU B, AN B, A\ B, AA B de P(E) sont définies de la fagon suivante : pour tout x € E,

> x EAUB < x € Aou x € B, [réunion des ensembles A et B]

> x EANB < x € Aetx € B, [intersection des ensembles A et B]

> x€EA\B &< xe€Aetx¢ B

> xeEAAB < xeA\BouxeB\A

AUB ANB
A\ B B\ A AAB

- y . . . . .
Reumon et intersection d'une famille de parties de E

Soit E, I deux ensembles et {A;}ic/ une partie de P(E). Les deux éléments | J,c,A; et )
de la facon suivante : pour tout x € E,

A; de P(E) sont définies

iel

erAi<:>EIie/ x € A, xeﬂA,w:)vze/ x € A

iel iel
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? Exercice 2.1

La relation p = g se lit “si p, alors g". Que signifie-t-elle ?

O p est une condition suffisante de g O pour que p, il est nécessaire que g
O g est une condition nécessaire de p )

) i O p seulement si g
O pour que g, il suffit que p

O pour que p, il suffit que g O g seulement si p

Sorution. B p est une condition suffisante de g B pour que p, il est nécessaire que g
B g est une condition nécessaire de p )

. ) B p seulement si g

B pour que g, il suffit que p

O pour que p, il suffit que ¢ O g seulement si p

? Exercice 2.2

Pour chaque énoncé, écrire la négation, puis dire si 'énoncé original est vrai ou faux (en justifiant la réponse a
laide d'une démonstration).

1.VxeR x>1 5. 3x€eR VyeR y?>x

223x€eR VyeR x+y>0 6. vneN n?+n+1<nd

33.¥%xeR JyeR x+y>0 7.¥9x€eR dJneN n>x

4 ¥xeR VyeR x+y>0 8.dneN VpeN n>p = n+p>2p
SoLuTION. 1. Faux

Contrexemple : x =0
Négation : dx e R x <1
2. Faux
Contrexemple : difficile, on prouvera la négation
Négation : Vx e R dJyeR x+y <O0.
Preuve de la négation : étant donné x € R, il existe toujours un y € R tel que x4+ y < 0 car il suffit de prendre
y=—(x+1) quidonne x+y=—-1<0
3. Vrai
Preuve : étant donné x € R, il existe toujours un y € R tel que x + y > 0 car il suffit de prendre y = —x + 1
qui donne x+y=1>0
Négation : Ix e R VyeR x+y <0

4. Faux
Contrexemple : x = —lety =0
Négation: Ix e R dJyeR x+y <0
5. Vrai

Preuve : Il suffit de choisir x < 0
Négation : Vx e R Jy e R y? < x
6. Faux
Contrexemple : n =10
Négation: In €N n? +n+1>n?
7. Vrai
Preuve : étant donné x € R, on peut prendre n = E(x) + 1 (par exemple), ce qui donne n > x
Négation : 3x e R Vne N n <x
8. Vrai
Négation: Vhn e N dpeN n>petn+p<2p
Preuve : pour prouver que l'énonce est vrai il suffit de montrer que la négation est fausse, autrement dit de
exiber un contre-exemple de la négation. Ici, Yn € N il suffit de choisir p = n—1:0n a n > p mais
n+p=2p+1>2p
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? Exercice 2.3

On considére x, y,z € N. Soit la proposition

(P)

«six =3 alors y =5etz=1n.

Pour chaque affirmation dire si elle est vraie ou fasse :

—_

iy

oA W N

SOLUTION. 1. Fausse
2. Vraie
3. Fausse
4. Fausse
5

Fausse

? Exercice 2.4

. (P) est équivalente a «si y =5 et z=1 alors x = 3».

(P) est équivalente a «pour que y =5 et z =1 il suffit que x = 3».
. (P) est équivalente a «pour que y =5 et z =1 il faut que x = 3».
. La négation de (P) est «x =3, alors y # 5 ou z # 1».

. La négation de (P) est «si x =3, alors y # 5 ou z # 1».

Pour tout entier naturel n, soit P, une assertion portant sur n et telle que si P, est vraie alors P,y; lest

également.

On suppose qu'il existe un entier ng tel que P,, soit faux. Quelle conclusion peut-on en tirer?

O P,,_1 est faux

O P, est faux pour tout entier n < ng

O P41 est faux

O P, est faux pour tout entier n > ng

O P, est faux pour tout entier n

On suppose qu'il existe un entier ng tel que P,, soit vrai. Quelle conclusion peut-on en tirer?

O Pp,—1 est vrai

O P, est vrai pour tout entier n < ng

O Ppy+1 vrai faux

O P, est vrai pour tout entier n > ng

O P, est vral pour tout entier n

no

SoruTioN. Le fait que P,, soit faux n'implique rien sur la véracité de P, pour n > ng. En revanche, il implique que
P, est faux pour tout n < ng. En effet, s'il existait un entier m < ng tel que P, soit vrai, on aurait P41 vrai et, par
récurrence, P,, vrai ce qui est une contradiction.

B P,,_; estfaux
B P, est faux pour tout entier n < ng
O Ppy+1 est faux
O P, est faux pour tout entier n > ng

O P, est faux pour tout entier n

Le fait que P, soit vrai n'implique rien sur la véracité de P, pour n < ng. En revanche, il implique que P, est vrai
0
pour tout n > ng. En effet, s'il existait un entier m > ng tel que P, soit faux, on aurait P,,_; vrai et, par récurrence,

P, faux ce qui est une contradiction.
O Pp,—1 est vrai
O P, est vrat pour tout entier n < ng
B P, 4 estvral
B P, est vrai pour tout entier n > ng

O P, est vrai pour tout entier n

22
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? Exercice 2.5

Démontrer (par récurrence) les propositions

1) VneN* Zl— ”+1), 2) VneN" ) (2i+1)=n(n+2),
i=1

. o n(n+1)(2n+1) . . 5 [n(n+1) 2

3) VheN Zl = 5 , 4) VneN ;l ===

i i n(n+1)(6n3+9n2 +n—1)

5) V N* ,
) Vne 30

SoruTioN. On considére une propriété P, qui dépend d’'un entier naturel n et on souhaite démontrer par récurrence
qu'elle est vraie a partir d’'un certain rang. Pour cela il faut

1. montrer que la propriété P, est vraie pour un entier particulier ng (par exemple 0 ou 1);
2. montrer que si elle est vraie pou pour certain n, cela implique qu'elle est vrai pour son successeur n + 1.

1) Pour n =1 la somme se réduit a 1 et elle est égale a 12 = 1. On suppose maintenant que le résultat est vrai pour
i ’ T n o n(n+1) n+1 . n _ n(n+1) _ (n+1)(n+2)
un certain n, c'est-a-dire que ) ;i = CAlors ) Dri=) Lii+(n+1)= "5+ (n+1) = 5=
Le résultat est donc vrai pour Uentier n + 1
2) Pour n =1 la somme se réduit a 2x 141 et elle est égale a 1(1+2) = 2. On suppose maintenant que le résultat est
vrai pour un certain n, cest-a-dire que Y1, (2i4+1) = n(n+2). Alors Y_""1(2i+1) = Y " (2i4+1)+(2(n+1)+1) =
n(n+2)+2(n+1)+1)=(n+1)(n+ 3). Le résultat est donc vrai pour l'entier n + 1.

, L , C1(141) (241 :
3) Pour n =1 la somme des carrées se réduit a 12 et elle est égale a % = 1. On suppose maintenant que le

, . . et A . 1)(2n+1 1 - y
résultat est vrai pour un certain n, cest-a-dire que ) i, i* = % Alors Zi’; =YY" 2+(n+1)2=

i ll
7'7('7“)6.(2”“) +(n+1)2= —(”J“l)(”tf)(?”%). Le résultat est donc vrai pour Uentier n + 1.

Le L . L (1x2)2 .
4) Pour n = 1 la somme des cubes se réduit a 1° et elle est égale a ( X4> = 1. On suppose maintenant que le

2
résultat est vrai pour un certain n, c'est-a-dire que Y i, i® = (@) CAlors Y I B =Y B4 (n+1)3 =
(%) +(n+1)3= (M) Le résultat est donc vrai pour Uentier n 4 1.

1(14+1)(6+9+1—1)

ot
=

Pour n = 1 la somme se réduit & 1* et elle est égale a = 1. On suppose maintenant que le résultat

. . D . 1)(6n3+9n2+n—1 1 .
est vrai pour un certain n, cest-a-dire que y_1_, i* = 20t Lt ) Alors Y Mt =Y " it 4 (n+ 1)t =

i=1 ! i=1t
.3 2, NG 3 2 = , . P
”('7“)(0”339” =D 4 (p+1)4 = <”+1)<”“>“)(”“)SXQ(”H) D=1 | e résultat est donc vrai pour Uentier n + 1.

? Exercice 2.6

Expliciter les sous-ensembles suivants de la droite réelle

U 152 N 152 U [52] ARERY

x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1]
1 1 1 1 1
N [_E'2+F[ U [1+;,n] N [3,3+n—2[ ﬂ]—2—3,4+n2]
neN* neN* neN* neN*
SOLUTION.
9 ]52[:}0 9 N ];,zx[:ﬂ
x€[0,1] x€[0,1]
J [2]-0a N [y2]- 101
x€[0,1] xe[0,1]

G. FACCANONI 23
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N [],‘ +1[[0,2] U [H,]],n] =]1, +o0]

n n }
neN* neN*

o 1 o < B3 1 y 2| o
N [3,3+ng[{3} ﬂ] 2 n,4+n][ 2,5]

neN* neN*

? Exercice 2.7

Soit E, /, / trois ensembles et {A;}ic/ et {B,},c; deux parties de P(E). Montrer que

(UAi)n(UBJ-) - U (anB).

iel jel (i.j)elx]

SoruTioN. Notons

L_(UA,-)Q(/LEJJBJ-), R= [J (AnB)).

icl (i.j)elxJ

Pour prouver que L = R il faut prouver les deux inclusions L C Ret RC L:
® on prouve que L C R, ie.quesif € Lalors ¢ € R:
tel = tel|JA ET tel B
iel jel
& diel, ¢€A ET dje/, B
— 3i,j)elx], ¢ (AnB)
— {eR;

@ on prouve que R C L, ie.quesi¥ € Ralors ¢ €L

teR < 3I(i,j)elx] e (ANDB))
& V(€A ET 2ebB;

= te|JA ET te| B
iel jel

— fel.

? Exercice 2.8

Soit E, | et J trois ensembles non vides. Soit {A; ;}(;j)eixs une partie de P(E). Montrer que
U(NA) en(Ua)
el jel jel il

puis comparer (en terme d'inclusion)

Sl « alyuld

peN* ' geN* geN* ' peN*
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SowuTioN.  x € ;¢ ﬂjejA,»,/) = Jdiel,xeNigA; = FeELVjelxeA; = Vje x €A,

Uie,A,-,/-) donc g ( MNjes A,—,,-) < Njes ( U‘E/Ai'j)'

- XEﬂjEj

Notons que linclusion inverse n'est pas vraie car x € (¢, ( UI.E,A,-,]-) = VjelxelUgA;, = Yjeldiel

dépendant de j, x € A; ;.

On peut le voir sur l'exemple proposé :

N [0 /] ~ {0}, 9 [0,’;] = [0;+oa],

geN* peN*
olaks)-m n(Up) e
peNs ! geN* q geN* \ pen q
? Exercice 2.9

Soient E un ensemble et F et G deux parties de E. Montrer que

) C.(C.F)=F

2)FcG < C(CF>C(CG

3) G(FUG) = (GF)n(CGG) et C(FNG)=(CF)U(Ca) [Lois de Morgan]

SoLUTION. 1.x€C(CF) < x¢ CF < xeF
22"FC(G" < "(xeF) = (x€ @) < "non(xe G) = non(x € F)" < “(x€ CclG) = (x € CcF)"
— “CeG C CeF”
3 x € Ce(FUG) < x ¢ (FUG) < x ¢ FETx ¢ G < x € Ce(F) ET x € Ce(0) <
e (G.F)n(C.G)
x€C:(FNG) & x¢FOUx¢ G < xe Ce(F)OUx e C:(G) < xe(C.F)U(C.Q)

? Exercice 2.10

Soit / un ensemble et {A};c; une partie de P(E). Montrer que

1. C ( Uie/Ai) = ﬂiel CA;

2 CE ( mielAi) = Uiel CEAi'

SoruTioN. Soit / un ensemble et {A};c; une partie de P(E). Alors

TxECE(UA[) = x¢ A & VieN x¢ A & VieN xe Ce(A) & xe () Ce(A)
. =1 i=1

) x ¢ NMA < 3JieNtelquex ¢ AA < 3Ji e N*tel que x € Ce(A) <=

i=1

ng

ZXECE(
C

HCE{

? Exercice 2.11

Soient les sous-ensembles de R

a=fpast]m=fa-i a=fa-tasd]s o=feasd]

© G. FACCANONI 25



2 Logique, ensemble Mercredi 11 janvier 2012

avec i € N*. Trouver les ensembles

L Ge(A), 2 fjl Ce(A), 3. ﬁlA,, 4. Ce (ﬁl/\[), 5, fle[, 6. G (GIA[), 7 ﬁl Ca(A):
8 Ca(B), 9. _f_jl Ge(B),  10. F’%l B, 11.Ca (_ﬁl Bl-), 12, _E'jl B, 13. Ca (_Gl Bl), 14, %"ﬁl Ca(B):
15. Ga(C), 16 _fjlcR(cl), 17, Yrgﬁlc, 18, CR(%IC[), 19, Ejlcu 20. R(([:jlci), 21. F'ﬂlcR(Q),
22. Ga (D), 23. f_leR(Dl), 24, aD" 25, CR('%ID[), 26. 61’3“ 27, CR(@ID,»), 28 %IC]R(DJ,

SOLUTION. (0 0o

10. () B,
i=1
1. cg(hlsf),
12. | B.,
13. CE(UB[),

14. ﬂ C]'%i(Bi);
15. Ga(Cy),
16. J G(G),

17. () G
18, C&(ﬁ C,-),
19. (J G

20. Cr ( U Ci),
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21. N G(C);
i=1

22. Ca(Dy),

23. U (D),
24, fj D,

25. Gy ( Ool D,-),
26. U D.

27. Ca (Ej D,.),

28. () Ce(Dy).

? Exercice 2.12

Pour i € N, soit A; = [—2, —2—] un sous-ensemble de R. Trouver les ensembles
L _1_12

A, CR(GA,-), Ca(A),
i=0

rce

L

SoLuTioN. En remarquant que A; C Ai11, que Ag = [—2, —1] et que i —— [-2,07] on a

i—+o00

GAI =[-2,0[, Cr GAf) = ]—o00; =2[ U [0;+00[,
Cr(Ai) =]—00; —2[U ] S l_);+<>0[. ﬂ Cr(Ai) = ]—00; =2[ U [0; +00].

? Exercice 2.13

Pour i € N, soit A; = [—1, 1_%2[ un sous-ensemble de R. Trouver les ensembles

ﬁ A e ( ﬁ Ai) o Ge(A, Ej Cr(A).
i=0 i=0 ‘

SoruTioN.  En remarquant que A1 C A;, que Ag = [—1,1] et que A —— [—1,0T[ on a

—+o0

ﬁ/\[:[—l,(ﬂ, Cp ﬁA[) = ]—o0; —1[ U ]0; +o0],
Cr(A) = ]—0o0; —1[ U [H%[ZJroo[ ‘ Cr(A)) = ]—00; —1[ U ]0; +0o0] .
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92—
Soit M = {n €N|n >3} Considérons lintervalle A, = ] mm; Z—::__;)[ pour tout m € M. Expliciter les
ensembles
1. U Am 2.CR( U Am), 3.Cr(Am), 4. ) Ge(An), 5. () Am 6.CR( N A,,,), 7. U Gr(An).
meM meM meM meM meM meM

2—m m+3
SoruTioN. Notons que — —1T et que — 1t
+ 2
A

1 1 2 M |
—}1 - 173 Agq }1 ré'/s 3}*2
,}1 . 112 As 1‘ I}'/s 3{‘2
7}1 _rsir, Ag ‘l lé'ﬁ :siez
! -3 1 G 3/2

On peut alors conclure que

1. U Am:]_l;g[

meM

2. CR( U A,,,) =]—00;—1J U [§;+oo[

meM
5 G = ]-oer 2] 0 [34]
4. ﬂ CF\‘{ (Am) — ]_OOZ _1] U [%+OO[

meM

28

5. ﬂ Am:]_é;l]

meM

6 GR( N A,,,) — J—o0: — 1] UTL; +o0]

meM

7. U CIR (Am) - ]_OO -

meM
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Soient E et F deux ensembles.

- . y .

Proclumt cartésien

E x F est l'ensemble des couples (x, y) oli x est un élément de E et y un élément de F. L'égalité dans E x F est
définie par: (x,y) = (X, y) &< x=x"ety=y'".

Relation binaire

Une RELATION binaire (ou correspondance) de E dans (ou vers) F est un triplet R = (E, F; G) ol G une partie
de E x F. Lensemble E est appelé ensemble de départ de R, 'ensemble F est appelé ensemble d'arrivée de R.
L'ensemble G est appelé graphe de R.

‘Notatton

Pour tout (x,y) € E x F, on écrit “xRy” et on dit “x est en relation avec y" ssi “(x,y) € G".

Fonction

Une FoncTioN f de E dans F est une relation de E dans F vérifiant : pour tout x € E, il existe au plus un élément
y € F satisfaisant xfy.

- . ype ege
Domatne de définition

Le poMAINE DE DEFINITION D¢ d'une fonction f de E dans F est 'ensemble des x € E satisfaisant : il existe un et
un seul y € F tel que xfy.

Notation

Pour tout x € Dy, on note f(x) le seul point y € F satisfaisant xfy. Donc pour tout (x,y) € D x F, xfy <
y = f(x). St x € Dy alors f(x) est appelé “limage de x par f". St y € F alors tout point x € Dy satisfaisant
y = f(x) est appelé “un antécédent de x par f".

- .
Image directe

| Soit f une fonction de E dans F et A une partie de E. L'IMAGE DIRECTE de A par f est la partie de F définie par
f(Ay:={yeF : IxeAnD; y=1(x)}

29
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<=

&

Soit f une fonction de E dans F et B une partie de F. L'IMAGE RECIPROQUE de B par f est la partie de E définie
par f~1(B):={x € Ds : f(x) € B}.

&Attention

Attention & ne pas confondre l'image réciproque de B, qui existe toujours, avec l'image de B par 1, qui n'existe
que si f est une bijection. Ici on ne suppose rien sur f.

Dy

B

Une application f de E dans F est une fonction de E dans F dont le domaine de définition est égal a E.

g
Une injection f de E dans F est une application de E dans F vérifiant

Vix,X)EExXxE f(x)=fKx) = x=x.

&Attention

Attention a ne pas confondre :
> la définition d'une application qui s'écrit

VxeE WWeE x=x = f(x)=1FX),
VxeE W eE f(x)#£f(xX) = x#x,

> la définition d'application injective qui s'écrit

VxeE YW eE x#x = f(x)+ (X)),
VxeE W eE flx)=Ffx)= x=x.

g

Une surjection f de E dans F est une application de E dans F vérifiant

Vye F IxeE y="1(x).
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<=

&

Une bijection f de E dans F est une application de E dans F qui est injective et surjective.

* Remarque

Soient

> R lensemble des relations

> F lensemble des fonctions E
> A l'ensemble des applications A
> [ l'ensemble des applications injectives

> S lUensemble des applications surjectives S
> B l'ensemble des applications bijectives

Le dessin ci-contre se lit comme suit : “toute fonction

est une relation mais il existe des relations qui ne sont

pas des fonctions, de méme toute application est une

fonction mais il existe des fonctions qui ne sont pas des

applications. Il existe des applications qui ne sont ni in-

jectives ni surjectives, il existe des applications qui sont

injectives mais qui ne sont pas surjectives, il existe des

applications qui ne sont pas injectives mais qui sont sur-

jectives et il existe des applications qui sont injectives

et surjectives et sont appelées bijections.”

Astuce

Soit E et F deux sous-ensembles de R. Alors

> Une relation de E dans F est une fonction si toute droite vertical d'équation x = k € E intersecte le graphe
de f au plus une fois.

> Une fonction f: E — F est une application si toute droite vertical d'équation x = k € E intersecte le graphe
de f une fois et une seule.

> Une application f: E — F est une application injective si toute droite horizontale d'équation y = k € F
intersecte le graphe de f au plus une fois.

> Une application f: E — F est une application surjective si toute droite horizontale d'équation y = k € F
intersecte le graphe de f au moins une fois.

> Une application f: E — F est une application bijective si toute droite horizontale d'équation y = k € F
intersecte le graphe de f exactement une fois.
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VAV VVVVDVDVDDVDVDDDDD  Exercices DDAIDIDDIDDDRDIDVVIDIDDDDAID
? Exercice 3.1

Comment doit-on compléter la définition suivante : “ Soient E et F deux ensembles et f une application de E
dans F. On dit que f est injective si et seulement si..."
O tout élément x de E n'a qu'une image par f

O tout élément y de F a au moins un antécédent par f

O tout élément y de F a au plus un antécédent par f

O tout élément y de F a exactement un antécédent par f

O pour tous x et y de E, la relation f(x) = f(y) implique x =y
Sorution. [ tout élément x de E n'a qu'une image par f

Cette assertion exprime que f est une application

O tout élément y de F a au moins un antécédent par f
Cette assertion pourrait compléter la définition d'une application surjective

B tout élément y de F a au plus un antécédent par f

O tout élément y de F a exactement un antécédent par f
Cette assertion pourrait compléter la définition d'une application bijective

B pour tous x et y de E, la relation f(x) = f(y) implique x =y

? Exercice 3.2

Comment doit-on compléter la définition suivante : “ Soient E et F deux ensembles et f une application de E
dans F. On dit que f est surjective si et seulement si..."
O tout élément x de E n'a qu'une image par f

O tout élément y de F a au moins un antécédent par f
O tout élément y de F a au plus un antécédent par f
O tout élément y de F a exactement un antécédent par f

O pour tous x et y de E, la relation f(x) = f(y) implique x =y

SoruTioN. [J tout élément x de E n'a qu'une image par f
Cette assertion exprime que f est une application

B tout élément y de F a au moins un antécédent par f

O tout élément y de F a au plus un antécédent par f
Cette assertion pourrait compléter la définition d'une application injective

O tout élément y de F a exactement un antécédent par f
Cette assertion pourrait compléter la définition d'une application bijective

O pour tous x et y de E, la relation f(x) = f(y) implique x =y
Cette assertion pourrait compléter la définition d'une application injective

? Exercice 3.3
Soit E et F deux ensembles. Pour chaque relation xRy avec x € E et y € F déterminer celles qui sont des
fonctions, puis le domaine de définition de chacune de ces fonctions, puis celles qui sont des applications et si
elles sont injectives et/ou surjectives.
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SoLuTION. 1. Elle n'est pas une fonction.

2. Elle est une fonction mais elle n'est pas une application.
3. Elle est une application ni injective ni surjective.

4. Elle est une application surjective non injective.

5. Elle est une application injective non surjective.

6. Elle est une bijection.

? Exercice 3.4

On note E := {1,2,3} et F := {1,2,3,4}. Tracer le graphe des six relations binaires de E dans F définies
ci-dessous.
1.Vx,y) e ExF xRy < x—y+32>0, 4. V(x,y) EExXF xRy < x—y+2=0,
2. V(x,y) e ExF xRoy < x+1>y, 5 V(x,y) € ExF xRsy < y est pair,
3.V(x,y) e ExF xRgy < x>y, 6. V(x,y) e ExF xRy < x=y.

Parmi les six relations ci-dessus, déterminer celles qui sont des fonctions, puis le domaine de définition de chacune
de ces fonctions. L'une de ces fonction est-elle une application?

SoLuTION. 1. V(x,y) € ExF xRiy <= x—y+32>0:elle nest pas une fonction

2.V(x,y) € ExF xRay < x+12>y : elle nest pas une fonction

3.V(x,y) e ExF xRsy < x>y : elle n'est pas une fonction
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4. V(x,y) e ExF xRuy < x—y+2=0:elle est une fonction mais n'est pas une application

5. V(x,y) e ExF xRsy < y

6. V(x,y) e Ex F xRgy < x

? Exercice 3.5

On considere l'application f définie de R dans R dont 3T
la représentation graphique est donnée ci-contre.
1. Quelle est l'image de 0 par f? 91
2. Donner, en fonction de y, le nombre d'antécédents
de y par f.

3. f est-elle injective ? f est-elle surjective ?

SoOLUTION. 1. £(0) =1

2. Notons n: R — N la fonction qui donne le nombre d'antécédents de y par f en fonction de y. On trouve

n:R—-N
2 siy>1,
3 siy=1,
yr— 44 si0<y<l,
2 siy=0,
0 siy<O.
3. f n'est pas injective car par exemple f(—1) = f(1). f n'est pas surjective car par exemple y = —1 n'a pas

d’'antécédents.

? Exercice 3.6
Soit f: R — R définie par f(x) = 13_1((2.
1. f est-elle injective?

2. f est-elle surjective?
3. Montrer que f(R) = [-1,1].

4. Montrer que la restriction g: [—1,1] — [—1,1] avec g(x) = f(x) est une bijection.
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SoLUTION. 1. f n'est pas injective car f(2) = f(3) = 3
2. f n'est pas surjective car y = 2 n'a pas d'antécédents
3. Pour montrer que f(R) = [—1, 1] on peut utiliser l'une des méthodes suivantes :

> on étudie la fonction et on note que le maximum absolu est 1 et que le minimum absolu est —1
> on résout y = f(x) pour tout y € R : ceci est équivalente a résoudre yx? — 2x + y = 0 qui admet des
solutions réelles ssi 4 —4y? > 0 ssi y € [—1,1]. On a alors prouvé que f(R) = [-1,1].

4. Soit y € [—1,1], alors les solutions possibles de g(x) = y sont x = vty Vylﬂﬁ Or, seul x = V120 ¢ [—1,1]

donc pour g: [—1,1] — [—1,1] on a trouvé un inverse h: [—1,1] — [—1,1] définie par h(y) = —— =

Y
'l“’\/@’

donc g est une bijection.

? Exercice 3.7
< Soit f: [1, +o0[— [0, +00[ définie par f(x) = x> — 1. f est-elle bijective ?

SoLuTioN. > f est injective car

{f(a)f(b) {6121/921 {aib
- = = a=b

a,be[l,+oof a,b el,+o0] a,b e[l,+oo]

€ [, ,
> f est surjective car pour tout y € [0, +oo], U'élément x = \/y + T est tel que {;( )[ Foo|
xX) =y

? Exercice 3.8

Déterminer le nombre de fonctions (applications, injections, surjections, bijections) de E dans F dans chacun des
cas suivants.

1. E={1} et F = {1},

2. E={1,2} et F={1,2,3},

3. E={1,2,3} et F ={1,2},

4. E={1,2,3} et F ={1,2,3}.

SoruTioN. Soit A et B deux ensembles de cardinal |[A| = n et |B] = m.
> Le nombre d'applications de A dans B est m".

re . . ! ! . .
> Le nombre d'injections de A dans B est n!(’”) =n!l+2 - = "= sin < m,0 sinon.
nl(m—n)! (m—n)!
>> Le nombre de surjections de A dans Best(Osin <m, nlsin=m, Zo<j<m(71)’”’f('}')j” sinon.
>

Le nombre de bijections de A dans B est 0 si n# m, nl si n = m.

n

1. n = m = 1. Applications : 1, injections : 1, surjections : 1, bijections : 1.

2. n =2, m=3. Applications : 32 = 9, injections : (32!2)! = 6, surjections : 0, bijections : 0.

. . . : - . . . 9. ! .
3. n =3, m = 2. Applications : 22 = 8, injections : 0, surjections : ZOS/'SQ(_])Z 1/5/.“227/)! =0-2+8 =06,
bijections : 0.

4. n = m = 3. Applications : 3% = 27, injections : 3! = 6, surjections : 3! = 6, bijections : 3! = 6.

? Exercice 3.9

Soit E et F deux parties de R et R la relation binaire de E dans F définie par
xRy = x*+y*=1.

1. Montrer que si E =R et F =R alors R n'est pas une fonction.

2. Montrer que si E =R et F = [0, 400 alors R est une fonction dont on déterminera le domaine de définition
D. Pour tout (x,y) € D x F tel que xRy, expliciter y en fonction de x.

3. Montrer que st E =[—1,+1] et F = [0, o0 alors R est une application qui n'est ni injective ni surjective.
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SoLuTION. 1. E=R et F =R :R nest pas une fonction car par exemple x = % vérifie xR (i@)

F=R

-1

a
\_f//E:R

2. E=TRetF =][0,+00[: R estune fonction dont le domaine de définition est D = [—1, 1]. Pour tout (x, y) € DxF
tel que xRy, y = V1 —x2.
F =10, +o0[

1

Y4hY

—1

S

3. E=[-1,41] et F =[0,+00[ : R est une application qui n'est pas injective car (i 3

) Rx ni surjective car
par exemple y = 2 n'as pas d'antécédents.

2
F =10, +o0[

? Exercice 3.10

Soit f l'application de R dans R définie par f(x) = 1 + x2. Déterminer l'image directe et réciproque par f des
ensembles suivants
A=10,1] B=] —1,4] C=1[0+o00] D =] —0c0,5]

SOLUTION.
f £
A=10,1] [1,2] {0}
B=]-14 [L17] ]-V3.V3
C=1[0,400[ [1,+oo] R
D=]—00,5 [1,+00] [—2, 2]

? Exercice 3.11
Soit f l'application de R dans R définie par f(x) = x. Soient A :=[-2,1] et B:= [-1,4].
1. Comparer f(AN B) et f(A) N f(B).

2. Comparer f(AU B) et f(A) U f(B).
3. Calculer f=*(f(A)) et f(f~*(A)) puis comparer ces deux ensembles et A.
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SOLUTION.

1. AnB=[-1,1], f(An B)
2. AUB=[-2,4], f(AU B) = [0,

OnaA:= [—2, 1], B:=[-1,4], f(A) =[0,4] et f(B) = [0, 16].
=10,1] et f(A)Nnf(B) =10,4] donc f(AN B) C f(A) N f(B).

16] et f(A) U f(B) = [0,16] donc f(AU B) = f(A) N f(B).
3. F7H(f(A)) = F7L([o, ]) -2, }cloncACf‘l(f(A))
f=H(A) = [-1,1], f(F(A)) = f([-1,1]) = [0,1] donc f(F~1(A)) C f(A).

? Exercice 3.12

Soit f:

E — F une application. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes

(@) f est injective
(b) pour tout A, B sous-ensembles de E on a f(AN B) = f(A) N f(B).

SOLUTION.

(a) = (b) Par hypothése f est injective, cela signifie que pour tout x1, x2 € E, f(x1) = f(x2) = x1 = xa.

f(
> Soit y € f(AN B), alors il existe x € AN B tel que y = f(x). Puisque x € A alors y = f(x) € f(A) et de

méme x € B alors y = f(x) € f(B). On a que f(ANn B) C f(A) N f(B).
> Réciproquement, st y € f(A) N f(B) alors il existe a € A tel que y = f(a) et de méme il existe b € B tel
que y = f(b). Comme f est injective, on a a = b qui appartient a AN B. On a que f(A)Nf(B) C f(AN B).

(b) = (a) Soit a et b deux éléments de E tels que f(a) = f(b) et notons y cet élément de F. Définissons A= { a}
et B={b}. Puisque y = f(a) et y = f(b) alors { y } = f(A) = f(B). Par hypothése f(A) N f(B) = f(AN B)
donc f(ANB)={y} dolia=b:f estalors injective.

? Exercice 3.13

Soit E, F deux ensembles non vides et f une application de E dans F.
1. Soit {Ai}ies une famille de parties de E. Montrer que

f(UA,-):Uf(A,-) et f(ﬂAi)cﬂf(Al)

iel iel iel iel

2. Soit {B;};e; une famille de parties de F. Montrer que

SOLUTION.

fl(UB,-) =Jr'm,y) et fl(ﬂB,-) =

jel jel jel jel

1. Soit {A;}ies une famille de parties de E.

1. Prouvons que f( UiG,A,-) C Ui/ f(A) 1 soit y € f( UIG,A[), alors il existe x € [J,, Ai tel que f(x) =y,

1.2.

1.3.

2. Soit

2.1.

2.2.

38

cela implique qu'il existe un indice i € I tel que x € A; et f(x) = y, mais alors y € f(A;) et donc

y € Ui/ f(A)-

Prouvons que | J;c, f(Ai) C f( UielAi) ssoit y € [Jig; f(Ai), alors il existe i € I, y € f(A;), cela implique

qu'il existe x € A; tel que y = f(x), mais alors x € | J,,;Ai et donc y € f( Uie,A,-).

Prouvons que f( ﬂiE,Ai) C Mg/ f(A) 1 soit y € f( ﬂiE,Ai), alors il existe x € (,, Ai tel que f(x) =y,

cela implique que x € A; pour tout indice i € I et f(x) = y, mais alors y € f(A;) pour tout indice i € | et
donc y € (e f(A).
{B;}jes une famille de parties de F.

Prouvons que f~! ( Ujes Bj) C Uey f~1(B;) : soit x € f~* ( Ujes B ) alors il existe y € (¢, B; tel que
f~1(x) = y, cela implique qu'il existe un indice j € J tel que y € Bj et y = f~!(x), cest-a-dire qu'il existe

un indice j € J tel que x € f~1(B;), mais alors x € Uje, 7 L(B)).

Prouvons que (J;c, f~ Y(Bj) c ! ( Ujes Bj) : soit x € (J;, f1(B)), alors il existe un indice j € J tel

B/' et

/El
que x € f~1(B)), cest-a-dire qu'il existe y € B, tel que f~(y) = x, cela implique que y € |J
f~1(y) = x, mais alors x € (., B))-

jel

jel
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2.3.

24.

Prouvons que ! ( Njes Bj) C ey F1(B;) : soit x € ( Njes Bj), alors il existe y € (), B; tel que

f~1(y) = x, cest-a-dire que pour tout j € J, y € B; et f~!(y) = x, cela implique que pour tout j € J,

= ffl(/gj), mais alors x € ﬂ,el fﬁl(B/)-

Prouvons que (., f~(B;) C ! ( Njes B/) : soit x € (e, f71(By), alors pour tout j € J, x € f71(B)),

c'est-a-dire que pour tout j € J, il existe y € B; tel que f~!(y) = x, cela implique que pour tout y € mjej B;
f=1(B)).

et f~(y) = x, mais alors x € ﬂje/

? Exercice 3.14

Les fonctions suivantes sont-elles injectives ? Surjectives ? Bijectives?

1. f: Z — Z telle que f(n) = 2n, 5. f: N - N telle que f(n) =n+1,
2. f: Z — Z telle que f(n) = —n, 6. f: N — N* telle que f(n) =n+1,
3. f: R — R telle que f(x) = x?, 7. f: Z — 7 telle que f(n) =n+1,
4. f: R — R* telle que f(x) = x2, 8. f: R? - R? telle que f(x,y) = (x + y,x — y).
SoLuTION. 1. est injective non surjective car tous les y impaires n‘ont pas d'antécédents,

2. est bijective,

3. n'est pas injective car f(—1) = f(1) = 1 ni surjective car y = —2 n'a pas d'antécédents,

4. n'est pas injective car f(—1) = f(1) = 1 mais elle est surjective,

5. est injective mais n'est pas surjective car y = 0 n'a pas d'antécédents,

6. est bijective,

7. est bijective car pour tout k € Z, k=n+1 < n=k—1,

8. est bijective.

? Exercice 3.15

1. Soit f: R\ {1} — R lapplication telle que f(x) =

2. Soit f: R\ {—1} — R lapplication telle que f(x) =

1
x2—2x+ 1
1.1. Est-elle injective ? Surjective ?
1.2. Soit g: ]1; +oo[— R lapplication telle que g(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?
1.3. Soit h: [0;+00] \ {1} — [0;1] lapplication telle que h(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?
1
X2 2x 417
2.1. Est-elle injective ? Surjective?
2.2. Soit g: [1;+o00[— R l'application telle que g(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?
2.3. Soit h: [0;4+00] — [0;1] la fonction telle que h(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?

Prouver chaque affirmation.

SOLUTION.

1. Remarquons que Dy = R\ {1}. Soit x; et x; dans R. On voit que f(x1) = f(x2) < (x; —1)? =
(xo—1)2 &= x3—1=%+(xp—1) & x2 = x; oU xo = 2 — x;. Soit y € R. On voit que y = ﬁ =
(x—1)2= i —= x=1+ \/g ce qui impose y > 0. On peut alors répondre aux questions :

11 f: R\ {1} - R telle que x = =37
> f n'est pas injective car f(2) = f(0)
> f n'est pas surjective car y = —1 n'as pas d'antécédents.
1.2, g:]1;+o0[— R telle que X — s
> f(x1) = f(x2) sst xa = X1 ou x2 = 2 — xq. St x1 €]1;+00] alors xo = 2 — x3 &]1; 400 donc g(x1) = g(x2)
ssi x2 = x1 : g est injective.
> g n'est pas surjective car y = —1 n'as pas d'antécédents.
1.3. h: [0;400]\ {1} — [0;1] telle que x — ﬁ
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> h n'est pas injective car f(2) = f(0)
> h n'est pas surjective car y = 0 n'as pas d'antécédents.
2. Remarquons que Dy = R\ { —1 }. Soit x; et xo dans R. On voit que f(x1) = f(x2) &= (x1+1)? = (2 +1)? <
—

x1+1==%(x2+1) < x2 = x1 ou xo = —x3 — 2. Soit y € R. On voit que y = = (x+1)2=1

1
x24+2x+1 y

x=-1+ \/g ce qui impose y > 0. On peut alors répondre aux questions :

21, f: R\ { -1} - R telle que x = 5.
> f n'est pas injective car f(—2) = f(0)

D> f n'est pas surjective car y = —1 n'as pas d'antécédents.
22. g: [1;400[— R telle que x — )(2_;7)(“
> f(x1) = f(x2) sst x2 = x3 ou xo = —2 — x3. St x1 € [l;4+00] alors xo = —2 — x; €& [1;+oo[ donc
g(x1) = g(x2) ssi xoa = xq : g est injective.
> g n'est pas surjective car y = —1 n'as pas d'antécédents.
2.3. h: [0;400] — [0;1] telle que x +— m

> h n'est pas injective car f(—2) = f(0)
> h n'est pas surjective car y = 0 n'as pas d'antécédents.

? Exercice 3.16

§ 1. Soit f Uapplication de R dans R définie par f(x) = 1+ x + x%. Est-elle injective ? Est-elle surjective ?

2. Soit g l'application de R\ {—2} dans R définie par g(x) = 2XX+_21 Est-elle injective ? Est-elle surjective ?

SOLUTION.

1. f n'est pas injective car f(—1) = f(0) = 1 ni surjective car y = 0 n'a pas d'antécédents.
y
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Soit E, F, G et H quatre ensembles.

Composition

Si f est une application de E dans F et g une application de F dans G alors g o f est l'application de E dans G
définie par : Vx € E (g of)(x) = g(f(x)).

Théoréme (associativité)

Si f est une application de E dans F, g une application de F dans G et h une application de G dans H alors
ho(gof) = (hog)of.

- . . y .
Appllcatlon reciproque
Soit f une application de E dans F. On dit que f admet une réciproque (ou inverse) ssi il existe une application

g de F dans E telle que
V(ix,y) € ExF y=»Ff(x) < gly) =x.

Si une telle application g existe, elle est unique et notée 1.

4 Théoréme (réciprocité)
| Soit f une application de E dans F. Alors f admet une réciproque ssi f est bijective.
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VIV DVNDDVDVNDIDD Exercices DIINDVVVIVNVIDVNDDVIDIIDID

? Exercice 4.1 composition, réciprocité
Soient f, g les deux applications de R dans R définies par f(x) = 2x + 1 et g(x) = 7x%2 — 2. Montrer que f admet
une application réciproque (que l'on calculera), puis que g n'en admet pas. Calculer go f et f o g.

SoruTioN. > f est bijective donc elle admet une fonction réciproque; comme y = 2x+1 ssi x = (y —1)/2 on obtient

RS R

y—1
N
2

y

> g n‘admet pas d'application réciproque car elle n‘est pas injective (ni surjective).
> gof:R—-R - Retlonax— y=2x+1+ Ty?—2 = 7(2x+1)2—2 = 28x%2+28x+5 donc g(f(x)) = 28x?+28x +5,
> fog:R->R—->Retlonax—y=7x>—-2—2y+1=2(7x* —2) +1 = 14x? — 3 donc f(g(x)) = 14x? — 3.

? Exercice 4.2 composition, réciprocité
Soient les applications f de R? dans R et g de R dans R? définies par f(x,y) = 2x+3y + 1 et g(t) = (t,2t — 1).
Calculer gof et fog. Montrer que f og admet une application réciproque (que l'on calculera), puis que gof n'en
admet pas.

SowutioN. > gof: R?2 - R - R?etlona (x,y)— t =2x+3y+1+ (t,2t—1) = (2x+3y+1,2(2x+3y+1)—1) =
(2x +3y+1,4x+ 6y + 1) donc g(f(x)) = (2x + 3y + 1,2(2x + 3y) + 1).

> fog:R—>R2 s Retlonat (x,y)=(t,2t—1)— 2x+3y+1=2t+3(2t—1)+1 = 8¢t—2 donc f(g(t)) = 8t—2.

> f o g est bijective et son inverse est l'application (fog)™!: R — R telle que (fog) t(y) = (y +2)/8.

> g o f n'est pas bijective car elle n'est pas injective, en effet f(4,4) = f(1,6) = 21, par conséquent g(f(4,4)) =
g(f(1,6)).

? Exercice 4.3 composition, associativité

Soient les applications f de R? dans R?, g de R2 dans R et h de R dans R? définies par f(x,y,z) = (2x,y + z),
g(u,v) =v—u et h(t)=(3t+1,2t). Calculer hog puis ho (gof).

SowutioN. > hog: R? » R2?etlona t (u,v) = (3t+1,2t) > v—u=2t—3t—1=—t—1donc h(g(t)) = —t—1.
> ho(gof):R* 5 R? 5 R > R?etlona(x,y,2)— (u,v)=2x,y+z)—>t=v—u=y+z—2x (3t+1,2t) =
By +3z—6x+1,2y +2z —4x) donc h(g(f(x,y,z))) = (—=6x + 3y + 3z + 1, —4x + 2y + 2z).

? Exercice 4.4 réciprocité
Soit l'application f de E = R? dans F = R? définie par f(x,y) = (2x + y, x — 2y). Démontrer que f admet une
application réciproque (que l'on calculera).

SoruTioN. f admet une réciproque ssi f et bijective :
> démontrons que f est injective : soit (ay, b1) € F et (as, be) € F. Alors il existe (x1,y1) € E et (x2,y2) € E tels
que f(x1,y1) = (a1, by) et f(x2,y2) = (ag, ba).

2 = 2x0 + U-
(a1,b1) = (a2, b2) {leyl ety (x1,y1) = (x2, y2);
X172y1:X272y2

D> f est surjective (trivial).
La réciproque de f est la fonction f~1: R? — R? telle que (a, b) — ((2a + b)/5, (a — 2b)/5).
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? Exercice 4.5 réciprocité
Soit l'application f de |1, +oc[ dans |0, +oo| définie par f(x) = \/)(;7—1 Démontrer que f admet une application
réciproque (que l'on calculera).

x €]1, +oo] x €]1, +oo| x €]1, +o0] x €]1, +00]
SoLuTioN. < y €]0, +o0| — <y €0, +oo| & 4y €0, +oo| > {y€|0,+oo]
y= s = o 9=t oo i

? Exercice 4.6 réciprocité
Soit les applications f de R dans | —1,+1[ et g de | — 1, +1[ dans R définies par f(x) = f;:—_ﬂ et g(y) = Ln 1Y,
Calculer fo g et g of puis en déduire que f admet une application réciproque (que l'on calculera).

SowutioN. fog:]—1,41]—=]—1,4+1] et lon a

1. 1+x e —1  e2zlniE) %—1
XHU:ihll—XHeQ‘Jle:02(?5111‘1+§)+1 ﬁj+l

I
x

gof:R—>Retlona

21 1 14y 1, l+%5
X+—>y:e.,7+—>fhl Jrszln;‘z\ﬂzx.
exy1 2Ty T2t e

Comme f(g(x)) = g(f(x)) = x (attention, le domaine de définition n'est pas le méme), on conclut que g est la
réciproque de f.

? Exercice 4.7 réciprocité
< Lapplication f de R dans R définie par f(x) = 1 4+ x + x> admet-elle une application réciproque ?
SoruTioN. No car elle n'est pas bijective (f(—1) = f(0)).

? Exercice 4.8 réciprocité

§ L'application f de R\ {—2} dans R définie par f(x) = 2;:21 admet-elle une application réciproque ?

SoruTioN. No car elle n'est pas bijective (y = 2 n'a pas d’'antécédents).

? Exercice 4.9 composition, injection, surjection
Démontrer que
1. la composée de deux injections est une injection,

la composée de deux surjections est une surjection,
la composée de deux bijections est une bijection,

si la composition g o f est injective alors f est injective,

oA W N

si la composition g o f est surjective alors g est surjective.
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SorutioN. Soit f: A— B et g: B— C deux fonctions. Alors gof: A — C.

1. Démontrons que la composée de deux injections est une injection. Soit a; et ay deux éléments de A tels que
g(f(a1)) = g(f(az)). Comme g est injective, f(a1) = f(az). Comme f est injective, a; = asy. Cela prouve que
g o f est injective.

2. Démontrons que la composée de deux surjections est une surjection. Comme g est surjective, pour tout ¢ € C il
existe au moins un élément b € B tel que g(b) = c. Comme f est surjective, il existe au moins un élément a € A
tel que f(a) = b. Par conséquent, pour tout ¢ € C il existe au moins un élément a € A tel que g(f(a)) = c.
Cela prouve que g o f est surjective.

3. Démontrons que la composée de deux bijections est une bijection. Si f et g sont bijectives, alors elles sont
injectives et surjectives, donc la composée est injective et surjective, autrement dit est bijective.

4. Démontrons que si la composition g o f est injective alors f est injective. Soit a; et ay deux éléments de A tels
que f(ay) = f(az). Alors g(f(a1)) = g(f(az)). Par hypothése g o f est injective, donc a; = as, cela implique
que f est injective.

5. Démontrons que si la composition g o f est surjective alors g est surjective. Par hypothése g o f est surjective,
cela signifie que pour tout ¢ € C il existe a € A tel que g(f(a)) = c. Notons b = f(a). Alors g(b) = ¢, ce qui
prouve que g est surjective.

? Exercice 4.10
Soient E, F deux ensembles non vides et f une application de E dans F. Montrer que
1. VB CF, f(f*(B)) c B;
2. f est injective ssi VA C E, f71(f(A)) = A
3. VACE, AC I H(f(A);
4. f est surjective ssi VB C F, f(f~1(B)) = B.

SoruTioN. Image
1. directe f(A)={y € F | Ix e Dy, y=1(x)}, i.e. lensemble des f(x) € F pour x parcourant A;
2. inverse (réciproque) f~1(B) = {x € Ty | f(x) € B}. L'image réciproque se note f~!(B) bien que f~! ne soit pas
définie en générale. Cependant, si f est bijective, le symbole f~! a deux sens : il représente d'abord l'image
réciproque / de B par f et aussi l'image directe /' de B par f~!. Heureusement, / = /".

On a
1. xo € f(f~1(B)) ssi Iz € (B) tel que xg = f(z) et z € f~1(B) ssi f(z) € B. Ceci prouve que f(f~1(B)) C B.
2. St f est injective yo a comme unique antécédent xp et ona A= f’l(f(A)).

3. Soit xg € A. Alors il existe un et un seul yo € F tel que yo = f(xo) et, par définition de f(A), ce yo € f(A).
De plus, il existe au moins un antécédent de ce y, par f, & savoir xo. Donc xg € 1 (f(A)) ce qui prouve que
A C f71(f(A)).
4. f est surjective ssi VB, f(f~(B)) = B.
> Supposons f surjective. On a toujours f(f~*(B)) C B Si B =@ alors f(f~*(B)) = #. Soit donc B # #. Pour
tout b € B, il existe x € E tel que f(x) = b car f est surjective. Donc f(x) € B alors x € f~1(B) et
b =f(x) € f(f~(B)); on a bien f(f*(B)) = B pour tout B € P(F).
> Supposons que pour tout B € P(F), f(f~1(B)) = B. Pour tout b € F on a f(f~*({b})) = {b} donc
f(f~*({b})) # @ ce qui prouve que f est surjective.

? Exercice 4.11

Soit f la fonction de E dans F définie par f(x) =2 + x2.
1. Supposons que £ = F =R.

1.1. Montrer que f est une application.

1.2. Montrer que f n'est pas une application injective.

1.3. Montrer que f n'est pas une application surjective.
2. Supposons que £ =] —o00,0] et F = [2, +00].

2.1. Montrer que f est une application bijective.

2.2. Trouver l'application f~! réciproque (inverse) pour f.
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SoLuTION. 1. Supposons que £ = F =R.
1.1. Puisque Ty = E, la fonction f est une application.

1.2. Une application f: E — F est injective si V(x1,x2) € E?, f(x1) = f(x2) = x1 = x2. Puisque f(£1) =3, f
n‘est pas une application injective.

1.3. Une application f: E — F est surjective si Yy € F Ix € E tel que y = f(x). Puisque 1 € F mais l'équation
1 = f(x) n‘admet pas de solution x € E, f n'est pas une application surjective.

2. Supposons que E =] —o00,0] et F = [2, +o00].
2.1. La restriction de f a ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y € F, il existe

un et un seul x € E tel que y = f(x) :

. - E
y=2+x*ex*= g
donc f est bijective.

2.2. Etant f une application bijective, 'application ! réciproque (inverse) pour f est

L. F S E
y— —\y-—2

? Exercice 4.12
2

Soit f la fonction de E dans F définie par f(x) = —x=.
1. Supposons que E = F =R.

1.1. Montrer que f est une application.

1.2. Montrer que f n'est pas une application injective.

1.3. Montrer que f n'est pas une application surjective.
2. Supposons que E =] —00,0] et F =] — 00, 0].

2.1. Montrer que f est une application bijective.

2.2. Trouver l'application f~! réciproque (inverse) pour f.

SoLuTION. 1. Supposons que £ = F =R.
1.1. Puisque T = E, la fonction f est une application.

1.2. Une application f: E — F est injective si V(x1,x2) € E?, f(x1) = f(x2) = x1 = x2. Puisque f(£1) = —1, f
n‘est pas une application injective.

1.3. Une application f: E — F est surjective si Yy € F 3x € E tel que y = f(x). Puisque 1 € F mais 'équation
1 = f(x) n‘admet pas de solution x € E, f n'est pas une application surjective.

2. Supposons que E =] — 00, 0] et F =] — o0, 0].

2.1. La restriction de f a ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y € F, il existe
un et un seul x € E tel que y = f(x) :

2 2 xeE
y=—Xx"oX =—y @ XxX=—/—y

donc f est bijective.
2.2. Etant f une application bijective, l'application f~! réciproque (inverse) pour f est
Y F>E
yr—=—v-y.

? Exercice 4.13
2

Soit f la fonction de E dans F définie par f(x) =1 — x*.
1. Supposons que £ = F =R.
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1.1. Montrer que f est une application.

1.2. Montrer que f n'est pas une application injective.

1.3. Montrer que f n'est pas une application surjective.
2. Supposons que E = [0, +oo[ et F =] — o0, 1].

2.1. Montrer que f est une application bijective.

2.2. Trouver l'application ! réciproque (inverse) pour f.

SoLuTION. 1. Supposons que £ = F =R.
1.1. Puisque Dy = E, la fonction f est une application.
1.2. Une application f: E — F est injective si V(x1,x2) € E?, f(x1) = f(x2) = x1 = x2. Puisque f(£1) =0, f
n‘est pas une application injective.

1.3. Une application f: E — F est surjective si Yy € F Ix € E tel que y = f(x). Puisque 2 € F mais l'équation
2 = f(x) n‘admet pas de solution x € E, f n'est pas une application surjective.

2. Supposons que E = [0, +oof et F =] — o0, 1].

2.1. La restriction de f a ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y € F, il existe
un et un seul x € E tel que y = f(x) :

g:l—xQ(:)XQ:l—gxé)Ex:x/l—g
donc f est bijective.

2.2. Etant f une application bijective, 'application f~! réciproque (inverse) pour f est
Y F>E

yr— +/1—y.
? Exercice 4.14

Aprés avoir rappelé la définition d'une application f de
E dans F et la définition d'une application injective f
de E dans F (faire attention a l'utilisation des quanti-
ficateurs), considérons l'application f définie de R dans
R par f(x) = —|x2—1| dont la représentation graphique
est donnée ci-contre.

1. Soit g l'application définie de ]—1;0] dans [—1;0]
par g(x) = f(x). g est-elle injective? g est-elle
surjective ?

2. Soit h l'application définie de |—1;0] dans [—1;0]
par h(x) = f(x). Montrer que h est bijective et
trouver l'application h=! réciproque inverse de h.

SoLuTioN. f est une applicationsiVx € E,Vx' € £, x = x" = f(x) = f(X’) (ou, de facon équivalente, Vx € E,Vx' €
E, f(x) # f(x) = x +# X'); f est une application injective si Yx € E,¥x' € E, x # x’ = f(x) # f(xX’) (ou, de facon
équivalente, Vx € E,¥X' € E, f(x) = f(x') = x =X/).

. . o . . . x?—1<0
1. g est une application injective car pour x1,x2 € |=1;0], f(x1) = f(xo) = X2 -1 = —|x2 -1 =
2 2 2 9 x<0 B . . ’ , ;o
xi —1=x5—1 = x{ =x3 = x1 = x2. Elle n'est pas surjective car 0 n'a pas d'antécédent.
2. h est une application bijective car elle est injective (méme démonstration que pour g) et surjective (en effet,
pour tout y € [—1;0], si on pose x = — /T —y alors x € ]—1;0] et h(x) = y). Pour trouver h=! application

réciproque (inverse) de h on doit isoler x dans l'expression y = h(x) donc

y=—|x*=1| pour x €]—1;0] et y € [-1;0]
= y=1-x2

= xP=1—y
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=S x=—/1—-y

donc h™! est l'application de [—1;0[ dans ]—1;0] définie par h=!(x) = —v/1 — x.

? Exercice 4.15

Apres avoir rappelé la définition d'une application f de E dans F et la définition d'une application injective f de
E dans F (faire attention a l'utilisation des quantificateurs), considérons l'application f définie de R dans R par
f(x) = —|x% — 1| dont la représentation graphique est donnée ci-contre.

1. Soit g l'application définie de [0;1] dans [—1;0]
par g(x) = f(x). g est-elle injective? g est-elle
surjective ?

2. Soit h lapplication définie de [0;1] dans [—1;0]
par h(x) = f(x). Montrer que h est bijective et
trouver l'application h=! réciproque inverse de h.

SoLuTioN. f est une applicationsiVx € E,Vx' € £, x = x' = f(x) = f(X') (ou, de facon équivalente, Vx € E,Vx' €
E, f(x) # f(xX') = x # x'); f est une application injective si Yx € E,¥x' € E, x # X’ = f(x) # f(xX’) (ou, de facon
équivalente, Vx € E,¥X' € E, f(x) = f(x') = x =X/).
. . ?—1<0
1. g est une application injective car pour x1,x; € |—1:0], f(x1) = f(xo) = —]x2—1] = —|x2 — 1] "=
: 2 xiz0 , s , ) ;g
X2—1=x2—1 = x2=x2 %28 x; = x,. Elle n'est pas surjective car 0 n'a pas d'antécédent.

2. h est une application bijective car elle est injective (méme démonstration que pour g) et surjective (en effet, pour
tout y € [—1;0[, si on pose x = /T + y alors x € [0;1] et h(x) = y). Pour trouver h~! application réciproque
(inverse) de h on doit isoler x dans l'expression y = h(x) donc

2
y=—|x*=1] pourxe[0;1l]ety e [-1;0]
=S y=x'-1
= xiP=1+y

S x=+1+y

donc h™! est l'application de [—1;0[ dans [0; 1[] définie par h™1(x) = +v/1 + x.
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Soit X un ensemble ordonné (par exemple R) et soit Y une partie de X.

‘Majmant

Un élément a € X est appelé majorant de Y si a > y pour tout y € Y.

‘Mlnmant

Un élément a € X est appelé minorant de Y si a < y pour tout y € Y.

- . y . y y
Enseml)le majoré, minoré, borné

> Si Y admet des majorants, on dit que Y est majoré.
> Si Y admet des minorants, on dit que Y est minoré.
> Si Y est majoré et minoré, on dit que Y est borné.

Su premum

a € X est appelé borne supérieure de Y si c'est le plus petit des majorants de Y. Si elle existe, elle est unique
et est notée sup Y.

Infimum

| a € X est appelé borne inférieure de Y si clest le plus grand des minorants de Y. Si elle existe, elle est unique
et est notée inf Y.

Maximum

| a € X est appelé plus grand élément de Y ou élément maximale de Y ou max de Y si a € Y et a est majorant
de Y.

Minimum

| a € X est appelé plus petit élément de Y ou élément minimale de Y ou min de Y si a € Y et a est minorant de
Y.

*Nota bene :
on a les implications suivantes
1. “a est le max de Y = “a estle sup de Y" = "o est majorant de Y”;

2. "ag estlemin de Y = “ag estleinf de Y = “a est minorant de Y".
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| Les réciproques sont fausses.

<>

&

Soient E un ensemble et f: E — R une fonction. On appelle borne supérieure de f dans E la borne supérieure
de U'image directe de E par f, c'est-a-dire sup f(E). De la méme maniére on définit la borne inférieure de f dans
E, ainsi que le maximum et le minimum et on les note

Slé_p f(x) 11121f f(x) max f(x) min f(x).
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? Exercice 5.1

Calculer
1 .
sup — sup — sup — inf —
xe[1,2] X xe€]1,2[ X x>0 X x>0 X
SoLUTION.

1 1 1 L.
sup — =1 sup — =1 sup — = 400 inf — =0
xe1,2] X xe]1,2[ X x>0 X x>0 X

? Exercice 5.2

Soit S le sous-ensemble de R défini par

1
si=]-2-1[u]o.[
2
Calculer inf et sup de chacun des ensembles suivants en spécifiant s'ils sont respectivement aussi max et min.
A= {log10

C;:{QX/U : x,yeS}, D:={sin(x+y) : x,yeS},
E:={cos(x+y) : x,yeS}.

3‘ :x,yES}, B:={2¥ : x,y eS8},

SoLuTION.
. g - + 1
inf A = —o0, il n'est pas minimum x—=0",y= 2
- . 1 +
sup A = +o0, il n‘est pas maximum X = 3 y—20
o 1 o - + 1
inf B= o il n'est pas minimum X — =27,y = 3
sup B = 2% = 16, il n'est pas maximum (x y— —2+)
infC =0, il nest pas minimum (x =——,y— 0*)
supC = 400, il n'est pas maximum (x =—,y— 0+)
. . o 7 1 1
infD = -1, il est minimum X=————,y=
2 4 4
. . . 1
supD = sin(1), il est maximum X=y=g
inf& = —1, il est minimum (x =y= f%)
sup& =1, il n'est pas maximum (x, y — 0*)

? Exercice 5.3
% Soit S le sous-ensemble de R défini par

si=[-1o[u]iz|
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Calculer

inf

f(x, t
(xy)es? (oy)e

(x.y)es?

aussi max et min.

1. f(x,y) = xlogyg |y
2. f(x,y) = sin(xy)

SOLUTION.
1.1.

1.2.

1. f(x,y) = xlogyg |y
inf f(x,y) = —oo, il n'est pas minimum
(x,y)EeS?
sup f(x,y) = +oo, il n'est pas maximum

(xy)eS?

2. f(x,y) =sin(xy)

2.1.

2.2.

inf f(x,y)=—1, il est minimum
(xy)es?

sup f(x,y) =1, il est maximum
(xy)es?

3. f(x,y) = cos(xy)

3.1.

3.2.

inf f(x,y) = —1, il est minimum
(xy)es?
sup f(x,y) =1, il n'est pas maximum

(x,y)eSs?

4. f(x,y) = e >+ (y—3/2)2

4.1.

4.2.

inf f(x,y) = e~?, il n‘est pas minimum
(xy)es?
sup f(x,y) =e+ 2, il est maximum

(xy)es?

? Exercice 5.4

Pour chacune des parties A; C R ci-dessous, déterminer si A; est majorée, minorée, bornée, si elle admet une
borne supérieure, une borne inférieure, un maximum, un minimum (justifier chaque réponse).

sup f(x,y) de chacune des fonctions suivantes en spécifiant s'ils sont respectivement

3. f(x,y) = cos(xy)
4. f(x,y) =e ™+ (y — 3/2)*

(x=-1y—0)
(x=2y-07)

2
(=y=v3)
(x=y=v7)

(x=-1y—07)

A = {1,2,3,5,12} A= {3+7q : q N} Ar = {p/3" : p,n € N*}
Ay =N As={3—-Tq : q €N} As =R
As =7 As = {p/3" : p,n e N} Ag = 15, 06]
Sorution. Ay = {1,2,3,5,12}
11. Vx € Ay, x > 1 donc 1 est un minorant de A; et A; est minoré
1.2. Vx € A;, x < 12 donc 12 est un majorant de A; et A; est majoré
1.3. étant minoré et majoré, A; est borné
1.4. 1 est un minorant de A; qui appartient a A; donc 1 est le minimum de A;
1.5. 12 est un majorant de A; qui appartient a A; donc 12 est le maximum de A,
1.6. on en déduit que 1 est la borne inférieure de A;
1.7. on en déduit que 12 est la borne supérieure de A,
A= N
2.1. Vx € Ay, x > 0 donc 0 est un minorant de A et Ay est minoré
2.2. Ay n‘admet pas de majorant réel (en effet, si r € R est un majorant de Ag, alors E(r) + 1 € Ag et
E(r)+ 1> r) donc Ay n'est pas majoré
2.3. n'étant pas majoré, Az n'est pas borné
2.4. 0 est un minorant de Az qui appartient a Ay donc 0 est le minimum de A
2.5. comme Ay n‘admet pas de majorant, il n'admet pas de maximum
2.6. on en déduit que 0 est la borne inférieure de Ay
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27.
Ay =7
31.

3.2.

3.3
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.

on en déduit que Az n'a pas de borne supérieure

A3 n‘admet pas de minorant réel (en effet, si r € R est un minorant de As, alors E(r) —1 € A3 et
E(r) —1 < r) donc Az n'est pas minoré

Az n'admet pas de majorant réel (en effet, si r € R est un majorant de As, alors E(r) + 1 € A; et
E(r)+ 1> r) donc Az n'est pas majoré

n'étant pas majoré, As n'est pas borné

comme Az n‘admet pas de minorant, il n'admet pas de minimum
comme Az n‘admet pas de majorant, il n'admet pas de maximum
on en déduit que A3 n'a pas de borne inférieure

on en déduit que As n'a pas de borne supérieure

Ar= {3+7q : q €N}

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.

Vx € A4, x > 3 donc 3 est un minorant de A; et A; est minoré

A4 n'admet pas de majorant donc A4 n'est pas majoré

n'étant pas majoré, A, n'est pas borné

3 est un minorant de A, qui appartient a A4 (il suffit de prendre g = 0) donc 3 est le minimum de Ay
comme Ay n'admet pas de majorant, il n'admet pas de maximum

on en déduit que 3 est la borne inférieure de A4

on en déduit que A4 n'a pas de borne supérieure

As = {3—7q : q €N}

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.
5.5.
5.6.
5.7.

As n'admet pas de minorant donc A; n'est pas minoré

Vx € As, x < 3 donc 3 est un majorant de As et As est majoré

n'étant pas minoré, As n'est pas horné

comme As; n‘admet pas de minorant, il n‘admet pas de minimum

3 est un majorant de As qui appartient a As (il suffit de prendre g = 0) donc 3 est le maximum de As
on en déduit que As n'a pas de borne inférieure

on en déduit que 3 est la borne supérieure de As

As = {p/3" : p,neN}

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.0.
6.7.

Vx € Ag, x > 0 donc 0 est un minorant de Ag et Ag est minoré

comme Ay C Ag, Ag n'est pas majoré

n'étant pas majoré, Ag n'est pas borné

0 est un minorant de Ag qui appartient a Ag (avec p = n = 0) donc 0 est le minimum de Ag
comme Ag n‘admet pas de majorant, il n'admet pas de maximum

on en déduit que 0 est la borne inférieure de Ag

on en déduit que Ag n'a pas de borne supérieure

A = {p/3" : p,n e N*}

7.1.
7.2.
7.3.
7.4,
75.
7.6.
77.

As = R
8.1.
8.2.
8.3.

Vx € A7, x > 0 donc 0 est un minorant de A; et A; est minoré

A7 n‘admet pas de majorant donc A7 n'est pas majoré

n'étant pas majoré, A; n'est pas borné

0 est le plus grand des minorants de A; mais il n‘appartient pas a A; donc A7 n'a pas de minimum
comme A7 n'admet pas de majorant, il n'admet pas de maximum

on en déduit que 0 est la borne inférieure de A7

on en déduit que A7 n'a pas de borne supérieure

il n'est pas minoré
il n'est pas majoré

comme il n'est pas minoré, il n'est pas borné
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8.4. comme il n'est pas minoré, il n'a pas de minimum

8.5. comme il n'est pas majoré, il n'a pas de maximum

8.6. comme il n'est pas minoré, il n'a pas de borne inférieure

8.7. comme il n‘'est pas majoré, il n'a pas de borne supérieure
Ag = 15, 6]

9.1. Vx € Ag, x > 5 donc 5 est un minorant de Ag et Ag est minoré

9.2. Vx € Ag, x < 6 donc 6 est un majorant de Ag et Ay est majoré

9.3. étant minoré et majoré, Ag est borné

9.4. 5 est le plus grand des minorants de A9 mais il n‘appartient pas a Ay donc Ag n'a pas de minimum (en

effet, Vx € Ag, (5+x)/2 € Ag et (5+ x)/2 < x; de plus, Vn € N*onab+1/n¢ Ageth

9.5. 6 est un majorants de Ay qui appartient a Ag donc 6 est le maximum de Ag
9.6. on en déduit que 5 est la borne inférieure de Ag

9.7. on en déduit que 6 est la borne supérieure de Ag
? Exercice 5.5
Soit f: R — R lapplication définie par f(x) = 2x* + 1. Soit A = [-2, 1]. Trouver
1. f(A), 3. supf (est-il maximum?),
A

_ : I 5
2. 171(f(A)), 4. 1E‘1ff (est-il minimum?).

SoLuTION. 1. f(A) [1;9],
2. f71(f(A)) = [-2;2] et on remarque que [—2,1] C [-2;2],

3. supf =9 = maxf,
A A

4. inff =1=minf.
A A
? Exercice 5.6
Soit f: R — R lapplication définie par f(x) = 1 — 2x2. Soit A = [-2, 1]. Trouver
1. f(A), 3. supf (est-il maximum?),
A

B . I "
2. 171(f(A)), 4. 1rA}ff (est-il minimum?).

SoLuTION. 1. f(A) [—7;1],
2. f*]( ) —2;2] et on remarque que [—2,1] C [-2;2],
3. supf =1=maxf,
A A

4, inff=—-7=minf.
A A

? Exercice 5.7
Soit f: R — R l'application définie par f(x) = 1 — x2. Soit B = [—3, 1]. Trouver

1. f~4(B), 3. supf~! (est-il maximum?),
B
2. f(~4(B)), 4. inf f=1 (est-il minimum?).

54
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SOLUTION 1. f~ (B) [—2;2],
. f(f~1(B)) = [-3;1] et on remarque que [—3,1] C [-3;1],
3. f =2 =max 1,
sup lIlBiX
4. inf f~! = -2 = min L.
B B

? Exercice 5.8
Soit f: R — R l'application définie par f(x) = (x — 1)2. Soit B = [—1; 1[. Trouver

1. f1(B), 3. supf~! (est-il maximum?),
B
2. f(~4(B)), 4. iréf =1 (est-il minimum?).

SoLUTION. 1. ~1(B) =]0;2],

2. f(f~1(B)) = [0;1] et on remarque que [0, 1[C [-1;1], ?\
3. sup f~! = 2 mais ce n'est pas un maximum,

’ ., 1 2 3 4
4. héf f~1 = 0 mais ce n'est pas un minimum. —1

? Exercice 5.9
Soit f: R — R l'application définie par f(x) = (x + 1)2. Soit B = [—1;1]. Trouver

1. f71(B), 3. supf~! (est-il maximum?),
B
2. f(~1(B)), 4. inf =1 (est-il minimum?).

SoLUTION. 1. F~1(B) =] —2;0], 5
2. f(f~1(B)) = [0;1] et on remarque que [0, 1[C [-1;1], N
3. sup f~! = 0 mais ce n'est pas un maximum,
’ —4 -3 2 -1 1 2
4. inf f~! = —2 mais ce n'est pas un minimum. -1
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Forme algébrique

Définitions Tout nombre z € C s'écrit, de maniére unique, sous la forme algébrique z = x + iy ol x, y € R et
= —1. Le réel x s'appelle “partie réelle de z" et se note R(z). Le réel y s'appelle “partie

i est tel que i2 =
imaginaire de z" et se note &(Z). Si y = 0 alors z € R, si x = 0 alors z est un imaginaire pur.

Egalité Deux nombres complexes z = x + iy et Z = x’ + iy’ sont égaux ssi (x, y) = (x', y’). Attention : il n'y a pas

d'inégalité en C.
Opérations Soient deux nombres complexes z = x + iy et 2/ = x' + iy’
747 = (x+xX)+ily+y), 27 = (X' — yy') + ilxy +X'y).

Conjugué Le conjugué d'un nombre complexe z = x + iy est le numéro complexe z = x + i(—y) et on a

): 742=M(z), z—7=23(2).

NI NI

- - 4
=z, z4+zZ =z+72, zz' = z7, (—/
z

NIl

- o y .
Forme trlgonometrtq ue

Tout nombre complexe non nul z s'écrit sous forme trigonométrique z = g(cos 9 +sin ¥) avec ¢ > 0 le module de

z et ¥ un argument de z.
Module Le module d'un nombre complexe z = x + iy est le nombre réel positif Vzz = /x% + y2. On le note |z|

ougour.Ona
lzZ| =0 & z=0; R(z)| < |z; S(2)] < |z];
|zZ'| = |z] |Z); |z"| = |z|", pour n € N; ‘; = ||ZZ,||;

<lz—Z| <z + 1)

121 12/
Argument On le note arg(z) et il est défini, modulo 27, par cos O = % et sin 9 = %. On a (a 2kt pres, k € Z)

0
arg(l/z) = —arg(z);
(

arg(27') = arg(7) + arg(2);
arg(z") = narg(z), pour n € Z.

arg(2/7) = arg(z) — arg(2);
Forme exponentielle Tout nombre complexe non nul z s'écrit sous forme exponentielle z = ge®”.
> Formule de Moivre : pour tout U € R et pour tout k € Z
7" = (o(cos O 4 sin 9))" = @"(cos(n9) + sin(n9)) = g"e™?.
> Formules d'Euler : pour tout x € R et tout kK € Z on a

—ix

eix + e—ix ) eix —e
COSX = ——, SIX = ———,
2 2i
einx + efinx 6‘inx _ efinx
sin(nx) =
2i

cos(nx) = —
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gRacines n-iémes

Tout nombre complexe non nul z = ge'¥ posséde n racines n-iémes

9+ 2k

Wk:\ﬂ/éei » avec ke {0,1,...,n—1}.

®
®

z
. N
Q
wy 0
Wy v} ] wa v
\//P . " P
9/3 e

: R : w3 R

W5

Wo Wy

/‘Astuce

Pour déterminer les racines carrées de z = x + iy il est parfois plus simple de procéder par identification,
c'est-a-dire de chercher les réels a et B tels que (x + iy) = (a + iB)?; on obtient

o —B*=x, 208 =y, a® + B =+/x2+ y2.

Autrement dit,

signe(a - B) = signe(b).
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6 Nombres complexes

124

g Proposition

L'équation az?+bz+c =0, 0l a # 0, b et c appartiennent & C, admet deux solutions dans C (pas nécessairement

distinctes) :

oll 0 est une racine carrée de A = b% — 4ac.

© G. FACCANONI
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VDVVVVDVVVDVDRVDDVDDADDVDD  Exercices DAV DRDDDDD
? Exercice 6.1

Calculer les racines carrées de

(@) 1 (c) 3+4i (e) 74 24i (g) 24 —10i
(b) i (d) 8 —6i (f) 3 —4i (h) %
o ==+l
SowTioN. (@) z=140i = x=1Ly=0 = B=x0 = wy=letw; =-1
aB =0
— 4 L
a= i\/g - ,
bh)z=i = x=0y=1 = B:i\% :>WO:%JH'\%:e’”/d‘etwlz—%—[ﬁ:e"r’”/d‘
aB >0
o= =+2
() z=3+4i = x=3, y=4 = =41 = wog=2+ietw =-2—1i
aB >0
o= =+3
(d) z=8—-6i = x=8,y=—6 = {B==+1 = wy=3—ietw; =-=3+1i:o0naurait pu tout simplement
aB <0
remarquer que z est le conjugué du complexe au point (c)
a==4
() z=T7T4+24i = x=7T,y=24 = {B=4+3 = wy=4+3ietw =—-4-3i
aB >0
o= =+2
f)z=3-4i = x=3,y=—4 = {B=+1 = wy=2—ietw; =—-2+Ii
aB <0
a==£5
(90 z=24-10i = x=24,y=-10 = {B=+1 = wy=5—ietw =-5+1i
aB <0
/1, 1
L 1 1 1,1, /1,1 1, 1
hz="4H = x=F5y=75 = {B==+ %_% =>W0:\/§+72+L\/§+ﬁetw1:— it s—
aB >0
/1
L 5 + ﬁ
? Exercice 6.2
Calculer
1. les racines carrées de z = 4ab + 2(a? — b?)i avec a,b € R,
2. les racines cubiques du nombre complexe 1 + i,
3. les racines cubiques de z = =1L,
SoLUTION. 1. Soit w = a—ib, alors w? = (a®>—b?)—2abi donc 2iw? = 4ab+2(a?—b?)i = z. Or, 2i = (1+i)? donc

((1+i)w)? = z. On conclut que z = ((a+b)+i(a—b))? ainsi les racines carrées de z sont wy = (a+b)+i(a—b)
et wy =—(a+b)—i(a—Db).

2. n=3etz=1+i=+2 (cos (5) + isin (%)) ainsi les trois racines cubiques de z sont

4
wo = \(/ﬁ(cos(l%) +isin(1%)),

G. FACCANONI 61
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3.

12
6 177 N Y
Wg\/i((:()s( 1;) Jrlsm( 12”)).
n=3z= % =232 (cos (%) + isin (%)) , ainsi les trois racines cubiques de z sont
1 37 s (71)
Wop = —= |cos | — isin{—]|,
0 NG 1 1
1 37 Cisi 117
Wy = ——= (cos | — isin ,
NG 4 12
1 37 Lisi 197
Wy = — | cos | — isin .
T2 4 12

? Exercice 6.3

Trouver toutes les solutions complexes des équations

1. 22 =2, 9. 22-V3z—i=0,

2. 22 =3, 10. 22 +z+1=0,

3. 22=2+3i M. 22— (1+20)z+i—1=0,

4. z2 =1+ bi (b est un paramétre réel), 12. 22 — (5 —14i)z — 2(5i + 12) =0,
5. 22 —2iz+2—4i=0, 13. 22— (3+4i)z—1+5i =0,

6. 22+2z+(1—-2i)=0, 14. 422 =2z +1=0,

7. 22+ 21+ i)z—=5(1 +2i) =0, 15. z2 — (11 = 5i)z +24 — 27i =0,
8. 22— (5+3i)z+Ti+4=0, 16. z* + 222 +4 = 0.

SOLUTION. 1. 22=2=2e% —= 7z, =v2e" =V2et z; = V2" = —\/2

2.

22 =3i = 3eiﬁ — Zzp = \/geiﬁ/ﬁl et 71 = \/36[571/4

_ /2+V/13
o ==+ 3

L Z22=2431 = x=2,y=3 = B:i/f‘zz\/ﬁ :>20:\/2+§/ﬁ+i\/*2§metzlz—zo

aB >0
o 1++/1+b2
a==* 2

. 22 =1+ bi (b est un paramétre réel) = x=1,y=bh = B = 4/ ZLeyV1Eb? =

1
2
baB >0

70 = \/1+\/1+b2 + [\/*Hi \/21+b2 sih>0,
\/1+“+b2 — i\/i—”gl“ﬂ sib <0,

zZy) = p)
Zozl S'L/JZO,
etz =—29
22 -2iz42—-4i=0 = 6% = (-2 —42—-4) = —12+16i = 6 =2+4i = zo =22 =1 4 3 et
2i—2—4i :
Zl:T:_l_[

6. Z2+2z+(1-2i) =0 = 02 =22—4(1-2i) =8 = 8y =2+2i = zg = 228U —jet 7z = =222 = 2|
7.22+20+0)z=5(1+2i)) =0 = 062 = (21 +i))? —4(=5(1 +2i)) =20+48i = &y =6 +4i =

62

7o = —2—2i2+6+4[:2_~_iet 71 = —2—2{2—6—4[:_4_?”'
22— (B430)z2+T7i+4=0 = 0> =(=(5+30)>—4(4+70) =20 = G =1+i = zp=2EHIH =34 2;
etz; = 3=l —9 4

22-V3z—i=0 = 8 =(—V3)?—4(—)=3+4i = 8 =2+i = zo= LI et 7y = V32

P24z 41=0 = 3 =-3 = G =iV/3 = zyg= LB etz = 1B
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11.

12.
13.
14.
15.
16.

2Z2—(1420)z+i-1=0 = 0= (-(1+20))°-4(i-1)=1 = & =1 = zg == =iet
zp =182 — 1 4

22— (5—-140)z—2(i+12) =0 = 02 =-75—-100i = 6 =5—10i = zy=5—12i et z; = —2i

22— (344i)z—1+4+5i=0 = 6*=-3+4i = O =1+2i = zg=2+3ietzy=1+i

422 -27241=0 = 62 =-12 = § =2V3i = 20:1_41/5[ etzlil—q/g[

22— (11-50)z4+24—-27i=0 = 0*=-2i = J=1—i = zp=6—3ietz; =5—2i

On pose w = 72 et on résout d'abord w2 +2w+4=0 = 32 =—-12 = J =2V3i = wy = —1+V3i et
wy = —1 —/3i. On résout maintenant les deux équations
(y — +_ L
afi\/i
\>22:Wo:><32i£ =>Zo:%+i%etzlz—%—i%
LaB >0
(¢ — + L
oLl a 3
2 _ NV L= L _ V3 __ 1 V3
I>Z—W1:><B—iﬁ :>237\/§ l\/ietz4— \/§+[ﬂ
LaB <0
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Fonctions polynomiales

Une application P de C dans C est polynomiale s'il existe une famille finie {a,, ..., a1, ag} de nombres complexes
telle que pour tout x € C,

P(x)=ao+ aix+ -+ amx".

Pour faire bref, nous ferons un abus de langage en utilisant le terme “polynéme” pour “application polynomiale”.

@ Théoréme et définition (degré)
Pour tout polyndéme non nul P, il existe un unique entier n € N et une unique famille {a,,..., a1, ap} de nombres
complexes telle que

a, #0 et (Yxe€C P(x)=ao+aix+--+amx").

L'entier n est, par définition, le degré de P (on le note d°P).

* Remarque

| Le polynéme nul n'a pas de degré, mais par convention d°0 < d°g pour tout polynéme non nul g.

nghéoréme (division euclidienne)
Soient f et g deux polynémes avec g non nul. Alors il existe un unique couple (Q, R) de polynémes vérifiant

Vx e C f(x)=g(x)Q(x)+ R(x) et d’R < d’%g.

Q s’appelle le quotient et R le reste. On dit que f est divisible par g si R =0.

gThéoréme (de la division selon les puissances croissantes)

Soient f et g deux polynémes avec g non nul. Soit p € N*. Alors il existe un unique couple de polyndmes (Q, R)
de polyndmes vérifiant

Vx €C f(x) =g(x)Q(x) +xPT'R(x) et d°Q<p.

Rac'me, multiplicité

Un nombre complexe a est racine d'un polyndéme P si P(a) = 0. Lordre de multiplicité d'une racine a de P est le
plus grand entier n tel que “(x — a)”" divise P.
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On montre facilement que a est racine de P si et seulement si P est divisible par (x — a).

Théoréme (décomposition de D’Alembert-Gauss)

Soit P un polynéme de degré supérieur ou égal a 1. Alors l'ensemble des racines de P est fini et non vide. Notons
X1, ..., Xk les k racines deux a deux distinctes de P et n; lordre de multiplicité de x;. Alors il existe un unique
a € C\ {0} tel que pour tout x € C,

P(x) =a(x—x)™ ... (x —x)"™.

Onadoncny+---+ne=d°P.

@ Théoréme (Taylor)

Soit P un polyndme de degré n > 1. Pour tout xg € C et tout x € C,

py — S plk) (X = X0)
P(x) =) P®(x) /<'
k=0 ’

ott P (xq) est la dérivée d'ordre k en xq.

Théoréme
Soient P un polynéme et xp une racine de P. Elle est de multiplicité n si et seulement si

P™ (xq) # 0 et P%)(xo) = 0 pour tout k < n—1.

/‘Astuce : recherche d’'une racine évidente
Les premiers candidats sont toujours 0, 1 et —1. S’ils ne conviennent pas, au mieux de procéder a l'aveugle, on
peut utiliser le fait que, lorsque tous les coefficients a; sont des entiers (i.e. a; € Z pour tout i =0,..., n), toute

racine «évidentey est du type
diviseur de ag

diviseur de a,,

Dés qu'on trouve une racine xg, on peut soit arréter et factoriser le polynéme par (x — xp), soit continuer dans
Uespoir de trouver d'autres racines évidentes, ce qui simplifie la factorisation.

Astuce
| Pour factoriser les polynémes on pourra utiliser Wolfram Alpha www.wolframalpha.com et taper factor (P(x)).
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VIV DVNDDVDVNDIDD Exercices DIINDVVVIVNVIDVNDDVIDIIDID

? Exercice 7.1 division euclidienne
Effectuer la division euclidienne de f par g dans les cas suivants
1. f(x)=Tx* = x>+ 2x —d et g(x) =x? = 3x +5,
2. f(x)=x>—xt —x+1letg(x)=x2—2x+ 1.

SOLUTION. 1.
x4 —x3 +2x —4 X2 —3x +5
—7x* 421x3  —35x2 7x? 4+20x +25
20x3  —35x2 +2x —4

—20x3  +60x2 —100x

25x2 —98x —4
—25x2  4+75x —125
—23x —129

2.
x5 —x4 —x 41| x%2 —2x +1
—x°  42x? —x3 3 4x2 4x 41
x4 —x3 —x +1
—x*  4ox3 —x2
X3 —x?  —x +1
—x3  +2x —X
X2 —2x +1
—x2 +2x -1
0

donc f(x) = (x3 + x% + x + 1)g(x).

? Exercice 7.2

Si z et w sont deux nombres complexes alors on a les deux identités remarquables

Z2—wi=(z-w)(z+w),

22— wP = (z—w)(Z2® + zw + w?).

Ces identités admettent la généralisation suivante : avec la convention z° = w® =1, Vn € N*

n—1
2w = (Z _ W) E kanfkfl.
k=0

1. Démontrer cette formule par récurrence sur n.

2. En déduire qu'un nombre complexe z est racine d'un polyndme P si et seulement si le polynéme g(x) :== x—=z
divise le polynome P.
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SOLUTION. [TO bo

? Exercice 7.3 résolution d'équations polynomiales
Trouver toutes les solutions complexes des équations
1. 28 —i=6(z+1),
2. 23 +3z—-2i=0,
3. 28+ 23(z+ 13 +(z+1)5 =0.

SoLuTION. 1. On remarque que z> — i est factorisable par (z +i) car z° —i = 23+ i® = (z+i)(z? — 2iz— 1) donc
Z—i=6(z+i) &= (z+)(2?=2iz—1)=6(z+i) & (z+i)(z*>—=2iz—T)=0.
Une solution est zg = —i, les autres deux solutions vérifient

‘ 2 + 3v/3i % — 3v/3i
2_27—-T=0 — =927 — 6=3V3 — 21:%\[[, ZQ:%.

2. On remarque que z = i est solution de l'"équation. On factorise (z—i) dans z3+3z—2i et on obtient z3+3z—2i =

(z—i)(z% + iz + 2). Les solutions de l'équation z> + 3z — 2i = 0 sont z; = i, zp = 1# et z3 = t%‘/;

3. Si a et b sont deux nombres complexes on sait que a® —b® = (a — b)(a® +ab + b?) donc 0 = 25+ 23(z +1)3 +

(z+1)0 == =322+ 32+ 1= (z— (—§+i{—§)) (z— (—%—i%)).

? Exercice 7.4

< Soit n € N*. Démontrer que P = x"t! + x" — 2x"~! 4 nx — n est divisible par (x — 1).

SorutioN.  Un polyndme P est divisible par (x — 1) si x = 1 est racine de P, donc il suffit de vérifier que P(1) = 0.

? Exercice 7.5
< Soit n € N*. Démontrer que P = (x —2)?" + (x — 1)" — 1 est divisible par x* — 3x + 2.

SowutioN. Comme x% —3x + 2 = (x — 1)(x — 2), il suffit de montrer que x =1 et x = 2 sont racines du polynéme P,
autrement dit que P(1) = P(2) = 0.

? Exercice 7.6

Soit n € N, n > 2. On considére le polynéme P défini par P = ax"*! 4 bx" + 1. Déterminer les réels a et b pour
que P soit divisible par (x —1)2.

SoLuTioN. Si P est divisible par (x — 1)?, cela signifie que x = 1 est racine au moins double, donc il faut que
P(1) = P'(1) =0. Comme P(1)=a+b+1et P(1)=a(n+1)+ bn, on conclut que a =nethbh=—n—1.

? Exercice 7.7 multiplicité
Calculer la multiplicité de la racine xo de P dans les cas suivants :
> xp=1et P(x) =x*—x3—3x2+5x -2,
> xg=iet P(x)=x3—ix?+x—1i
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SoLuTioN. > xg = 1 a multiplicité 3 car

P(x) = x* —x3 —3x* + 5x — 2 P(1)=0
P'(x) = 4x®> —3x* —6x + 5 P'(1) =0
P"(x) =12x* —6x — 6 P"(1) =0
P”(x) = 24x — 6 P”(1) = 18

et P(x) = (x —1)30Q(x) avec Q polynéme de degré 1 non divisible par (x — 1).
> xo = i a multiplicité 2 car

P(x)=x*—ix* +x —i P(1)=0
P'(x) = 3x* — 2ix + 1 P'(1) =0
P"(x) = 6x — 2i P"(1) = 4i

et P(x) = (x —i)?Q(x) avec Q polyndme de degré 1 non divisible par (x — i).

? Exercice 7.8

On considére le polyndme
P(x):=x"> —2x* 4+ x3 4+ x? —2x + 1.

1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1. Montrer que 1 est une racine de P et en déterminer son ordre de
multiplicité.

2. Factoriser P sur R.

3. Factoriser P sur C.

SOLUTION. 1. Pour un polynéme P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s'écrit

k=5
3 x — 1)k
o=y PO

k=0

On calcul alors les dérivées P (x) pour k =0,...,5 et on les évalue en 1 :
P(x)=x"—2x* 4+ x>+ x> —2x + 1 P(1)=0
P'(x) = 5x* —8x® +-3x* +2x — 2 P'(1) =0
P"(x) = 20x3 — 24x? + 6x + 2 P"(1) =4
P”(x) = 60x* — 48x + 6 P"(1) =18
PV (x) = 120x — 48 PYV(1) =172
PY(x) =120 PY(1) =120
La formule de Taylor en 1 s'écrit alors
(=12 =P (=D (x—1)°
P =4 18 72 120
9 5 6 T 120

=2(x —1)? +3(x = 1> +3(x = D)* + (x = 1)°
- (x—1)2(x3+1)

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.

2. On pose Q(x) = x3 + 1. Une racine réelle évidente de Q est —1. En effectuant la division euclidienne de Q par
(x 4+ 1) on obtient
O(x) = (x+1)(x> =x+1).

2 — x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

Etant donné que x

P(x) = (x — 12(x + 1)(x* = x + 1).
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3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polyndme x? — x + 1 sur C. Avec les notations usuelles
du cours, on a A = —3 et une racine carrée de A est § = iv/3 d'oli les deux racines complexes conjuguées
X1 =13%— i@ =elsetx; =1+ i@ = e, On conclut que la factorisation de P sur C est

P) = (x = 1)%(x + 1)(x — fF)(x — ),

? Exercice 7.9
On considére le polyndme
P(x) == x* = x> —3x? + 5x — 2

1. Montrer que x =1 est une racine du polynome et en déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P a laide de la formule de Taylor.

SoLuTION. 1. On a
P(x) = x* = x® = 3x* 4 5x — 2 P(1)=0
P'(x) = 4x® — 3x* — 6x + 5 P'(1) =0
P"(x) = 12x* — 6x — 6 P(1)=0
P"”(x) = 24x — 6 P”(1) = 18
PV (x) = 24 PV (1) = 24

On en déduit que x =1 est une racine de multiplicité 3.

2. Pour un polyndme P de degré 4, la formule de Taylor en 1 s'écrit

k=4 1),

ZP (k)

La formule de Taylor en 1 s'écrit alors

Y Gt

NG
Plx) =187 A1

—3(x— 1P+ (x—1) = (x—1)3(x+2).

? Exercice 7.10
On considére le polyndme
P(x) = x% — x* — 2x3 + 5x? — 5x + 2.
1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de
multiplicité.
2. Factoriser P sur R en sachant qu'il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du
terme de degré 0).

3. Factoriser P sur C.

SoLuTION. 1. Pour un polynéme P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s'écrit
\i) /3 (k) X T 1) )
k=0
On calcul alors les dérivées P<k>(X) pour k =0,..., 5 et on les évalue en 1:
P(x) = x° — x* — 2x® 4+ 5x% — 5x + 2 P(1)=0
P'(x) = 5x* —4x® — 6x* + 10x — 5 P'(1)=0
P”(x) = 20x* — 12x* — 12x + 10 P"(1) =6
P"(x) = 60x? — 24x — 12 P"(1) =24
PV (x) = 120x — 24 P (1) =96
PY(x) =120 PY(1) =120
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La formule de Taylor en 1 s'écrit alors

x—1)2 (x—1)3 (x —1)% (x —1)°
24 12
SR 6 0T 0T
=3(x =12 +4(x = 1> +4(x = )*+ (x = 1)°

= (=1 (¥ +x = x - 2)

P(x) = 6(

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.

2. On pose Q(x) = x® + x? — x + 2. Une racine réelle évidente de Q est —2. En effectuant la division euclidienne
de Q par (x +2) on obtient

Qx) = (x+2)(x* =x +1).

Etant donné que x2 — x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x = 1)*(x +2)(x* = x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x> — x + 1 sur C. Avec les notations usuelles

du cours, on a A = —3 et une racine carrée de A est d = iy/3 d'oui les deux racines complexes conjuguées

. s . 57 . .
X] = % — l§ =e's et xo = % + 1@ = e's . On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x) = (x — 1)2(x + 2)(x — e'% ) (x — e ¥).

? Exercice 7.11

On considére le polyndme
P(x)=x%—x*—2x3 + x* —x - 2.

1. Ecrire la formule de Taylor de P en —1; montrer que —1 est une racine de P et déterminer son ordre de
multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu'il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du
terme de degré 0).

3. Factoriser P sur C.

SoLuTION. 1. Pour un polynéme P de degré 5, la formule de Taylor en —1 s'écrit
Z l:)(k X +'1)
On calcul alors les dérivées P (x) pour k =0,...,5 et on les évalue en —1 :
P(x)=x"—x*—2x3 + x* —x =2 P(-1)=0
P'(x) = 5x* —4x3 —6x? +2x — 1 P(-1)=0
P”(x) = 20x® — 12x* — 12x + 2 P"(—=1) = —18
P”(x) = 60x* — 24x — 12 P"(—1) =72
P (x) = 120x — 24 PV (1) = —144
PY(x) =120 PY(=1) =120
La formule de Taylor en —1 s'écrit alors
(x+1)° (x+1)° (x+1)* (x+1)°
P(x) = —18 72 — 144 120——++—+
) 3 TG Y U

= 9x+ 12+ 12(x+1)% —6(x + D* + (x +1)°
:(X+1)2 x3 —3x? +3x —2

Ceci implique que —1 est une racine de P de multiplicité 2.
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2. On pose Q(x) = x3 — 3x? 4+ 3x — 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidienne

de Q par (x —2) on obtient
O(x) = (x =2)(x* = x +1).

2 — x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

Etant donné que x

P(x) = (x +1)*(x =2)(x* = x + 1).

. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polyndme x> — x + 1 sur C. Avec les notations usuelles
du cours, on a A = —3 et une racine carrée de A est § = iv/3 d'oll les deux racines complexes conjuguées
X1 =13%— i@ =esetxo =1+ i@ = e’5 . On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x) = (x + 1)%(x = 2)(x — e'3)(x — e ¥).

? Exercice 7.12

On considére le polynome

P(x) = x® — 5x* + 10x® — 11x% 4 7x — 2.
1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de
multiplicité.
2. Factoriser P sur R en sachant qu'il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du
terme de degré 0).
3. Factoriser P sur C.

SoLuTIoN. 1. Pour un polynéme P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s'écrit
k=5
o 1)/<
Pix) =Y Py X =1
(x) =Y POME
k=0
On calcul alors les dérivées P (x) pour k =0, ..., 5 et on les évalueen 1:
P(x) = x° —5x* 4+ 10x® — 11x* + 7x — 2 P(1)=0
P’(x) = 5x* — 20x® 4 30x? — 22x + 7 P'(1) =0
P”(x) = 20x% — 60x* + 60x — 22 P"(1) = —2
P”(x) = 60x* — 120x + 60 P"(1) =0
P (x) = 120x — 120 PY (1) =0
PY(x) =120 PY(1) = 120

72

La formule de Taylor en 1 s'écrit alors

(x—=1) (x—=1)°
5 T g

:(X—l)Q(X3—3X2+3X—2)

P(x)=-2

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.

. On pose Q(x) = x> — 3x? + 3x — 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidienne

de Q par (x —2) on obtient
O(x) = (x =2)(x* =x +1).

2 — x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

Etant donné que x

P(x) = (x —1)*(x =2)(x* = x + 1).

. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x? — x + 1 sur C. Avec les notations usuelles

du cours, on a A = —3 et une racine carrée de A est d = iy/3 d'oui les deux racines complexes conjuguées
. iz . ks . .
X1 = % — l§ =e's et xo = % + l§ = e's. On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x) = (x = 1)%(x = 2)(x — e'3) (x — e ¥).
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? Exercice 7.13
On considére le polyndme
P(x) = x% — 5x% 4+ 10x* — 12x® + 11x% — Tx + 2.

1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de

multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu'il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du

terme de degré 0).
3. Factoriser P sur C.

SoLuTION. 1. Pour un polynéme P de degré 6, la formule de Taylor en 1 s'écrit
Z /3 (k) X B 1) )
k=0
On calcul alors les dérivées P (x) pour k =0, ..., 6 et on les évalue en 1 :
P(x) = x5 — 5x® 4 10x* — 12x® + 11x* — 7x + 2 P(1)=0
P'(x) = 6x° — 25x* +40x3 — 36x2 +22x — 7 P'(1)=0
P”(x) = 30x 00x® + 120x2 — 72x + 22 P"(1) =0
P"(x) = 120x> — 300x? 4 240x — 72 P”(1) = —12
P (x) = 360x? — 600x + 240 PY(1)=0
PY(x) = 720x — 600 PY(1) =120
PY!(x) =720 PYI(1) =720

La formule de Taylor en 1 s'écrit alors

P(x)==2(x =1+ (x = 1)’ + (x = 1)° =
(X—l)‘(( P+ (x=1)2%2=2) =
1P =B B — 1+ X =2+ 1-2) =
( )5()(5—2)( +x—2)

/‘\

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 3.

2. On pose Q(x) = x> — 2x% + x — 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidienne

de Q par (x —2) on obtient
Qx) = (x = 2)(x* +1).

Etant donné que x? + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

P(x) = (x —1)3(x = 2)(x* + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x? + 1 sur C; on a les deux racines complexes

conjuguées x; = —i et xo = +i. On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x) = (x =13 (x =2)(x = )(x + ).

? Exercice 7.14

On considére le polynome

P(x) = x® 4+ 5x7 4+ 9x% + 7x° + 3x* +5x% + 9x? + Tx + 2.

1. Ecrire la formule de Taylor de P en —1; montrer que —1 est une racine de P et déterminer son ordre de

multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu'il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du

terme de degré 0).

3. Factoriser P sur C.
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SoLuTION. 1. Pour un polynéme P de degré 8, la formule de Taylor en —1 s'écrit
- x + 1)k
P(x) = ; P<’<>(_1)7( 5 .
On calcul alors les dérivées P (x) pour k =0,...,8 et on les évalue en —1 :
P(x): +5x7T 4+ 9x8 4+ 7x5 4+ 3x* +5x3 +9x? + Tx + 2 P(-1)=0
P'(x) = + 35x0 + 54x% + 35x* 4+ 12x + 15x% + 18x + 7 P(-1)=0
P”(x) = 56x° + 210x° + 270x* + 140x® + 36x* + 30x + 18 P"(=1) =0
P (x) = 336x° 4 1050x* + 1080x> + 420x? + 72x + 30 P”(-1) =12
PV (x) = 1680x* 4 4200x> + 3240x> 4 840x + 72 PV (1) = —48
PY(x) = 6720x> 4 12600x? + 6480x + 840 PY(=1) = 240
PY!(x) = 20160x? + 25200x + 6480 PY!(—1) = 1440
PY(x) = 40320x + 25200 PYI(—1) = —15120
PY!(x) = 40320 PYI(—1) = 40320

La formule de Taylor en —1 s'écrit alors

P(x)=2(x +1)3 = 2(x + D)* +2(x + 1)’ + 2(x + 1)® = 3(x + 1)" + (x + 1)® =
=(x+1)? [272(x+1)+2(x+1) +2(x+ 12 =3(x+ )*+ (x +1)°] =
=(x+1)°[2x* +2x + 6+ 2(x® + 3x* + 3x + 1) = 3(x* +4x® + 6x” + 4x + 1) + (x° + 5x* + 10x* + 10x* + 5x + 1)]
=(x+ 135 +2x* +x +2)

Ceci implique que —1 est une racine de P de multiplicité 3.

2. On pose Q(x) = x® +2x* + x + 2. Une racine réelle évidente de Q est —2. En effectuant la division euclidienne
de Q par (x +2) on obtient

Q(x) = (x +2)(x* +1).
Etant donné que x* 4+ 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x +1)3(x + 2)(x* +1).
3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polyndme x* + 1 sur C; on a les quatre racines x; =

140
V2!
_ —l4i _ -1 et D or
7 etxa=—5 On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x) = (x + 1)*(x + 2) (x—l\fzi) (x_l\;z") (x—_}[;ri) (x__if;[).

1—i
f— ﬁ' X

? Exercice 7.15

On considére le polyndme
P(x)=x5—x% —x?+x? 4+ x— 1.
1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de
multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu'il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du
terme de degré 0).

3. Factoriser P sur C.

SoLuTION. 1. Pour un polynéme P de degré 6, la formule de Taylor en 1 sécrit
k=6
o 1)/<
P =S Py X =17
(=Y PO
k=0
On calcul alors les dérivées P (x) pour k =0, ..., 6 et on les évalue en 1 :
P(x)=x5—x% —x*+x*+x—1 P(1)=0
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P'(x) = 6x° — 5x* —4x® +2x 4+ 1 P'(1)=0
P”(x) = 30x* — 20x® — 12x% + 2 P"(1) =0
P"(x) = 120x* — 60x* — 24x P"(1) = 36
P (x) = 360x? — 120x — 24 PV (1) =216
PY(x) = 720x — 120 PY(1) = 600
PY!(x) = 720 PYI(1) =720
La formule de Taylor en 1 s'écrit alors
(x—1)° (x—1)* (x—1)° (x—1)°
P(x) = 36 216 600~———— + 720~
() 6 ' 24 20 720

=6(x =12 +9x =D +5(x =1+ (x = 1)°
:(X—1)3(6+9(X—1)+5(x—1)2+(x—1)3
:(Xfl)S(X3+2X2+2X+1)

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 3.

2. On pose Q(x) = x®+2x% +2x + 1. Une racine réelle évidente de Q est —1. En effectuant la division euclidienne
de Q par (x + 1) on obtient
O(x) = (x+1)(x* + x4+ 1).

Etant donné que x2 + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x =13 (x + 1)(x* + x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polyndme x? + x + 1 sur C. Avec les notations usuelles

du cours, on a A = —3 et une racine carrée de A est § = iv/3 d'ol les deux racines complexes conjuguées
" i2 Nz i L
x| = —% + 1@ =e's" et xg = —% — l@ = e's”. On conclut que la factorisation de P sur C est

EX:
37

P(x) = (x = 1)*(x + 1)(x — e"37) (x — e'57).

? Exercice 7.16
On considére le polynome
P(x) = x® 4+ 3x% +3x* —3x* = 3x — 1.
1. Ecrire la formule de Taylor de P en —1; montrer que —1 est une racine de P et déterminer son ordre de
multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu'il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du
terme de degré 0).

3. Factoriser P sur C.

SoLuTIoN. 1. Pour un polynéme P de degré 6, la formule de Taylor en —1 s'écrit
Z I;)(/( X + 1)
k!
On calcul alors les dérivées P ) (x) pour k =0,. .., 6 et on les évalue en —1:
P(x) = x° +3X +3x*t—3x* —3x -1 P(-1)=0
P'(x) = 6x° + 15x* +12x* —6x — 3 P(=1)=0
P”(x) = 30x* + 60x® + 36x* — 6 P"(—-1) =0
P (x) = 120x® 4 180x* + 72x P"(—1) = —12
P (x) = 360x2 + 360x + 72 PV (=1) =172
PY(x) = 720x + 360 PY(—1) = —360
PY!(x) = 720 PY!(—1) =720
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La formule de Taylor en —1 s'écrit alors

(x +1)3 (x +1)* (x +1)° (x +1)°
— 3¢ 20—~
Ry 360"—o0— + 7200 —55
= 2(x + 1P +3(x + D)* =3(x +1)° + (x + 1)°

:(x+1)3(—2+3(x+1)—3(x+1)2+(x+1)3

= (x+1)3(x3—1)

P(x)=—-12

Ceci implique que —1 est une racine de P de multiplicité 3.
2. On pose Q(x) = x3 — 1. Une racine réelle évidente de Q est 1. En effectuant la division euclidienne de Q par

(x — 1) on obtient
O(x)=(x=1)(x*+x+1).

Etant donné que x2 + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x +1)3(x = 1)(x* + x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polyndme x? + x + 1 sur C. Avec les notations usuelles

du cours, on a A = —3 et une racine carrée de A est § = iy/3 d'oti les deux racines complexes conjuguées
¢ 2_ .
X1 =—3+ L els™ et xp = —3 — t‘? = ei37. On conclut que la factorisation de P sur C est

S2 o4

P(X) = (X + 1)3()( — 1)()( — e’:s/‘)(X . elgu).

? Exercice 7.17
On considére le polynome
P(x) = x° —x* —x* + 1.

1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de
multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu'il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du
terme de degré 0).

3. Factoriser P sur C.

SoLuTION. 1. Pour un polynéme P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s'écrit
k=5
— 1)k
P _ (k) (X )
(x) =Y PW)E
k=0
On calcul alors les dérivées P (x) pour k =0,...,5 et on les évalue en 1 :
P(x) =x"—x3 = x*+1 P(1)=0
P'(x) = 5x* — 3x? — 2x P'(1)=0
P"(x) = 20x3 — 6x — 2 P"(1) =12
P"”(x) = 60x* — 6 P"(1) = 54
P (x) = 120x PV(1) =120
PY(x) = 120 PY(1) =120

La formule de Taylor en 1 s'écrit alors
P(x) =6(x —1)2 +9(x = 1)* + 5(x = )* + (x = 1)° =
=(x—12(6+9(x—=1)+5(x—1)>+ (x —1)°) =
=(x—1)%(6+ (9x —9) + (5x* — 10x + 5) + (x> = 3x*> + 3x — 1)) =
=(x =1 +2x* +2x + 1)

X —

X —

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.
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2. On pose Q(x) = x®+2x%+2x + 1. Une racine réelle évidente de Q est —1. En effectuant la division euclidienne
de Q par (x+ 1) on obtient
O(x) = (x+ 1) (x> + x+1).
Etant donné que x2 + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

P(x) = (x —1)*(x + D)(x> + x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x+ x+1 sur C; on a les deux racines complexes
conjuguées x; = (—1+ i\/g)/Q et xg = (—1— i\/g)/2. On conclut que la factorisation de P sur C est

—1+iV3 (X_—l—i\/ﬁ)
e —.

P(x)=(x —1)*(x + 1) 5
P(x)=x5+2x* + x3 —x* —2x — 1.

? Exercice 7.18

On considére le polyndme

1. Ecrire la formule de Taylor de P en —1; montrer que —1 est une racine de P et déterminer son ordre de
multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu'il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du
terme de degré 0).

3. Factoriser P sur C.

SoLuTION. 1. Pour un polynéme P de degré 5, la formule de Taylor en —1 s'écrit
- x + 1)k
P(x) = ;)13<’<)(—1)( 5 r.
On calcul alors les dérivées P (x) pour k =0,...,5 et on les évalue en 1 :
P(x)=x"+2x* + x> —x? —2x — 1 P(-1)=0
P’'(x) = 5x* +8x3 +3x? — 2x — 2 P'(-1)=0
P”(x) = 20x® + 24x* + 6x — 2 P’'(=1) = —4
P”(x) = 60x* + 48x + 6 P"(-1) =18
P (x) = 120x + 48 PY(-1) = —72
PY(x) =120 PY(-1) =120

La formule de Taylor en —1 s'écrit alors
P(x) = =2(x + 1) +3(x + 1) = 3(x + )* + (x + 1)° =
=(x+1*(—2+3x+1)—3x+1)*+ (x+1)%) =
=(x+1)*( =2+ 0Bx+3)—Bx*+6x+3)+ (x* +3x*> +3x + 1)) =
=(x+1)*(x" - 1)
Ceci implique que —1 est une racine de P de multiplicité 2.

2. On pose Q(x) = x3 — 1. Une racine réelle évidente de Q est 1. En effectuant la division euclidienne de Q par
(x — 1) on obtient

O(x) = (x = 1)(x* + x4+ 1).
Etant donné que x2 + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

P(x) = (x +1)*(x = 1)(x* + x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polyndme x?+x+1 sur C; on a les deux racines complexes
conjuguées x; = (—1+ iV/3)/2 et xo = (=1 — i1/3)/2. On conclut que la factorisation de P sur C est

~1+iV3 (X_—l—iﬁ)
ik

2
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? Exercice 7.19 factorisation
Factoriser les polynémes suivants en exploitant les informations données

1. P(x) = x>+ 2x2 —x -2,
2. P(x)=2x3— (5+6i)x* + 9ix + 1 — 3i (P posséde une racine réelle),
3. P(x)=x3—2x* — (i+2)x +3i—3 (P posséde une racine réelle),
4. P(x) =x>+ (3i —2)x2 — (2+6i)x + 4 (P posséde une racine réelle),
5. P(x) =x+1x+ix+3i (P posséde une racine réelle),
6. P(x) =x%+3x1 +4x® +4x? + 3x + 1 (P posséde une racine évidente),
7. P(x) = 2x* 4+ x3 — 6x% + x 42 (P posséde une racine évidente).
SoLuTION. 1. Une racine évidente de P est x = 1. En effectuant la division euclidienne de P par (x—1) on obtient
x> 42x2 —x =2 | x -1
—x3 4x? x> +3x 2
3x?2 —x =2
—3x?  +3x
2x =2
_2x 42|
0

donc P(x) = (x —1)(x* +3x+2) = (x = 1)(x + 1)(x + 2).

2. Comme P(3) = 0 on factorise P en effectuant la division euclidienne de P par (x — %) :
2

2x3  —(5 + 6i)x? +9ix +1-3i | x 1
—2x3 +6x2 xZ +x +(1—1)
(1—60i)x? +9ix +1—3i

—(1=6i)x? +3(1 —6i)x
(3—9i)x +1—3i
—(3-9)x —(3—9i)
0

On obtient P(x) = (x — 3)(2x? + (1 — 6i)x + (1 — 3i)).
3. Soit o € R une racine réelle de P, alors elle satisfait l'équation 203 — (5+6i)a® +9ia+1—3i = 0. En comparant
les parties réelle et imaginaire dans cette égalité on trouve
20% —5a%+1=0
—6a? +9a — 3 = 0.
La résolution de —6a? + 9a — 3 = 0 donne deux solutions : @ = 1 et a = 1/2. Le réel o = 1 ne vérifiant pas

l'équation 2a® — 502 + 1 =0 et le réel a = 1/2 oui, on a bien P(1/2) = 0. On factorise alors P en effectuant la
division euclidienne de P par (x —1/2) :

2x3 —(5+ 6i)x? +9ix +1-3i | x —1/2
—2x3 +x? 2x2 —(4+6i)x —(2—6i)
—(4 4+ 60)x? +9ix +1—3i

(4+60)x2  —(2+ 3i)x
—2—60)x 1-3i
(2—-6i)x —(1-3i)
0

On obtient P(x) = (x — 1/2)(2x% — (4 + 6i)x — (2 — 6i)). On va maintenant factoriser 2x? — (4 + 6i)x — (2 — 6i) :
2x2—(44+6i)x—(2—6i) =0 = 6% = (—(44+60))*—4(2)(—(2—6i)) = —4 = 0 =2i = xo = 142i, x; = 1+i;

par conséquent P(x) =2(x — 1/2)(x — 1 —2i)(x — 1 — i).
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4. Comme P(2) = 0 on factorise P en effectuant la division euclidienne de P par (x —2) :

X3 +Bi—2)xr —(6i+2)x +4| x =2
—x3 +2x2 xZ +3ix 2
3ix? —(6i+2)x +4
—3ix? +6ix
—2x +4
2x —4
0
On obtient P(x) = (x — 2)(x? + 3ix — 2). On voit que x = —i est une racine du polynéme x? + 3ix — 2 et on

trouve P(x) = (x — 2)(x + )(x + 2i).

5. Soit @ € R une racine réelle de P, alors elle satisfait 'équation 2a* + %a3 +ia+ %[ = 0. En comparant les
parties réelle et imaginaire dans cette égalité on trouve a = —1/2 et on a bien P(—1/2) = 0. On factorise alors
P en effectuant la division euclidienne de P par (x + 1/2) :

x4 41y +ix +%i x +1/2
A %3 L
+ix +3i
—ix —%[
0

On obtient P(x) = (x — 1/2)(x® +i). On remarque que x3 +i = x> — % = (x — i)(x> + ix — 1). On va maintenant
factoriser x? +ix — 1 :
V3 —i —V3—i

X*+ix—1=0 = 0°=3 = 6=V3 = xo= 5 , X = 5

par conséquent P(x) = (x — 1/2)(x — i) (x - %) (x _ —\/25—1).

6. Comme P(—1) = 0 on sait que P est divisible par (x + 1). Avant d'effectuer la division euclidienne, cherchons
d'abord la multiplicité de cette racine :

P(x) = x% +3x* + 4x® + 4x* + 3x + 1 P(-1) =0
P'(x) = 5x* +12x® + 12x* + 8x + 3 P(-1)=0
P”(x) = 20x% + 36x? + 24x + 8 P"(=1)=0

P"(x) = 60x* + 72x + 24 P"(=1) = 12

On sait alors que P(x) = (x +1)2Q(x) et on calcule Q en effectuant la division euclidienne de P par (x +1)3

X 43xt +4x® +4x® 43x 41| X3 +3x2+3x+1
—x° =3x* —=3x3  —x? X2 +1
X3 +3x7 +3x +1
—x3  —=3x2 —3x -1
0

donc P(x) = (x +1)3(x®2 + 1) = (x + 1)3(x — i) (x + i).
7. Comme P(1) = 0 on sait que P est divisible par (x — 1). Avant d'effectuer la division euclidienne, cherchons
d’'abord la multiplicité de cette racine :

P(x) =2x* + x> —6x? + x +2 P(1)=0
P'(x) = 8x* +3x% —12x + 1 P'(1)=0
P"(x) = 24x® + 6x — 12 P"(1) = 30

On sait alors que P(x) = (x — 1)2Q(x) et on calcule Q en effectuant la division euclidienne de P par (x —1)?

2xt x3 —6x2 4x 42| x2P—2x+1
—2x*  4Ax3 —2x? 2x% + 5x + 2
5x2 —8x%?  +x 42
—5x3  4+10x?> —5x
2x7 +4x =2
—2x%2  —4x 42
0

On obtient P(x) = (x — 1)%(2x% + 5x +2) = 2(x — 1)2(x + 1/2)(x + 2).
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? Exercice 7.20 multiplicité

n 2 n 1 . .
Montrer que pour tout n € N* le polyndme P,(x) := 1+ {f + 5 +--- + 5 n'a pas de racines multiples.
On pourra calculer P}, et Uexprimer en fonction de P,,.

SoLuTION. ® P,(x) =Y 7_o% (rappel: x> =1 et 0! = 1)
@ o =0 n'est pas racine de P,(x) car P,(0) =1

k-1 k=j+1 - . i
® Py(x) =Y po k¥ £ X+ D) = Poai(®)

G+
- - n Xk n—1 xk X" "
® /”(X)f /<:0F*Z/<:(JF+H*/n(X)Jrﬁ
. . n . .
Si « est racine de P, alors a # 0 et P/ (a) = —% # 0 donc a est une racine simple de P,,.

? Exercice 7.21

Soient a et b deux nombres complexes et P(x) := x* — 2ix® + 3(1 + i)x?> + ax + b.
> Calculer a et b pour que i soit une racine multiple de P.

Dans toute la suite, on suppose que i est une racine multiple de P.

> Quelle est la multiplicité de la racine i de P?

> Calculer les autres racines de P.

SoLuTioN. > Pour que i soit une racine multiple de P il faut que P(i) =0et P'(i)=0:
P(x):=x*=2ix* +3(1+ x>+ ax+b P(i)=—-4+3i+ai+b
donc P(i) = 0 si et seulement st b =4+ 3i — ai;
P'(x) :=4x® —6ix> + 6(1+i)x +a P'(i)=8i—6+a

donc P'(i) = 0 si et seulement si a = 6 — 8i ce qui implique b = —4 — 3i.

Dans toute la suite, on suppose que a = 6 — 8i ce qui implique b = —4 — 3i.
> On sait déja que i a au moins multiplicité 2. Vérifions si c'est supérieure :

P"(x) = 12x® — 12ix + 6(1 + i) P"(i)y=6(14+1i)#0

donc elle a multiplicité 2.
> On doit alors calculer deux autres racines de P : soit on effectue la division euclidienne de P par (x — i)?, soit on
factorise P a l'aide de la formule de Taylor, ce qui donne

x — )2 x—i)? x— i)
P(x) = P(0) + (x— )P/() + O priay B D prgy 4 DD

2!
(X = i)? ) (x —i)3 (x — i)
= T6(1 + l) + T T

=(x—0)*(F+4+30) = (x—10)? (X]_Si) (X]+3i)'

120 + 24

? Exercice 7.22

Montrer que le polyndme P(x) := 2x* — 7x® + 9x2 — 5x + 1 admet une racine triple que l'on déterminera, puis
factoriser P a l'aide de la formule de Taylor.
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SorutioN. Comme P(1) = 0 on sait que P est divisible par (x — 1). Cherchons la multiplicité de cette racine :

P(x) = 2x* —7x® + 9x? —5x + 1 P(1) =0
P'(x) = 8x* — 21x* + 18x — 5 P'(1)=0
P"(x) = 24x* — 42x + 18 P"(1) =0

P”(x) = 48x — 42 P”(1) =6

P (x) = 48 PV (1) =48

On sait alors que P(x) = (x — 1)3Q(x) et la formule de Taylor en x = 1 s'écrit
_ =P (x=1D'  (x=1)° =1\ _ 3
P(x) =06 3l +48 TR 6+48T =(x—-1)72x—-1).

? Exercice 7.23

Soit x1, X2, x3 les trois racines du polyndéme P(x) := x3 —3x% 4+ 2x + 1. Sans calculer les racines de P, donner les
valeurs

> 01 := X1 + X2 + X3,

> 02 := X1X2 + X2X3 + X3X1,

> 03 := X1X2X3,

> A= x2+x2+ x2.

SorutioN.  Soit Q(x) = Y[, a;x" un polynéme avec a, # 0 et xq, ..., x, ses racines. On peut écrire

» o
Q(x) =a, |_|(x —xi)=a, | x"+ Z “I] avec (—1)k fnok Ok = Z Xiy Xiy - - - X, -

ap

i=1 1<ip<io<--<ix<n
En particulier
ap—1
- :UI:E Xi=X1+ X2+ -+ Xp
an ,

n

Up—2
=02 = E Xi = X1X2 + X1X3 + -+ + Xp_1Xp

n i<j

a n
n 0

(-)'— =g0,= E Xi = X1X2...Xp
n i=1

Les quantités g; sont appelées fonctions symétriques élémentaires des racines du polynéme Q.

Pour n =2, si Q(x) = ag + a1x + a2x? = as(x — x1)(x — x2), il y a deux fonctions symétriques élémentaires :
a1
0L =x1+Xx2=—,
a9
ao
O =— X1 Xg = ——.
ao

Pour n = 3, si Q(x) = ap + a1x + a2x? + azx® = az(x — x1)(x — x2)(x — x3), il y a trois fonctions symétriques
élémentaires :

a9
0] = X1 +Xo + X3 = ——
Clg
aq
Oy = X1X2 + X1X3 + XoX3 = —,
ds
ao
03 = X1X2X3 = ——
CI;

Dans l'exemple onaalors 01 =3, 05 = 2,03 = L et A = x?+x3+x3 = (x1+x2+x3)—=2(X1 X2+ X1 X3+ X2X3) = 07 —205 = 5
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? Exercice 7.24 division par les puissances croissantes
§ Effectuer la division de A(x) := 1+ x? + x* par B(x) := 1 + x + x? suivant les puissances croissantes a l'ordre
quatre.

SOLUTION.

1 +x2 +x* 1+ x+x3
-1 —x —x3 1—x+2x7—=3x> +5x7
—X Jr)(Z —X +X4
X +x2 +X1
2x2 —x3  4+2x*
—2x2  —2x3 —2x°
—3x% 2T 2%
3x3 43x* +3x6
5xt —2x%  +3x8
—5xt  —5xP —5x7
—7x> +3x5  —5x7

d'oli la relation
T+ x2 4+ x = (14 x4+ x3)(1 = x + 2x% = 3x3 4 5x*) + x°(=7 + 3x — 5x?).

? Exercice 7.25
Factoriser P(x) := x® + x* + 1 sur R et sur C.
On remarquera pour commencer que P(x) = (x* +1)? — x*.

SOLUTION.

— (x* 4 1)2 = !
[(x* + 1) = P] [(x* + 1) + x7]

= [X'i—x2+1] [X/1+X2—‘r1]

(2 =12 = x| [(x + 1) — x?]

(x*=1) = x] [ = 1) +x] [(x* +1) = x] [(x* + 1) + x]

2= x =12+ x=1D*=x+1)(x* +x+1)

(o) o) (= 252) o 222) o) o) o 282) %)

82 © G. FACCANONI



i+ Sotihices 18

IR B2 RTAT s il 1 P

-

Suites

| Une suite numérique est une application de N dans R. La notation traditionnelle est (Xn ) nen-

N.B. Dans ce qui suit (x,)pen désigne toujours une suite numérique.

- o o o
Lumte d’'une suite.

On dit qu'une suite (x,),en converge vers x € R (on écrit lim, x, = x) si
Ve>0 AINeN VneN n>N = |x,—x|<e.
On dit qu'une suite (x,),en diverge vers plus Uinfini (on écrit lim, x, = +00) si
VMeR INeN VneN n>N = x, > M.
On dit qu'une suite (x,)nen diverge vers moins Uinfini (on écrit lim, x, = —o0)

VmeR INeN VneN n>N = x, <m.

* Remarque

| La suppression d'un nombre fini de termes ne modifie pas la nature de la suite, ni sa limite éventuelle.

@3 Suite convergente
g

| Soit (x,)nen une suite. On dit que (x,),en est convergente s'il existe x € R tel que lim, x, = x.

Suite de Cauchy

On dit que (x,)qen Vérifie le critére de Cauchy si

Ve>0 INEN V(p,g) eN* pg>N = |x;,— x| <e.

ﬁThéoréme de complétude
| Une suite est convergente si et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy.
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<=

&

v

Une suite (x,)nen est croissante lorsque pour tout n, x, < Xpq1.

Une suite (x,)nen est décroissante lorsque pour tout n, x, > x,11.

Une suite (x,)nen est majorée s'il existe a € R tel que, pour tout n, x, < a. On dit que a est un majorant de
la suite.

Une suite (x,)nen est minorée s'il existe a € R tel que, pour tout n, x, > a. On dit que a est un minorant de
la suite.

Une suite (x,),en est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée, c'est-a-dire s'il existe M € R tel que
|xn] < M pour tout n.

Théoréme (condition suffisante)
Tout suite convergente est bornée.
Une suite non bornée ne peut donc pas étre convergente.

gThéoréme de la convergence monotone (conditions suffisantes)

<

E

<>

&

[N

>
>
>
>

Une suite (x,)nen qui est croissante et majorée est convergente et lim, x, = sup, X,.
Une suite (x,)nen qui est croissante et non majorée diverge vers +oo.

Une suite (x,)nen qui est décroissante et minorée est convergente et lim, x, = inf,, x,.
Une suite (x,)nen qui est décroissante et non minorée diverge vers —oo.

Théoréme d’encadrement (condition suffisante)
Soit (x,)nen une suite. S'il existe deux suites convergentes (u,)nen et (Vy)nen ayant une méme limite x € R et
satisfaisant

ANeN VneN n>N = u, <x, <v,,

alors lim, x, = x.

On dit que ¢ € R est une valeur d’adhérence de la suite (x,)nen- st et seulement si il existe une sous-suite
extraite qui converge vers #.

A Théoréme
Soit (x,)nen une suite. Si (x,) converge vers ¢, toute sous-suite converge aussi vers ¢.
Si une suite extraite de (x,)nen diverge, ou si deux suites extraites de (x,)pen ont des limites différentes, alors
(Xn)nen diverge.

Si deux suites extraites de (x,)n,en convergent vers la méme limite ¢ et si x, est un terme dune de ces suites
extraites, alors (x,),en converge aussi vers £. Par exemple, si (xa2,) et (xan11) convergent vers ¢, alors (x,)
converge vers ¥¢.

Les suites (u,)nen et (Va)nen sont adjacentes si

>
>
>

(up) est croissante,
(vn) est décroissante,
lim, (v, — v,) = 0.

Théoréme
| Si deux suites sont adjacentes, elles convergent et ont la méme limite.
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0 sia<b, o
: P(n) p - P(’7):PO+P1”+"'+P0” ,
lim o(n) =18 sia=b, avec b
n n = .
oo sia>b, Qn) = do +qun -+ qon
hm nsin(+) =1 (n en radiant) hm 172(1 — cos ( ) =1 (n en radiant)
lim(l—i—% =e“ (a € R) hmn(nl—i-l)—l
n
limn(all”—l):lna (a>0) hmn((l—i— 1):0( (a eR)

gCritére du rapport (ou de D’Alembert)

Soit (u,)nen une suite telle que u, > 0 pour tout n € N et ”’L’I% — ¢; alors
> si0<¥¢<1alors u, =0,
> sil< < +4oo alors u, —» +o0
> st £ =1 on ne peut pas conclure.

ﬁCritére de la racine (ou de Cauchy)

Soit (u,)nen une suite telle que u, > 0 pour tout n € N et vu, — €; alors
> si0<<1alors u, =0,
> sil << +4oo alors u, —» +o0
>> si £ =1 on ne peut pas conclure.

Une suite (v,)nen est arithmétique de raison r € R si pour tout n € N, v,41 = v, + r et donc v, = vo + nr et l'on
-1
ay j_gvk=nttie

Une suite (v,)nen est géométrique de raison g € R si pour tout n € N, v,,41 = qv, et donc v,, = vpq".
Si g < —1, la suite (v,) diverge et ne posséde pas de limite.

Si g = —1, la suite (v,) diverge et posséde deux valeurs d'adhérence 1 et —1.

Si |g| < 1, la suite (v,) converge vers 0.

Si g = 1, la suite (v,) est constante et converge vers 1.

Si g > 1, la suite (v,) est divergente mais posséde une limite égale a +oc.

1-q" .
e . R n—1 Vog=g Stq#1
Considérons la suite s,_1 ' =) [ vk =W g q~

vV VVVvVVv

nvy sig=1
> Si g < —1, la suite (s,) est divergente et ne posséde pas de limite.
> Si g = —1, la suite (s,) est divergente et posséde deux valeurs d’adhérence 0 et 1.
> Si[q| <1, la suite (s,) converge vers {1
> Si g =1, la suite (s,) est divergente mais posséde une limite égale a +o0.
> Si g > 1, la suite (s,) est divergente mais posséde une limite égale a +o0.
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VDVVVVDVVVDVDRVDDVDDADDVDD  Exercices DAV DRDDDDD
? Exercice 8.1

< Etudier la convergence de la suite (n9),en- suivant la valeur de g € R.

SoLuTioN. > Si g < 0, la suite converge vers 0.
> Si g =1, la suite est constante et converge vers 1.
> St g > 0, la suite diverge mais possede une limite égale a +oo.

? Exercice 8.2 limites connues
Montrer que pour kK > 1et o >0

SoruTioN. On utilise le critére de D’Alambert.

(1) Soit u, = ’/‘,—, pour tout n € N. Alors “L’I—” = Hil — 0 donc u, — 0.
. ! n
(2) Soit u, = £ pour tout n € N. Alors “£% = ﬁ — L <1 donc u, — 0.

(3) Soit u, = ’,’—u pour tout n € N. Alors 2+ — (1 + l)a P ,l < 1 donc u,, — 0.

up, n k

? Exercice 8.3
$ Prouver que lim,, (1?72)8 =0pour a>0et B>0.

B v
SoruTioN. Notons y = % alors u, = (Inn)” _ (]“—”)B = ( Inn )B. Pour n € N*, soit m = E(In(n)) € N; alors

o v ev(Inn)

0 <ty < vy = (2117 On utilise alors le critére de DAlambert : Y=t = (m22 e V71 g 0
_Un_Vm*((‘ym)- n utulise alors le critere de amjelt.v—mf 1 ovm — 5 < ldoncv, — et

pour le théoreme d'encadrement u, aussi.

? Exercice 8.4
< Montrer que /n — 1.

SoLuTIoN. /n = n'" = exp (22) — 0 = 1.
I

n

? Exercice 8.5

Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

2 2 2
a) lim n? (1—COS—), b) lim n? (1—005—), c) limn(l—cos—),
n—-+oo n n—-+o0 \/ﬁ n—+oo n
: 2 n 1 . .2 . . 2
d) lim n* | (=1)" —cos— |, e) lim [nsin—], f) im [nsin—],
n——4oo n n—-+4oo n n—-+o0 \/ﬁ
2 —-1)" 2\"
g) lim ( nsin—) , h) lim (nsin( ) ) , i) lim (1—|——) ,
n—-4o0 n n—-4-o00 n n—-+00 n
- 2 \" . 2\"" . =17\
JMETW(”W) : k)nkﬁo(”;) : ’%ETM(” n ) :
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'

S|w

n——+oo n—+oo n n——+o0 gn

4n 1\2n
341
m) lim (1—|— ) , n) lim n (tan%—sing), 0) lim @

n—(—

) lim (=1 lim Z !
p n—>+oon—|—(—1)”+1' n—>+<x> \/nQ—

SOLUTION.

2 2 2
a) lim n? (l—cos) = lim 4% (1—COS) =2,

n—-+oo n n—-+oo n

2 2
N 2 o 3 — 1 — y —— —
b) nEIEoon ( 1 — cos NG ) ,7ET00(4”)” (1 cos Jn ) +o0,

2 4 P
¢) lim n(l—cos): lim /72(1—(:05):0,
n

n—-+o0 n n—-+oo I

1
d) lim n? ((—1)” —cos) ,

n—-+oo n

n'existe pas car la suite extraite constituée par les termes d'indices paire converge vers % et la suite extraite

constituée par les termes d'indices impaire diverge vers —oo,

n—-+o0o n n—-+o00

. .2 . n . 2
e) lim [nsin—=|] = lim 2 §s1nf =2,

n—s—4oo

) ) 2 (n ) 2)

= lim — | =sin— | =0,
2

)

h) lim (n sin (= )
n

=B
-~

f) lim (n sin
n—-+oo

= lim Q\F(\FSI 2)—+oo,
0

g) lim (ﬁsin

n—-4o00

— SN

n—-+oo

n'existe pas car la suite extraite constituée par les termes d'indices paire converge vers 1 et la suite extraite constituée

par les termes d'indices impaire converge vers —1,

9\ VP 7
k) lim 1—|—) = lim ((1+ )
n—-+oo n n—-+o00
1)\ "
[) lim (1+( ) )
n—-+oo n

n'existe pas car la suite extraite constituée par les termes d'indices paire converge vers e et la suite extraite constituée

ar 1 ‘indices impaire converge vers e 1,
par les termes d

4%x3
1 n/3
(”/) ) S
nf3

3 3 —n/: P sinl 1
n) lim ' (t(mn—sm) =" lim (3t>“( i—sm}) =27 lim (tsin )¢ (1—cos f) {% 27-1-5-1= 1,

n—-+oo

4n
m) lim (1+) = lim
n

n—-+oo n t——+4o0 cos

20/3n
(3+ 3217((1_1_%)317) s
o) lim ~—2~— = lim

n—+o00 9n n—+o00 32n
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i 1 -1t : 1_$71
P A e L RE it

k=n

. 1
Q),vkito;ﬁ =1

" n k=n 1 n . n . n .
car —=p— < Y et T < e et lim,, 400 T = lim,, 4 oo T = 1.

? Exercice 8.6

Calculer, en fonction de a € R, la limite

lim n —2yn
e (Vi = 3)(2 — 3v)

SOLUTION.

n®—2v/n ) n%—2v/n

lim =

1 =
n—+oo (v/n — 3)(2 — 3y/n) ,Hu+noo —3n+11y/n—6

—oc0 sia>1,
1 o=
-3 sta=1,

0 sta<1.

? Exercice 8.7 Série harmonique

§ Montrer que la suite (x,)pens, OU X, ==Y ;4 %, diverge vers +o0.

SowutioN. Idée i x, =Y | 1+ =142+t +H)+(t+L+L+%) - >14+2+1+1 - > 400 Sinon, on peut

utiliser un raisonnement par l'absurde. Si la suite de terme général x,, convergeait vers une limite finie, la suite de
terme général xz,, en tant que suite extraite, convergerait vers la méme limite, et donc la suite de terme général
Xon — X, convergerait vers 0. Or, on peut minorer les termes de cette suite :

2n 2n
1 1 1
Xon — Xp = E EZ E %:é
k=n+1 k=n+1

Alinsi, la suite de terme général x, ne peut converger vers une limite finie. En tant que suite croissante de réels, elle
diverge donc vers +o0.

? Exercice 8.8

§ Montrer que la suite (X,)nens, O X5 := Y j_; (1 — 11+k) est convergente;

Sownon. 5, = Toy(} = ) = (= )4 (£ 1)+ (2 - 20+ (K -3 =12 -1

? Exercice 8.9

Etudier la convergence des suites définies ci-dessous par leur terme général u, :

1. vVn®4+3n—n
2. n—vVn3—=3n
sin®(y/n)
3. ——~
n2

4, (1+%)”
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e n
5 (1 - —)
n
1—a2\"
— | , a réel quelconque
( 1+ a2 ) q q
SoLUTION 1. imvn® 43 li n® +3n —n* li n® +
. . 11m n° n—n=1m-————=1m ——= = oQ
n n \/m +n n no2

2 3 _ ¢ 3
. — . n*—(n>—=3n . —n
2. limn —vn3 —3n =lim # =lim —& = —o0
n non+4++vn3—3n n n3l
5
. sin’(v/n
3. lim ﬁ

n n2

= 0 (théoreme d'encadrement)

T\ N Taynjm\’
4. lim(l—&—ﬁ) :hm((l—i—ﬂ) ) =e”
n n

n n

n _ —nle\ €
5. 11111(1—5) :h]n((l_l'_e) ) —e €
n

n n n

1 . ’ . 3 y . . —qa2
6. Il s'agit d'une suite géométrique de raison hj’,‘ donc
2
> u, ne converge pas et ne posséde pas de limite si ijrgz
1_n2
> u, ne converge pas et possede deux valeurs d'adhérence 1 et —1 si i;i’lz

réel.
- - H 1—a?
> up, converge vers 0 si —1 < Tra?

> up est constante et converge vers 1 si

< 1, c'est-a-dire pour tout a # 0.

1—a? __
14+a2 =

> u, est divergente et possede une limite égale a +oo si
En résumé :

1, c'est-a-dire st a = 0.
1—a?
1+a?

. 0, sta=#0,
limu, =
n

A sia=0.

? Exercice 8.10

Calculer, si elles existent, les limites des suites (u,),en+ Suivantes : Vn € N*

1 1 1
a)u, >lnn b)n+1§un§; c) u, / etun<1—|—;
niw n 1
e) u, =Inn +sin(n) ) u, = sin 3 g) u, R
, n? , (2n)! nsin(n)
0= D =" Ko ="eiy
5 L n? n?
m) = (P =0+ 1Y n) U= e 0) un=(=1)" 57
. JT 2nv/n +1 ,4n—1
poun(red)  u-BE k)
2
7T n“+1 6n+3
n = i o — — n=— = = n — —1 h—
u) up =sin (ﬂ n) V) tn 2ny/n+1 w) tn = (=1) 2n—1

SOLUTION. a) u, — +oo car Inn — +oo (théoréme d’encadrement)

b) u, — 1 car ﬁ —1et % < u, < (théoréme d'encadrement)

c) u, — ¢ <1 caru, est monotone croissante et majorée donc ¢ < lim, (1 + %) =1

) u, = /n=exp(B2) = exp(0) =1

n

o

D

ni

—

3
U, — +00

g

90

d) u, =

h) u, =

D) up,

p) U

t) up,

—1, c'est-a-dire pour aucun a réel.

= —1, c'est-a-dire pour aucun a

> 1, c'est-a-dire pour aucun a réel.

=/n
n Inn
n+1
_on4(=1)"
~ 3n—(=1)

=V3n+1—vV2n+1

=vV2n+1—v3n+1

)

)

) u, =In(n)+sin(n) - +oo car (In(n) — 1) < v, < (In(n) +1) et (In(n) £ 1) — +oo (théoréme d’encadrement)

) u, = sin Z* n'existe pas car la suite extraite uz, = sin(ns) = 0 et la suite extraite ug,+1 = sin(2nx+7/3) = V3/2
)

© G. FACCANONI
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h) u,=82 5 100
) I l+;

: . 1)2n!
) u,>0et it = % =241 <1 pour n > 2; comme u, \, et u, > 0 alors u, — ¢ >0

) up=02n2n—-1)---2n—n+1) - o0

k) u, — 0 car = < nsin(n)

n
n?24+1 = n?241 = n2+41 et &

21 — 0 (théoréme d'encadrement)

n+1
3n—1

n—1 n+(-1)" < n—+1

1 Nzl
) un— 3 car 3n—(—1)" = 3p-1

: n—1 __ 71:
3 5”+1 et lim,, 3nTT = lim,,

1
3
m) On sait que si (u,),en est une suite positive telle que dotl 5 ¢ > 0 alors y/u, — £.On pose u, =n*+n+1;

Up

1)2 1)+1 2 n/ <
comme F ,3211(1?1 )+l ‘:72131;111 — lalors Vn2+n+1— 1.

n u,—1

o) Cette suite ne converge pas car la sous-suite usg, tend vers 1 tandis que la sous-suite us,41 tend vers —1

. o V3n+1+v2n+1 @Bn+1)—(2n+1) 4. 1 -
p) ngl}rloo u, = hm (\/3/7 +1-v2n+1) V3nti+v2n+1 ,7E+oo V314241 ,,Elfm V/3@1 +v/zf+.’ = +00
q) lim sin (/1 + 2 ) =0
n——+o00
. 2ny/n+1
r) lim =%— =0
) nSteo N1

s) Cette suite ne converge pas car la sous-suite us, tend vers 2 tandis que la sous-suite us, 41 tend vers —2

H. o V2n+14V/3n+1 (2/7+l —(3n+1) . 71 o
t) ”EIPOO u, = hm (\/2/7 +1—V3n+ 1)t T R v ”EIJFOO Vi Bnrl ”EIEOO NEe Ezs Iy e 00

u) lim sin (/1 — ﬂ) =0
n——+oo n

v lim -2t — 4o
) n—-+oo 2ny/n+1 +

w) Cette suite ne converge pas car la sous-suite us, tend vers 3 tandis que la sous-suite us,11 tend vers —3

? Exercice 8.11

Etudier le comportement des suites

cos n

ap = —F—
n e3n+1

et b, = (e_4” +
n

- einto

SoLuTioN.  Soit u, une suite. S'il existe deux suites v, et w, ayant une méme limite £ € RU {£o0} et satisfaisant
IMeN telque v, <u,<w,VneN, n>M,

alors limu, = #.

Etant donné que pour tout n € N on a et que lim

1 _ . _
P;,,H <a, < e*”+l m =0, on conclut que hm{><j a, = 0.

eii/l +l n—-+

Etant donné que pour tout n € Nona —(e "+ 1) < p, < (e +1)etque lim +(e ™ +1) =0, on conclut que

n——+o00

lim b, =0.
n——+o00

? Exercice 8.12

.ral ou .aux ?
1.

Si la suite (Ju,|) est majorée, la suite (u,) est bornée.

St la suite (|u,|) converge vers 0, alors la suite (u,) converge vers 0.

Si la suite (u,) converge vers ¢ et si elle est a termes strictement positif, alors £ > 0.

Si la suite (u,) converge vers 0, alors la suite (u,v,) converge vers 0 quelque soit la suite (v,).
Si (|ua]) et (Jva]) sont deux suites convergentes, la suite (Ju, + v,|) est aussi convergente.

Si la suite (Ju, + vu|) est convergente alors les deux suites (|u,|) et (Jva|) sont aussi convergentes.

N o o s wN

St (uy) et (v,) sont deux suites telles qu'a partir d'un certain rang on ait u, < v,, alors la convergence de
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(vn) implique celle de (up,).

St (uy) et (v,) sont deux suites telles qu'a partir d'un certain rang on ait u, < v,, alors la convergence de
(up) implique celle de (v,).

St (uy) et (v,) sont deux suites telles qu'a partir d'un certain rang on ait u, > v,, alors la convergence de
(vn) implique celle de (up,).

10. Si (u,) et (v,) sont deux suites telles qu'a partir d’'un certain rang on ait u, > v,, alors la convergence de
(up) implique celle de (v,).
11. Si la suite (u,) converge, alors elle est monotone.
12. Si la suite (u,) est monotone, alors elle converge.
13. Si la suite (u,) est croissante et majorée, alors elle converge.
14. Si la suite (u,) est croissante et minorée, alors elle converge.
15. Si la suite (u,) est décroissante et majorée, alors elle converge.
16. Si la suite (u,) est décroissante et minorée, alors elle converge.
SoLUTION. 1. Vrai : s'il existe un réel positif a tel que |u,| < a alors —a < u,, < a donc la suite (u,) est bornée.
2. Vrai (Théoréme des gendarmes).
3. Faux: u, =1/n > 0 pour tout n mais u, — 0.
4. Faux : u, =1/n - 0 et v, = n.
5. Vrai
6. Faux : u, =netv, =—n.
7. Faux:u, =—n <0, v, =1/n > 0 mais u, — —oo bien que v, — 0.
8. Faux:u, =1/n < v, = n mais v, — +oo bien que u, — 0.
9. Faux: u, =n>v, =1/n mais u, — +oo bien que v, — 0.
10. Faux : u, =1/n >0 > v, = —n mais u, — 0 bien que v, —» —oo.
1. Faux: u, = (=1)"/n
12. Faux : u, =n
13. Vrai
14. Faux : u, = n est minorée par 0 et croissante mais elle diverge.
15. Faux : u, = —n majorée par 0 et décroissante mais u, — —oo.
16. Vrai

? Exercice 8.13 suite récurrente

92

1.

2.

3.

4.

Soit (un)nen telle que ug =2 et upp 1 =2— % pour tout n € N.

1.1. Montrer que (u,)qen est une suite bien définie qui satisfait u, > 1 pour tout n € N.
1.2. Montrer que la suite (u,),en est monotone puis en étudier la convergence.
Soit (u,)nen une suite telle que ug =1etVn € N u,y1 =2+ u,.

2.1. Montrer que pour tout n € N, =1 < u, < 2.

2.2. En supposant que la limite de u, existe, la calculer.

2.3. Montrer que (u,)nen est une suite monotone et en étudier sa convergence.
Soit (u,)nen une suite telle que ug >2etVn €N v,y = v + 1.

3.1. Montrer que u, > 2 pour tout n € N.

3.2. Montrer que la suite (u,) est divergente sans étudier sa monotonie.

3.3. Montrer que (u,) est croissante et diverge vers +oo.

Soit (u,)pen une suite telle que vg > 2 et Uy = u% — 2 pour tout n € N.

4.1. Montrer que Vn € N u, > 2.

4.2. En supposant que lim, u, existe, la calculer.

4.3. Montrer que (u,) est croissante et diverge vers +oo.
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5. Soit (u,)nen une suite telle que ug=1etVn e N v, = 11#
5.1. Montrer que pour tout n € N, u, > 0.
5.2. En supposant que la limite de u, existe, la calculer.
5.3. Montrer que (u,),en est une suite monotone et en étudier sa convergence.
2
6. Soit (u)pen une suite telle que ug = % etVneN vy = W
6.1. Montrer que pour tout n € N, 0 < u, < 1.
6.2. En supposant que la limite de u, existe, la calculer.
6.3. Montrer que (u,)sen est une suite monotone et en étudier sa convergence.
7. Soit (u,) une suite telle que ug > % etVn €N uyy = u? — %
7.1. Montrer que pour tout n € N, u, > %
7.2. En supposant que la limite de u, existe, la calculer.
7.3. Montrer que (u,) est une suite monotone et en étudier sa convergence.
8. Soit (u,) une suite telle que up >2etVn € N u,y = u? —1.
8.1. Montrer que pour tout n € N, u, > 2.
8.2. En supposant que la limite de u, existe, la calculer.
8.3. Montrer que (u,) est une suite monotone et en étudier sa convergence.
9. Soit (u,) une suite telle que ug > 1—25 etVn €N vy =02 — %.
9.1. Montrer que pour tout n € N, u, > %
9.2. En supposant que la limite de u, existe, la calculer.
9.3. Montrer que (u,) est une suite monotone et en étudier sa convergence.
10. Soit (u,) une suite telle que ug =4 etVn eN vy =3 — ﬁ
10.1. Montrer que u, > 2 pour tout n € N.
10.2. Montrer que (u,) est une suite monotone.
10.3. En étudier la convergence.
11. Etudier la suite (up) telle que ug =2 et vy =5— f Vn € N.
Lo . 4
12. Etudier la suite (u,) telle que uyp =9 et upp1 =5— — V¥neN.
Up
. ) 4
13. Etudier la suite (u,) telle que 0 < ug<letu,y1 =5——VneN
II7
SoLuTION. 1. 1.1. Par récurrence :
> ug=2>1;
> soit u, > 1, alors vy =2—L >2-1=1
1.2. Puisque u, > 1 pour tout n € N, ona upy1 —u, =2 — % —u, = 70'%) < 0, autrement dit la suite
u, est monotone décroissante. Etant une suite monotone décroissante vérifiant u, > 1 pour tout n € N,
alors elle converge et limu, = ¢ > 1. En passant a la limite dans la définition, ona ¢ =2 — ]7 doti ¢ = 1.
2. 2.1. Par récurrence :
> —1<ug=1<2;
> soit =1 < u, <2 alors Uy =vV2Fu, <V2+2=2etup1=vV2F+u,>V2-1=1>—-1.
2.2. Soit ¢ =limu, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, on a ¢ = /¢ 4 2 d'oti ¢ = —1
ou ¢ =2
. c ~ o 5 o 1/;‘:71/,,72 o (up—2)(up+1)
2.3. Puisque —1 < u, <2pourtoutn € Nyonau,11—u,=+Vu,+2—u,= ~egra = VorTiu 0,
autrement dit la suite u,, est monotone croissante. Etant une suite monotone croissante vérifiant —1 <
u, < 2 pour tout n € N et puisque les uniques limites réelles possibles sont £ = —1 et ¢ = 2, on conclut
que limu, = 2.
3. 3.1. Par récurrence :

> ug > 2;
> soit u, > 2, alors 1 = u?+1>5.
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94

3.2.

3.3

4.1.

4.2.

4.3.

5.1.

5.2
53.

6.1.

6.2.

6.3.

7.1.

7.2.

7.3.

8.1.

8.2.

8.3.

9.1.

9.2.

9.3.

Soit ¢ = lim u,, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, on a ¢ = ¢2 + 1 qui n'a pas de
solution réelle : la suite est alors divergente.

Puisque u, > 2 pour tout n € N,ona tpy1—u, =u2—u,+1>u2—2u,+1=(u,—1)? > 0, autrement
dit la suite u, est monotone croissante. Etant une suite monotone croissante qui diverge, on conclut que
lim u, = +oo.

Par récurrence :

> ug > 2;

> soit u, >2,alors u, 1 =u2 —2>4—-2=2

Soit ¢ = lim u, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, on a ¢ = 2—1dou = 1_2\/5 <2

ou ¢ = HT\@ < 2. Comme u, > 2 pour tout n € N, la suite diverge.

Puisque u, > 2 pourtoutn € N,ona i1 —u, = v —u,—1> v2—2u,—1 = (u,,—I’T\/g)(u,1 —12—‘/5) >0,
autrement dit la suite u, est monotone croissante. Etant une suite monotone croissante qui diverge, on
conclut que limu, = +o0.

Par récurrence :

> uyg=1>0;

H - — u
> soit u, >0, alors u,41 = 1+(L,2,‘ > 0.
Soit ¢ = lim u, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, on a ¢ = —L_doli £ =0.

I+e2
_up u,?,’
1+u? 1+u?
monotone décroissante. Etant une suite monotone décroissante minorée par 0 pour tout n € N et puisque
Uunique limite réelle possible est £ = 0, on conclut que lim u, = 0.

Puisque u, > 0 pour tout n € N,on a up41 —u, = —u, =— < 0, autrement dit la suite u, est

Par récurrence :
> O0<ug=1/2<1;

- ; uZ+u, uZ+u, 2
> soit 0 < u, < 1, alors upq1 = st >0etup =25 <5=1
. . \ R rpe e 0(0+1 I
Soit ¢ = limu, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, on a ¢ = % d'oli £ =0 ou

0=1.
. —1 . .
Puisque 0 < v, < 1 pour tout n € N, on a upy1 —u, = % < 0, autrement dit la suite u, est

monotone décroissante. Etant une suite monotone décroissante minorée par 0 pour tout n € N et puisque
les uniques limites réelles possibles sont £ =0 et ¢ =1, on conclut que limu, = 0.
Par récurrence :
> ug > %;

: 3 ; _,2_3<9_3_3
> soitu, > 5, alors upp =up—5>3—5=5.
Soit ¢ =limu, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, on a ¢ = 02— % doti ¢ = —%
ou ¥l = % Puisque u, > % pour tout n € N, seul ¢ = % est une limite finie acceptable.
Puisque u, > % pour tout n € N, on a up41 — U, = U2 — u, — % > 0, autrement dit la suite u, est
monotone croissante. Etant une suite monotone croissante vérifiant u, > % pour tout n € N et puisque
Uunique limite réelle possible est ¢ = % on conclut que lim u, = +o0.
Par récurrence :
> ug > 2;
> soit u, >2,alors vy =u2—1>4—1=3>2.

—1-V5
2

Soit ¢ = lim u,, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, ona ¢ = ¢2 —1 d'ot1 ¢ =

ou ¢ = _1%‘/5 Puisque u, > 2 pour tout n € N, aucune limite finie n'est acceptable.

Puisque u,, > 2 pour tout n € Nyona u,1—u, = u? — u,—1> 0, autrement dit la suite u, est monotone
+ n

croissante. Etant une suite monotone croissante tel que u, > 2 pour tout n € N et puisque il n'y a pas
de limite finie réelle possible, on conclut que lim u, = +o0.
Par récurrence :

15 .
> ug > 5

. 5 5

> soit u, > 17" alors u,41 = LI% — % > 712—5 > 1—25
Soit ¢ = limu, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, on a ¢ = ¢2 — % d'oll ¢ = —%
ou ¢ = g Puisque u, > % pour tout n € N, aucune limite finie n'est acceptable.
Puisque u, > 1—25 pour tout n € N, on a upy1 —u, = u% —u, — % > 0, autrement dit la suite u, est
monotone croissante. Etant une suite monotone croissante tel que u, > % pour tout n € N et puisque

aucune limite réelle finie n‘est possible, on conclut que lim v, = +o0.
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10. 10.1. La propriété se démontre par récurrence. On a bien ug =4 > 1. Il reste a démontrer que, pour tout k € N,

st ux > 1 alors ugy1 > 1. On a
u+2>0
<2 = 2<ur+2 << 0< ug.

4
1 > 1 & 3— >1
Ukt Uk +2 U+ 2

Comme ug > 1> 0 alors ugqq > 1.

10.2. Pour tout n € N on a
2

—uz4u, +2

—n 71— u,27 < 0.

Upi1—Up =3 — ——— — U, =
n-+ n Lln—|-2 n Un+2

Comme pour tout n € N, v, > 1, alors 1 — u? < 0 donc (u,) est une suite monotone décroissante.
10.3. On a montré que la suite (u,) est décroissante et minorée. Elle est donc convergente. Notons ¢ sa limite.
La suite (u,+1) tend vers ¢ et la suite f(u,) tend vers f(#). La limite vérifie donc

4
0=3———— & - 0-2=0 < (£-2)(¢+1)=0.

0+2
Comme u, > 1 pour tout n € N, il faut £ > 1; on a donc ¢ = 2.

11. Suite bornée. Par récurrence : on a bien 1 < ug =2 < 4; montrons que si 1 < uy <4 alors 1 < ugy1 <4.0na

4 4
1<up1 <4 &= 1<H—-—<4d &= 1< — <4 <= 1<ur <4
Uy Uy

Monotonie. Pour tout n € N on a
— ) (u, —1
) ) >0

up

2
—un+5u,—4  (u,

L’/7+1_Un:5_LT—Un: u
n n

car 1 < up41 <4 pour tout n € N.
Convergence. (u,) est une suite monotone croissante et majorée. Elle est donc convergente.

Limite. Notons ¢ sa limite. La suite (u,+1) tend vers ¢ et la suite f(u,) tend vers f(¢). La limite vérifie donc
(-4 -1)=0 < (£—-2)¢+1)=0.

4
€:5—? =

Comme u, < 4 pour tout n € N, il faut £ < 4; on a donc ¢ = 4.
12. Suite bornée. Par récurrence : on a bien ug =9 > 4; montrons que si uy > 4 alors ugs1 > 4. On a

4
U1 >4 &= H—— >4 < — < 1.
Uy Uy
Comme uy > 4, alors uik < 1, donc ugqq > 4.
Monotonie. Pour tout n € N on a
(up —4)(u, —1)
u”

—u? +5u, —4 0

Upy1 — Up =5 — o u, = .
n n

car up,41 > 4 pour tout n € N.
Convergence. (uj) est une suite monotone décroissante et minorée. Elle est donc convergente.

Limite. Notons ¢ sa limite. La suite (u,+1) tend vers ¢ et la suite f(u,) tend vers f(¢). La limite vérifie donc

3:5—% o (U—2)(—1)=0 e (£—2)(0+1)=0.

Comme u, > 4 pour tout n € N, il faut £ > 4; on a donc ¢ = 4.
13. Suite bornée. Par récurrence : on a bien 0 < ug < 1; montrons que st 0 < vy < 1 alors 0 < ug+1 < 1. 0n a

4
O0<tp41 <1 <= 0<H—-—<K1 &= —4<— 5.
Uy U

Comme 0 < ug < 1 alors 0 < % < 4 donc —4 < % < 5.
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Monotonie. Pour tout n € N on a

. 4 —u? +5u,—4 (up —4)(u, —1)
Upp1 —Up=5—— —U, = = — <0
Up up, up,

car 0 < up41 < 1 pour tout n € N.
Convergence. (u,) est une suite monotone croissante et majorée. Elle est donc convergente.

Limite. Notons ¢ sa limite. La suite (u,11) tend vers ¢ et la suite f(u,) tend vers f(#). La limite vérifie donc

0 —

ot

= (0—DE—1)=0 < (—-2)(0+1)=0.

S|

Comme u, < 4 pour tout n € N, il faut £ < 4; on a donc ¢ = 4.

? Exercice 8.14 suite récurrente
Soit @ € R, a > 0. Soit (u,)sen la suite récurrente définie par ug = 1 et pour tout n € N v,y = "H% On

k=n-1
pose Vj = Up41 — U, pour tout n € Net s, := k:g Vi pour tout n € N.

1. Exprimer v, en fonction de v,_1. En déduire qu'il existe une valeur aq de a (a préciser) pour laquelle (v,),en
est une suite constante.

2. Montrer que pour tout a # ay, la suite (v,) est une suite géométrique dont on donnera la raison.
3. Calculer lim, s, en fonction des valeurs de a.

4. Montrer que u, =1+ s, Vn € N*. En déduire lim, u, en fonction des valeurs de a.

SOLUTION. 1. Pour tout n € Non a

Vh = Upy1 — Up = - — —
a a a a

a+1+u, a+1+u, 1 Up —Up-1 _ Vp-1

On trouve la suite
VU:LI—I—LI():%—IZZ

Yn

Vntl = -
On en déduit que la suite (v,),en est une suite constante égale a 2 lorsque a =1 =: ay.

2. Pour tout a + ag
Vh—1 Vn—2 Vo _
v, = = 5 == — =92q "
a a a”’

donc la suite (v,) est une suite géométrique de raison 1/a.

3. On sait que st w,+1 = gw,, pour tout g € R*, alors w, = wpq" et

n n 17(/”" .
Z Z k Wo— 4 siq#1
Wi = Wo q = .
s s wo(n+1) sig=1
donc ici
n—1 n—1 21-qg" : 2 a"—1 .
—k 2o, sta#1 S, sia#1,
Sp = § Vik =W a - 9 . 1 — 9 . 1
s s n, sia= n, sia=1.
Par conséquent
+o00 sia=1,
lims, =< -2 sia>1,
n a—1
+oc0o sil0<a< 1.
4. On a
n—1 n—1
S, = E Vk =V E Ukt1 — Uk =Up —Ug+ U — UL+ -+ Uy —Up_1 =Up—Ug=Uy—1
k=0 k=0

donc u, =1+s, Yn € N*. Alors

+oco0 sia=1,
limu, =1+ lims, = % sia>1,
n n

400 si0O<a< 1.
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? Exercice 8.15 suites adjacentes

Soient (u,)nen et (vi)nen deux suites adjacentes, c'est a dire telle que (u,) est croissante, (v,) est décroissante
et limn(vn — un) = 0. Montrer que (v, — un)nen est décroissante puis que les deux suites convergent vers une
méme limite.

SoruTioN. On sait que (u,) est croissante donc u,+1 > u, pour tout n € N; (v,) est décroissante donc v,+1 < v,
pour tout n € N; alors v,41 — up1 < v, — up ¢ la suite (v, — upy)pen est décroissante.

St ¢ = lim, u, et ¥ =lim, v, alors lim,,(v,, — u”) = ¥y — 01 ; par hypothese lim,,(v,7 — u,,) =0 donc 4, = 5.
? Exercice 8.16 moyenne arithmético-harmonique
Soient (a,)nen, (bn)nen deux suites telles que ag > bg > 0 et

ap + bn 2al7bl7
VneN a =— et b = —
n+1 2 n+1 a, + bn

1. Montrer que (d,)nen et (b,)nen sont deux suites bien définies puis que
YneN a,>b,.

2. Vérifier que la suite (a,b,)qen est stationnaire.
3. En supposant qu'elle existe, calculer la limite commune au deux suites.

4. Montrer que les deux suites (a,)nen et (b,)nen sont adjacentes.

SoLUTION. 1. On montre par récurrence que pour tout n € Nonaa, > b, >0:
> vraie pour n =0 car ag > by >0

ntby _ 2a,b, an=b,)*
> supposons que d, > b, > 0, alors a,11 — by = ””;” — (I(’H’] = g(lc;H;))

2a,!
bni1 = ﬁ alors b,41 > 0.

> 0, ainsit a,41 > b4 et comme

2. La suite (a,b,)nen est stationnaire, en effet

/ _ anp+ by 2a,b, b gl
CIn+l Jn+l — 2 an + /J = apbp = -+ = dgbo
n n

3. St a = lim, a, et B = lim, b,, alors a = %B donc @ = B. De plus, comme la suite (a,b,),en est la suite

constante égale a agbg et comme lim,(a,b,) = aB on conclut que a = B = /apbo.

4. Les deux suites (a,)pen et (b,)peny convergent. On peut soit prouver qu'elle sont adjacentes soit prouver
directement la convergence.
) . ! by—

> Montrons que a, \,: ap11 —a, = “’Tﬂ —a, = 25% <0,

- Y
montrons que b, /' : b,y1 — b, = jflT//Jz, — b, = % > 0,

montrons que a, est minorée par by : a, > b, et b, > by car b, /,

montrons que b, est majorée par ag : b, < a, et a, < ag car a, \,

on conclut que a, converge car décroissante et minorée, b, converge car croissante et majorée. De plus,
elle sont adjacentes.

vV VvV VvV

? Exercice 8.17 moyenne géometrico-harmonique
Soient (a,)nen et (by)nen deux suites telles que ag > bg > 0 et

a,+b
VneN apy1 = % et bpt1 =V apb,.

Montrer que ces deux suites convergent et ont méme limite (appelée moyenne géométrico-harmonique de aq et
bo).
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SoLUTION. 1. Pour tout n € N, les suites (a,)nen et (b,)nen sont bien définies. On montre par récurrence que
pour tout n € Nona a, > b, :
> vraie pour n =0 car ag > by >0

Van—Vby)? L
(fv) > 0, ainst a,41 > bpyi.

> supposons que a, > b, >0, alors a,+1 — by = % —vapb, =

2. Les deux suites (a,)nen et (by)nen sont adjacentes, en effet :
> a, \y car dpiq — d, = ”T“” —a, = /’f% <0,
> bn / Car bn+l - bn =V C’nbn - bn - (\/Fn - \/E>\Wn > 0,
> a, converge car décroissante et minorée par by car a, > b, > by,
> b, converge car croissante et majorée par agy car b, < a, < ay.

a+p
2

3. Si a =lim, a, et B =lim, b, alors a = donc a = .

? Exercice 8.18

1. Donner l'exemple d’'une suite non bornée (donc non convergente).

2. Donner l'exemple d’'une suite bornée non convergente.

3. Donner l'exemple de deux suites (ty)nen et (Vq)nen telle que (u,) converge et (v,) diverge et (u,v,) diverge.

4. Donner lexemple de deux suites (u,)nen et (va)nen telle que (u,) converge et (v,) diverge et (u,v,)
converge.

5. Donner l'exemple de deux suites bornées (u,)nen et (va)nen telle que (u,) ne converge pas, (v,) ne converge
pas, mais (u,v,) converge.

SoLUTION. 1. u,=n
2. u, = (—=1)"

3. u,=1/n et v, =n?
4. u,=1/net v, =n.
5

Uy =v, = (=1)"

? Exercice 8.19

Déterminer lensemble des valeurs d'adhérence de la suite (u,),en+ dans les cas suivants

1) = (=1)", (2) wup:= ( , (3) u,:=sin (n77r)

Sorution. (1) {—1;1}
2) {-1;1}
3) {—1;0;1}
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B

Soient f, g deux fonctions de R dans R et xp € R.

Limite en plus lU'infini

Si DfN]d, +o0[# @ pour tout 6 € R alors on dit que la limite de f quand x tend vers +oo est égale a £ € R (et
on écrit ligl f(x)=29)si
X—>+0Q

Ve>0 F6€R YxeDf x>08 = |f(x)— ¢ <e.

On dit que la limite de f quand x tend vers +oco est égale a +oo (et on écrit lim f(x) = +o0) si

X—400
YMeR F0€R VxeDf x>0 = f(x)>M.

On dit que la limite de f quand x tend vers +oo est égale a —oo (et on écrit lim f(x) = —o0) si
X—400

VmeR JFJ0€R VxeDf x>0 = f(x)<m.

Lumte en moins l'infini

Les définitions sont du méme type que ci-dessus. Il faut simplement remplacer DsN]d, +oo[# @ par DN —oo, [+ @
puis x > 0 par x < 0.

Limite en un point

St DiN)xo — 8, xo + 0[# @ pour tout § > 0 alors on dit que la limite de f quand x tend vers xo est égale a £ € R
(et on écrit lim f(x) = #) si
X—Xg

Ve>0 30>0 VxeDr |x—x|<d = |f(x)—¥|<e.

Cette limite peut exister méme si f n'est pas définie en xo. Mais si f est définie en xo et si lim f(x) existe, alors
X—Xq

lim f(x) = f(xo).

X—XQ

On dit que la limite de f quand x tend vers xq est égale a +oo (et on écrit lim f(x) = +o00) si
X—X0

YVMeR 30>0 VxeDr |x—xo| <0 = f(x)>M.

On dit que la limite de f quand x tend vers x est égale a —oo (et on écrit lim f(x) = —o0) si

X—X0

VmeR J0>0 VYxeDr |x—xo| <0 = f(x)<m.
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Théoréme (unicité)

| = s | I
MATH BOOK ¢

T
BUY zz-k_K g‘é‘f

k20

| Si une fonction admet une limite ¢ en xq, cette limite est unique.

Théoréme d’encadrement (ou des gendarmes ou sandwich ou de l'étau)
Soit f, g et h trois fonctions définies au voisinage de xo et vérifiant f < g < h au voisinage de x¢. Si f et h ont
la méme limite ¢ (finie ou infinie) en xo alors g a pour limite £ en xg.

&Limites fondamentales

lim x(al/x— 1) =Ina

X—+00

lim x((14+1)"=1) = a

xX—+00

100

0
POx) _ | p,
X—+00 Q(X) qb
00
Xl_i)rinooxsm(%) =1
i (1= (d)) =3
i (5] =
lim x(In(1+1)) =1
xX—+

sia<b,
sia=>b,
sta > b,

lim P(x) =
x—0% Q(X)

lim sin(x) _
x—0%t X

. 1—cos(x

lim 7){2( ) —

x—0*

lim (14 ax)” =

x—0*

In(14+x) _
X

Po
qo’

Soit deux polyndmes P(x) = po + pix + -+ + pax? et Q(x) = qgo + qix + - -+ + qpx”. Alors

(x en radiant)

(x en radiant)

(a € R)

(a>0)

(a € R)
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£§ Exemple

On veut montrer que hm “'”m

=1

Y

1 X

A A

T

OAP lorsque 0 < x < 5 conduit aux inégalités

N N
Aire OAP < Aire secteur OAP < Aire OAT.

Continuité en un point

| On dit que f est continue en xq si xo € Dy et lim f(x) =

X—X0

‘ContlnLllte

L'observation des aires des triangles OAP, OAT et du secteur

N

Soit |OA| = 1, alors l'aire du triangle OAP est sin(x)/2, laire
A

du secteur OAP est égale a x/2 et l'aire du triangle OAT est

tan(x)/2, donc

Lorsque 0 < x < % on peut diviser par 2/sin(x) en conservant
le sens des inégalités

X 1
<

1<
sin(x)  cos(x)

soit encore

1>

> cos(x).

sin(x)
X

Les fonctions sin(x)/x et cos(x) étant paires, les mémes in-
égalités restent satisfaites lorsque —% < x < 0. En pre-
nant la limite de ces inégalités lorsque x — 0 on conclut

que lim w =1

x—0

f(Xo).

| On dit que f est continue si elle est continue dans tout point de son domaine de définition.

Par conséquent la fonction f(x) = % est continue car TF = R* et f est continue dans tout point de son domaine de

définition.

- . e
Prolongement par continutte

Soit f une fonction définie sur / et xo & /. Si lim f(x) = ¢, la fonction f définie sur /U {xo} par f(xo) = ¢

X—X0

et 7()() = f(x) pour x € | est la seule fonction continue en xo dont la restriction a / soit f. On l'appelle le

prolongement par continuité de f a x.

ﬁThéoréme (fonctions composées)

en xp.

A Théoréme (valeurs intermédiaires)

St (xo0,f(x0)) € Df x Dy et f est continue en xq et g est continue en f(xp), alors xog € Dgor et g o f est continue

Formulation 1 L'image d'un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle de R.

Formulation 2 Soit f une fonction continue sur un intervalle / de R et soient a, b € | avec f(a) < f(b). Alors f
atteint toutes les valeurs intermédiaires entre f(a) et f(b). Autrement dit :

Yd € [f(a), f(b)], Ic compris entre a et b tel que f(c) =d.

© G. FACCANONI
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s

Exemple

Ce théoreme permet d'affirmer par exemple que si un marcheur parcourt 12 Km en une heure alors il existe un intervalle
d'une demi-heure pendant lequel il parcourt exactement 6 Km. En effet, soit f: [0; 1] — [0; 12] l'application telle que f(t) soit
le nombre de kilométres parcourus par le marcheur en t heures (on suppose que f est continue). On se demande s'il existe
T € [0;0.5] tel que f(T +0.5) — f(T) = 6. Posons alors g: [0;0.5] — [0;12] Uapplication définie par g(t) = f(t + 0.5) — f(t)
Comme 6 € [0;12] et g est continue, alors il existe au moins un T € [0;0.5] tel que g(T) = 6 : pendant la demi-heure [T, T 4-6]
le marcheur a parcourus 6 Km.

Théoréme de la bijection
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle / de R, alors f induit une bijection de /

dans f(/). De plus, sa bijection réciproque est continue sur /, monotone sur / et de méme sens de variation que
f.

Dans un repére orthonormé, les graphes de f et de sa bijection réciproque sont symétriques par rapport & la premiére
bissectrice des axes.

s . .. , .
Comparalson au VOlSlnage (I un |)Oll1t

Soit f et g deux fonctions définies sur / et soit xo un point (fini ou infini) appartenant a / ou une extrémité de /.

> On dit que f est dominée par g au voisinage de x, et on écrit f = O(g), s'il existe M > 0 tel que |f(x)| < M|g(x)|
pour tout x d’'un voisinage de xg. St g ne s'annule pas dans ce voisinage, cela signifie que é est bornée dans
ce voisinage.

> On dit que f est négligeable devant g ou que g est prépondérant devant f au voisinage de xp, et on écrit
f = o(g), si pour tout € > 0 il existe un voisinage de xg tel que |f(x)| < €|g(x)| pour tout x de ce voisinage.

Si g ne s'annule pas dans ce voisinage, cela signifie que lim X 0.
[€3)
X—X0

Asgmptotes

102

St lim f(x) = € (resp. lim f(x) = ¢), la droite d'équation y = ¢ est une asymptote horizontale de la courbe
X——0Q

X—+00

représentative de f.

Si lim f(x) = +oo (resp. lim f(x) = —o0), la droite d'équation x = xo est une asymptote verticale de la courbe
X—XQ X—X0

représentative de f.
Si ligrn (f(x) — (ax + b)) = 0 (resp. lim f(x)(f(x) — (ax + b)) = 0), la droite d’équation y = ax + b est une
X—=>T00 X——0Q

asymptote oblique de la courbe représentative de f.
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? Exercice 9.1

Lorsqu’un objet de température initiale Ty est plongé dans un milieu de température constante T,,, l'évolution de
sa température est donnée par T(t) = T, + (To — T,;)e Xt ol k est une constante positive qui dépend de l'objet
et du milieu dans lequel il est plongé. Qu'elle est la limite de cette fonction lorsque t tend vers Uinfini ?

SOLUTION.  lim¢_, 400 T (t) = Tpp.

? Exercice 9.2

En l'absence de frottement, une masse soumise a la pesanteur posséde une accélération constante de g ms™2.
Sa vitesse v(t) évolue suivant v(t) = vy + gt. En présence d'un frottement, la masse subit une résistance a
sa progression dans l'air qui est d'autant plus élevée que sa vitesse est élevée. Dans le modéle du frottement

laminaire, la force de frottement est directement proportionnelle a la vitesse de la masse. Dans ce cas, la vitesse
est donnée par

(1—ent).

_uy Mg
u

Quelle est la limite de cette fonction pour t — +00?

SotuTioN.  lim¢, o0 v(t) = =7

? Exercice 9.3

La force d'attraction entre deux masses est donnée par la loi de Newton F(r) = % ou F est la force d’attraction
(en newtons), G = 6.67 x 107 Nm? kg=2 est une constante universelle, r est la distance (en métres) entre les
masses et m; et 5 sont les masses. Soit la masse de la Terre 6 x 10%* kg et celle, approximative, d'un satellite
10% kg.

1. A partir de quelle distance la force exercée par la Terre sur le satellite est-elle inférieure & 10N ?

2. Inférieure & IN?

3. Inférieure & 0.0IN?

4. Inférieure a € > 00N?

5. Que vaut la limite lim,_, ;o F(t)?

SOLUTION. 1. A partir de r = 1/ 42 qmatres la force exercée par la Terre sur le satellite est inférieure & 10N.
I 10 I

2. A partir de r =/ Gmyms.
3. A partir de r = /10Gmymo.

) - [Gmims ., 2x10°
4. A partir de r = % I~ %m.

5. lim, 1 F(r) = 0.

? Exercice 9.4

Dans le modeéle de croissance de population de Verhulst la taille de la population est donnée par
rPnyt

e
P(t) = Poieomrr

ol K, r et P,, désignent des constantes positives. Trouvez la limite de P(t) pour t — 4o0.

SoLuTioN.  lim;_, o P(t) = /z’m,HAOQP,,,/\%H =P,,.

o Pt
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? Exercice 9.5

Calculer les limites suivantes :

(1 o1 . (1 1
lim xsin (—) , lim —sin(x), limx sin (—) , lim — sin(x),
x—+00 X x—+00 X x—0 X x—=0Xx
. 1 1 . 1 1
lim xcos [ — |, lim — cos(x), limxcos [ — |, lim — cos(x),
x—%+00 X x—+00 X x—0 X x—0 X
. 1 1 . 1 1
lim xtan | — |, lim — tan(x), limxtan [ — |, lim — tan(x).
X—+00 X x—300 X x—0 X x—0 X
SoLuTION.
. (1
lim xsin [ -] =1
X—+00 X
A L ) .
lim —sin(x) =0 (théoréme d'encadrement, —1 < sin(x) < 1)
xX—*o0 X
1
linéx sin ) =0 (théoréme d'encadrement, —1 < sin(x) < 1)
X— X
lim—sin(x) =1
x—0X ( )
. 1
lim xcos [ — | = +o0
X—+o00 X
lim — cos(x) =0 (théoréme d'encadrement, —1 < cos(x) < 1)
xX—+00 X
. 1 L )
hII(l)X cos|—| =0 (théoréme d'encadrement, —1 < cos(x) < 1)
X—> X
lim — cos(x) n'existe pas car lim — cos(x) = o0
x—0 X x—0% X
. 1
lim xtan | — | =1
X—+o0 X
lim — tan(x) n'‘existe pas
X—+o0 X
. 1 o
limx tan | — n'existe pas
x—0 X
.1
lim— tan(x) =1
x—0Xx
? Exercice 9.6
Calculer les limites suivantes avec la méthode que l'on préfére :
. _ . 2¥—cosx x?—4x+3
1 Jim (Vx+ T =), 3 lim 5. lim = — T
x—0F X x—=3 4x —12
. 2
. x“In(1+ 2x
> lim YXFsinx 4 tim — 10 )
x5+c0  Inx x-0 2sin(x)(cos(3x) — 1)

SoLUTION.
1. lim (Vx+1—y/x)= lim
X— 400 X— 400
5 lim V/X + sin x lil+n ( V/x N sinx)
X— o

In x Inx

——— = lim —— =07;
Vx+1+4+/x  xoteoy/x+14+/x

= 400 car — < SIxX < L ot |jm EL —;

Inx = Inx — Inx

(W_\/;)\/x+1+\/§7 : 1 L

x—4-00 In x x—+oo X
2% — cos 2*—1+1—cos 2 —1 1 — cos
3. lim SR lim - coRx lim ( X (205)( =In(2)+0- é =In(2),
x—0Tt X x—07+ X x—0t X X
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4. En se rappelant que 20+ > 1, sin(x) o 1et 1—ccs() 1 on conclut que
2In(1 +2 In(1+2 2 1 1 2
lim — X" In(1 + 2x) = lim n(l + 2x) X — x X (3x) X =] =1x1x(=2)x - =—=;
x>0 2sin(x)(cos(3x) —1)  x—=0 2x sin(x) = cos(3x)—1 9 9 9
x2—4x+3 (x—1)(x—-3) x-1 x?—4x+3 3—-1 1
5 C — — alors li - E—_—
e 12 A(x—3) 1 ORI T T 12

? Exercice 9.7

Etudier les limites quand x tend vers +oo des fonctions suivantes

f(x) == x+Vx—Vx et g(x) :==1\/x +/x+Vx—Vx.

SOLUTION.

X) = X X — X = X X — X X+\/;+\/;_ X+\/;_X
10 = ViV = (Vi Vi v VI -
VX 1 1 1 1

N A AN IR P
XA VX VX VX -

g(X):m—\/;: X+m_\/; \/7 B X+m ¥
X/ x+Vx+ VX X+ /X+ Vx4 Vx

1 1
Ve R o A . A 1
o « < o — 400 5
VX +Vx+Vx+/x \/E(\/l+jf+1) Ly Sir L T

? Exercice 9.8

Mario s running and jumping to the right in level 1 of Super Mario World. When his
horizontal position is x, his height h{x) is given by the following branch function:

r+3,0<r<3
h(z) = 99—z, 3<r<4 _
42?4+ 30287, 4< T <6
-2t 416257, 6<2<9
Prove that Mario’s path is continuous on the interval [0,9]. That is, check that the
function h(x) is continuous at r = 3,4, and 6.

SOLUTION. (0 0o
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? Exercice 9.9 discontinuité de premiére espéce
Soit f une application de R\ {0} dans R satisfaisant

Vx e R\ {0}  f(x):=

Montrer que f n'est pas prolongeable par continuité en 0.

SoruTioN. On ne peut pas définir une application g: R — R continue telle que g(x) = f(x) pour tout x € R\ {0}

car
lim f(x)=—1, lim f(x) = +1.

x—0 x—0+

? Exercice 9.10 discontinuité de seconde espéce
Soit f une application de R\ {0} dans R satisfaisant

Vx € R\ {0} f(x) == sin%.

Montrer que f n'est pas prolongeable par continuité en 0.

SoruTioN. La limite de f(x) pour x qui tend vers 0 n'existe pas.

? Exercice 9.11 fonction prolongeable par continuité
Soit f l'application de R\ {0} dans R définie par

Yx € R\ {0} f(x) ::Xsin%.

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

SorutioN. Comme lim,_,q f(x) = 1, on peut définir la fonction
R —- R
{f(x) six 40,
X =

1 six =0,

qut est continue.

? Exercice 9.12

Etudier la continuité de la fonction f de R dans R définie par

lim AL si x| # 1,

x"—1

1 si x| = 1.

Vx e R f(x) := {
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SorutioN. Comme

A six< -1,
) X”+1
lim =4-1 si —1<x<1,
n ox"—1

1 six > 1,

on obtient que le domaine de définition de la fonction f est [—1;+00] et elle peut se réécrire comme

1 st x = —1,
flx)=4—-1 six<l,
1 six > 1.
On conclut qu’elle n'est pas continue en x = —1 et en x = 1.

? Exercice 9.13

Etudier, en fonction des deux paramétres réels n et m, si f est prolongeable en 0

B VIFxm—/1—xm

XI‘I

f(x)

SoruTioN. En faisant intervenir l'expression conjuguée on réécrit la fonction sous la forme

B \/1 + XM — \/1 — xm B \/1 + xm — \/1 — xm \/1 + XM 4+ \/1 — xm B 9xm—n
- N o XN VIF X"+ V1 — xm o VIF X"+ V1= X

f(x)

m—-—n .

L'étude de la limite en O est alors le méme que celle de la fonction x — x

0 stm>n, 0 stm>n,

lim ™" — 1 sim=n, lim x™" — 1 sim=n,

x—0F 400 sim < netm—n estpair, x—0~ +00 sim < netm—n estpair,
+00 sim < netm—n estimpair, —00 sim < netm—n estimpair.

? Exercice 9.14
Soient E :=[-2, —1[U{0}U] + 1,42] et F := [—1, +1]. Soit f l'application de E dans F définie par

x+1 sixe[-2-1],
Vx e E f(x):==10 six =0,
x—1 sixe]+1,+2].

Montrer que f est bijective et continue en tout point de E mais qu'il existe un point de F en lequel f~! n'est pas
continue.

SoLuTioN. f est clairement bijective car pour tout x € E il existe un et un seul y € F tel que f(x) =y
y

1e
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et est continue. De plus on a
y—1 siye[-1,0]
Vy e F f(y):=40 siy =0,
y+1 sty €]o,+1].

——@

La réciproque n'est pas continue car

lim f~!(y) = 1+ f1(0) = 0.

y—0=

? Exercice 9.15

Etudier la continuité en 0 de la fonction

SoruTtioN. Elle est continue car % est continue pour x # 0 et lim,_,q “iTX‘X =1=1(0).

? Exercice 9.16

Etudier la continuité en 0 de la fonction

x“siny  six >0,
f(x): =40 st x =0,

xcos% si x < 0.

SotuTioN. Elle est continue car x? sin% est continue pour x > 0, X(COS% est continue pour x < 0 et

. . !
lim f(x) = lim x*sin— =0=
x—07F x—0t X

£(0),

1
lim f(x) = lim xcos— =0 = f(0).

x—0 x—0T X

? Exercice 9.17
% 1. Soit f lapplication définie par

f:R—-R
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x?cost six#£0,
0 st x =0.

Etablir si f est continue.

2. Soit f l'application définie par

f:R—R x?sinl six #0,
0 six=0.

Etablir si f est continue.

3. Soit f l'application définie par

f:R—R —xsinl six#0,
0 six =0.

Etablir si f est continue.

4. Soit f l'application définie par

fR* >R

XHf(X):m

4.1. Montrer que f est continue.
4.2. f est-elle prolongeable par continuité en 07
4.3. Calculer limy,_o, f(x) et limy_, 400 f(X).
5. Soit f l'application définie par
f:R*" >R
x— f(x)=x—1—1Inlx|.
5.1. Calculer les limites de f en 0, en —oco et en +oo.

5.2. Etablir si f est prolongeable par continuité en 0.

SoLUTION. 1. A partir des inégalités —x2 < x? (:os% < x2 et en utilisant le théoréme de lencadrement on déduit

©G.

. A partir des inégalités —x

que 1111(1J x?cos L = f(0) = 0 donc f est continue en 0.
X—

2 < xzsin% < x?

et en utilisant le théoréme de l'encadrement on déduit que
lim x? sin £ = f(0) = 0 donc f est continue en 0.
x—0

. A partir des inégalités —x < xsin % < x et en utilisant le théoréme de l'encadrement on déduit que lim —x sin % =

x—0

f(0) = 0 donc f est continue en 0.

4.1. La fonction 1/x est définie et continue sur R*. En composant par la fonction exponentielle qui est définie
et continue sur R, on en déduit que e!’* est définie et continue sur R*. De méme, la fonction 1 + e!/¥ est
définie et continue sur R* et la fonction f, qui est le quotient de x et 1 + e!/*, est définie et continue sur
R* sauf en les points ol le dénominateur s'annule. Comme 1+ e'* > 0 pour tout x € R*, on conclut que
f est définie et continue sur R*.

4.2. Comme lim,_,q f(x) = 0, on peut prolonger par continuité f en 0 en posant f(0) = 0.

4.3, limy,_o f(x) = —00 et limy_, 40, f(X) = +o00.

5.1, limy oo f(x) = limy_oo(x — 1 — In(—x)) = lim,_o x (1 —-1- @) = —00,

My, o0 F(x) = iy oo (x — 1 — In(x)) = limy oo x (1 — 1 — X)) = 400,
lim,_,o f(x) = +o0.

5.2. f n'est pas prolongeable par continuité en 0.
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? Exercice 9.18

1. Etablir si la fonction

f: R* >R
xsint, six>0,
X = sin(x) .
—=, six<0,
est prolongeable par continuité en 0.
2. Etablir si la fonction
f:R* >R
- .
Cx;f(x), st x>0,
X = . 1 .
xsin, six <0,
est prolongeable par continuité en 0.
3. Etablir si la fonction
f:R* >R
XCOS%, st x >0,
X = 1—cos(x) .
——, six<0,
est prolongeable par continuité en 0.
SoLuTION. 1. Etant donné que lim,_g+ f(x) # lim,_o- f(x) car
lim f(x) = lim xsin— =0, (on a utilisé le théoréme d'encadrement)
x—0t x—0t X
. . sin(x o .
lim f(x) = lim () =1, (on a utilisé une limite connue)
x—0 x—0 X

la fonction n'est pas prolongeable par continuité en x = 0.

y
v
-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 X
-1
2. Etant donné que lim,_g+ f(x) # lim,_o- f(x) car
1 — cos(x 1
lim f(x) = lim % = -, (on a utilisé une limite connue)
x—0+ x—0+ X 2
1
lim f(x) = lim xsin— =0, (on a utilisé le théoréme d'encadrement)
x—0~ x—0~ X

la fonction n'est pas prolongeable par continuité en x = 0.

y

1
N —

5 -4-3-2-050 1 2 3 4 5 X
1

3. Etant donné que lim,_g+ f(x) # lim,_o- f(x) car

. . 1 .
lim f(x) = lim xcos— =0, (on a utilisé le théoreme d'encadrement)
x—0F x—0T X
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. . 1—cos(x 1
lim f(x) = lim 7() =-, (on a utilisé une limite connue)
g g 2
x—0 x—0 X 2
la fonction n'est pas prolongeable par continuité en x = 0.

y

-5 —4 =3 =2 -5 1 2 3 4 5 X
—1

? Exercice 9.19

Soit f l'application définie par

: xIn |x .
f:R->R T|1| six ¢ {0,1},
x— f(x)=41 six =1,

0 six =0.

Est-elle continue?

SovruTtioN. En utilisant les propriétés générales sur les domaines de définition de la somme, du produit, du quotient
et de la composition de fonctions, on obtient aisément que la fonction x — %‘fl est définie et continue sur R\{ 0,1},

lim;,o(t+1) M =

L. . . . 1 . .
donc f est définie sur R. De plus lim,_,q f(x) = lim,_,q Xxillxl = 0etlim, f(x) = lim,_;

1 : la fonction f est donc continue.

xln|x| _
x—1

? Exercice 9.20

1. Dire si Uapplication f: R\ {1} — R définie par f(x) = -+ — +25 se prolonge par continuité en —1 et en
14+x 1—x
1. Donner le prolongement par continuité le cas échéant.

2. Dire si lapplication f: R\ {£1} — R définie par f(x) = -~ — -2 se prolonge par continuité en —1 et en
1. Donner le prolongement par continuité le cas échéant.

x—1
donc pas prolongeable par continuité en 1 mais elle est prolongeable par continuité en —1 et ce prolongement
vaut —1/2.

SoLUTION. 1. 0na f(x) = 115 — 52 = 53 donc lim,; f(x) = —1/2 et lim, ;= f(x) = *o0. La fonction f n'est

22.0naf(x)=+ -2 = —llx donc lim,_,; f(x) = —1/2 et lim,_,(_1)= f(x) = Foo. La fonction f n'est donc
pas prolongeable par continuité en —1 mais elle est prolongeable par continuité en 1 et ce prolongement vaut
—1/2.

? Exercice 9.21 application du théoréme de la bijection
Soit f lapplication de R’ dans R définie par f(x) = x — 2 + In(x).
1. Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une solution unique qu'on notera a.

2. Soit g la bijection réciproque de f. Etudier monotonie et continuité de g en précisant son comportement
aux bornes du domaine de définition.
3. Calculer limy—, 400 g
X

SoLuTION. 1. f est continue et dérivable sur R* et f'(x) = 1+ 1 > 0 donc f est monotone croissante sur RY,. Par
conséquent f réalise une bijection de RY dans f(R* ) =] lim,_o f(x);lim,_ 4o f(x)[= R. Comme 0 = inf(R* ) on
déduit qu'il existe un et un seul a € R, tel que f(a) = 0. On peut donc conclure que l'équation f(x) = 0 admet
une solution unique.

2. Comme f réalise une bijection de R* dans R, la bijection réciproque g réalise une bijection deR dans Y.
Sachant que f est continue et monotone croissante sur R’ , on peut en déduire que g est continue et monotone
croissante sur R% et que l'on a lim,_,_, g(x) = 0 et lim,_, g(x) = +o0.

3000 g2 lox

X xo4o0
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? Exercice 9.22

Soit f et g deux fonctions continues de [a, b] dans R telles que f(a) < g(a) et f(b) > g(b). Prouver qu'il existe
xo €la, b tel que f(x0) = g(xo)-

SoruTioN. On consideére la fonction

h:[a,b] = R
X 1(x) = g(x)

On remarque que h(a) < 0 et h(b) > 0. D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe xy € [a, b] tel que
h(xp) = 0. Comme h(a) < 0 et h(b) > 0, alors xo €]a, b[. Comme h(xp) = 0 alors f(xp) = g(xo)-

? Exercice 9.23

< Soit f une fonction continue et injective de [a, b] dans R. Prouver que f est strictement monotone.

SoruTioN. On considére trois points x; tels que a < x; < xa < x3 < b. Supposons par absurde que f(x1) > f(x2) <
f(x3). D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, si on considére lintervalle | = [f(x2), min f(x1), f(x3)], pour
tout u € I il existe s €]x1, xo[ et t E]xa, x3] tels que f(s) = u = f(t). Puisque f est injective, s = t, en contradiction
avec le fait que x1 < s < xg < t < Xx3.

? Exercice 9.24

Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1]. Montrer qu'il existe @ € [0, 1] tel que f(a) = a (un tel point est
appelé point fixe de f).

SoruTioN. Si f(0) = 0 alors a = 0 est solution du probléme.
St f(1) =1 alors a =1 est solution du probléme.

Supposons f(0) # 0 et f(1) # 1. Soit g la fonction de [0, 1] dans R telle que g(x) = f(x) — x. Comme f(0) > 0 alors
g(0) > 0. Comme f(1) < 1 alors g(1) < 0. Or g est continue sur [0, 1] donc il existe @ € [0,1] tel que g(a) =0, ce
qut implique f(a) = a.

? Exercice 9.25 application du théoréme des valeurs intermédiaires
< Montrer que toute fonction polynomiale de degré impair posséde au moins un zéro réel.

SoruTioN.  Soit le polyndéme P(x) = Y I, a;x' avec n impair. St a, > 0 alors limy_,_o, P(x) = —oo et limy_, 10, P(x) =
+o0; P étant une fonction continue de R dans R, il existe a € R tel que P(a) = 0. De méme, si a, < 0 alors
lim,, o P(x) = +o0 et limy, 1o P(x) = —oo; P étant une fonction continue de R dans R, il existe a € R tel que
P(a) = 0.

? Exercice 9.26

1. En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, déduire le nombre de solutions de l'équation x>—16 = 0
sur l'intervalle ]0, +oo[ sans résoudre l'équation.

2. En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, déduire le nombre de solutions de l'équation x2—-16=0
sur Uintervalle | — oo, 0 sans résoudre l'équation.

3. En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, déduire le nombre de solutions de l'équation x*>—/2 = 0
sur l'intervalle | — oo, 0] sans résoudre l'équation.
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SoLuTioN. Les énoncés du théoréme des valeurs intermédiaires suivants sont équivalents :

> Si f est définie et continue en tout point d’un intervalle / alors pour tout sous-intervalle J de /, l'image f(J) est
un intervalle.

>> L'image d'un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle de R.

> Soient f une fonction continue sur un intervalle / de R et a,b € | avec f(a) < f(b). Alors f atteint toutes les
valeurs intermédiaires entre f(a) et f(b); plus précisément :

Vd € [f(a), f(b)] Jc compris entre a et b tel que f(c) =d.

1. On considére la fonction f: x — x? — 16. f est une fonction définie et continue sur R. Etant une parabole
convexe de sommet (0,—16), la fonction f est strictement croissante sur ]0;+oo[. De plus f(0) = —16 et
111+n f(x) = +o0. Par conséquent, la fonction f, strictement croissante sur ]0; +o0], est négative en x = 0 et
X—=>1T0Q
positive pour x — 400, donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation associée a la fonction
f admet une unique solution sur lintervalle ]0, +ool.

2. On considére la fonction f: x + x2 — 16. f est une fonction définie et continue sur R. Etant une parabole

convexe de sommet (0, —16), la fonction f est strictement décroissante sur | — c0;0[. De plus f(0) = —16 et
lim f(x) = 4o0. Par conséquent, la fonction f, strictement décroissante sur | — oo; 0], est négative en x = 0 et
X—>—00

positive pour x — —oo, donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, l'équation associée a la fonction
f admet une unique solution sur l'intervalle | — oo; 0.

3. On considére la fonction f: x — x2 — /2. f est une fonction définie et continue sur R. Etant une parabole

convexe de sommet (0, —V/2), la fonction f est strictement décroissante sur | — 0o, 0[. De plus f(0) = —/2 et
lim f(x) = —oo. Par conséquent, la fonction f, strictement décroissante sur | — oo, 0], est négative en x =0 et
X——0Q

positive pour x — —oo, donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, l'équation associée a la fonction
f admet une unique solution sur l'intervalle | — oo, 0].

? Exercice 9.27 application du théoréme des valeurs intermédiaires
< Combien de solutions a-t-elle l'équation x> — /77 = 0 dans ] 0, +-00|.

SowuTioN.  Soit f:]0, +00o[— R définie par f(x) = x> — \/m = 0. f est définie et continue sur |0, +oco|. Elle est
strictement croissante, lim, o+ f(x) = —/7 < 0 et limy_, 1o f(x) = +00 > 0. Par conséquent, d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe un et un seul ¢ €]0,+o0| tel que f(c) = 0 et ce ¢ est lunique solution de
l'équation f(x) =0 sur |0, +oo|.

? Exercice 9.28

Montrer qu'il existe x €]0, 1] tel que arctan(x) = 7/8, puis qu'il est unique. Déterminer x par dichotomie avec
une précision de 1/8.

SoLuTioN. Rappelons le théoréme des valeurs intermédiaires : soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].
Alors pour toute valeur y comprise entre f(a) et f(b), il existe un ¢ € [a, b] tel que f(c) = y. Comme la fonction
arctan est définie et continue de R dans | — 7/2, /2], elle est donc continue sur lintervalle [0;1]. Puisque 7/8 est
compris entre arctan(0) = 0 et arctan(l) = s/4, alors il existe un ¢ € [0, 1] tel que arctan(c) = /8. De plus, la
fonction arctan est monotone croissante donc ce ¢ est unique.

y

[

_---- f(x) = arctan(x)

SIS
T T
\
- |
|

N

\
S (e
9}
—_
>
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Dichotomie :
k ar by X erreurg <

1 0 1 1/2 1
2 0 1/2 1/4 1/2
3 1/4 1/2 3/8 1/4
4 3/8 1/2 7/16 1/8
y
g

ool5
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Soient f, g deux fonctions de R dans R et x € R.

- . epeL .
Derlvablllte en un point

On dit que f est dérivable en xq si f est définie en tout point d'un intervalle ouvert contenant xg et si

i ()= f0) _ ) fOo+h) = Flxo)

Xx—=xo X — Xg h—0 h

existe dans R. Lorsque cette limite existe, elle est notée f'(xp).

Nota bene

Si f est dérivable en x alors f est continue en xy. Attention, la réciproque est fausse : par exemple, la fonction
f(x) = |x| est continue en 0 mais non dérivable en 0.

Tangente

f dérivable en xq signifie que le graphe de f admet au point d'abscisse xp une tangente de pente f'(xg). Son
équation est y = f'(xo)(x — xo) + f(xo)-

nghéoréme (fonctions composées)
Si f est dérivable en xg et g dérivable en f(xp) alors g o f est dérivable en xq et

(gof)(xo)=f(x0)g (f(x0))-

gThéoréme (fonctions réciproques)
Si f est continue strictement monotone sur un intervalle /, dérivable en xo € I et f'(xo) # 0 alors la réciproque
f~1 est dérivable en f(xp) et

() (f(x0)) =

f'(x0)

gSens de variation
Soient / un intervalle de R et f une fonction dérivable sur /.
1. f est croissante sur | < Vx €/, f'(x) > 0.

2. f est décroissante sur | < Vx e/, f'(x) <0.
3. f est constante sur | < Vx €/, f'(x) =0.
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-

!

116

4. SiVx e l, f'(x) > 0, alors f est strictement croissante sur /.

5. SiVx e, f'(x) <0, alors f est strictement décroissante sur /.

Soit f dérivable sur E. Pour n € N on définit par récurrence la dérivée n-iéme, ou dérivée d'ordre n, de f en
posant f(®) = f puis (") = (f("=VY lorsque f("~1) est dérivable sur E.

On dit que f est de classe € sur E, et on écrit f € €"(E), lorsque f est n fois dérivable sur E et f(") est continue
sur E.

gThéoréme (accroissements finis)

Si f est continue en tout point d'un intervalle fermé [a, b] (avec a < b) et dérivable en tout point de ]a, b[ alors
il existe au moins un point ¢ €]a, b tel que

f(b) —f(a)
b—a

f'(c) =

© G. FACCANONI



VDVVVVDVVVDVDRVDDVDDADDVDD  Exercices DAV DRDDDDD
? Exercice 10.1

Le volume V et la pression P d'un gaz maintenu a une température constante sont liés par la loi de Van der
Waals qui s'écrit P(V) = nRT/(V — nb) — an?/V? ol a et b sont des constantes propres au gaz, n désigne le
nombre de moles, T est la température et R est une constante. Calculer P’

SowutioN. P'(V) = —nRT/(V — nb)? + an?|V3.

? Exercice 10.2

Trouver la vitesse au temps t = 2 d’'une masse attachée a un ressort et dont la position au temps t est donnée
par x(t) = Acos(27twt). Que se passe-t-il avec la vitesse si on double 'amplitude A?

SoLuTioN.  X'(t) = —2twAsin(2wrwt). Lorsque Uamplitude double, la vitesse double.

? Exercice 10.3

Un ballon s'éléve verticalement & la vitesse de 10 ms~!. S'il se trouve initialement au sol & une distance de 200 m
d'un observateur, quel est le taux de variation 9’(t) de son angle d'élévation par rapport a l'observateur lorsque
langle d'élévation est égal a /47

SO}UTION. h(t) = 10t et /'.;EJ[li tan(l_‘?(t))iclonc 19(t) = arctan 55 et 9'(t) = MZ% Si t est linstant tel que
U(t) = 7/4, alors t = 20 tan(sr/4) = 20 et U'(t) = m = 2 radians par second.

? Exercice 10.4

Un ballon s'éléve verticalement a la vitesse de 10 ms—!. S'il se trouve initialement au sol & une distance de 100 m
d'un observateur, quel est le taux de variation 9’(t) de son angle d'élévation par rapport a l'observateur aprés
10s?

SowutioN.  h(t) = 10t et 20 — tan(9(t)) donc 9(t) = arctan - et 9'(t) = —1% et ¥’(10) = -

100 — 10 10042 55 radians par second.

? Exercice 10.5

< Une masse tombe avec une accélération constante a. Comment évolue sa vitesse ?

SoLuTioN. v(t) = at + v(0).

? Exercice 10.6

Quelle accélération constante (en ms~2) un véhicule doit-il avoir pour passer d'une vitesse de Okmh=! & une
vitesse de 100kmh~! en 10s?

SoruTioN. 100 km h™! = 100000/3600 m s~ = 1000/36 ms~! donc a = (1000/36 — 0)/10ms~2 = 100/36 m s~2.

? Exercice 10.7

Une ligne de téléphone relie deux pylones distants de 14 m. Les sommets des pylénes se trouvent aux points
(=7,0) et (7,0). La ligne décrit une courbe d'équation y = 8(cosh(x/7) — coshl). Trouver l'angle entre le pylone
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< et la tangente a la ligne au point d'attache.

SoLuTioN. Y’ = % sinh(x/7). L'angle entre le pylone et la tangente a la ligne au point d'attache est égal a % sinh(—1) ~

—1

.3431 radians.

? Exercice 10.8

SOLUTION.

2

SOLUTION.

2

SOLUTION.

2

118

Soit f lapplication de R\ {0} dans R définie par

(x) = {x?’sini si x <0,

x?|x —1| six>0.

—_

Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0.
Dans la suite ce prolongement sera encore noté f.

Calculer f'(x) pour x < 0, puis lim,_,o- f'(x).
Calculer f'(x) pour x €]0, 1], puis lim,_,g+ '(x).
Calculer f'(0).

Etudier la dérivabilité de f dans R.

O A W

TO DO

Exercice 10.9
Soit f l'application de R\ {0} dans R définie par

.1 .
xsing, stx> 0,
fbo) = {Sin(x) si x < 0.

[N

Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0.
Dans la suite ce prolongement sera encore noté f.

Calculer f'(x) pour x < 0, puis lim,_,o- f'(x).
Calculer f'(x) pour x > 0, puis lim,_,g+ f'(x).
Calculer f'(0).

Etudier la dérivabilité de f dans R.

O s W

TO DO

Exercice 10.10

Soit f: R — R une application définie par f(x) = x?cos () pour x # 0 et £(0) = 0.
1. f est-elle continue en x =07

2. Calculer f'(x) pour x # 0. En déduire l'équation de la droite tangente a f en x = 1.
3. f est-elle dérivable en x =07
4. f est-elle de classe C*(R)?

0 DO

Exercice 10.11

Calculer les limites suivantes (on pourra par exemple utiliser la régle de L'Hépital)

lim sin(sx)
x—1 IH(X)

21 x—1
, limﬂ, lim € , lim x In(x),
x—1 x —1 x—0 X x—0t

© G. FACCANONI
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lim sin(rx) lim L ! lim X lim L L
-2 x =2 x-0 \ sin(x)  tan(x) |’ =01 —/1—x' x50 \sin(x)  x /'
. 3
1 sin(x) —x + %
lim (_2 3 cos(an)) ' i in(x) ! + %
x—0 \ X X x—0 X
SowutioN. > Soient f(x) = sin(nx) et g(x) = Inx; alors f'(x) = 7w cos(nx), g'(x) = 1 et
i f
lim sin(7x) = 9 lim () = lim (7rx) cos(mx) = —x
x—1 11’1()() 0 x—1 g’()() x—1
donc
lim sin(7x) .
x=1 In(x)
> Soient f(x) =2Inx et g(x) =x —1; alors f'(x) = 2, g’(x) =1 et
’
lim 21n(x) = 9, lim Fx) =lim—- =2
x—1 X — 1 0 x—1 g/(X) x—1 X
donc o1
lim n(x) =2.
x—1 X — 1
> Soient f(x) = e* —1 et g(x) = x; alors f'(x) = e¥, g'(x) =1 et
x—1 f’
lim ¢ = 9, lim (x) = lim e* =
x—0 X 0 x—0 g’(X) x—0
donc
e —1
lim =1.
x—0 X
> Soient f(x) =In(x) et g(x) = L; alors f'(x) = 1, g'(x) = — 5 et
1 - f’
lim xIn(x) = lim n(x) i — lim () = lim x =
x>0+ x—0+t 1/x +o0 x—=0t g'(x)  x—0t
donc

lim xIn(x) = 0.

x—0t

> Soient f(x) = sin(mx) et g(x) = x — 2; alors f'(x) = wcos(nx), g’(x) =1 et

in(7 0 f’
lim sin(x) = -, lim (x = lim 7 cos(nix) = 7
x—2 X =2 0 x—2 g/(X) xX—2
donc
sin(sx)
=7
x—=2 X —2
> sinl(x) - tm}w = l;cno(sx(;). Soient f(x) =1 — cos(x) et g(x) = sin(x); alors f'(x) = sin(x), g’(x) = cos(x) et
1 —cos f’
lim L(X) = 9, lim () = lim sin(x) =
x-0  sin(x) 0 x>0 g'(x) x>0 cos(x)
donc

1 1
li — =0.
x50 sin(x)  tan(x)
> Soient f(x) =x et g(x) =1—+v1—x; alors f'(x) =1, g'(x) = _2\/1? et

. X .
lim ———— = lim

x%Ol—\/l—X76, x—0 g'(X)

donc
. X
lim ————— = —2.

x>0 1 —/1—x

© G. FACCANONI 119
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> (#) - %) = X0) Goient f(x) = x—sin(x) et g(x) = xsin(x); alors /(x) = 1—cos(x), ¢’(x) = sin(x)+x cos(x),

sin(x x sin(x)

f"(x) = sin(x), g”(x) = 2 cos(x) — x sin(x) et

— si 0 f! 1 — cos 0 "
line ﬂ = —, lim (7)() = lim ,L(X) = —, lim L) = lim sin(x) - =0
x=0  xsin(x) 0 x=0 g'(x)  x-0sin(x) + xcos(x) 0 x=0 g"(x)  x—02cos(x) — xsin(x)
donc
. ( 1 1 )
Im|(——-—1]=0.
x—=0 \sin(x)  x
> Soient f(x) =1 — cos(ax) et g(x) = x?; alors f'(x) = asin(ax), g’(x) = 2x, f’(x) = a? cos(ax), g"(x) = x et
lim 1 — cos(ax) B 9 lim f'(x) i © sin(ax) _ 9 lim f"(x) ~ lim a? cos(ax) _ iz
x—0 x2 0 x—0 g/ X x—0 2Xx 0 x—0 g” X) x—0 2 2
donc
lim 1= coslax) cos(ax) = ﬁ
x—0 X 2
>> Soient f(x) = sin(x) — x + % et g(x) = x°; alors f'(x) = cos(x) — 1 + %, g’ (x) = 5x%, "(x) = —sin(x) + x,
g"(x) = 20x3, f”(x) = —cos(x) + 1, g”(x) = 60x2, f")(x) = sin(x), g™ (x) = 120x et
f f £ 1 0 f(iv) : 1
lim () = lim (x) = lim (x) = lim (x) = —, lim 7)() = lim sin(x) = —
x—0 g(x) x—0 g,(X) x—0 g”(X) x—0 gm(X) 0 x—0 g(“/) (X) x—0 120x 120
donc
f(x) 1

? Exercice 10.12 application du théoréme des accroissements finis
Un automobiliste entre sur une autoroute ot la vitesse est limitée a 130 Km/h. Quand il ressort, deux heures plus
tard et a 305 Km de son point d'entrée, des gendarmes lui dressent un PV pour excés de vitesse, bien que sa
vitesse n'ait été jamais matériellement contrélée. Ont-ils raison?

SOLUTION. (0 0o

? Exercice 10.13

Soit f,: R — R une application définie par

x%cos i, six#0,
fo(x) = X
a(x) {O, si x =0.

Pour a = 0,1, 2,3, répondre aux questions suivantes :
> f, est-elle continue en x =07

> f, est-elle dérivable en x =07

> f, est-elle de classe C*(R)?

cos % st x #0,

0, st x =0.

> fo n'est pas continue en 0 car lim,_,q fo(x) = lim,_0 cos% n'existe pas.
> fp n'est pas dérivable en 0 car elle n'est pas continue en 0.

> fo n'est pas de classe C!(R) car elle n'est pas continue en 0.

Casa=1: fi(x)= {XCOS; S:l x#0.
0, si x = 0.

> f; est continue en 0 car lim,_,o f1(x) = 0 = f1(0) (il suffit d'observer que —x < xcos% < x).

o> f; n'est pas dérivable en 0 car lim,_, % = lim,_,g cos%

> f; n'est pas de classe C!(R) car elle n'est pas dérivable en 0.

SorutioN. Cas a =0: fy(x) = {

n'existe pas.

120 © G. FACCANONI
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Casa=2: fh(x) =
2(x) 0, si x = 0.
> fy est continue en 0 car lim,_,o f2(x) = 0 = £5(0) (il suffit d'observer que —x? < x? cos
)

fz (X 7[2 <0)
x—0

2 el .
{x cosy, sSix#0,

> |

< X2).
> fy est dérivable en 0 car lim,_,g = lim,_, x cos % = 0 (il suffit d'observer que —x < x cos

> fy n'est pas de classe C!(R) car

< =

< x).

f(x) = 2xcos%+sin%, st x £0,
2X) = .

0, six =0,
et lim,_,o f5(x) n'existe pas (car lim,_sin 1 n'existe pas).

3oel e
x?cos, stx#0,

Cas a=3: () {0, si x = 0.
> f3 est continue en 0 car lim,_, f3(x) = 0 = f3(0) (il suffit d'observer que —x3 < x3 cos% < x3). De plus, elle
est coninue dans tout R.
> f3 est dérivable en 0 car lim,_,q

f3(x)=f3(0) _ 2
0
> f3 est de classe C}(R) car

- lim,_,g x* cos% = 0 (il suffit d'observer que —x? < x? cos % < x2).

, 3X2COS%+X81H%, six #0,
f3(x) = S
0, six =0,

et lim,,o f4(x) = 0 = £4(0).

Donc on a
a | f est-elle continue en x =07 | f est-elle dérivable en x =07 | f est-elle de classe C*(R)?
0 Non Non Non
1 Oui Non Non
2 Oui Oui Non
3 Oui Oui Oui

? Exercice 10.14

Soit f: R — R une application définie par

x3cos%, six >0,
f(x) =140, stx =0,
x3sinl, six<0.
1. Etablir si f est continue en x = 0.
2. Calculer f'(x) pour x # 0. En déduire l'équation de la droite tangente a f en x = .
3. Etablir si f est dérivable en x = 0.

4. Etablir si f est f est de classe C'(R).

SoLuTIoN. 1. La fonction est clairement continue pour x # 0. Pour x =0 on a
. . 3 1
lim f(x) = lim x°cos— =0,
x—0t x—0+ X

. 1
lim f(x) = lim x*sin - =0,
x—0~ x—0" X

donc 111% f(x) = £(0) : f est continue en 0.
X—
2. Pour x # 0 la fonction est clairement dérivable et on a

3x2cos L+ xsind, six>0,
f/(X): { X X

3)(28111% —XCOS%, st x < 0.

La droite tangente a f en x = xg a équation y = '(xo)x+ (f(x0)—f'(x0)x0) donc pour xg =

© G. FACCANONI 121
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. L L . S F(x)—f(0
3. La fonction est dérivable en x = 0 ssi existe finie la limite lim,_,o %

On a
f(x)—f(0 x3cost —0
lim M = lim ——x ~ —y,
x—0F x—0 x—0+ x—0
f(x f(0 x3sind —
lim ( ©) = lim X =0,
x—0~ —0 x—0— -0
donc lim %6(0) =0: f est dérivable en 0 et on a
X—
3x2 Ccos + L 4 xsin l six >0,
f'(x) =40, six =0,
3x2 sin% — X COS % si x < 0.
4. f" est clairement continue pour x # 0. Pour x =0 on a

. 1 1
lim f'(x) = lim (3)(2 cos — + xsin — ) =0,
x—0F x—07T X X
L . 5 . 1 1
lim f'(x) = lim [3x“sin— —xcos— | =0,
x—0" x—0~ X X

donc " est continue en 0. Par conséquent f est de classe C'(R).

? Exercice 10.15

Soit f: R — R une application définie par

x%1nx, st x >0,
f(x) =10, six =0,
x2sin(%), si x < 0.

1. f est-elle continue en x =07
2. Calculer f'(x) pour x # 0. En déduire 'é
3. f est-elle dérivable en x =07

4. f est-elle de classe C*(R)?

quation de la droite tangente a f en x = 1.

SoLuTION. 1. lim f(x) = lim x* Inx = 0, lim f(x) = lim x?sin (+) = 0, donc lim f(x) = f(0) :
=0 =0 <0 <0 0

x(2Inx + 1),

2. 1100 = {2)(5111(])

stx >0,
—cos(%), si x < 0.

f est continue en 0.

La droite tangente a f en x = x¢ a équation y = f'(xo)x + (f(xo) — f'(x0)Xo) donc pour xo =1onay=x—1.

3. La fonction est dérivable en x = 0 ssi existe finie la limite lim M
X—
On a hm L{)(o) lim X200 — iy (0=1(0) fm) = lim % = 0, donc hm (X) f< L =0 = f(0): f est
-0 X x—0 x—0 X Xﬁo X —0

X>()
dérivable en 0.

x>0 x<0

4. lim f'(x) = 1111(1))((2111)( +1) =0, lim f'(x) = lim 2xsin (1) — cos (1) n'existe pas, donc f’ n'est pas continue en
X—

x—0 x—0 x—0
x>0 x>0 x<0 x<0

0. Par conséquent f n'est pas de classe C!(R).

122
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Soit f: R — R une application définie par

x%cos L, six>0,

f(x) =140, six =0,
x2sin%, st x < 0.
1. f est-elle continue en x =07
2. Calculer f’(x) pour x # 0. En déduire l'équation de la droite tangente a f en x = }T
3. f est-elle dérivable en x =07

4. f est-elle de classe C*(R)?

SoLUTION. 1. lim f(x) = lim x2 cos L =0, lim f(x) = lim x? 5111 =0, donc lim f(x) = f(0) : f est continue en 0.
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0
x>0 x>0 x<0 x<0
2 7(x) 2xcos1+sin%, six >0,
C(x) =
2Xbllll—(,05)l(, si x < 0.
La droite tangente a f en x = xg a équation y = f'(xo)x+ (f(x0) — f'(x0)Xo) donc pour xg = }:‘ onay = f%er ﬂ%
. , L . S f(x)—f(0
3. La fonction est dérivable en x = 0 ssi il existe fini la limite lim,_,q %
. f x2cos -0 . f(x)=f(0 . x?sini-0 . f(x)—f(0 ,
On a lim L)() = lim %0 =0, lim L{)U = lim ——— = 0, donc lim LOH =0=1(0): f est
x—0 X‘)O x—0 X x—0 X x—0 X
x>0 x>0 x<0 x<0

dérivable en 0.

4. lh% f'(x) = hnl (2x cos ¢ L 4 gind ) n'existe pas, donc f’ n‘est pas continue en 0. Par conséquent f n'est pas de
X—

x>0 x>0
classe C'(R).

? Exercice 10.17

Soit f: R — R une application définie par

—_

x*sint, six >0,
f(x) =140, six =0,
x¥sind, six<0.

1. f est-elle continue en x =07

2. Calculer f'(x) pour x # 0. En déduire 'équation de la droite tangente a f en x = ;lr

3. f est-elle dérivable en x =07

4. f est-elle de classe C*(R)?

SoLuTION. 1. lim f(x) = lim x*sin 2 = 0, lim f(x) = lim x*sin 1 = 0, donc lim f(x) = £(0) : f est continue en 0.
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0
x>0 x>0 x<0 x<0
vin 1l anal ;
2x8in 5 —cos ¢, six >0,

2. f'(x) = .
(x) 3XZSiII%—XCOS% st x < 0.

La droite tangente & f en x = xo a équation y = f'(xo)x + (f(xo) — f'(x0)Xo) donc pour xo = L ona y =x— 2.

3. La fonction est dérivable en x = 0 ssi il existe fini la limite lim,_,g f)=1(0),

x—0
. f(x)—f . x?sin £ -0 f(x)=f 10 - f(x)—f
On a lim LU((]) = lim % =0, lim L](O) = lim % = 0, donc lim LU((]) =0=1(0): f est
X*)((]] - Xﬁ([)) X X*)g Xﬁ([)) X x—0 X
x> x> x< x<

dérivable en 0.

4. hH(l) f'(x) = 1in(1) (2x sin% — cos %) n'‘existe pas, donc f’ n‘est pas continue en 0. Par conséquent f n'est pas de
X— X—

x>0 x>0
classe C'(R).
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? Exercice 10.18
- Soit f: R — R une application définie par f(x) = x*cos (3z) pour x # 0 et £(0) = 0.
1. f est-elle continue en x =07
2. Calculer f’(x) pour x # 0. En déduire l'équation de la droite tangente a f en x = 1.
3. f est-elle dérivable en x = 07 Calculer 'équation de la droite tangente a f en x = 0 le cas échéant.
4. f est-elle de classe C*(R)?

SoLuTION. 1. Comme lim,_,o f(x) = 0 = f(0) (théoréme d’encadrement), la fonction est continue en 0.

2. Pour x # 0, f'(x) = 2xcos (75) + 2sin (7). L'équation de la droite tangente a f en x = 1 est donc y =

x2
f'(1)(x — 1) + f(1) = 2(cos(1) + sin(1))(x — 1) + cos(1).
XZ(()‘W 1)—
3. f est dérivable en x = 0 et on a f'(0) = lim, %{)(0) = limy_ %)0 = 0 (théoréme d'encadrement).
L'équation de la droite tangente a f en x = 0 est donc y = '(0)x + f(0) = 0.

4. f n'est pas de classe C!(R) car lim,_,q f'(x) n'existe pas.

? Exercice 10.19
2 Soit f: R — R une application définie par f(x) = x?sin (5 ) pour x # 0 et £(0) =
1. f est-elle continue en x =07
2. Calculer f'(x) pour x # 0. En déduire 'équation de la droite tangente a f en x = 1.
3. f est-elle dérivable en x = 07 Calculer l'équation de la droite tangente a f en x = 0 le cas échéant.
4. f est-elle de classe C*(R)?

SoLuTION. 1. Comme lim,_,o f(x) = 0 = f(0) (théoréme d’encadrement), la fonction est continue en 0.

2. Pour x # 0, f'(x) = 2xsin(i) fms(x ) L'équation de la droite tangente a f en x = 1 est donc y =

X

f'(1)(x — 1)+ f(1) = 2(sin(1) — cos(1))(x — 1) + sin(1).

x? sin( 2 )—0

2

3. f est dérivable en x = 0 car on a f'(0) = lim,_, f@:(f,)(()) = lim,_,o

L'équation de la droite tangente a f en x = 0 est donc y = '(0)x + f(O) = 0.

= 0 (théoréme d'encadrement).

4. f n'est pas de classe C'(R) car lim,_, f'(x) n'existe pas.

? Exercice 10.20
§ Soit h: [~1;1] — R la fonction définie par h(x) = 1 — V/x2. Peut-on appliquer & h le théoréme de Rolle?

SoruTioN. Théoréme de Rolle Soit f une fonction continue sur lintervalle fermé [a; b], dérivable sur Uintervalle
ouvert |a; b, telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ € ]a; b] tel que f'(c) = 0.

h est continue sur l'intervalle fermé [—1;1]. On a bien h(1) = h(—1) avec h'(x) = f%\j/; st x #£ 0 mais h’(0) n'existe
1. h(x)—h(0) _ __
pas car lim ———>= = Foo
x—0

? Exercice 10.21

Soit h: [—1;1] — R la fonction définie par h(x) = 1— V/x2. Peut-on appliquer & h le théoréme des accroissements
finis?

SoruTioN. Théoréme des acroissements finis Soit f une fonction continue sur lintervalle fermé [a; b] et dérivable
sur lintervalle ouvert |a; b|. Alors il existe ¢ € ]a; b[ tel que f(b) — f(a) = (b —a)f'(c).

h est continue sur [—1,1] et h'(x) = f%\j/; st x # 0 mais h’(0) n'existe pas car lxigl w = Foo

124 © G. FACCANONI



Mercredi 11 janvier 2012 10 Fonctions dérivables

? Exercice 10.22
Soit g: |0; F[—]0, 1] une application telle que g(x) = sin(x).
1. Montrer que g est strictement croissante sur ]0; g[

2. En utilisant le théoréme de la bijection démontrer que I'équation g(x) = % admet une unique solution.
3. Déterminer la fonction inverse g—!. Que sait-on de la continuité de g=1?

4. Calculer la dérivée de g=! sur J0;1].

SOLUTION_. 1. g(x) = sin(x), g'(x) = cos(x), g’(x) > 0 pour tout x € ]0; [ donc g est strictement croissante sur
Jo: 21
2. Théoréme de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f induit

une bijection de | dans f(I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f(I), est monotone sur f(I) et a
le méme sens de variation que f.

g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur ]0; Z[, ce qui prouve que g réalise une bijection de
]0; 5[ dans
g (10; 5[) = lim g (x); lim g(x)[=]0; 1]

X— X— =
G

Comme 1 € g(]0; Z[), on en déduit qu'il existe un unique réel o € ]0; Z[ tel que g(a) = 3.
%

3. g71:]0;1[-]0; 5[ avec g (y) = arcsin(x). Comme g réalise une bijection de ]0; Z[ dans ]0;1[, la bijection
réciproque g~ ! est une bijection de ]0; 1] dans ]0; Z[. Sachant que g est continue sur ]0; Z[, on peut en déduire
que g~! est continue sur J0; 1].

1

1—y?

4. La dérivée de g=! sur ]0; 1] est

? Exercice 10.23
Soit g: ] — 00, 0[— R une application telle que g(x) = e* — 1.
1. Montrer que g est strictement croissante sur R*.
2. En utilisant le théoréme de la bijection démontrer que l'équation g(x) = —3 admet une unique solution.
3. Déterminer la fonction inverse g~!. Que sait-on de la continuité de g=!?

4. Calculer la dérivée de g=! sur | —1;0[.

SoLuTION. 1. g(x) =e*—1, ¢g’(x) = e¥, g'(x) > 0 pour tout x € R* donc g est strictement croissante sur R*.

2. Théoréeme de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f induit
une bijection de | dans f(I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f(I), est monotone sur f(I) et a
le méme sens de variation que f.

g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur R*, ce qui prouve que g réalise une bijection de

R* dans
g(R*) =] lim g(x); lin(l)g(x)[:} —1;0[.
Comme —% € g(R*), on en déduit qu'il existe un unique réel a € R* tel que g(a) = —%.

3. g7t ] = 1;0[— R* avec g7'(y) = In(y + 1). Comme g réalise une bijection de R* dans | — 1;0], la bijection
réciproque g1 est une bijection de ] — 1;0[ dans R*. Sachant que g est continue sur R*, on peut en déduire
que g~! est continue sur | — 1;0].

1

4. La dérivée de g~ sur ] —1,0[ est 1.

? Exercice 10.24
Soit g: ] — 1,0[— R une application telle que g(x) = In(1 + x).
1. Montrer que g est strictement croissante sur | —1,0].

2. En utilisant le théoréme de la bijection démontrer que l'équation g(x) = —2 admet une unique solution.
3. Déterminer la fonction inverse g~—!. Que sait-on de la continuité de g=*?

4. Calculer la dérivée de g=! sur ] — o0;0[.
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SoLUTION. 1. g(x) =In(1+x), ¢g’(x) = l—ix g'(x) > 0 pour tout x € | —1;0[ donc g est strictement croissante sur

]—1;0]

2. Théoréme de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f induit
une bijection de | dans f(I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f(I), est monotone sur f(I) et a
le méme sens de variation que f.
g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur | — 1;0[, ce qui prouve que g réalise une bijection
de ] —1;0[ dans

g(] = 1;0]) =] lim g(x); lim g(x)[=] — o0; 0.
X—— X—

Comme —2 € ¢g(] — 1;0[), on en déduit qu'il existe un unique réel a € ] —1;0[ tel que g(a) = —2.

3. g7 R* -] —1;0[ avec g7 (y) = e¥ — 1. Comme g réalise une bijection de | — 1;0[ dans R*, la bijection
réciproque g~ ! est une bijection de R* dans ] — 1;0[. Sachant que g est continue sur | — 1;0], on peut en
déduire que g~! est continue sur R*.

1

4. La dérivée de g~ ' sur ] — oo, 0[ est eY.

? Exercice 10.25

< Trouver le point de la courbe d’équation y = /x plus proche au point (4, 0).

SoLuTioN.  Soit (x,/x) un point quelconque de la courbe d'équation y = /x. Il s'agit de trouver le minimum de la
distance entre ce point et le point (4,0) :

min \/(X —4)2 + (y/x —0)2 = min Vx2 — 7x + 16.

xER+ XER T e e’
d(x)
Sa dérivée vaut
, 2x =7
d(x) = —————=
2Vx%2 —7x + 16
etona
, 7
d(x)=0 = X=5
, 7
d(x)>0 = X> g5
, 7
d'(x) <0 = x < 2
par conséquent le point cherché est (% %)
y
2
1 a

? Exercice 10.26 Dérivée d'une fonction composée
Un glacon sphérique fond en conservant sa forme. Le taux de variation de son volume avec le temps est pro-
portionnel a sa surface. Il faut une heure pour qu’'un glagcon de un centimétre de rayon fonde totalement. Aprés
combien de temps le glacon a-t-il diminué de moitié en volume? Rappel : la surface et le volume d'une sphére

de rayon r sont respectivement S = 4rr? et V = %7113.
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SoruTioN. Le rayon est fonction du temps donc V'(t) = 4[r(t)]*r'(t). Comme le taux de variation de son volume avec
le temps est proportionnel & sa surface, il existe k € R tel que V'(t) = kdsx[r(t)]?. Donc 4x[r(t)])?r(t) = kdx[r(t)]?,
autrement dit k = r’(t) ce qui implique que r(t) = at+b. Comme il faut une heure pour qu'un glacon de un centimétre
de rayon fonde totalement, on a r(0) = 1 et r(1) = 0 et on obtient la relation r(t) = 1 — t. On cherche alors t tel que
V(t) = V(0)/2, cest-a-dire 37(1 — t)® = 3711 : le glagon a diminué de moitié en volume aprés t =1 — 2713 x 0.20
h = 12 minutes.

? Exercice 10.27

Un glacon cubique fond en conservant sa forme. Le taux de variation de son volume avec le temps est proportionnel
a sa surface. Il faut une heure pour qu'un glacon de un centimétre de coté fonde totalement. Aprés combien de
temps le glacon a-t-il diminué de moitié en volume?

SoLuTioN. La surface et le volume d’'un cube de coté ¢ sont respectivement S = 62 et V = £2. Le coté est fonction
du temps donc V'(t) = [€(t)]?€'(t). Comme le taux de variation de son volume avec le temps est proportionnel a
sa surface, il existe k € R tel que V'(t) = k6[€(t)]?. Donc [£(t)]?¢'(t) = k6[¢(t)])?, autrement dit 6k = ¢'(t) ce qui
implique que #(t) = at + b. Comme il faut une heure pour qu'un glacon de un centimétre de coté fonde totalement,
ona £(0) =1 et £(1) = 0 et on obtient la relation ¢(t) = 1 —t. On cherche alors t tel que V(t) = V/(0)/2, c'est-a-dire
(1—1)2 =1/2: le glacon a diminué de moitié en volume aprés t = 1 — 273 2 0.20 h = 12 minutes.

? Exercice 10.28 y
On considére le quart de circonférence d'équation
y =V1—x2 pour 0 < x < 1. Soit P = (xp,yp) un
point du quart de circonférence. On note par A le point
d’intersection de la tangente en P avec l'axe x. Expri-
mer la surface du triangle OAP en fonction de xp.

SoLuTioN.  Soit f(x) = V1 — x2. L'équation de la droite tangente en x = xp s'écrit

y="1(xp)(x —xp)+ f(xp) = l(x —xp) +1/1—x3

\V1—x3

A = (xa,0) est le point d'intersection de cette droite avec la droite d'équation y = 0, donc on a

—Xp 1
7’:(XA_XP)+\/@:0 — X4 = —
2 Xp

1—xp

. . > V1-x3
et la surface du triangle OAP en fonction de xp est 7% = Y5,

? Exercice 10.29
On considere le quart de circonférence d'équation
y = V1—x% pour 0 < x < 1. Soit P = (xp,yp)
un point du quart de circonférence. On note par B
le point d'intersection de la tangente en P avec l'axe
y. Exprimer la surface du triangle OBP en fonction de
Xp.

SoruTioN. Soit f(x) = V1 — x2. L'équation de la droite tangente en x = xp s'écrit

v —Xp
y = '(xe) (x = xp) + (xp) = ——=(x = xp) +/1 = xB

- Xp
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B = (0, yg) est le point d'intersection de cette droite avec la droite d’équation x =0, donc on a

2

Xp 1
LB:7+ 1 = ——
J \V1—x3 V11— x3
ygxp __ )
HQ/ X[

et la surface du triangle OBP en fonction de xp est
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Notation

| On écrit f(x) = (x) si f est une fonction telle que DN —

Développement limité.

f admet un développement limité a Uordre n en xp, et on

0,4+0\{0} # @ pour tout > 0 et lim f(x)=0.

le note DL,(xp), st DiN]xg — 8, x0 + 0[\{xo} # @ pour

tout 0 > 0 et s'il existe un polynéme P, de degré n tel que

f(x) = Po(x —x0) + (x — x0)"€(x — xo).

Lorsqu'il existe, le polyndme P, est unique.

Au lieu de (x — xp)"e(x — xo) on écrit souvent o((x — xo)").

gThéoréme (Taylor)
Sif et toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre n sont définies et

k=0

£ Exemple
¥

On veut déterminer la limite de visibilité depuis un point d'al-
titude H au-dessus du niveau de la mer. Du point A on voit

{\ )

jusqu’au point B.

continues en tout point d'un intervalle ouvert contenant

xo alors f admet un développement limité a l'ordre n en xg donné par la formule

fx)=)_ o (x— x0)K + (x = x0)"e(x — xo).

L'on a
oB R 1
cos¥ = — = = 7
OA R+H 14%
Pour une altitude «raisonnabley, g est petit et U également.

On utilise les deux développements limités

cosUa1l——,
2 1+4

92 1 ( H)‘ H
qui conduisent a ¥ =~ 1/2%. On conclut que la distance CB

a la surface de la Terre, c'est-a-dire la longueur de larc de
cercle, est ¢ = RY = V2RH. Par exemple, du sommet de la
tour Eiffel on peut voir a une distance de 60 kilométres.
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Soit f définie sur un intervalle JA, +o0] (ou | — 0o, A]). On dit que f admet un développement limité généralisé a

Uordre n en a = +o00 (ou en g = —o0) s'il existe un polyndme P tel que f(x) =

P(1/x) + o(1/x™) au voisinage de

ce point. L'expression P(1/x) n'est pas un polyndme, mais a des propriétés similaires. Dans la pratique, on peut
obtenir un développement limité de f(x) en a = 400 (ou en a = —o0) en posant x = 1/t (de sorte que t tend vers

0, avec un signe fixe) et en tentant de développer f(1/t) au voisinage de 0.

Lorsque x et f(x) tendent vers l'infini, on obtient une asymptote oblique (si elle existe) en effectuant un dévelop-

pement limité au voisinage de l'infint :

f(x) b ¢ 1
7:0“!‘*4‘74'0 %
X X X X

C

ol ;% est le premier terme non nul apreés % Dans ce cas, la droite d'équation y = ax + b est asymptote a la
courbe représentative de f. Et la position relative de la courbe et de 'asymptote résulte du signe de 7 lorsque

x tend vers l'infini.

&Développements limités usuels

130

k=n k 2 3 4 n
In(1 - kX T SRR GRS VIS Sal n
040 = T o) = 4 e )T o)
k=n 1 2 3 4 n
T .
k=1
X_k:I7XI<+ ( n)_1+ +X2+X3+X4+ N n+ ( n)
S T A B T oW
k=n 2k+1 3 5 a4l
X X X X
i = —1 k_— 242y _ T IR _1\n 2n+2
sin(x) kZ:O( ) ek o () 6 "0 T TV G o ()
k=n 2%k 9 n on
X x?  x X
— -1 k 2n+1 N A ~ . -1 n 2n+1
cos(x) kg 0( ) k)1 + o (x*"1) 5 Tort +(=1) @n)! + o (x*"1)
X3 2x® 17T
t = _ - 8
anl) =x+ 5+ 5+ g o lx)
3 5 1 2n+1
3 _1
arcsin(x)—x+);+4x+l..+'( 172) 2Xn+1 (x20+2)
arccos(x) = . arcsin(x)
= 2k+1 3,5 T 2n+1
X x3 x5 x X
t = —1 kZ 2n+1 = —_ - - -1 n 2n+2
arctan(x) k:o( Vo o) =xm g — e (RN g o ()
k=n " ok+1 3 5 ont1
X X X X
sinh — o~ 2n+2 —_ A A X 2042
sinh(x) 2 (2/<+1)!+0(X ) =x+ 10t +(2n+1)!+o(x )
k=n ok 2 4 an
X x?  x X
sh — 2n+1) _ 1 - - L 2n+1
cosh(x) 2 k)] + o (x*"1) SECTR Iy @) + o (x*"1)
x? o 2x® 17XT
tanh(x) = x — — — 8
anh(x) =x =3+ 35~ 535 Ho X))
k=n
-1 -1 -2
(1+X)O(: (I)Xk+O(Xn)1+O(X+a( 5 )X2 O((a g(O( )X3+"‘+(:)X”+O(Xn)
k=0
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avec les cas particuliers

1+X:1+{——+————|—0(X4)
2 8 16 128
1 ) x_~_3x2 5x3+5x4+ (x4)
==l—-c+———x+-stox
v1+x 2 8 16 128
x x2 x3  bxt
Vi-x=1---"-"— = 4
X 2" % 16 s oW
1 k=n
T =) (D 4o(x)=1—x+x2=x>4+ -+ (=1)"x"+ 0 (x")
R
1 k=n
1 =) X4o(x)=14+x+x2+x>4+ - +x"+0(x")
— X
k=0
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VIV DVNDDVDVNDIDD Exercices DIINDVVVIVNVIDVNDDVIDIIDID

? Exercice 11.1 Somme et produit de développements limités
Calculer les développements limités suivants au point O :

1. & — e a lordre 3, 4. cos(x)In(1 4 x) a lordre 4,
2. V1—x+4+ 1+ x alordre 4, 5. (x3 +1)v1—x a lordre 3,
3. sin(x) cos(2x) a lordre 5, 6. In?(x + 1) a lordre 4.
Sowumion. 1. 71 —e¥ = (1+x+ x>+ x3 + o(x’ ))—(1+x+§+%+o(x3)):§+%x3+o(x3)
2ﬁi?+J47 (*%*%*%*%+dﬁﬂ @**+**??%%+Wwyﬂmﬂ:2*%*
X!+ o(x?)

3. sin(x) cos(2x) = (X — % + 1XTU + o(x5)) (1 — @ + % + O(X5>) =x— 2x3+ 2Ex° 4 o(xP)
4. cos(x)In(1 +x) = (1 - % + ;—41 + o(x4)) (X— % + %5+ % +o(x4)) =x—%5 - % + o(x*%)

54ﬁ+nﬁi?f@quLgf%—§+mﬁ):175 )
6. In?(x +1) = (In(x + 1)) (In(x + 1)) = (X -5+ % + O(XS)) (x — % + %5+ 0(X3)) =x2—x3+ Lx* + o(x?)

? Exercice 11.2 Composition de développements limités
Calculer les développements limités suivants au point O :

1. ln(smx) a lordre 4, 2. ) 3 lordre 4, 3. (cos x)®"* & lordre 5.
si X g8 +o(x%) 2 4 4 2 4 4
SoLuTION. 1. 8% = —6 1 =1-% + 155 + o(x*). On note u = —% + {55 + o(x*) — 0, alors
sin u? 2 x2 x* 4 (7%+ IX;O +olx?) ) ] 4 x2 x* 4
In (32%) = In(14u) = u—%+o(u?) = (=% + 35 + o(x ))—f—}—o(x’): (—F—i-m—ko(x )| —
4
sto(x*) ) 2 4 4 ¥ 2 4 )
B po(xt) = —X 4 X — 5 +o(x?) = - — 25+ o(x?)

2. sin(x) = x — X—'Z + o( 4). On note u = x — Xi + o( ”1) . 0, alors e¥() = o =1 4 y + L + ﬁ + 5 + o(u?).

Comme u = x — X + o(x*), alors v? = x2 — X + ( ) ud = x3 + o(x*) et u* = x* + o(x*) et on trouve
. 2 xzfi 4 :
esm(x):1+(x_%;)+( 25)+() () (11):1+X+§_%+0(X1)
3. (cos x)*"X = exp ((sin x) In(cos x)). Comme cosx = 1 — % + ;—; + 0o(x®), on pose u = —% + ;—; + o(x°) — 0,
alors In(cos x) = In(14u) = u—% + & UL & 4 5(y%). Comme u = —5 + 5 +0(x%), alors u> = X +0(x%) et
4 2
. = & : 4 = T+ 'J - 2 4 -
u? = ut = u® = o(x%), donc In(cos x) = (7% + 5+ o(x")) — % +o(u®) = =% — 2 4 o(x%). Sachant
que sin(x) = x—% +2-40(x%) on en déduit (sinx) In(cos x) = —% +0(x%). On pose alors v = —% +0(x%) —0,
2 .
et l'on a exp ((sinx) In(cosx)) = exp(v) =1+ v+ % +o(v?) =1-— % + o(x%).
? Exercice 11.3 Division de développements limités
Calculer les développements limités suivants au point O :
1. x+— fmis((t) a lordre 4, 3. tan(x) a lordre 2, 5. S(lln‘t(") 3 Lordre 3.
2. 15z a lordre 4, 4. sl 4 lordre 2,
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SoLUTION. 1. sinh(t) =t + %3 + 155+ o(t) et 1 — cos(t) = Co 5—: + %0 + o(t7) donc

2
3 5 2 .
suhd(e)  (t+HS o)) pgrgaegm g a o
L—cos(t) G — 55+ 35 +o(t7) %(1—%+%+o(t5)) 1— 5+ 45 +o0(t%)

Maintenant on peux utiliser deux méthodes :
B S s ; . g 1 N R 5\ .
1.1. la premiére utilise le développement limité de =3 avec A= {5 — 55 + o(t°) :

sinh?(t) 24 2 + 45 4 o(t5)

1 —cos(t) 1—A
2t* 4t
= (2+3+45+0(t5)) (1+A+ A%+ 0(A%))

22 4¢t* t2 tt tt
=24+ = 4+ 0 14— — 19 b
(+3+45+0( ))(+12 360+0( )+

5 11
=2+ -t + —t* + o(th);
6 72
1.2. la deuxieme méthode (qu'on utilisera dans la suite de cet exercice) applique la technique de la division
suivant les puissances croissantes : si f et g ont au point a un développement limité a lordre n et si
g(a) # 0, le polynéme d'approximation de f/g a lordre n s'obtient en divisant suivant les puissances
. iy ’ A ’ . . . . 2 4
croissantes a lordre n le polynéme d'approximation de f par celui de g. Ici f(x) = 2 + % + 4L et
2 4 P . . .
gx)=1-— {—2 + 3’% et on pose la division suivant les puissances croissantes en ne gardant que les termes
de degré inférieur ou égal a 4 :

2 437 4ttt |1 7 4gtt

-2 432 —stt |2 432 44

. 2
On conclut que fff:)s((?) =24 3¢2 4 Lt 4 o(t).

2. lci f(x) =1 et g(x) =1+ x + x? et on pose la division suivant les puissances croissantes en ne gardant que
les termes de degré inférieur ou égal a 4 :

1 1+ x + x2
-1 —x —x? 1—x+x3—xt
—x —x?
X +x2 4x3
3
—x3 —x* +o(x%)
xt +o(x?)
—x* +o(x%)
o(x*)

Le développement limité de ﬁ au point 0 a lordre 4 est donc 1 — x + x% — x* + o(x?)
_ osin(x) _ x4 g Ho(x®) 1.3, 1 .5 5 _ 1.2, 1 .4 5
3. tan(x) = cos() = TELETdxito(r) " et f(x) = x — 5x° + 155%° + 0o(x°) et g(x) = 1+ 5x% + 57x* + o(x°) et
on pose la division suivant les puissances croissantes en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal
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ab:
X —1x3 +035x5 4o(x%) | 14 2x2 + Lx? + o(x°)
—X +%X —ixs +0(X5) X + éxg + %XS
I3 15 Fo(x)
—3x3 +:x5 +o(x)
Zx>  +o(x)
—2x5  +o(x%)
0(X5)

Le développement limité de tan(x) au point 0 a lordre 5 est donc x + £x3 + Zx° + o(x?)

—1+x+0(x?)
2+%X2+0(X2) :

sin(x)—1 __
©ocos(x)+1 T

puissances croissantes en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a 2 :

-1
+1

+Xx

|
N

2

X

+

DO

+ o(x?)
2

ol |
DN ||

sin x—1
cos x+1

Le développement limité de

In(14+x) X(717%X+%X2+0<X2>) .
5. T X3 Ho()) lci f

sin x

au point 0 a lordre 2 est donc —% + 1x% + o(x?)

Ici f(x) = =14 x + o(x?) et g(x) =2+ $x> + o(x?) et on pose la division suivant les

(x) = —1—=3x+ 3x2 4+ 0o(x?) et g(x) = 1 — ¢x* + o(x?) et on pose la division

suivant les puissances croissantes en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a 2 :

-1 —ix +3x* 4o(x?) | 1—ix2+ o(x?)
-1 +2x2 4o(x?) [ 1— 4x + 3x°
—ix +3x?2 +o(x?)
X +o(x?)
%x% +0(X:2)
—%xz +o(x?)
o(x?)

In(1+4x)

Le développement limité de

? Exercice 11.4

Développer dans le voisinage de zéro les fonctions suivantes :

au point 0 a lordre 2 est donc 1 — £x + $x* + o(x?).

1. x— V1+x—+v1—x alordre 3, 6. x— (14 sinx)% a lordre 2,
2. x+— In(1+ 3x) a lordre 3, 7y C(,;;X a lordre 3,
3. x> (1 —cosx)In(1+ x?) a lordre plus bas,
4. x > (sin(x?))(e™ — 1) a l'ordre plus bas, 8. x> 555 & lordre 3,
5 x— e*—1+sinx — 2x — % a lordre 4, 9. xm— ﬁ a lordre 3.
SorutioN. Comme
x2 Xt -
— 1 _ — R 2
oS X 2+24+0(X ),
X3
sinx = x — 5 + 0(X4),
2
In(1+x)=x-— 5 + o(x?),
X2
e =1+x+ ?+o(x2),
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VIdr=14 520 o0
X = - =+ = x?),
2 8 16
2 3
In(1+x) =x— . +X——|—o(x3),
2 3
alors
x x2 x3
l-x=1-2-°"— — 3,
) 278 16 o)
donc
1. Vi+x—V1—x= (1—1—%—%4—%4—0()(3)) - (1—%—%—;64—0()(3)) =x+% +o(x%);
2. In(1+3x) =(3x) — (35)2 (3?3 +o(x®) =3x — 22 1 9x3 + o(x?);
3. (1 —cosx)In(l + x2) = (% —-£+ o(x5)) (x2 -4 o(x4)) =2 fo(xY);
4. (sin(x?))(e™* —1) = (x2 —e o(x8)) (—x +2 4 o(x2)) = —x3 + o(x3).
5. A partir des développements limités des fonctions e* et sinx en 0 a l'ordre 4
L PV YV
e’ = — 4+ — 4+ — +o(x7),
T T T T
3
sinx = x — ry + 0(X4),
l. f o x2 X3 x* X3 x? 4y _ x* 4
onconclut que f(x) =1+ x+ 45 + %5 +5; —1+x—% —2x— %5 +o(x*) = 33 + o(x?)
6. On réécrit d'abord la fonction g(x) sous forme exponentielle :
(1+sinx)s = e In(iFsiny,
On commence par déterminer le développement limité en 0 & Uordre 2 de x — x~!In(1+sin x). Comme on divise
par x, il faut déterminer le développement limité a lordre 3 de x +— In(1 + sinx). Or,
3
sinx = x — % + 0(X4),
donc
3
In(l1+4sinx)=In (14 x— r + o(x%)
On pose u = x — % + o(x*). Comme lim,_ou =0 et
2 3
In(l4+u)=u-— L8y o(u?),
2 3
on en déduit que
x3 1 X3\% 1 x3\° x?2 X3
In(l+sinx) = [x——=| -z |x="| +=[(x="%] +o(x*) =x—"F+=+0o(x*
n(1 4 sin x) ( 6) 2( 6) 3( 6) (x?) 5 T + o(x”)
d'oli )
xtn(1 4 sinx) =1 — % + % + o(x?).
On a donc )
ex’l In(1+sinx) _ @@7%+%+0(X2).
On pose v =—3% + % + 0(x?). Comme lim,_,ov =0 et
V2
eV:1—|—v—|—?—|—o(v2),
on en déduit que
_ . 2 1 2\ 2 7
(1+sinx)s =¥ +sing — o ll + (—X + );) +3 (—)2( + ) +o(x*)| =e— gx + Q—ZXQ + o(x?).
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7. A partir du DL donné dans le tableau cos(x) = 1 — %xz + o(x?), on trouve le DL en zéro de ﬁ (en utilisant
le DL en zéro de ﬁ) :

1 1 u=%1x240(x?) 1
— 2 2 3
= = 14+u+o(u”)=14+ =-x"+ o(x?).
cos(x) 11— 3x2+o(x3) () 2 ()

En multipliant ce résultat par le DL donné dans le tableau e* = 1+x+ x% + £x* + o(x®) on obtient finalement
2 2.3 3
1+ x+x +§x + o(x?).

8. A partir du DL donné dans le tableau e¥ = 1+ x+ 1x?+ 2x3 + 0(x?), on trouve le DL en zéro de % (en utilisant

o 1.
le DL en zéro de 1) :

1 1 u:x+%x2+éx3+o(x3)

1
— = — - = 1—u+u?>+owd)=1—x+ x>+ o(x?).
ex 1+X+%X2+éX‘5+O(Xd) (u”) 92 (x%)

1

En multipliant ce résultat par le DL donné dans le tableau cos(x) = 1 — $x* 4 o(x*) on obtient finalement

1. .
1—x+ §x5+0(x3).

1

9. A partir du DL donné dans le tableau cos(x) = 1 — %Xz + o(x?), on trouve le DL en zéro de ——
“os(x)

(en utilisant

le DL en zéro de 1—;) :
1 1 u=%5x24o0(x?) 1
_— 2 2 3
= - = l+u+o(u”)=1+ =x“+ o(x°).
cos(x)  1—2Ix2+0(x3) () 2 (%)

3

En multipliant ce résultat par le DL donné dans le tableau e =1+ x+ %x2 + %)5 +0(x3) on obtient finalement

. 2 . .
1+x+x2+§x5+0(x5).

? Exercice 11.5

Calculer le développement limité a lordre 3 au point 0 de

X
f(x) = arctan (X+2)

de trois facons :
1. par la formule de Taylor-Young

2. par composition de développements limités

3. en commencant par calculer le développement limité de f.

SoLUTION. 1. Pour utiliser la formule de Taylor-Young on doit d’abord calculer les dérivées de f jusqu'a lordre 3
en0:
X
f(x) = arct — f(0) =
(x) atcan(x+2) (0)=0
1 2 1 1
f'(x) = - = f'(0) = =
() 1+( . )2(X+2)2 X2+ 2x + 2 ©) 2
x+2
x+1 -1
f'(x) = —2————— 700) = =
() (x2 + 2x 1 2)2 0=
3x% + 6x + 2 1
f’” —92” TEAT 2 f”, _ 4
e P =3
d'oti le développement limité
. : f7(0) > F7(0) 5 sy _x_x* X 3
f(x)ff(0)+f(0)x+Tx +?X + o(x )—§—Z+E+O(X )
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X
x+2

2. Comme u(x) = —— 0,0na
0

X—

u(x))3
f(x) = arctan(u(x)) = u(x) — w + o(ug)

3
3
X X 3
= +2 3gop o)
246 6 .
= 2x e + o(x?)

3(x3 + 6x2 + 12x + 8)

En effectuant la division selon les puissances croissantes et en s'arrétant a o(x?) car le résultat sera multiplié

par x on a
6  +6x +x2  o(x?) | 8+ 12x + 6x% + x3
—6  —9x —%X:z o(x?) 1‘ — gx + éxg
—3x —éXZ o(x?)
+3x +L§X2 o(x?)
x2 o(x?)
—x?  o(x?)
T o)
ainsi
2x (3 3 1. : S
f(x) = ?X (4 - Xt 8X2) +o(x?) = 112 (6 —3x +x%) + o(x%) = % —%+I—2+o(x“).

3. f'(x) = m et le le développement limité de f" au point 0 a lordre 2 peut étre calculé par la division selon

les puissances croissantes :
1 o(x?) | 2+ 2x + x2
N I Iy, 1,2
-1 —x —%X2 o(x?) | 3 —3x+ ix
—x  —3x? o(xf)
x  +x2  o(x?)
X2 o(x?)
—Ix2 o(x?)
o(x?%)
ainsi )
1 1 :
0= [ o= [ (3= pxe 3] avote) =3 T4 kot

? Exercice 11.6

1. Calculer le développement limité en x = 0 & lordre 3 de In(1 + sin” x). En déduire la limite lim

x—0

In(1+sin? x)
2x2 ’

2
2. Calculer le développement limité en x = 0 a lordre 3 de In(1+ x cos? x). En déduire la limite lim W

x—0
In(1—sin? x)

3. Calculer le développement limité en x = 0 a l'ordre 3 de In(1 — sin® x). En déduire la limite lim 57

X—

_ 2
4. Calculer le développement limité en x = 0 a lordre 3 de In(1—x cos? x). En déduire la limite lim ln(lgﬂ
X—>

In(1-sin? x)

5. Calculer le développement limité en x = 0 & lordre 3 de In(1 — sin” x). En déduire la limite liH(l) 2
X—

SOLUTION.

1. Etant donné que
3
. X 4
sin(x) =x— — +o0(x
() =x = o ()
alors

SiHQ(X) =x>+o0 (X/l) .

Comme x? + 0 (x*) — 0 et comme le développement limité de In(1 4 u) en u =0 est

x—0

2 3 4 n
u u u u
+ o =t (D) =+ o (u")

In(1 =u—
n(l+u)=u 5 3 1 ;
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on conclut que
In(1 +sin®x) = x* + o (x*) .

Donc
i In(1 + sin® x) . x? 1
im ————— =lim — = -.
x—0 2X2 x—0 2X2 2
2. Etant donné que
2
X
=1-=— 4
cos(x) 5 + o0 (x*)

alors
cos’(x) =1—x>+ o (x*).

Comme x cos?(x) = x — x> + o (x4) o 0 et comme le développement limité de In(1+ u) en u =0 est
X—>

2 3 4 n
111(1+LI):U—% %_%+ ""f‘(—l)”Jrl%—‘ro(u”)
on conclut que
In(1+ xcos x) = x — © + 2 + 0 (x*)
2 3 '
Donc
. In(1 + xcos? x) X 1
lim —— = lim — = —.
x—0 4x x—0 4x 4
3. Etant donné que
() =x = + o (x)
sin(x) =x — — 4+ o (x
6

alors
sin?(x) =x*+o (x4) .

Comme sin?(x) = x> + o (x4) o 0 et comme le développement limité de In(1 — u) en u =0 est
X—

2 3 4 n
u u u u
n(l—u)=—-y— — —— = 4..._ n
n(l—u) U= 3 ) + . +o(u")
on conclut que
In(1 —sin®x) = —x* + o (x*).
Donc
. In(1—sin®x) . —x? 1
lim ———— =lim — = ——.
x—0 2x2 x—0 2x2 2
4. Etant donné que
2
X
=1-"+o(x*
cos(x) 5 + o0 (x*)

alors
cos?(x) =1— x>+ o (x*).

Comme xcos?(x) =x —x3+ o0 (x4) o~ 0 et comme le développement limité de In(1 — uv) en u =0 est
X—>

2 3 4 n
u u u u
In(l—u)=—uy— — —— _ Il n
n(l—u) U= 3 1 + . +o(u")
on conclut que
In(1 — xcos® x) = —x — © + 2 + o0 (x*)
2 3
Donc
lim In(1 — x cos? x) i X = 1
x—0 4x x—0 4x 4
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5. Etant donné que
3
sin(x) = x — % + 0 (x*)
alors
sin®(x) = x> 4+ o (x*) .

Comme sin®(x) = x? + o (x*) — 0 et comme le développement limité de In(1 — u) en u = 0 est
x—0

ur ud ut u”
In(1 — B o L 0 n
n(l —u) U= 3 1 + . +o(u")
on conclut que
In(1 —sin®x) = —x* + o (x*).
Donc ) )
. In(1 —sin®x) . =X 1
M me T MTe =TT

? Exercice 11.7 Développements limités au point xq # 0
Calculer les développements limités suivants :

1. y/x au point 2 a lordre 3, 7. x* au point x = —2 a lordre 4,

2. sinx au point 3 a lordre 3, 8. x3 au point x = 2 & lordre 4,

3. cosx au point § a lordre 3, 9 43 33 lordre 4
o . x° au point x = —3 a lordre 4,

4. (llﬁ—:)z en 1 a lordre 2. , l ' c ’

5. x3 au point x = 1 & lordre 4, 10. x* —1 au point —1 a lordre 3,

6. x* au point x = —1 & lordre 4, 11. x* +1 au point 1 & lordre 3.

SoruTioN. Soit f une fonction de R dans R et xy € R. Si f et toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre n sont définies et
continues en tout point d'un intervalle ouvert contenant xy alors f admet un développement limité a l'ordre n en xy
donné par la formule

n (k) XO
f(x) = Z A )(X —x0)* 4 (x — x0)"e(x — xo).

k!
k=0

1. On pose h =x—2,alors x =h+2etonax=v2+h=+v2/1+ g On se rappelle que, pour u — 0, on
peut écrire V1+u =1+ § — % —&-% +o(u®);ictu =4 doncvx = V2+h=v2/1+14=V2/T+u=

u u? u3 K 1 h2 )3 K xX—2 x—2)2 x—2)3 :
\/5(1—1—5—@—1—%—1—0@/3)):ﬁ(l—k%—f{—z—i—ﬁ—ﬁ—o(/ﬁ)):ﬁ(l—q—(4>—(32) +(128> +0((x—2)3))

JT

2. Pour calculer le développement limité de sinx en ¥ a l'ordre 3 on utilise la formule de Taylor :

k=n (k) ,
f(x) = Z ! (C)(x —a)+o((x—a)h).

. = k!
Ici n =3, a = % et f(x) =sinx d'oli
f(x) =sinx, fla) = ?
f'(x) = cos x, f'(a) = %
f"(x) = —sinx, "(a) = —?;
" (x) = —cos x, "(a) = —%;

donc
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3. Pour calculer le développement limité de cosx en ¢ a lordre 3 on utilise la formule de Taylor-Young :

k=n (k) ;
fx)=)_ ! kgc)(x —a)" 4 o((x — a)k).

k=0
Icin =3, a =% et f(x) = cosx dou
3
f(x) = cosx, fla) = g;
f'(x) = —sinx, f'(a) = —;
" (x) = —cos x, "(a) = —?;
" (x) = sin x, "(a) = =
donc
osx = LT (I LT o (o= )
cosx=-——-|x—=|——[(x—= — x—= - = :
6 2 2 6 4 6 12 6 6
4. On pose y = x — 1. Alors (1125)2 = lg;(ii;)‘é). Comme lim,_,; y = 0, on calcul le développement limité de lé(ij)%)

en zéro. Or,

1
In(l1+y)=y— 512 +o(y?),
(=2)(—2—1) y?

1 -2 1
U)o (128 A2ENG o)

3
-2 _ 1+ - 9 2 2
2+y) —4(1+2 5 5 52 (1 y+3y +0(y)),

-

d’oli

N

(1—(X—1)+;(X—1)2+0((X—1)2)) .

5. n=4, f(x) =x3 et xo =1 donc

x—1%  , (x=1D , (x—1)2 x—1)3 4 x—1)*
fx) = F() ==+ ()= +f (1)% + f<3>(1)% L)l N )
=14+3(x—1)+3(x—1)2+ (x—1)%
6. n =4, f(x) = x3 et xg = —1 donc
(+1)° L DY (D (x +1)° (x +1)*
f) = (=)= + (=)= + (=) + f3) (1) T f®(=1) .
=—14+3(x+1)=3(x+1)2+ (x+1)3%
7. n =4, f(x) = x> et xo = —2 donc
f(x) = f(=2) (x 3'2)0 + f’(—2)% + f”(—2)% + f(3>(—2)<)(§7!2)3 + f®(=2) (x LQ)4

= -8+ 12(x.+ 2) —6(x +2)% + (x +2)%.

8. n =4, f(x) = x> et xo = 2 donc
(x—2)

% O ;!2)3 +19(2) =
=8+ 12(x —2) + 6(x —2)* + (x — 2)°.

9. n =4, f(x) = x3 et xg = —3 donc

X 0 X !
100 =134 gy BT iy

= 274+ 27(x +3) = 9(x +3)% + (x + 3)%.

2 3
% . f(&(_?,)% - (—3)
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10. Selon la formule de Taylor, le cleveloppement limité a Uordre n au point xo de f peut étre calculé selon la
formule DL, (xo) = Y_y=0 f) (xg)L=xo) )t 4 o((x —x0)"). lci f(x) =x* =1, xg = —1 et

k!

fO(x) = x* fO(-1)=0,
fO(x) = 4x® fO(—1) = —4,
fU0(x) = 12x fi0(—1) = 12,
FUD (x) = 24x FUD (1) = —24,
donc
xt—1= f“”(—l)@ + (= )% + f<“'>(—1)(x“;7,1)2 + £ (1) (x ;1)3 o((x +1)*)
— 0% +(—4) (x Jlr D + 12( 21)2 + (—24)% +o((x+1)%

—A(x +1)+6(x + 1) —4(x +1)* + o((x + 1)*).

11. Selon la formule de Taylor, le cleveloppement limité a lordre n au point xo de f peut étre calculé selon la
formule DL, (xo) = Y_§=0 f*) (x )<X X“) +o((x —x0)"). Ici f(x) =x*+1,x0 =1 et

fO(x)=x*+1 f01) =2,

fO(x) = 4x3 (1) =4,

F(x) = 122 fi0(1) =12,

U (x) = 24x fUD(1) = 24,

donc
4 (0) (x—=1)° (i) (x=1! (if) (x—1)? (iii) (x—1) 3
_ _1\2 _1)3 )
= 2% +4<X : D + 12(X 21> +24(X 61) +o((x —1)%)

=24+4(x —1)+6(x —1)* +4(x —1)* + o((x — 1)*).

? Exercice 11.8 Développements limités généralisés
Calculer les développements limités suivants :

1. f(x) = —V"\/}r2 en +oo a lordre 3, 6. f(x) = e " en —co & l'ordre 3,

2. f(x) = Z5Vx2+1en —oo et en +oo a lordre 1, 7. f(x) = e" en 40 & l'ordre 3,
A S Vordr

3. f(x) = e3 en +oo a lordre 3, 8. f(x) = 1+X en +oo & lordre 2,

4. f(x) = e’ en +oc0 & l'ordre 3,

5. f(x)

=e " en —o0 & l'ordre 3, 9. f(x) = YERREVESEE en 400 & lordre 2.

SoLuTioN. Soit f définie sur un intervalle JA, +oo[ (ou | — 00, A]). On dit que f admet un développement limité
généralisé a lordre n en a = 400 (ou en g = —o0) s'il existe un polynéme P tel que f(x) = P(1/x) + o(1/x") au
voisinage de ce point. L'expression P(1/x) n'est pas un polynéme, mais a des propriétés similaires. Dans la pratique,
on peut obtenir un développement limité de f(x) en a = +oo (ou en @ = —o0) en posant x = 1/t (de sorte que t tend
vers 0, avec un signe fixe) et en tentant de développer f(1/t) au voisinage de 0.

1. On pose u = 1, ainsi u =0 Alors —V” =4/2 =4/1 =V1i+2u=1+%— ) + <2“) +o(u?) =

1+ 1 — 5 4 55 +o(x73)

2. > Développement limité asymptotique en +oo : on pose y = % et on remarque que lim, ;. y = 0T. Alors

1 1+ y2 1
€+(y) o L + J (J>U) s 1 + g2
yl—y y? y(l—y)
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1 y? 1 3
= (L+y+y*+oy?) (1+J+o<y2)) = o1+ gy+oly’)
y 2 y 2
d’oli .
ox)=x+1+ == +o(x").
(%) C+o(xY)
On en déduit que le graphe de la fonction ¢ admet la droite d'équation y = x +1 comme asymptote en +oo.
> Développement limité asymptotique en —oo : on pose encore y = % et on remarque que lim,, y = 07.

Alors
- 1y 1+ y? (y<0) 1
¢ S D 142
W=y i)V Y
1 ’ 1 3
:_g(l—l—y—i—yQ—i-o(yQ)) (1+y2+0(y2)) :§+1+§y+0(y2)
d’oli 31
Ix)=—x—1— o +o(x7h).
On en déduit que le graphe de la fonction ¢ admet la droite d'équation y = —x — 1 comme asymptote en
—00.
3. f(x) = e”, n =3 et a = +oo donc
2 3 2 3
o oty y y 3y 4t 8t 3y 2 2 4 1
et =e _e9_1+g+7+§+o(g )—1+2t+7+?+0(t )—1+;+;+3?+0 =
4. f(x) = e”, n =3 et a = +oo donc
e =ed=eY =1+ +£+£+0(L3)—1+3t+%+ﬁ+o(t3)—1+§+i+i+o L
S 9T 6 g = 2 6 N x  2x2 0 2x3 x3 |
5. f(x) = e, n =3 et a = —oo donc

2 3 2 ¢ 2 2 4
et =y o o) =1 - Gl == ()

6. f(x) =e ", n=3et a=—o0 donc

2 3 2 3
Sty y y 3\ t t 3\ 1 1 1
e =e —ef—l—i—y—&-?—&-g—l—o(y)—1—t+§—€+o(t)—1—;+ﬁ—6?+o — |-

7. f(x) = e", n =3 et a = oo donc

>y 2 4 8 32 1
e"=e'=e +y+2+6+o(g) ++2+6+o() ot ataatols
8. On pose y = % Il s'agit de calculer le développement limité en zéro a lordre 3 de la fonction r(y) = y(ll%y)

Or, i;z =(1-y)(1—-y+y?>—y>+o(y?®) donc r(y) = % — 2y + 2y? — 2y® + o(y?) et finalement f(x) =

x—24+2 -2 +o(x?).
1 1 1 1
34—t /2t
\/+t+t2 \/ AT

V3t +1 -2 —t+1

=(1-A"-1-B)" avecA:—t—3t2ﬁ>O,B:t—2t2ﬁ>O

FLt) =t

. 1 1 2 2 1 1 2 2
—(1 2A+8A +0(A)) (1 QB+SB + 0(A%)
1 3 1 1 1
= |14+ =t+-t>+ = ¢> ) = 1=t + 2+ =¢2 t2
(+2+2 +3 +o()) ( G+t +g + o(t%)
1
:t+§t2+o(t2)
1 1 ,
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? Exercice 11.9 développement limité au voisinage de l'infini
Déterminer les asymptotes de la courbe d'équation

y=5x+3Vx%—1.

Préciser la position de la courbe par rapport a ces asymptotes.

SOLUTION. (TO bo

? Exercice 11.10 développement limité au voisinage de l'infini
1. Calculer le développement limité a Uordre 3 en 0 de In (1 + y + y?).

2. Calculer le développement limité a l'ordre 2 au voisinage de l'infint de la fonction

x2

f(X) = (2X — 1) In m

3. Calculer la limite de x*(f(x) +2) quand x tend vers +o0.

SOLUTION. (‘0 bo

? Exercice 11.11

g Soit f l'application de R\ {0} dans R définie par f(x) := x*sin 2. Calculer le développement limité & lordre 2 en

0 de f puis montrer que f n'admet pas de développement limité a l'ordre 3 en 0.

SoruTioN. On dit qu'une fonction f admet un développement limité a l'ordre n (entier naturel) au point a s'il existe
un polynéme P de degré au plus n tel que

f(x)=Px)+o((x—a)")=a¢g+ ai1(x —a) + az(x — 61)2 +-Fa(x—a)"+o((x—a)")

au voisinage de a.

Si f est n fois continiment dérivable sur un intervalle / avec n entier positif ou nul, alors pour tout point a € /, f a
un développement limité au point a donné par la formule de Taylor-Young

n (k) a
f(x)= Z fk#(x —a) +o((x—a)").

k=0

Dans notre cas, comme f n‘admet pas de dérivée seconde en 0, on ne peut pas utiliser la formule de Taylor-Young
pour calculer le développement limité de f en 0 a lordre 2.

Il est tentant de penser que la réciproque est vraie, c'est-a-dire qu'une fonction qui admet un développement limité a
Uordre n en un point a est dérivable n fois en ce point. C'est effectivement le cas si n = 0 ou n = 1. Dans le premier
cas, le développement limité s'écrit juste f(x) = a, + o(1) et donc a, = f(a) par définition d'un o(1). Si n = 1 et
f(x)=a,+ a1(x —a) + o(x — a), alors a, = f(a) pour la méme raison, et par suite :

f(x)—f(a)

= 1
X—a a1+ o(l)

ce qui implique que l'accroissement fini a une limite égale a ay, ainsi f est bien dérivable en a et a; = f'(a). Mais la
réciproque est fausse pour n > 2, autrement dit une fonction peut admettre un développement limité a l'ordre n > 2
bien qu’elle ne soit pas n fois continiiment dérivable.

Dans notre cas, on peut utiliser la formule de Taylor-Young pour calculer le développement limité de f en 0 a l'ordre 1:

F(x) = £(0) + F(0)x + o(x) = 0+ o(x).
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Pour calculer le développement limité de f en 0 a l'ordre 2 il suffit de remarquer que

3 1 :
. x3sin< . xX3In(—x)
lim — = 0 et lim ——— = 0,
x—07+ X x—0~ X
c'est-a-dire f(x) = o(x?) : le développement limité de f en 0 & l'ordre 2 est f(x) = 0 + o(x?). Remarquons que, en
revanche, il n‘existe pas de développement limité de f en 0 a l'ordre 3 car

~ x3sind
lim 3
x—0t X
n'existe pas.
? Exercice 11.12 Calculs de limites
Calculer les limites suivantes
; 1—cosx . 14x)% — : sinh(x)+sin(x)—2x
1. )l(li%( sin x ) 10. )I(I_I)T(I)W 19. )l(l_I)I(l) x(cosh(x)+cos(x)—2)
: arctan x—sin x .
2. )I(I_I)% (tanx—arcsinx) 11. lim \3/X3 +x+1-— \/X2 + x 20. 1 x(cosh(x)+cos(x)—2)
R x—+00 : Xl_I)I(l) tanh(x)+tan(x)—2x
. x . —si
3. lim (cosh %) 12. lim —X=8nX
X——+00 X x—0 eX—1—x—* . xlnx
; cos x—e* 2(tan x—sin x) —x> 21 )1<I—I>I} x2—1
4. )1(1_)1% (arcsinx—x2 ) 13. )1(1_13(1) - x5
: 1 1 . in x—si : VI3X+14V2—x—V/2x47
5. )1(1_{% (x—sinx + x—sinhx) 14. ll—r}}: % 22. )I(I_IE X2 4x—2
: 1 sin x 1 X=X COSX
6. )l(li%(x2 In X ) 15. 1113(1) x—sinx 23. lim VI=3x+Vx+2-VT—2x
n R X2 —x—2
7. lim (14 %) 16. lim (cos x)z ™ ot
X—400 X—=% \3/ 3 \/ 5
- 24, lim Vx3+x+1—vVx?+x
: 1 1 i ef—eT*—2x 5
8. }{%('—m) 17. lim S22 e
. sinx(tanh x—x) . x(cosh(x)+cos(x)—2) . 1—cos(2x)
9. lm = oy 18. lim =iy remt—2x 2. lim “5=5"
: l—cosx __ 12 ]*]JFﬁJFU(Xz) S T %JFU(X) .
Sowmion. 1. lim SR = lim — ey — = lim {555 =0

_x3 3y) (o 2? 3 3 .

2 lir arctan x—sinx __ § (X 3 +o(x >) (X 6 +o(x )) . *TJFO(X‘;) o
- im 2 = lim = 3 = — - —1
Y0 tanx—aresinx — 5 (X+X:T+O(X3))7(X+%+g<x3>) x—0 % +o(x3)

) , ) e
3. Onpose u = %, alors lim,, o (cosh (£))" = lim (cosh(u))" = lim exp (M) = lim exp (1(—’)) —

X u—0 u—0 u u—0 u

2 : 2 .
. In (l+$+o(uz)) . “to(u?) .
limexp | ——2—L | =limexp | 2/ | =limexp (4 +0(u)) =1
u—0 p u u—0 I u u—0 I (2 ( ))
\2 - X2 2
4. lim —<ox=¢"_ — lim (177+0(X2))7(1+X+7+0(X?)) = lim =12 4
© x50 arcsinx—x2 T 70 (x+o(x))—x? T x50 IHxto(x) T
. 1 1 T 3 3 BT 6 P S 1 +o00
5. )1(12)% (m + m) o l{% (x3+o(x3) + x3+4o0(x3) ) o )l(li% x3+o0(x3) nexiste pas cai X3 m
1 i . 2 3 . 2 . . .

6. lim % In 82X = im L In X5 o0 _ iy Lin (1 — X 4 0<X2)) = lim w = lim % _ —%

x—0 X X x—0 X X x—0 X 6 u—0 —bu u—0 U o

. . . In(1 . In(1 . —v2 2

7. hIIl (1 + z)x = hln(l + 7,_,)1/“ o hIIl exp (M) — hIIl exp (M) — llIIl eXp (M)

x——+00 X u—0 u—0 u v—0 v v—0 v

= limexp (7(1 = v/2+ o(v))) = e’

v—0
2
8. Comme L — 1 Im(rg—x _ x=pdol®)x v (L1 ) _ _1
. X In(1+x) — xIn(1+4x) — x2+o0(x?) X0 In(1+x) | — 2°

9. En déterminant les développements limité en 0 a l'ordre 3 des fonctions x +— sin(x), x — In(1+x) et x — tanh(x)
on obtient
sin(x)(tanh(x) — x) (x+o(x)(—% + o(x?))

li =1l =1l : =0.
ST (It x) 50 X+ o(x) by 1+ o(1)
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2 -
1 In(14x) . , _ 1 x5 +o0?)
10. Comme (14+x)> = e ~ et en utilisant le développement limité de In(1+x)enOona (1+x)x =e™ = =
1
el=3+o() d'ol lim 7(1+XX>X76 =—£.

X—>

11. On note f(x) = V/x3 + x + 1 — v/x2 + x. On réécrit d'abord la fonction comme
1 1)\% 1)2
f = 1+ = 4+ = 1+ = )
(x) l(++) ( +)]

: 1 2 3L 1 1
lim \3/X3+X+1—\/x2+x—1im( y +y°)s —( +g)2'
e y—0 Y

On pose y = +. Alors

En utilisant le développement limité de (1+y)* en 0 on a

14+ ¢%+ 4?5 — (1+y)? 1+o(y)—1—%+o(y 1
 AF Y2+ —(+y)s . 1+o(y) gtoly) 1
y—=0 y y—0 y 2
12. En utilisant les développements limités on a :
, x — sin(x) ) X—x+%3—|—o(x3)
lim - = lim 5 5 5 =
=0eX —1—x—7% 2014 x+ 5 4% —1—-x—%5 +o(x3)
x3 3
= +o(x
= lim ¢ ()

73 p—
x—0 % + 0(X3)
13. En utilisant les développements limités on a :

3 25 3 5 5 3
2(tan(x) — sin(x)) — x3 2(X+%+%5—X+%—570+0(X))—x

lim . = lim - =
x—0 x° x—0 x°
5
- pto(x®) 1
=lim *———> = —.
x—0 X2 4

14. lim w = cos(a). (On s'apercoit que c'est la définition de la dérivée de sin(x) en x = a.)

X—a -

15. En utilisant les développements limités on a :

X—X(l—%—ﬁ-O(XQ))

X —xcos(x) lim B

lim

x—0 x—sin(x) x—0 X—X+%+O(X3)
3
.5t o(x?)
=lim &——> =
x=0 X 4 o(x3)
16. On pose y = 5 — x, alors
. FA . .
im (cos(x) 5 = Ty (cos(§ — )" =
X—=3 y—0
= hHl(SlIl(g)y = lim eyln(SIH(U)) -
y—0 y—0
3 2
. In{y—2%+o(y? . In{y(1—% +o(y?
= lim e’ (J 5 +oly )) = lim &Y (U( & toly ))) _
y—0 y—0
L2 L2
= lim eylnyeylll(l—%+o(g2))) = lim eylnyey(_%+o(y2)) _
y—0 y—0

3 E
= lim e¥ MY~ 5 Tov*) = 1.
y—0

17. Pour calculer la limite donnée on peut utiliser les développements limités :

hmex—efx—2x:hm1+x+§+%—1+x—§+%—2x+o(x3) B
x50 x —sinx x=0 x—x+§+o(x3)
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18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

2% +o(x?) B

20 2 1 o(x3)

Sinon on peut utiliser la régle de L'Hopital car

n(x) =e*—e™ —2x, hII(l) n(x) = 0;
X—
d(x) = x —sinx, liII(l) d(x)=0
X—
On a
n(x)=e"+e -2, hH(l) n'(x) = 0;
X—
d'(x) =1—cosx liH(l) d'(x) =0;
X—
n"(x)=e"—e™, 1110[(1J n"(x) =0;
X—
d”(x) = sinx, liII(l) d"(x) =0;
X—
n"(x)=e"+e™*, hH(l) n"(x) =2;
X—
1" (x) = cos x, lim d”(x) = 1;
x—0
donc
e —e ¥ —2x . n"(x)
llm —————— = lim =
x=0  x —sinx x>0 d”(x)

sinh(x)+sin(x)—2x:x+x—g+%+x—%+§o—2x+o(x5)
2 4 2 4
cosh(x) +cos(x) =2 =1+%5 +5;+1—-5 4+ 55 —2+o0(x)
s to(l 1
5

sinh(x)4sin(x)—2x
Donc )l(l_l’)n x(cosh(x)+cos(x)—2) )1(1_1)% 112+0(

) p—
)

1 — 2+ o(x*)

cosh(x)+cos(x)—2:1+§+ﬂ+1_§+§
+ 735 — 2x + 0(x%)

sinh(x) 4 sin(x) — 2x = x + XS + 1X25O +x—X

3
. x(cosh(x)4cos(x)—2) _ L +o(1)
Donc )1(11% sinh(x)+sin(x)—2x )I(I_I)I(l) :)34- o(1) =5.

cosh(x)+cos(x)—2:1—&-7—1—@—1—1—%—1—%—2—&—0()(4):’1(——1—0()(4),
tanh(x) +tan(x) — 2x = x — % + 22 4 x 4 £ 4+ 22 9y 4 o(x° .
x(cosh(x)4cos(x)— 2) — lim 12+0(1) _ 5

Donc )l(li% tanh(x)+tan(x)—2x 0 ist+o(l) — 167
y2 | g3 3 y 42 2
- o (4 In(lty) e (1+y)(y—7+7+0(y )) 1499 4o(y?) g
On pose x — 1 Alors hm xlnx — iy A+y)In(4y) _ jip, = lim — -5~ = =,
| y= X217 T y(@ty) y—0 y(2+y) y—o  20+3) 2

Soit f(x) = V3x+1+V2—x—V2x+7 et g(x) = x>+ x—2. f et g sont continues sur [0;2], dérivables sur
10;2[ et f(1) =g(1) =0.0n a

3 1 1

f(x) = — - , "xX)=2x+1
N = 1 aox VT g'x)
d'oli )l(l_r)n i,((i)) = —2. On en déduit que hm o X 3—16
Soit f(x) = V1 —=3x+Vx+2—V7—2x et g(x) = x> —x — 2. f et g sont continues sur [—2;0], dérivables sur
]—2;0[etf(=1)=¢g(—1)=0.0na
3 1 1
f'(x)=— + + , g (x)=2x—1
() 2v1—=3x  2Vx+2 7T—2x g'(x)
d’oti hm f((f()) = —==. On en déduit que hm (X) 5—16

On commence par factoriser le terme clomlnant (comme on s'intéresse a la limite lorsque x tend vers 400, on
peut supposer x > 0) :

1 1 1 1 1 1
x):{'/x3—|—x+1—\/x2+x:§/)(3 (1+2+3) —\/x2 (1+) :Xli’/l—kz—kg—\/l—k].
x2  x X X2 x X
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On peut alors écrire

g(t) =f(1/t) = % [(1+ t2 + t3)% —(1+ t)é] = % [(1+0(t))— (1+ é +o(t))] - %
Donc Xglfoof(x) :—%.

25. Pour calculer la limite donnée on peut utiliser les développements limités :

. 1 — cos(2x) — lim 1-1+ % + o(x?)

x=0 eX —1—x XH01+x+§—1—x+o(X2)

Sinon on peut utiliser la régle de L'Hopital car

n(x) =1— cos(2x), hH(lJ n(x) = 0;

dix)=e*—1-x, lin(q) d(x) = 0.
On a

n'(x) = 2sin(2x), hH(l) n'(x) = 0;

d'(x)=¢e"—1, lin}) d'(x) = 0;

n"(x) = 4 cos(2x), lim n”(x) = 4

d"(x) = e*, ling) d’(x) = 1;
donc

) 1 —cos(2x) lim n”(x) :

x—0 eX —1 —x x—0 C/”(X)

? Exercice 11.13
Ecrire
> le développement limité de sinx en 0 a lordre 3;
> le développement limité de e?* en 0 a l'ordre 3.
Puis calculer
> le développement limité de f(x) = sinx x e* en 0 & lordre 3.

> le développement limité de g(x) = 5% en 0 a lordre 3.

SorutioN. On commence par écrire

> le développement limité de sinx en 0 a l'ordre 3 :

3

. X

sinx = x — — + o(x?);
0 6

> le développement limité de e?* en 0 a lordre 3 :

(2x)? | (2%)°
2 6

e =14 (2x) +
0

On peut alors facilement calculer

> le développement limité de f(x) = e?

*sinx en 0 a lordre 3 :

f(x) [x - Xg + o(x3)] X [1 +2x + 2x% + %XS + O(X:j):l _

el

x3 f ‘ ‘
X — E+2x2+2x‘3+0(x‘3) =

5 11 . .
=x+2x* + KX‘S + o(x%);

148

4
+0o(x*) =14 2x +2x* + gxg + o(x

%);
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sin x

> le développement limité de g(x) = *5* en 0 a lordre 3 :

(x) x =% 4 o(x%) S A
g(x) = f f =
J 1+ 2x +2x2 + 3x3 + 0o(x3)

_x—%+0(x3)
B 14+u B
x3 ~ ‘ f
=|x- E+o(x5) [1—u+u?—u?+o(u?)] =

- 3 ‘: 4 . 4 . 4 50 :
- x—2+dﬁ)[1_@X+mﬂ+gﬁ)+ﬂx+”2+3HF_QX+%2+3ﬁf+0@ﬂ]_
i x3 -3: o 4.3 2, .3 3 3
= X—€+O(X') [1—2)(—2)( —gx' +4x7 + x7 = 8x” + o(x )]:

- 3 .
- x—§;+o@% [1—2x+2x* = 8x° + o(x*)] =

11
= x —2x% + EXB +o(x?).

? Exercice 11.14
On considére la fonction f(x) = x + vVx2 + x.

> Ecrire le développement limité de / (1 + %) en xoo a l'ordre 3.

> En déduire le développement asymptotique de f a lordre 2 en —oco et en +oo.
> Ecrire les équations des asymptotes pour f en —co et en +o0.

SoirutioN.  On considére la fonction f(x) = x + vV x? + x. On remarque que

x(1+4/1+1), sixzo,
f(x) =
x(1=/1+1), six<o.

>> Pour écrire le développement limité de /1 + % en +o0 a l'ordre 3 on commence par se ramener a un développement
limité en 0 en posant y = 1/x : il s'agit alors de calculer le développement limité de /1T + y en 0 a lordre 3

11
Vity=1+-y—y®+o(y?)
0 2 8

d’oli
1 1
l+-=14——— -2
+x 00 +2x 8x2+0(x )
> On en déduit le développement asymptotique de f a l'ordre 2
(1) en —o0:
1 1 1 1
f _ o - -2 = o -1
(X)mx( 2x+8x2+0(X )) 2+8X+O(X )
(i) en 4o00:

f(x):x(Q—l—lX—i—f—O(X‘)) :2X+1_%+0(X71)

> On en déduit les équations des asymptotes pour f en

(i) en —o0:
1
y=-35
2
(i) en 4o0:
y=2x+1

En effet, le graphe de la fonction est le suivant :
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? Exercice 11.15

1. Ecrire le développement limité généralisé de cos (%) en +o00 a l'ordre 3.

2. Ecrire le développement limité généralisé de /2 + % en +oo a lordre 3.
1

cos (5)

241

3. En déduire le développement limité généralisé de f(x) = en +oo a lordre 3.

4. Ecrire l'équation de l'asymptote de f en +oo.

SoLuTioN. Soit f définie sur un intervalle |A, +o0[. On dit que f admet un développement limité généralisé a l'ordre
nen a = +oo s'il existe un polynéme P tel que f(x) = P(1/x)+ o(1/x") au voisinage de ce point. L'expression P(1/x)
n'est pas un polynéme, mais a des propriétés similaires. Dans la pratique, on peut obtenir un développement limité
de f(x) en a = 400 en posant x = 1/t (de sorte que t tend vers 0, avec un signe fixe) et en tentant de développer
f(1/t) au voisinage de 0.

1. Soit t = £ —— 0. Alors

2X xLdoco
cos L :cos(t):lft—ero(tS):17i+0(x’3)
2x 2 8x2
2. Soitt:%—+>0. Alors
Vel =vayie = vaviti=va 1+£—L2+L3+0(t3) =2 1+i—i+—+o(x*3)
X 2x 2 8 16 4x  32x2  128x3
3. Soitt:%—+>0. Alors
Cos(z—lx) 1—§+0(t3)

VR/1+ & VE(1+5-S 440
Comme

1 —3t2 o(t?) | 14+ 4t — 32 + =13 + o(t?)

-1 =3t +3t2 =%t o(t?) [ 1—Ft— 52— L2+ o(t)

8
L3 o(t?)
—st o(t?)
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alors
1- 5 +o(t3 1 11 1. ( 1 11 1
2 (‘ ) (1—t—t2—t*‘+o(t“))(1——2—3+o(x‘)
\/5(1+§_§+%+0(t3)) V2 28 16 2 4x  32x2 128«
4. 'équation de l'asymptote de f en o0 est y = %

? Exercice 11.16

1. Ecrire le développement limité généralisé de sin (2—1)() en +oo a lordre 3.

2. Ecrire le développement limité généralisé de /1 + 2_1)( en +oo a lordre 3.

Xsin(i)

1+ 2%

3. En déduire le développement limité généralisé de f(x) = en +oo a lordre 3.

4. Ecrire 'équation de l'asymptote de f en +oo.

SoLuTIoN. Soit f définie sur un intervalle ]A, +o00[. On dit que f admet un développement limité généralisé a l'ordre
n en a = +oo s'il existe un polynéme P tel que f(x) = P(1/x)+ o(1/x") au voisinage de ce point. L'expression P(1/x)
n'est pas un polynéme, mais a des propriétés similaires. Dans la pratique, on peut obtenir un développement limité
de f(x) en a = +o0 en posant x = 1/t (de sorte que t tend vers 0, avec un signe fixe) et en tentant de développer
f(1/t) au voisinage de 0.

1. Soit t = 5= —— 0. Alors

X——+00
(1 , t3 4 1 1 .
sm(zx):sm(t):t—6+o(t)=2X—48X3+0(X )
2. Soitt:i—>0. Alors
X——+00
Vit t = viti=14t S (%) gy o Lo 1o (x7?)
— = —= —— — — (0] = - o0 \X
2x 2 8 16 4x  32x2  128x3
3. Soltt:%—>0. Alors
X——+00
xsin() sin() _ t=fao(f) 1)
- - . - 2 3 -
14+ L 2VI+d Qt(1+%_§+%+o(t3)) 2+t—S 4+ 5 +o(19)
Comme
1 —5t? o(t3) | 24 t— 3t + 53+ o(t3)
—1 =3t =i L o) | L-dt+ 22— Bt o(t?)
—3t 5t —ct? o(t?)
sttt =t o(1Y)
5 42 1.3 3
22 —1td o(t%)
st —2td o(t)
—1t3 o(t3)
Bttt o(t?)
O(ts)
alors
1— 2 4o (%) 11 11 5 11
6 2 3 3 -3
[ =-—t+—t?——ttot )= ——+-——- — ——+ox
24+t—L 4+ L 4o(t3) 2 PRIV 96 () =3~ & 102w~ 7ae 00
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4. l'équation de l'asymptote de f en +oo est y = %

? Exercice 11.17

a) Ecrire le développement limité de sin(2x) et de cos(2x) en 0 & lordre 3; en déduire le développement limité
_ sin(2x) 1
de tan(2x) = os(2) T+u

soit en appliquant la technique de la division suivant les puissances croissantes.

en 0 a l'ordre 3 soit en utilisant le développement limité en u = 0 de la fonction v —

Suggestion : comme on connait le développement limité de tan(x) en 0 ¢ l'ordre 3, il est facile de calculer le
développement limité de tan(2x) et de vérifier qu'on a bien fait les calculs.

b) En utilisant le développement limité de In(1 + z) en 0 a lordre 3 et le développement limité de tan(2x) en 0
a lordre 3 calculé au point a), déterminer le développement limité de In (1 + tan(?x)) en 0 a lordre 3.

c) En utilisant le développement limité de arcsin(x) en 0 a lordre 3 et le développement limité de In (1-+ tan(2x))
en 0 a lordre 3 calculé au point b), calculer
I In (1 + tan(2x)) + 2x(x — 1)
Py arcsin(x) — x '

SoLuTION.
a) Comme sin(x) = x — % +0(x3) et cos(x) =1 — % + 0(x3), les développements limités de sin(2x) et cos(2x) en 0
a l'ordre 3 sont
2 3 4 3 ) 2 2 ) )
sin(2x) = (2x) — ( X) +0((2x)%) = 2x — ); +0(x*), cos(2x) =1— ( )2() +0((2x)%) =1 —2x% + o(x?);
on peux alors utiliser deux méthodes pour calculer le développement limité de tan(2x) = :Z:gi; en 0 a lordre 3 :

> la premiére méthode utilise le développement limité de ]iu :
A3 . u=—2x2+o0(x3

) 2X—%+0(X3)%,_(2

g(x) = 3 : =

J 1—2x2 4 o(x3)

2x — = + o(x?)
14+u

[ 4x3 . . . .

=|2x — % +o(x*)|[1—u+u? =0’ +0o(u?)] =
i 4x3 . _ . oo oo .
—|ox— % + o) | [1 = (=2x%) + (=262 — (=2x%)% + o(x*)] =
- 4 3 ) 1 . )
=|2x — % +0(x?) [1+ 2x? + O(X'S)] =

8
=2x + gxg + o(x?).

> la deuxiéme méthode applique la technique de la division suivant les puissances croissantes : si f et g ont au
point a un développement limité a lUordre n et si g(a) # 0, le polyndéme d'approximation de f/g a lordre n
s'obtient en divisant suivant les puissances croissantes a l'ordre n le polyndéme d'approximation de f par celui
de g. lct f(x) = 2x — 44: et g(x) = 1 —2x? et on pose la division suivant les puissances croissantes en ne
gardant que les termes de degré inférieur ou égal a 3 :

2x 7%)(3 1 —2x2
—2x +4x3 | 2x %Xs
%XB
72)(3
0

Le développement limité de tan(2x) a lordre 3 en x = 0 est donc 2x + %xr‘ + o(x3).
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> Pour vérifier nos calculs on va utiliser le développement limité de tan(z) : comme tan(z) = z + § +o(x?), le
développement limité de tan(2x) en 0 a lordre 3 est bien tan(2x) = 2x + %3 + o(x3).
b) Etant donné que les développements limités en u =0 & lordre 3 de In(1 + u) et tan(2u) sont

Ll2 3 8 3

In(l+u)=u-— 5 + ? +o(u?), tan(2u) = 2u + % + o(u®),

on en déduit le développement limité en x =0 a lordre 3 de In(1 + tan(2x)) :

8 3
In(1+tan(2x)) =In | 1+ 2x + % +0(x?)

:z—0>0
=1In(1+ 2)
2 3
:Z—%+%+0(23)

. 3
si on remplace z = 2x + - 4 o(x?) on a

8x3 (2X+ 8§ ) (2X+ 8§ ) ,
— 2 o <
X+ = 5 + 5 +o(x?)
8x3 4x2 8x3
:2X+T—7 T'FO(XS)

5, 16
= 92x — 2x% + gxs + O(XS).

c) Etant donné que les développements limités en u = 0 a lordre 3 de arcsin(u) et In(1 + tan(2u)) sont

B
. 5 16 . .
arcsin(u) = u + % + o(u®) In(1 4+ tan(2u)) = 2u — 2u* + gud + o(u®)
ona
In(1 + tan(2 2x(x — 1 2x — 2x2 4+ 1053 4 o(x?) + 2x2 — 2x 16,3 1+ o(x?
lim n(l+ an(.x)) +Xxx— 1) = lim 3 ( ) =lim 2, — "~ ) = 32.
X—0 arcsin(x) — x X—0 X+ % 4 o(x3) — x =0 X 4 o(x3)

9 Exercice 11.18

In(x)
1. Soit f(x (IT) . Quel est son domaine de définition? Est-elle prolongeable par continuité en 07
2. Soit f(x) := (1) n(x) . Quel est son domaine de définition? Est-elle prolongeable par continuité en 17
SoLUTION. 1. Pour que f soit bien définie il faut que, pour tout x € R, x vérifie le systéeme suivant
1 +x#0,
1+x
x>0,

donc D =]0; 1[. De plus

o In(x) ) .
lim f(x) = lim ( ! ) = lim eMMI(IF) = elimeor () In(155)

x—0F x—0+ \ 1+ x x—0+
et
1—x X X X .
In T4x ) ) 1%) 7(1?12@(1 ) . —=2x 1112()()(1 + x)
lim ——— = lim = lir -
x—0+ l/hl( ) x—0t 1/(X hl ( )) x—0t (1 — X)‘g
—2(1 . .
= | lim & lim xIn?*(x) | = =2 lim xIn%(x) =0
x—0+ (1 — X)d x—0 x—0+

donc
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2. Pour que f soit bien définie il faut que, pour tout x € R, x vérifie le systéme suivant
14+x+#0,
1+
T >0,
x>0,

donc Ty =]0; 1[. De plus

x—1- x—1-

In(x)
lim f(x) = lim ( 1 = ) — lim MW I(FE) = glimes- n()In(5E)

— X x—1-
et
(1—x)+(14x) .
) ln(ﬁj) . (]+x) (1—x)2 . 2xIn?(x)
lim ————2> = lim = lim —=~
x—1- 1/III(X) x—1- 1/()(]11 (X)) x—1- (1—X2)
In? 21
(hm ) (lim i ) = —1 lim n(x =0
x—1- X x—1- 1 —x x—=1- —X
donc

lim f(x) = e’ =1.

x—1

? Exercice 11.19

Soit f la fonction définie par

F(x) = 2+ 3x +4x? + x3sin (1) S:LX7EO,
2 six =0.

Montrez que f admet, au voisinage de 0, un développement limité d'ordre 2 et que, pourtant, f”(0) n'existe pas.

SovruTioN. Puisque limy_,¢ x sin (%) =0, on peut écrire

f(x) =2+ 3x +4x* + o(x?)

ce qui, par définition, montre que f admet un développement limité d’'ordre 2 au voisinage de 0.

D’autre part,

o 3+ 8x + 3x%sin (1) — xcos (1) si x # 0,
() = hn(l)f(xl f)(O) —111113+4x+x qm(%)—S six =0.

Mais f”(0) n'existe pas car le quotient
f'(x) —f'(0 1 1
M = 8+ 3xsin () — cos ()
x—0 X X
n‘a pas de limite quand x tend vers 0.

On sait que, pour qu'une fonction admette un développement limité dordre n au voisinage de 0, il est suffisante
qu'elle soit n fois dérivable en 0. Cet exercice montre que ce n'est pas nécessaire.

? Exercice 11.20
Soit f: R — R une application définie par
x¥sinl, six >0,
f(x) =140, six =0,
st x < 0.

1. Montrer que f est continue en 0.
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Calculer f'(x) pour x # 0, puis f'(0).
Etudier la continuité de " en 0.
Est-ce que f € C}(R)?

Calculer la dérivée seconde f”(0) si elle existe.

© s W

Peut-on utiliser la formule de Taylor-Young pour écrire le développement limité de f en 0 a lordre 27
Pourquoti?

~

Ecrire le développement limité de f en 0 a l'ordre 2 s'il existe.

SovruTtioN. L'application f: R — R se réécrit

x3sinl,  six>0,
f(x) =140, si x =0,
x3In(—x), six<O0.

1. f est continue en 0 car )
lim f(x) = lim x®*sin — = 0 = £(0)

x—0t x—0t X
et
]ilr)l f(x) = 11121 x> In(—x) =0 = £(0).
x—0~ x—0~
2. Comme : .
f(x)—1(0 2sin< —0
lim 70() (0) = lim xSy =Y =0
x—0+ x—0 x—0F x—0
et 5
f(x)—f(0 °In(—x) —0
i [0 =FO) _  xIn(=x) -0
x—0 x—0 x—0 x—0
la dérivée de f est l'application f': R — R définie par
3x2 sin% — X COS %, st x >0,
f'(x)=140, si x =0,

3x?In(—x) +x%, six<O.
3. ' est continue en x =0 car

- 1 1
lim f'(x) = lim 3x?sin — — xcos — = 0 = '(0)
x—0T x—0+ X X
et
lim f'(x) = lim 3x*In(—x) + x> =0 = f/(0).

x—0~ x—0t

4. f € CL(R) car elle est continue, dérivable et sa dérivée est continue.

5. La dérivée seconde de f en x = 0 n'existe pas car

. f'(x) = f(0) . 3x%sinl —xcosi—0 _ o1 1
lim —— = = lim = lim | 3xsin— — cos —
x—0+ x—0 x—0F x—0 x—0F X X

n'existe pas.

6A (I() DO )

? Exercice 11.21
Soit f l'application de R* dans R définie par

1
x

Vx e R* f(x) = (1+x7)

1. Calculer le développement limité a lordre 3 en 0 de g(x) := Inf(x).
2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
On notera ce prolongement f.
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% 3. Montrer que f est dérivable en tout point de R.

4. Montrer que f’ est continue en tout point de R.

SoruTioN, (2P0
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Fonction logarithme népérien.

La fonction “In" est définie pour x > 0 f(x)
par
In(1) =
) =0 £(x) = In(x)
(In(x)) =+ Vx>0. 14
Elle est strictement croissante, de classe %*°(R%)
et
X
lim In(x) = —oo, lim In(x) = 400,
x—01 X—+00
1
lim xIn(x) =0, lim n(x) =0.
x—0+t X—+00 X
La dérivée en x = 1 étant égale a 1, on a aussi In(1+x) = Lunique solution deAtéquation In(x) = 1 est notée e
x + o(x?) au voisinage de 0. (e = 2,718).

Propriétés algébriques Va > 0, Vb > 0, Vr € Q
In(ab) =1In(a) + In(b); In(a¢") =rlna; In(a/b)=In(a)— In(b).
Convexité La fonction In est concave sur ]0, +oo[ ce qui entraine

Vx > —1 In(1+x) < x
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Fonction exponentielle.

La fonction exponentielle est la bijection réciproque de la

. ype . . — pX
fonction In; elle est définie sur R a valeurs dans 0, +o0[; f(x)=e
elle est notée exp ou x — e :
Ly =x
y=e" < x=In(y). Y
Elle est strictement croissante, 1
/ Ly = hl<X)
lim e =0T, lim e* = 400,
X——00 X——400 X
eX
lim xe* =0, lim — = +o0,
X——00 x—+o00 X
de classe (R’ ) et (e¥)" = e*. La dérivée en x = 0 étant
égale a 1, on a aussi ¥ — 1 = x + o(x?) au voisinage de L'unique solution de léquation e¥ = 1 est x =

0. 0.
Propriétés algébriques Va € R, Vb € R, Vr € Q
ea+b — @Y. eb, e’ — (ea)r, el = —. eu—b -

Convexité La fonction exp est convexe sur R ce qui entralne

Vx € R 1+x < e

Logarithme de base a.

La fonction logarithme de base a (¢ > 0, a # 1) est la
fonction définie par

In(x)
Vx>0 log,(x) := n(a)
Sa dérivée est (log,(x)) = Tl(a) Ses propriété al-

gébriques sont les mémes que celles de la fonction
In.

Exponentielle de base a.

La fonction exponentielle de base a (a > 0) est la fonction f(x)
définie par

Vx eR a* =X, f(x)=a" a>1
Pour a # 1 cest la fonction réciproque de la fonction
logfl

X

y=a" < x=log,(y).

Sa dérivée est (a*) = a*Ina.

Remarquez bien qu’ici la variable est en exposant.
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Fonctions puissances.
La fonction x — x" pour x > 0 et r € Q est connue. On la généralise pour r € R en posant
Vx € R, x" = enx,
Les propriétés connues pour les exposants rationnels sont prolongées ; en particulier (x) = rx 1.
Remarquez bien qu’ici l'exposant est constant.
Pour r < 0, la fonction x — x" est décroissante de +o0 a 0.

Pour r > 0, la fonction x +— x" est croissante de 0 a +o0. Dans ce cas on peut prolonger la fonction par continuité
en 0; la fonction prolongée est dérivable en 0 si r > 1.

Pour b > 0 on a

In(x
lim (b) = 0; lim x?Inx = 0.
Xx—=+00 X x—0T
Poura >1etbe&eRona .
a
lim — = too.
X—+400 X
Pour a > 1 on a |
n(x
lim (x) =0

x—+4o0 X

Fonctions circulaires et frigonométriques.

Fonctions sinus et cosinus Elles sont définies dans R et a valeurs dans [—1, 1]. Elles sont 2;r-périodiques. La fonction
cos est paire, la fonction sin est impaire.

Dérivées : (cos(x)) = —sin(x), (sin(x))" = — cos(x).
Si x € R est la mesure d'un angle, ces expressions des dérivées ne sont correctes que si x est exprimé en
radians.
Lo s sin(x) . 1—cos(x) 1
Limites : lim, 0 —~ =1, limy0 ——— = 3.

Fonction tangente Elle est définie sur D := R\ {F +k7; k € Z} par tan(x) := Z;‘;((i)) Elle est w-périodique et impaire.
Dérivée : (tan(x)) =1 + tan?(x) = m pour tout x € D.
Limites : lim,_,q tan() _

X
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Propriétés

y y
f
(0.1)
1 4] 4]
— ~5.4) (%)
1 d 273” ! % 1
1 (-53) /' 1200 6o %\, (44)
2 tan(a) sin(a) T Lo - G
il o an(a) =
(@) cos(Q) (-1.0) (1.0)
—~ X 7180 360° 27 X
-1 —% cos(a) 1
\ / 2100 330°
1 = %n
-5 o\ sl 240013000 o, .
ol e e (e
3 3 3
~ I g
- (-1-£) (1-%)
(0-1)
|
cos(;Tr — x) = — cos(x) sin(;r — x) = sin(x) tan(mr — x) = — tan(x)
cos(iT 4+ x) = — cos(x) sin(;r 4+ x) = —sin(x) tan(T + x) = tan(x)
cos(7/2 — x) = sin(x) sin(7t/2 — x) = cos(x) tan(r/2 — x) = 1/tan(x)
cos(7/2 + x) = —sin(x) sin(7t/2 + x) = cos(x) tan(t/2 4+ x) = —1/tan(x)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
tan(a + b) = tan(a) + tan(b) tan(a — b) = tan(a) — tan(b)
1 — tan(a) tan(b) 1 —tan(a) tan(b)

sin

(a) sin(g)

sin(a+ )

cos(a)cos(f)
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cos(2a) = cos®(a) —sin*(a) = 2cos*(a) — 1 = 1 — 2sin?(a)

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

tan(2a) = iiﬁ%

a—b) (a+b
cos
2 2

a—b
2

cos(a) + cos(b) = 2 cos (

sin(a) + sin(b) = 2sin ( a ;r b ) cos (

cos(a) cos(b) =

) cos(a) — cos(b) = —2sin (

a—b . a+b)

sin
2 2

)= (*57)

a—>b

sin(a) — sin(b) = 2sin (

cos(a + b) + cos(a — b)

2
—b) — b
sin(a) sin(b) = cos(a — b) - cos(a + b)
. ' .,
sin(a) cos(b) = sin(a + b) —;— sin(a — b)
cos?(a) = 1H05(29) sin?(a) = L= 05(2a)
? 2
So'lt t := tan (%), alOI’S

cos(a) = Sl sin(a) = 2t tan(a) = 2t
C14¢2 142 T1_e

Fonctions circulaires réciproques.

Fonction arc-sinus

Clest la bijection réciproque de la restriction a [-%, %]

de la fonction sinus :

y = arcsin(x)
—-1<x<1

Elle est impaire et pour tout x €] —1,1[ on a

1
V1—x2

(arcsin(x))’

Fonction arc-cosinus

Cest la bijection réciproque de la restriction a [0

de la fonction cosinus :

y = arccos(x) x = cos(y)
—1<x<1 ]’ — { 0<y<n
Pour tout x €] —1,1[ on a
(arceos(x))' = ———
arccos(x)) = ———.
V1—x2

© G. FACCANONI

Ly =x

T - i

Zr---- y.= arcsin(x)
[y = sin(x)

7T f(x)
y = arccos(x) = 7F 1 Y=x
3
A
-1 .0 X
. y = cos(x)
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Fonction arc-tangente

C'est la bijection réciproque de la restriction a ]—g g[ f(x) .y = tan(x)
de la fonction tangente : :
7T -y =x
”””””””” 2 oo iT T
y = arctan(x) — xﬁ: tan(g)ﬁ X) = arctan(x)
x e R ) < y < b 5
X
Elle est impaire et pour tout x € R on a
1 777777777.’;.;7':;7_7}2:17 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
tan(x)) = . T
(arctan(x)) T2
Propriétés
Vx € [-1,1] arcsin(x) + arccos(x) = g
sin(arccos(x)) = V1 — x2 = cos(arcsin(x))
Vx>0 arctan(x) + arctan(1/x) = g
Vx <0 arctan(x) + arctan(1/x) = —g

Fonctions hyperboliques.

On définit les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique et tangente hyperbolique pour tout x € R respec-
tivement par
eX+e¥ eX—e¥ sinh(x) e*—e™ ¥ -1 2

cosh(x) := — sinh(x) := — tanh(x) := cosh(x) i el 1-— e

Propriétés : cosh est paire; sinh et tanh sont impaires et pour tout x € R on a

1
cosh(x) + sinh(x) = e¥; cosh?(x) — sinh?(x) = 1; 1 —tanh*(x) = ———.
cosh”(x)
Dérivées : pour tout x € R
1
(sinh(x))" = cosh(x); (cosh(x))" = sinh(x); (tanh(x)) = ——=1- tanh?(x).
cosh®(x)

f(x)
f(x) = cosh(x)

f(x) = sinh(x)
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Fonctions hyperboliques réciproques.
Fonction argument sinus hyperbolique Cest la bijection réciproque de la fonction sinh. Elle est impaire et on a
1
V241

Fonction argument cosinus hyperbolique C'est la bijection réciproque de la restriction a [0, +oo[ de la fonction cosh(x).
Pour tout x € [0, +o0[ on a

(argsinh(x))" =

(argcosh(x))’ =

x2—1

Fonction argument tangente hyperbolique C'est la bijection réciproque de la fonction tanh. Elle est impaire et pour
tout x €] —1,1[ on a

1
(argtanh(x))' = m
Propriétés
Vx eR argsinh(x) = In(x + Vx2 + 1)
Vx € [1, +o0] argcosh(x) = In(x + vVx2 — 1)
1 1+x
Vx €] —1,1] argtanh(x)—§ln (1—)()
f(x)
f(x)
: 'f(x) = argtanh(x)
L i i
(k) = argcosh(x) X -1 X

f(x) = argsinh(x)
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VAV VVVVDVDVDDVDVDDDDD  Exercices DDAIDIDDIDDDRDIDVVIDIDDDDAID
? Exercice 12.1

Un tracteur partant d'un point A situé sur une route rec- v C
tiligne doit atteindre un point B situé dans un champ
(voir la figure ci-contre). On connait les distances AC =
¢ et CB = d et on sait que le tracteur va deux fois moins
vite dans le champ que sur la route. Il quitte la route
en un point D de [AC] a préciser. Les trajets de Aa D d
et de D a B sont supposés rectilignes. Déterminez le
point D pour que le temps total soit minimal. Discutez
suivant ¢ et d.

A D 90&

SoLuTioN. Soit AD = x avec 0 < x < £. On a alors DB =+/(¢ — x)? + d?. Si v désigne la vitesse du tracteur dans
le champ, sa vitesse sur la route est de 2v et le temps total mis pas le tracteur pour atteindre B depuis A est

X (0 —x)% + d?
T 9y v '

On cherche x € [0; ¢] qui minimise la fonction t. On a

£(x) 1 —2(¢ — x) (0 —x)24+d? —2(0 —x)
X) = =
2 2vy/ (€ — x)? + d? 2vy/ (€ — x)2 + d?
donc t'(x) = 0 si et seulement si x = ¢ — % et
/2
t”(X) - a

‘ ‘ 3 > O
v((¢—x)2+d?):z

ce qui implique que t'(x) > 0 si et seulement si x < ¢ — -=. Par conséquent,
V
> sil < ‘/ alors t'(x) < 0 pour tout x € [0;¢] : la fonction t atteint son minimum en x = 0, c'est-a-dire que le
\ ,

tracteur quitte la route en A;
i / - - . 1 . 1.0 . : .
> st £ > 7% alors t'(x) < 0 pour tout x € [0; ¢ — %} et t'(x) > 0 pour tout x € [¢ — %ﬂ : la fonction t atteint son

mintmum en x = ¢ — %
V3

? Exercice 12.2 définition des sinus et cosinus hyperboliques
Sinus et cosinus hyperbolique sont définies par

X _ X X —X
sinh(x) := i, cosh(x) := %

1. Vérifier que cosh? —sinh? = 1 puis que la dérivée de sinh est cosh et la dérivée de cosh est sinh.

2. Montrer que sinh est une bijection de R dans R et que sa fonction réciproque (notée argsinh) satisfait

1
Yy eR argsinh(y) =In(y ++/1+y?) et argsinh’(y) =

N

3. Montrer que cosh est une bijection de [0, 00[ dans [1,00[ et que sa fonction réciproque (notée argcosh)
satisfait

1
Yy € [1,00[ argeosh(y) =1In (y -l-F) et Yy €]1,00[ argeosh'(y) = NS
y —_—
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SoLuTion. (2P°

? Exercice 12.3 définition des arcsinus et arccosinus

1. Montrer que l'application f de [—%F,+3 | dans [—1, +1] définie par

B

Vx € [—g,—i——] f(x) :=sinx,

[\

est bijective. La fonction réciproque f~! est notée “arcsin”. Montrer que

Vye] —1,41[  arcsin'(y) = ——.
1—y?
2. Montrer que l'application g de [0, r] dans [—1, +1] définie par
Vx € [0, +7] g(x) := cosx,

1

est bijective. La fonction réciproque g~ est notée “arccos”. Montrer que

Vye] —1,41]  arccos'(y) = ———.
1—y?

TO DO

SoLuTION.
? Exercice 12.4 définition de l'arctangente
Montrer que la fonction f de | — 7, +7 [ dans R définie par

It sin x

[ f(x) :=

Vx €] —g,—i—

[\

COS X
est bijective. La fonction réciproque f~! est notée “arctan”. Montrer que

1
1+ y?

Yy eR arctan’(y) :=

SoruTtion. 9P°

? Exercice 12.5 application du théoréme des accroissements finis
Soit / un intervalle ouvert non vide et f une application de / dans R. On suppose que f est dérivable en tout point
de /.

1. Montrer que
Vxel f(x)=0 = deeR Vxel f(x)=c

2. Montrer que pour tout x € R\ {0} on a

1 7 six>0,
arctan(x) + arctan — = 27
X -5 six<0.
3. Montrer que pour tout x € R\ {1} on a
1+x T six>1,
arctan (+) —arctan(x) = 4§ 5
1—x - six<L
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4. Montrer que pour tout x € [—1,+1] on a

arcsin(x) + arccos(x) = g

SOLUTION. (0 0o

? Exercice 12.6
Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

f:R->R
x = f(x) =x+In(x*—1)

en répondant aux questions suivantes :

1. domaine de définition
comportement aux extrémités du domaine de définition
extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations

convexité, concavité

comportement en oo (recherche d'asymptotes)

S

graphe

SOLUTION. 1. Domaine de définition : il faut x2 — 1 > 0 donc

D

2. Comportement aux extrémités du domaine de définition :

| — 00; —1[U]1; +o0.

In(x? —1
lim f(x)= lim x (1+H(X)) = —00,

X——00 X——00 X
lin}i f(x) = —o0

i 1) = o

lim f(x) = +o0
X—+00

3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations : la dérivée de f est l'application
f"D—->R

2 _ _
o F(x) = 1+ [2X X+ 2x 1:(x+1+ﬁ)(x+1 V?2)

x2—1 x2 -1 x2—1

Dans D on a

f'(x) >0 ssix € —o0;—1— \/i[Uﬂ; +o0],
f'(x) =0ssi x =—1—V2,
f'(x) < 0ssix€]—1—v2;—1].

On conclut que

> f est strictement croissante sur | — oco; —1 — \/5[ et sur ]1; +o0,
> f est strictement décroissante sur ] — 1 — V2; —1],

> x = —1 — /2 est un point de maximum local et on a f(—1— \/E) =—1—V2+ In(2 + 2\/5)
Le tableau des variations est alors le suivant :

X —00 -1-v2 -1 1 400

f'(x) + 0 —

-~

f(X) /l—vgﬂu(ﬂ\zv?y\

—00

00
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4. Convexité, concavité : la dérivée seconde de f est l'application
f":D—->R
2(x2 — 1) — 4x2

- 2
(X2_])2 =—-1-2x

x = 7(x) =

Dans D on a f”(x) < 0. On conclut que la fonction est concave séparemment sur | — oo; —1[ et sur ]1; 4+o00].

5. Comportement en +o0 (recherche d’asymptétes)

f In(x? —1
lim ﬁ = lim 1+ M =1,
xX—*o0o X X—+00 X
lim f(x) —x= lim In(x* —1) = +o0.
X—+00 X—*00

Il n'y a pas d’asymptotes en +oo.

f possede une branche parabolique dans la direction asymptotique x en 400 et en —o0.

6. Graphe

? Exercice 12.7

Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

f:R-R
x— f(x)=2x+Vx2 -1

en répondant aux questions suivantes :
1. domaine de définition et réqularité

comportement aux extrémités du domaine de définition
extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations
convexité, concavité

comportement en +oo (recherche d'asymptotes)

© 0~ W

graphe

SoLuTION. 1. Domaine de définition et régularité : il faut x> —1 > 0 donc
D =] —o0;—1] U [1; 400 et f € C*(D).

2. Comportement aux extrémités du domaine de définition :

Jim 100 = Jim x| 24 20 ) < oo
XEHL f(x)=1f(-1)= -2,

Xliril+ f(x)=1(1) =2,

I ) = oo
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3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations : la dérivée de f est la fonction

ff:D—->R
+1 2x _2\/X2—1+X
2Vx2—1  Vx2-1

x> f(x) =2
Dans D\ {£1} on a

2 [UL; +ool,

V3

f'(x) > 0 ssi x €] — 00; —

f(x) =0ssi x =———,

(x) 7
2

f'(x) < 0ssix€]——;—1]

75

et limy_, 11+ f'(x) = +00. On conclut que
> f est strictement croissante sur | — oo; —%[ et sur |1; +o0],

> f est strictement décroissante sur | — 25 —1,
2 : P 2
> x = ——= est un point de minimum local et on a f(_ﬁ) = V3.

Le tableau des variations est alors le suivant :

X —00 —% -1 1 +oo

4. Convexité, concavité : la dérivée seconde de f est la fonction
f":D—-R
Vx2—1—x—-2— ]

" x2—1
x— f7(x) = 1 =27

Dans D\ {£1} on a f”(x) < 0. On conclut que f est concave sur T).

5. Comportement en oo (recherche d’'un asymptéte)
> Si x > 0, en calculant le développement asymptotyque a lordre 2 en +00 on a

f(x) x2—1 1 11
=2 L~ =241 - = =3—-— Fo(x7?).
X X x2 2 x2 )
On en déduit que la droite d'équation y = 3x est lasymptdte de f en +oo (le graphe de f se trouve au
dessous de cet asymptote).
> Six <0, en calculant le développement asymptotyque a l'ordre 2 en —oo on a

f(x) x?2—1 1 11 5
LTRSS £ i SRR § D -2y,
X - X X2 +2X2+0(X )

On en déduit que la droite déquation y = x est l'asymptote de f en —oo (le graphe de f se trouve au
dessous de cet asymptote).

6. Graphe
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? Exercice 12.8

Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

f:R—->R
x> f(x) = —5=
en répondant aux questions suivantes :
1. domaine de définition et réqularité
2. comportement aux extrémités du domaine de définition
3. extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations
4. convexité, concavité

5. comportement en 400 (recherche d'asymptotes)

6. graphe

x#0

X >

SoLuTION. 1. Domaine de définition et régularité : il faut donc

D =]0; +o0[ et f € C*(Dy).
2. Comportement aux extrémités du domaine de définition :

lim f(x) = +oo,

x—01
lim f(x) =07 .
X—400
3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations : la dérivée de f est la fonction
f"D—->R
Inx(1 —Inx)

xf(x)=2 23

Dans D on a

f'(x) > 0 sst x €]1; €],
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f'(x)=0ssi x =e,
f'(x) < 0 sst x €]0; 1[U]e; +o0l.

On conclut que

> f est strictement croissante sur |1; e[|,

> f est strictement décroissante sur |0; 1] et sur Je; +00],

> x =1 est un point de minimum absolu, x = e est un point de maximum local et on a (1) =0, f(e) = é
Le tableau des variations est alors le suivant :

X 0 1 e 4z

f'(x) = 4F =

F(x) e e |

5 e
P 0
4. Convexité, concavité : la dérivée seconde de f est la fonction
f": D - R
x> (%) = 231112 X —Xilnx +1
Dans D on a
£7(x) > 0 ssi x €]0; e [U]e ™ ; 4o0],

5£v13

f"(x)=0ssix=e o ,

5-V13 5+V/13

f"(x) <0ssix€le & ;e & [

On conclut que

5-13 5413

> f est convexe sur |0;e 6 [etsur]e s ;+o0],
5—V13 5+VI3

> f est concave sur|e ¢ ;e o |
> x =e o sont des flexes.
5. Comportement en +oo (recherche d’un asymptéte) : y = 0 est asymptote pour x — +o0.

6. Graphe

? Exercice 12.9
Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

f:R->R
x = f(x) = In(x — x%)

en répondant aux questions suivantes :

1. domaine de définition
comportement aux extrémités du domaine de définition
extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations

comportement en —oo (recherche d’asymptotes)

s W N

graphe
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SOLUTION. 1. Domaine de définition de f : il faut x — x®> > 0 donc
D =] — 00, —1[U]0, +1][.

2. Comportement de f aux extrémités du domaine de définition :

lim f(x) = +oo, limli f(x) = —o0,
lim f(x) = —o0, lim f(x) = —o0.
16 = oo e ) = e

3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations de f : la dérivée de f est 'application

ff:D—R
x> f(x) = —

Dans D on a

f'(x) > 0 ssi x €]0;5 4],
f'(x) =0 ssi x =5,

f'(x) < 0 ssi x €] — o0; —1[U]57H4: 1].

On conclut que

> f est strictement croissante sur |0; 571/4],

> f est strictement décroissante sur | — oco; —1[ et sur |57 1/4; 1],
> xp = 51 est un point de minimum local et on a f(xy) < 0.
Le tableau des variations est alors le suivant :

X —00 -1 0 5-1/4

+1

-~———>

oo — M) T _

4. Comportement de f en —oo (recherche d’un asymptéte) :

lim
x——00 X

= —0OQ.

Il n'y a pas d'asymptotes en —oo.

5. Graphe de f : voir la figure 12.1.

? Exercice 12.10

Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

f:R—-R

x2

X100 = e =1

en répondant aux questions suivantes :

1. domaine de définition

. comportement aux extrémités du domaine de définition

2
3. extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations
4. comportement en +o00 (recherche d'asymptotes)

5

. graphe

172
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FIGURE 12.1: f(x) = In(x — x°).

SoruTioN. La fonction est paire, i.e. f(—x) = f(x) : on étudie donc seul la fonction f* restriction de f a RT.
In(x?) =140

) donc
x* >0

1. Domaine de définition de f* : il faut {

D+ =10, Ve[UlVe, ool

2. Comportement de f+ aux extrémités du domaine de définition :

lim f*(x) =07, lim f*(x) = —oo0,
x—07F x—(y/e)~

lim f*(x) = +oo, lim f*(x) = +oo0.
x—(y/e)+ xS0

3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations de f+ : la dérivée de T est l'application

(F7)Y: D+ - R
2x(2Inx — 1) — x22 x(lnx — 1)

o () () = (2lnx —1)2 ) :4(2111)(—1)2

Dans D+ on a

(fT)(x) > 0 ssi x €]e; +o0],
(7Y (x) =0ssix =e,
(fT)(x) < 0 ssi x €]0;ve[U]Ve; e
et lim, o+ f'(x) = 0. On conclut que
> fT est strictement croissante sur Je; +o0],
> T est strictement décroissante sur ]0; /e[ et sur ]y/e; e|,

> x = e est un point de minimum local et on a f*(e) = €%
Le tableau des variations est alors le suivant :
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FIGURE 12.2: f(x) = —%—
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4. Comportement de f+ en +oo (recherche d'un asymptote) :

Il n'y a pas d'asymptotes en +oo.

5. Graphe de f : voir la figure 12.2.

? Exercice 12.11

fH(x

lim =

X——+00 X

Soit f: R — R une application définie par

174
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Montrer que f est continue en 0.

Calculer f'(x) pour x # 0, puis f'(0).

Etudier la continuité de ' en 0.

Etablir si f € C'(R).

Calculer les limites de f aux extrémités du domaine de définition.
Trouver les extrema locaux, sens de variation et tableau des variations.

Etudier le comportement de f en +oo (recherche d’asymptotes).

e N o s w N =

Dresser le graphe de f.

SorutioN. Lapplication f: R — R se réécrit

x?1n x, st x >0,
f(x) =10, st x =0,
X2 In(—x), six<0.
1. f est continue en 0 car
lin}) f(x) = lin}) x*In|x| = 0 = £(0).

2. La dérivée de f est lapplication f': R — R définie par

2x1In x + x, six >0,
f'(x) = 4 lim % =limxIn|x|=0, six=0,

x—0 X x—0

2xIn(—x) + x, st x <0,

c'est-a-dire

Fx) = 2x1In|x| + x, S:lX#O,
0, six =0.

3. f’ est continue en 0 car
lim f'(x) = hH(l) 2xIn|x| +x = 0= f'(0).

x—0

4. f € CY(R) car elle est clairement continue dans R (l'unique point délicat était 0 mais on a vu qu'elle y est
continue) et de méme pour sa dérivée prémiere.

5. Limites de f aux extrémités du domaine de définition :

lim f(x) = +o0,

Jim £(x) = +oo.
6. On a
> f'(x) =0ssix e {O,iﬁ},
> f'(x) > 0ssix e ]—ﬁ;o[ U ]ﬁ;ﬂw[,
> f(x) <0ssix € ]—00;—%[ U ]O;ﬁ[;

donc
> f est croissante pour x € ]—ﬁ;()[ et pour x € ]ﬁ +oo[,

P . 1 ; .1
> f est décroissante pour x € [—o0; _ﬁ[ et pour x € |0; ﬁ[

> f a un maximun (locale) en x =0 et f(0) =0,
> f a un minimum (absolue) en x = iﬁ et f(iﬁ) =—.

2e
Le tableau des variations est alors le suivant :
X —00 —\% 0 % +00
f'(x) - + - +
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7. Comportement de f en oo (recherche d’asymptotes).

f(x
lim —) = 400,
X—>—0Q X

f
lim ﬁ:—
X——400 X

Il n'y a pas d'asymptotes en +oc.

8. Graphe de f : voir la figure 12.3.

zoom

o |
-

I—=

|

<
o=

=

Ficure 12.3: Graphe de f.

? Exercice 12.12

Soit f: R — R une application définie par

f(x) = {(X—1)21n|x—1|' six #1,

0, six=1.

1. Montrer que f est continue en 1.

2. Calculer f'(x) pour x # 1, puis f'(1).

3. Etudier la continuité de f’ en 1.

4. Ecrire l'équation de la tangente au graphe de f au point (1,0). Ecrire l'équation de la tangente au graphe
de f au point (2,0).

5. Etablir si f € C'(R).

6. Calculer les limites de f aux extrémités du domaine de définition.

7. Trouver les extrema locaux, sens de variation et tableau des variations.

8. Dresser le graphe de f.

SovruTtioN. L'application f: R — R se réécrit

(x—1)2In(x—1), six>1,
f(x) =40, six =1,
(1—x)2In(1 —x), six<1.
1. f est continue en 1 car
lim f(x) = lim(x — 1)*In|x — 1| = 0 = £(1).

x—1 x—1

2. La dérivée de f est l'application ': R — R définie par

2(x =) In(x = 1) 4+ (x — 1), stx > 1,
f'(x) = lin} % = lin}(x —1Injx—1]=0, six=1,
2(1 = x)In(1 — x) 4+ (1 — x), st x < 1,

176 © G. FACCANONI



Mercredi 11 janvier 2012 12 Etude de fonctions

c'est-a-dire
F(x) = (IT+2In|x —=1])|x — 1], S:lx7él,
0, six=1.

3. f’ est continue en 1 car
lin% f'(x) = lirri(l +2In|x —1))|x =1 =0=f'(1).
X— X—

4. L'équation de la tangente au graphe de f au point (xo, f(xp)) est y = mx+ g ot m = f'(xg) et g = f(xo) — mxo.
Par conséquent l'équation de la tangente au graphe de f au point (1,0) est y = 0 et l'équation de la tangente
au graphe de f au point (2,0) est y = x — 2.

5. f € CI(R) car elle est clairement continue dans R (l'unique point délicat était 1 mais on a vu qu'elle y est
continue) et de méme pour sa dérivée premiere.

6. Limites de f aux extrémités du domaine de définition :

lim f(x) = +o0,

X——00

lim f(x) = 4o0.

X—+00

7. On a
> f'(x) =0ssix € {O,li ﬁ}

> f'(x) >0ssix € ]1—%;0[ U ]1+i;+<>o[,

Ve
> f’(x)<Ossixe]—oo;1—ie[u]0;1+ﬁ[;
donc
> f est croissante pour x € ]1 - %;O[ et pour x € ]1 + ﬁ;—i—oo[,

> f est décroissante pour x € ]—oo; 1— ﬁ[ et pour x € ]0; 1+ ﬁ[
> f a un maximun (locale) en x =1 et f(0) =0,

> f a un minimum (absolue) en x =1+ ﬁ et f(1+ ﬁ
Le tableau des variations est alors le suivant :

X —00 1—% 1 1+% +0o0

-~
/\\
>
S—
|
+
|

+

f(x) e \_i/(’_é_’\_i/’ e

-~ —— -~

8. Graphe de f : voir la figure 12.4.

Z0o0m
I
1(2}.-
1= /2
erl—r e,
0 :t;--.g--; X

Ficure 12.4: Graphe de f.
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? Exercice 12.13

On considére la fonction f: R — R définie par

f(x) =2x +Vx% +2x — 2.

. Trouver le domaine de définition Ty de f.
. Calculer les limites de f aux extrémités du domaine de définition.
Calculer la dérivée f'(x) de f, son domaine de définition et étudier son signe.

En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de f.

g W

= . ; YW . f . ; . .
Etablir le développement limité a Uordre 2 de la fonction x — % en —oo puis en 400 et préciser la position

de la courbe représentative de f par rapport a ces asymptotes.

o

Tracer les asymptotes et l'allure de la courbe de f.

SoLuTION. 1. La fonction * — /% n'est définie que si x > 0 donc
D:{XER : X2+2x—220}:]—oo;—l—\/g]u[—l—&—\/gz—i—oo[.

2. Observons d'abord que f(x) = 2x + Vx2 + 2x —2 = 2x + |x]y/1+ 2 — 2 donc

: . 2 2
lim 2x +v/x2+2x —2= lim X(Q\/i)oo,
e X——00 X X

lim  2x 4+ VX2 +2x —2 = (=1 —V3) = =2 — 2V/3,

X*)*]f\/g

lim  2x+Vx2+2x —2=f(—1+V3) = -2+ 2V3,

x——14+V3
. : . 2 2
lim 2x +Vx2+2x—2= lim x (2+1/1+=— 5 | = +o0.
Xx—+00 Xx——+00 X X

1
3. f'(x) =2+ % donc D = D\ {—1+V/3} (car il faut exclure les x € T qui annulent le dénominateur).
VX X —

Pour en étudier le signe on se rappelle que

Solutions de Solutions de Solutions de l'inégalité A(x) < /B(x)
l'équation U'inégalité
A(x) = /B(x) A(x) > /B(x)

Sinestim-  (A(x))" = B(x) (A(x)" > B(x) (A(x))" < B(x)
patr
B >0
, A(x) > 0 () 2 A(x) < 0 Alx) > 0
VLR (7T I B 20 " (A" < B
pair X)) =Bl (A(x))" > B(x) : ) :
donc
’ . x+1 .
ffix)=0 & 2Vx2+2x—-24x+1=0 & — 5 =Vx%242x—2
———
e e
7% Z Or X g 711 i
X2+ 2x+1=4x2+8x -8, x2+2x—3=0,
et

1T4+2Vx2+2x—2
f'(x) >0 < o f S >0 = x+14+2vVx2+2x—2>0
VX2 4+2x —2

1 f —xtl <, —xtl >,
fxz <VXZH2x -2 = { , L0 5 = x>-1+V3.
—_—— — —
X“+2x—=22>0 X+ 2x +1 < 4x“ 4+ 8x =8,

A(x) Vv B(x)
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4. Tableau de variation de f :

-3 -1-Vv3 -1+V3 +00

+00
™~ 7

f(x)
oo / —2-2V3 —2+42V3

5. 0n a
f(x) 24/1+2 -5 six>0,
X 2—/1+2-2 six<-1-V3U-1+V3<x<0,
donc
> le développement limité de f(XX) en —oo a l'ordre 2 est
2

t
:1—t+5+0(t2)

542 _ 942)\2
g(t):tf(l/t):2—\/1+2t—2t2:2—1—(2t 22t)+(2t 82t) + o(t?)

donc 1—1+ -1 4 0(x72) est le développement limité de f(x)/x en —oo a lordre 2. On conclut que y = x — 1
est l'équation de l'asymptote oblique au graphe de f en —oo; l'asymptote est en dessous de la courbe;

fX) e +o00 a lordre 2 est

> le développement limité de
t2
)=3+t——=+o(t?)

2t — 2¢2 2t — 212)?
g(t):tf(l/t):2+\/1+2t—2t2:2+1+( 5 ) _ | ; )+o(t2 5
1

donc 3+ 21 — -1 + 0(x72) est le développement limité de f(x)/x en 400 a lordre 2. On conclut que y = 3x+1
est l'équation de l'asymptote oblique au graphe de f en +o0; l'asymptote est au dessus de la courbe.

6. On a le graphe suivant
y ;y=3x+1

? Exercice 12.14

On considere la fonction f: R — R définie par

1. Trouver le domaine de définition Dr de f.

© G. FACCANONI
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. Calculer les limites de f aux extrémités du domaine de définition.

. Préciser les asymptotes éventuelles et la position de la courbe par rapport aux asymptotes.

2

3

4. Calculer la dérivée f'(x) de f et étudier son signe.

5. En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de f.
6

. Tracer les asymptotes et l'allure de la courbe de f.

SoLuTION. 1. Le domaine de définition Ty de f est lensemble D = {x € R | x# —1l et x#0}.
2.0na
lim f(x) = —oo, hn} f(x) = Foo, hlél f(x)=0, lim+ f(x) = +o0, hgl f(x) = +o0.
X—>—00 x——1F x—0~ x—0 X—=>1T00

3. Rechercher lexistence d'une asymptote revient a rechercher un développement limité au voisinage de 0 de la
fonction g(t) = f(1/t) :

. t2 1t
(1—t+t*+0o(t?)) 1+t+§+o(t2) =<+5

g(t) =

e =

11 , 1
” - + ot
; . (t)

[\

d'oti f(x) = x+ 5- + 0(1/x). La courbe y = f(x) admet donc la droite d'équation y = x pour asymptote a la fois
lorsque x tend vers —oo et lorsque x tend vers +o0.

Lorsque x tend vers %00, f(x) — x est du signe de i : la courbe est donc en-dessous de 'asymptote lorsque x

tend vers —oo et au-dessus lorsque x tend vers +oo.

4. La dérivée f'(x) de f est

, 2x(x +1) —x2 1 x? 1y + x2+x—-1 1
f == X —_—— X —— ——— ————————@ax
(x) (x +1)2 ¢ +)(—|—1 X2 )€ (x +1)2 ¢
donc le domaine de définition D cI¢ f’_est encore l'ensemble D et
> f’(x):()six:’l%@ oux:’l%@,
> f’(x)>051x<71%£ ou x > 71%5
> f’(x)<05171%6<x<7]%‘/5,
> lim,_o- f'(x) = 0.
5. Tableau de variation de f :
X —00 _15\@ -1 0 _1‘5‘6 400
f'(x) + 0 — — — 0 +
~ —2.283253698 400 400 400
—00 —00 0 ~ 1.190529914

On en déduit que

> f est croissante sur [—oo; _l;ﬁ] et sur [_l%ﬁﬁroo],

> f est décroissante sur [#, —1], sur [—1;0] et sur [0; ’l%\/%]

> X = %\/g est un maximum local, x = _1%\/3 un minimum local.

6. Allure de la courbe de f :
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? Exercice 12.15

Soit f: R — R la fonction définie par

2_7)(?727 Si.XS-4,
fx)=41—(x+2)3 st —4<x<0,

x+4/]x2=3x] six>0,

dont le graphe est représenté dans la figure ci-dessous.
y

T—?

Répondre aux questions suivantes (pour la plupart des questions il n‘est pas nécessaire de faire des calculs mais

il faut justifier la réponse) :

1. Quel est le domaine de définition de f?

2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en x = —4, en x = —2, en x = 0 et en x = 3. Donner, lorsqu’il

est possible, la valeur de ' en chacun de ces point.

© G. FACCANONI
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Quel est l'équation de la droite tangente au graphe de f en x = =27 Eten x =47
Quel est le signe de f'(x) pour x € Dy ?

Quel est le signe de f”(x) pour x € D ?

Calculer limy_, o, f(x).

Calculer limy_, 44 f(x).

© N o o s~ w

Qui est le développement limité asymptotique en +oo de f(x) au premier ordre? Et en —oc0?

SOLUTION.

1.
2.

D =R

Considérons chaque point séparément :

_ (A o P G
> f est continue en —4 et f(—4) = 9; elle n'est pas dérivable en x = —4 car /hm % — /lim (U
h—0~ 1—0~
— —f(— . _(— 9\3 _
49 tandis que lim [EAED=IED) gy 1oCAEhE2)79 gy
(55) h—0+ h h—0+ h
> f est continue en —2 et f(—2) = 1; f est dérivable en —2 et f'(—2) =0;
> f n'est pas continue en x = 0 car f(0) =1 — (=4 +2)3 = =7 mais lim f(x) = lim x ++/]x% —3x| = 0;
h—0t h—0+
i : : : ’ Ari . . : —f(s . h434++/3(h+3)—(h+3)2
> f est continue en x = 3 et f(3) = 3; elle n'est pas dérivable en x = 3 car /hm w = /hm (AES (]/T )= +3)*
1—0~ h—0~

h+34+~/—h(h+3) N .
———— =o0et de méme lim
h—0- ! h—0+ h—0+

f(3+h)—f(: . h+34+/(h+3)2-3(h+3 . h+34++/h(h+3
fE+R)=1E) _ iy ( h) B3 _ Jim 7/7( ) _

. L'équation de la droite tangente en xg au graphe d’une fonction f dérivable en xg est y = f'(xo)(x — xo) + f(x0).
1

Par conséquente l'équation de la droite tangente au graphe de f en x = —2 est y = 1 et en x = 4 est

y="~r4)(x—4)+f(4)=3Ix—-3.

3

. f'(x)=0pourx =—2etx =2 (1 + %) f'(x) n'existe pas pour x € {—4,0, 3}, f'(x) > 0 pour x € ] — 00; —4[U

2

]U;g (1+%) [U]3;+oo[ et f’(x)<0pourxe]—4;—2[u]—2:0[U]% (1+%);3[.

. "(x) = 0 pour x = —2, f”(x) nexiste pas pour x € {—4,0,3}, f’(x) > 0 pour x €] — o0; —4[U] — 4; —2[ et
| | | |

f"(x) < 0 pour x €] — 2;0[U]0; 3[U]3; 4+o00].

6. limy_,_o f(x) =1 donc y = 1 est asymptote en —oo.

7. limy, 4o f(x) = +o00.

8. Le développement limité asymptotique en +oo de f(x) au premier ordre coincide avec l'équation de l'asymptote

oblique, donc cest 2x — 2 + o(x71).

. Le développement limité asymptotique en —co de f(x) au premier ordre coincide avec l'équation de l'asymptote,

donc cest 1+ o(x71).

? Exercice 12.16

Considérons la fonction f: A C R — R définie par

63X+1
f(x) =
) x2 —2x

1. Trouver l'ensemble de définition A.

2. Trouver le signe de f.

3. Trouver les limites ol f n'est pas définie et pour x — o0.

4. Trouver la dérivée de f et ol f est croissante ou décroissante.

5. Dessiner le graphe de f.
SoLuTION.

1. Pour que % soit définie il faut que * # 0 donc
A= {xeER|x*=2x+#0} = ]—o0;0[ U ]0;2[ U ]2;+00[ = R\ {0;2}.
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2. Comme e* > 0 pour tout x € R, le signe de f coincide avec le signe du dénominateur et on a

fx)=0 = x*—2x=0 < x(x—2)=0 <<= AxecA
fx) >0 = x*=2x>0 &= x(x—=2)>0 < x€&]—o00;0[U]2;+00],
fx)<0 = x*-2x<0 <= x(x—2)>0 < x¢€|0;2.

3. Trouver les limites ol f n'est pas définie et pour x — *o0.

lim f(x) = 0t 1i1(r)1; f(x) = +o0
lirg+ f(x) = Foo lir+n f(x) =400

. . . : f
donc y = 0 est asymptote horizontale a —co, y = 0 et y = 2 sont asymptotes verticales et comme lim,_, ;o UG

+o0 il n'y a pas d'asymptotes a +o0.
4 f,( ) <e3x+1)/(x2 o 2)() . (63x+1)(X2 o 2X)/ 3(63x+1)(X2 o 2X) . (e3x+1)(2x o 2) 63x+1 (
f(x) = . = . = —
(x2 — 2x)? (x2 —2x)2 (x2 —2x)2

3x+1 . . . .
Comme (X‘;_W > 0 pour tout x € A, le signe de f’ coincide avec le signe de 3x> —8x + 2 et on a

3x%—8x+2).

8+V40 4+V10

3 —8x+2=0 & x9=

6 3
4 —+/10 4 10
P —8x+2>0 < XE]—OO; S\FlU] +3\ﬁ;+ml,
4—+/10 4 10
32 —8x+2<0 XE] 3\/7 +3\Fl.

5. Le graphe de f (non a l'échelle) est le suivant :
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? Exercice 12.17

Tracer le graphe de la fonction

en détaillant
1. son domaine et son signe,

2. les limites pour x — o0,

3. étudier la dérivée de f.

SOLUTION.

1. Pour que % soit défini il faut que x # 0 donc le domaine de définition A de f est l'ensemble

A= {xeR|x?=5x+4%#0} = |]—o0;1[ U |1;4[ U ]4;4+00] = R\ {1;4}.

Etude du signe de f :

—00 0 1 4 +00

signe du numérateur

signe du dénominateur

signe de f(x)

2. Limites de f pour x — %00 (et ol f n'est pas définie) :

lim f(x)=0"

X——0Q

lim f(x) = Foo

x—4F

donc

> y = 0 est asymptote horizontale a —oo et a +o0,
> y =1 et y =4 sont asymptotes verticales.

3. Dérivée premieére :

(x)'(x? —B5x +4) — x(x*> — 5x + 4)

lim f(x) = +o0

x—1F

lim f(x)=0"

X——+00

(x? —5x +4) — x(2x — 5)

—x24+4

f'(x) =

(X2 = 5x + 4)2

(x2 —b5x +4)2  (x2 —Bx +4)2°

Comme (x? —5x +4)% > 0 pour tout x € A, le signe de f’ coincide avec le signe de —x? +4 et on a

o o O

(x)
r'(x)
(%)

VA

Ainsi, le graphe de f est le suivant :

184
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9 .
—2 |
] f(—2) X
£(2) = =1 fereeemee :
? Exercice 12.18
, . . o ax? —4
Soit a et b deux réels et f la fonction définie sur R\ { —b } telle que f(x) = b On note G la courbe
X
représentative de f.
D 1. Pour tout a € R, f est prolongeable par continuité en x = —b.
D 2. Si b =—2/y/a et a > 0 alors f est prolongeable par continuité en x = —b.
D 3. Si b=2/\/a et a > 0 alors f est prolongeable par continuité en x = —b.
D 4. G admet une asymptote verticale pour tout a et b.
D 5. Il existe au moins une valeur de a telle que G admet une asymptote horizontale.
D 6. Il existe au moins une valeur de a # 0 telle que G admet une asymptote oblique.
D 7. Soit a = b =1, alors G est au-dessus de son asymptote au voisinage de +o0.
D 8. Soit a = —1 et b =1, alors G est au-dessus de son asymptote au voisinage de +o0.
SowutioN. [ 1. Faux:sia =0, f(x) = ﬁ et limy_,_p= f(x) = Foo
W2 Vrai s 0 técrire £(x) = ol A gone sb = Zaiva alors f(x) = 2 ) ot
. Vrai : st @ > 0, on peut écrire f(x) = a—=25—"+, donc si b = —2/\/a alors f(x) = a(x+ 7] e

lim,,_p f(x) =4v/a

-2 + 2 .
B 3. Vrai:sia > 0, on peut écrire f(x) = CIM#, doncsib =2/\/aalors f(x) =a (x - %) etlim,_,_p f(x) =
—4v/a

04 Faux:sib=%2/\Jaeta>0, f(x)=a (x F %) donc G n'admet d'asymptote verticale

W5 Vrai:sia=0alors f(x) = ﬁ et lim,_, . f(x) = 0 donc y = 0 est asymptote horizontale de G.
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B 6. Vrai: pour tout a # 0, la droite d’équation y = ax — ab est asymptote oblique de G car limy_,.o, f(x)/x = a et

limy 100 f(x) — ax = —ab.

O7. Faux:sia=b=1, alors f(x) = XX2+_4 =x—1— Hil et son asymptote oblique est y = x — 1 donc f(x) < x —1
pour x — +00 : G est en-dessous de son asymptote au voisinage de +oc.

8. Faux:sia=—1eth=1,alors f(x) = 7:::4 = —x + 1 — 27 et son asymptote oblique est y = —x + 1 donc

f(x) < —=x + 1 pour x = +00 : G est en-dessous de son asymptote au voisinage de +oo.

? Exercice 12.19

Soit f l'application définie sur R dont le tableau de va- Alors l'expression de f peut étre...
riations est |:| 1 f(x) = x| + 1
X —00 0 +o0

(x)

oo oo []3 f(x) = oL

f(x) T N T+
(x)

SorutioN. B 1. Vrai: f(0) = 1, limy .0 f(x) = +00, f est paire et f'(x) > 0 pour x >0
B2 Vrai: f(0) =1, limy,e0 f(x) =400, f'(x) =e*—lete¥X=1ssix=0,e">1six>0,e¥<1six<0

, x241 x> X2+27x:1 _ (x—(—lf\/ﬁ))(xz(71+\@)) six >0
0 3. Faux: f(x) = 21t = { o1 six 20 donc '(x) = { (x+1)2 (x£1)2 =

; ¥ - . ainsi
X[+1 jiill six <0 _x<;flx);1 _ _(x=( @12)2(1+ﬁ)) six <0
X | —oo 1—+v2 0 —1+2 +00
(2-V2)V2 (2—V2)v2

B4 Vrai: f(0) =1, limy,1e f(x) = +o0, f est paire et f’(x) > 0 pour x > 0
O5. Faux: f(0)=In(l) =0+ 1
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Primitives

Primitive
Soit / un intervalle de R. Une fonction f: | — R est intégrable s'il existe une fonction dérivable F: | — R telle
que pour tout x € I, F'(x) = f(x). Une telle fonction F est une primitive (ou intégrale indéfinie) de f.

Existence des primitives
| Soit / un intervalle de R et f: | — R une fonction continue. Alors f est intégrable.

@) Propriété
D> Si F est une primitive de f alors, pour tout réel c, la fonction F + ¢ est aussi une primitive de f.
> Toute primitive de f est nécessairement de la forme F + ¢ pour une certaine constante c.

Notation

| Lensemble des primitives d'une fonction f est noté [ f ou encore [ f(x) dx

* Remarque

| St a € [ alors F(x f f(t) dt est l'unique primitive qui s'annule en a.

Linéarité
Soit / un intervalle de R, f et g : | — R deux fonctions intégrables et k € R. Alors

/(f(x)+g(x)) dx = /f(x) dx+/g(x) dx et /kf(x) dx = k/f(x) dx.

Calcul des primitives

- y . .

Integration directe
Dans le tableau qui suit on sous-entend que lintégration est réalisée sur un intervalle contenu dans l'ensemble
de définition de la fonction a intégrer.
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/X” dx = n:ll +c = / 1" (x [f(:l]_”lll +c
/%dx:ln(x)Jrc :>/ (If(x)]) + ¢
/exdx:eXJrc :>/ef(X =™ L ¢
/axdx:(logae)ax—}—c = /a W (x) d¢ = (log, e)a’™ + ¢
/sin(x) dx = —cos(x) + ¢ = /bln ) dx = —cos(f(x)) + ¢
/cos(x) dx =sin(x) + ¢ = /c ) dx = sin(f(x)) + ¢
/ﬁm dx = tan(x) + ¢ = / 0052(,()( = tan(f(x)) + ¢

/ \/1177 dx = arcsin(x) + ¢ = —arccos(x) + ¢ = / \/% = arcsin(f(x)) + ¢ = —arccos(f(x) + ¢
/ 1+1X2 dx = arctan(x) + ¢ = / 1+f, XX)))Q = arctan(f(x)) + ¢
/cosh(x) dx = sinh(x) + ¢ = /c05h (x) dx = sinh(f(x)) + ¢
/sinh(x) dx = cosh(x) + ¢ = /blnh ) dx = cosh(f(x)) + ¢
/le(x) dx = tanh(x) + ¢ — / cosli/z(X) oy O = tanh(f(x)) + ¢

R WHAT
O D 4 8 L) | A7
o) dx = - @ = —fns
+C

NTEGRATE “INE / UIFFERENTIATE “OSINE GIVES . spikedmath.com

glntégration par changement de variable
Soit F une primitive de f et g une fonction dérivable. Alors la fonction f(g(x))g’(x) est intégrable et l'on a

/ f(g(x))g’(x) & = F(g(x)) + c.

Autrement dit, en posant u = g(x) on obtient & = g’(x), soit encore du = g’(x) dx et donc

/f(g(x))g'(x) dx = /f(u) du = F(u) +c.

dlntégration par parties
Soit f et g deux fonctions dérivables. Alors
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@ Exemple
In x

Calculer une primitive de == avec les trois méthodes décrites ci-dessus.
Intégration directe :
comme [ 12X dx = [ f(x)f’(x) dx avec f(x) = In(x) et comme [ f(x)f'(x) dx = % on conclut que [ BX dx = hﬁ% +c.
Intégration par changement de variable :
on pose u = In(x) donc du=Fet [ dx= [udu= % +c= “'JTW +c
Intégration par parties :
si on pose g(x) = In(x) et f'(x) = L alors ¢’(x) = L et f(x) =1In(x) donc [ 2% dx = In®(x) — [ 2% dx, ie. 2 [ 2% dx =
In? (x)

In® x + ¢ et finalement [ l‘% dx = 255 + k.

Fonctions rationnelles

-

E

Soit N(x) et D(x) deux polyndmes de degré respectivement v et 0. Toute fonction du type P(x) = gg:)

fonction rationnelle.
> Si v > 0 on dit que P est une fonction rationnelle impropre.
> Si v < J on dit que P est une fonction rationnelle propre.

@ Propriété
Soit P(x) = gé:g une fonction rationnelle impropre avec N et D deux polyndomes de degré respectivement v et 0
(ainsi v > 9). Alors, en effectuant la division euclidienne de N par D, on peut réécrire P comme

est dite

Z

R(x)

P(x) = Q(x) + D(x)

. n , N . . .R .
ou Q est un polynéme de degré v — o et R un polyndme de degré au plus 0 — 1, ainsi % est une fonction

rationnelle propre.

On en déduit que

N(x) R(x)
P(x) dx = dx = x) dx + dx.
[ P o= [ 5 o= [t o [ 565
L'intégration de Q étant triviale, on conclut que la difficulté de l'intégration d’'une fonction rationnelle se réduit a
l'intégration d'une fonction rationnelle propre.
@ Propriété
Si % est une fonction rationnelle propre et si D(x) posséde
> k racines réelles ay chacune de multiplicité my et
> h couples de racines complexes conjuguées qui sont racines du polynéme x?+ byx + d;, chacune de multiplicité
ny (ainsi A = b% — 4dy, < 0 pour tout h),
alors D s'écrit

D(x) = c(x —ay)™ (x —az)™ ... (x — ax)™ (x* + bix + d1)" (x* + bax + d2)" ... (X* 4 bpx + dy)™

© G. FACCANONI

X2+ bix+di  (x2+ bix+dq1)?

et gx; se décompose en fractions simples sous la forme
R(X) _ A1,1 4 A1,2 A1,m1
D(x) x—a (x—ap)? (x —ap)m
Az Az2 Az,my
_ + _ 2 _ mao
x—ay (x—asz) (x —a2)
A A Ak.m
k,1 + k,2 . 4ot k,mg
x—ar (x—ag) (x — ag)m«
Biix+ Cia Biox + G Binx + CGin,

(X2 —+ le —+ dl)”l
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BQ,ng X+ C2,172

Baix + Co1 Bzox + G2
x2 4+ bax+ds (X2 + bax + d2)?
+ - +
Bpix + G Bh2x + Ch2

(X2 + box + dg)”z

Bh,nhX + Ch,nh

x2 4+ bpx +dp

ol les A;j, B, et C;; sont des constantes.

(2

+ bpx + dh)2 (X2 + bpx + dh)”k

Pour intégrer une fonction rationnelle il suffit alors de connattre les primitives des fractions simples

A A Bx+C Bx 4 C
fi(x) = fa(x) = ———=, f3(x) = 4—+———, fulx) = ———— —
1) X—a 2(x) (x —a)" 3(x) x2+bx+d 1(x) (x2+ bx+d)"
(@ Intégration des fractions simples
Supposons
> A B, C,a,b,d e R
>neNn>1
> A=b?—4d <0
alors
1. la primitive de f;(x) = A est
A
/ dx = Aln |x — a| + cnst;
x—a
2. la primitive de f3(x) = ﬁ est
A A
dx = t;
/ (x—a)" (I—=n)(x —a)t ans
3. la primitive de f3(x) = 27ES est
/ Bx 4+ C B / Bx +C &
24 bx+d b2 b2
x? 4+ bx + ¢ (x+2) +(d—’?) x+ b= /cl—b;t
(1/ —bjt_g)+c do=/d O dt
ld b2 / t2+1 dt
N / 1+ t2 / 1+ t2
_B C- Bé B +2 C-B%
ln |1+ %] + ——2 arctan(t) +cnst = —In|l+ (x 22) Z arctan
Jd - b2 2 d— 2 b2
d— =2 1 d—
4. la primitive de f4(x) = % est
/ Bx + C _B / 2x+b c_ Bb / 1 &
(x2+bx+d)" 2 ) (x2+bx+d)" 2 (x2+ bx + d)"
/1 /2
avec
h="5 !
1T 1—n)(x2+bx+d)” 1
b= /
x2 + bx +d)"
——n 1
— dt
(%) e
Iﬂ
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et l'intégrale /" se calcule par récurrence

m_ t 2n—-3

oD+ 2n—1)

<6 Exemple

1. On veut inte’grer la fonction rationnelle propre f(x) = Comme A =42 — 4 x 5 < 0 il s'agit d'un intégrale du

x2— 4x+5
type f m dx. Le dénominateur se décompose comme x2 — 4x +5 = (x — 2)2 + 1 et l'intégrale s'écrit

(t+2)—3 71/ 2t / 1
/f ) dx = /x—2 +1dx / 241 dt_2 t2+1dt t2+1dt

1
=5 L (1 + t?) — arctan(t) + cnst = 5 In((x +2)? + 1) — arctan(x — 2) + cnst

2. On veut intégrer la fonction rationnelle propre f(x) = X33X+1 On doit d’abord la décomposer en fractions simples; comme

x3 —dx = x(x? —4) = x(x — 2)(x + 2) la fonction admet la décomposition

3x +1 A1 Ag Az
oo s T +
x(x —2)(x + 2) X x—2 x+2

f(x) =

Pour calculer les constantes A; on peut utiliser le principe d'identité des polynomes :

Ar
3X+1 o Al(X—Z)(X+2)+A2X(X+2)+A3X(X—2) o (A1 +A2 +A3)X2+(2A2—2A3)X—4A1 2/14
x(x=2)(x +2) x(x —2)(x +2) N x(x —2)(x + 2) 42A
ainsi
1 (1 5 Ag 7 As
fx) dx=—= | — d&x— = dx + = dx:—fl —71 -2 l 2
[roa——1 [La-g [ By el [ 0l = 2infx =20+ Sinlx+2]+ c.
3. On veut intégrer la fonction rationnelle impropre f(x) = % On effectue d'abord la division euclidienne
3x3 +2x =5 | 3x?—5x—2
—3x%  45x?  4+2x X + %
5x2  +4x =5
—5x2 +235X —l—%
7
TR

37 5 37 5
insi - 5 3X°3 i A - 3X°3 racti i . 2 _ 9 —
ainsi f(x) = x + 3 + 5:3—="5. Maintenant on décompose le terme z3—=3 en fractions simples : on a 3x* —5x — 2 =

(x + 3)(x —2) et on doit chercher les deux constantes A; et A, telles que

En utilisant le principe d'identité des polynomes on a

3x2 —5x—2 3x2 —5x—2 3x2 —5x—2

Il
el

©

2

+
>

|
wlon

Tx—§ _AG=DIAnt]  tAx -+ R {A1+A2

On conclut que
52/63  207/63

3 +§ X —2

f(x) =

et

+ﬂln|x—2|+c.

+3’ 63

5 52
f — —1
/(x)dx +3x+63n

4. On veut intégrer la fonction rationnelle propre f(x) = ﬁf‘axi; On doit d'abord la décomposer en fraction simples;
comme x3 — x? —5x —3 = (x — 3)(x + 1)? la fonction f admet la décomposition

Al,l + A2,1 A2,2

x—3 x+1 (x+1)%

f(x) =

On détermine les constantes en utilisant le principe d’identité des polyndmes
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X —4 o Alyl(X-i-1)2+A2,1(X—3)(X+1)+A2’2(X—3)
x3—x2—-5x—3 x3—x2—-5x—3

A1+ A1 =0
— 2A1’1 - 2A2’1 + AQ,Q = 1
Al,l - 3A2'1 - 3A2,2 - —4

_ (Arq 4+ Ag1)x? + (2A11 — 2A21 + Ag2)x + Arg — 3A21 — 3Az.
x3 —x2 —5x—3

On conclut que

foy = “Y16 116 —5/4
T ox=3  x+1 (x+1)2
“ 1 1 5
flx) &x=——=In|x—-3|+ =1 - ——==+c
/ (x) T R TR b Trory e
5. On veut intégrer la fonction rationnelle propre f(x) = wiiﬁm? Comme A =4 —20 < 0, la fonction f se décompose
comme
BlX + C1 BQX + C2
f(x) =

x2—=2x+5  (x2—2x+5)?

On détermine les constantes en utilisant le principe d’identité des polyndmes

X2+2 o BlX+C1 BQX+C2
(x2—2x+5)2  x2—2x+5  (x2—2x+5)2
81:0
o BlX3+(C1 —231))(2 +(5Bl —2C1 + BQ)X+5C1 + C2 — Cl —2/31 =1
a (x2 —2x +5)2 5B, —2C, + By, =0
5C + G =2
On obtient alors que
1 2x —3
f = — S VO
/ (x) o /X2—2x+5dx+[(x2—2x+5)2dx
I Io
> On calcule / :
[osise=] dx
x2—2x+5 )] (x—=1)244 x—1=2t
dx=2dt
_l[ LIRS
2 ) t2+1
1 1 -1
5[1+t2 dtffarctan(t)—i—cffarctan(i)—l—c,

> On calcule /s :

2x —3 2x — 1 1 1
/( 2 —2x+5)? /(X2—2x+5 dx_/(x2—2x+5)2dx__x2—2x+5_/(x2—2x+5)2dx

- R +1/ ! dt) = ! L ! + arctan(t)
X2 —2x+5 1+t2 2] 1+¢2 O x2—2x+5 16 \ 142

2
= ! - ( 2= 1) —l—drctan( = ))—|—c
x2—2x+5 16 \x2—2x+5
X+ 7 1 —
:_78()(2—2)(4—5)_%%“&{1( 5 )+C

On conclut que

7 x—1 X+ 7
f =— — )
/ (x) dx 16 arctan( 2 ) 80 —2x +5) +c

6. On veut intégrer la fonction rationnelle propre f(x) = m qui se décompose comme

Al Al A1 BlX + Cl BQX + Cg
f(X) 7+7+X73+ X2—|-1 (X2-|—1)2'

On détermine les constantes en utilisant le principe d'identité des polyndmes
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1 —éJré As | Bix+ G | Box+ G
x3(x2 4+ 1)2 x o x2 X3 x2 41 (x2+1)2
(AL B)X 4 (Ay 4 C)XP 4 (2A1 + A 4 By 4 Ba)x* + (242 + G + Go)x® + (A1 + 2A3)x2 + (A2)x + (As)
X3(x2 +1)2
Al +B =0
Ay + G =0

2A1 +As+ B +By=0
— <2A2+C1+C2:0

A +2A3 =0
Az =1
On obtient alors que
1 1 2x X
f =-2 ] — dx Ix —— dx —— dx
/(X)‘ /X(+/X:)’(+/X2+](+/(X2+])2(
1 ) 1 2x
:—21n|x|—ﬁ+ln\x +1|+§/mdx
1 . ) 1 2x
:—2111|X|—2X2+1n\x2+l|—§m+c.

Intégrales définies

Théoréme fondamentale du calcul différentiel et intégral
Soit f une fonction continue sur [a; b] et F une primitive de f sur [a; b]. Alors
1. la dérivée de g(x) = [ f(x) dx existe et est égale a f(x);

2. [P (x) dc = F(b) — F(a).
L'expression F(b) — F(a) se note aussi [F(x)]2 ou encore F(x)|

*Remarque
| Sif estde classe C! sur [a; b] alors g(x) = f(x) — f(a) = [ F(x) dx.

b

a*

- y . y y e
Interpretatlon geometrique

i +
L'intégrale définie ff f(x) dx correspond a laire du “
domaine du plan situé entre le graphe de f et l'axe a

des abscisses, compté positivement pour la partie si- —

tuée au-dessus de l'axe des abscisses et négativement

pour la partie située en dessous.
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f(x)
X2
T
1
25+
2
1
x“dx
0
f X
1
1 11 2 3

Calcul d'aires

Soit f et g deux fonctions intégrables sur [a; b] telles que f(x) > g(x) sur [a;b]. L'aire de la surface comprise

entre les graphes de f et g entre a et b est définie par l'intégrale f:(f(x) —g(x)) dx.

THE CHEMISTS METHOD FOR NUMERICAL INTEGRATION:
1. PLOT CURVE ON PAPER.
2. PRECISELY CUT OUT SHAPE.
3. WEIGH PAPER SHAPE WITH HIGHLY ACCLIRATE SCALES.

spikedmath_com
@ 2010

(@ Propriété
Soit [a; b] un intervalle de R avec a < b, f et g : [a; b] — R deux fonctions intégrables.
> Relation de Chasles : [” f(x) dc = [ f(x) d+ [ f(x) dx.
> Relation d'ordre : si f(x) < g(x) pour toute x € [a; b] alors fab f(x) dx < f: g(x) dx.
> Si f est continue sur [a; b] et f(x) > 0 pour toute x € [a; b] alors f: f(x) dx = 0 si et seulement si f(x) = 0.
> Valeur absolue : |fabf x) dx| < ff|f(x)| dx.
o ' : ' Jo 10x) dx o Lo 100 i
> Moyenne : si m < f(x) < M pour toute x € [a; b] alors m < Ze7—=— < M. Le nombre = —— est la valeu
moyenne de f sur [a; b].

Intégrales généralisées

Etudier la nature d'une intégrale généralisée (ou impropre) c'est préciser si elle est convergente ou divergente.

- . y . y
Cas d’'une fonction bornée sur un intervalle non borné

Soit f une fonction définie sur [a;4o0[ et intégrable sur tous les intervalles [a;b] pour b > a. Lintégrale
généralisée de premiére espéce de f sur [a; 00| est égale, lorsqu'elle existe, a la limite

+o0 b
[ f(x) d&x = lim f(x) dx.

b—+co J,
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On définit de maniére analogue lintégrale généralisée sur lintervalle | — oo; a]. Si la limite existe on dit que

Uintégrale est convergente, dans le cas contraire, on dit qu'elle est divergente.

ﬁRégles de convergence

existe alors lim,_, 4 f(x) = 0.

sur [a; 4o0[ et intégrables sur tous les intervalles [a; b] pour b > a.
> Si c,+oo g(x) dx converge alors fjoo f(x) dx converge aussi.
> Si fa+°° f(x) dx diverge alors fjm g(x) dx diverge.

400 arctan(x)

400 arctan(x)
arctanix)
= X

2. Lintégrale | dx converge tandis que l'intégrale |
pour tout x € [1;4o0], alors

3. Lintégrale f;mo “’:# dx converge car — ‘f;mo “’:—é” (Ix‘ < f;mo “’:# dx < ‘f;mo “’:# (Ix‘ et

G0 —+o00 —+o00 l
'/ COEEX) dx| < / dx < / — dx =1
1 X 1 1 X

- . y . y
Cas d’'une fonction non bornée sur un intervalle borné

cos(x)

%

b b
/ f(x) dx = lim f(x) dx

c—at Jo

est divergente.

4@ Exemple

Soit a # 0. Alors U” X% dx converge si et seulement st a < 1 car

X« c—0+ .
-0t c—0T

Déﬁnition
on pose

/abf(x)dx:/acf(x)dx—klcbf(x)dx
b

a

© G. FACCANONI

4§ Exemple
1. Soit a > 0. Alors jm X% dx converge si et seulement si o > 1 car
. (1-a ¢ i . . cl-a_q X 1
oo q lim [1 a] sta#1, lim “—= sia#1, I—a
. c . S
o X (ET@Q [In(x)], sia=1, Jim In(c) sia=1, In(c)

—+o0 . +o0 —+o0 . —+o0
arctan(x Tt arctan(x T
[T g [T b, [T s
] x2 ) 2x? ) X 1 4x

/n L j L [ [=] sta#1 [im [e5=] 0 st
— dx = lim — c— le _ c—0 .
0 le

d = =
X« lim [In(x)]! sia=1 lim [In(a) —In(c)] sia=1

> Condition nécessaire de convergence sur [a;+oo[ : si l'intégrale fu+°° f(x) dx converge et si limy_, 4o f(x)

> Comparaison de fonctions positives : soit f et g deux fonctions définies sur [a; +oo[ telles que 0 < f(x) < g(x)

sta>1,
sta<1,

sia=1.

dx diverge. En effet, comme 7 < arctan(x) < %

7

— dx > +o00.

Soit f une fonction définie sur ]a; b] sans étre définie au point a et intégrable sur tous les intervalles [c; b] pour
¢ €]a; b[. L'intégrale généralisée de deuxieéme espéce de f sur Ja; b] est égale a la limite

lorsqu'elle existe. Si la limite existe on dit que l'intégrale est convergente, dans le cas contraire, on dit qu'elle

00 sta>1
al-a R
T sta<l1

+o00 sia=1.

1. Si f est intégrable sur tous les intervalles [c; d] contenus dans ]a, b[ mais n'est pas définie ni en a ni en b,

avec ¢ €]a, b[ quelconque. On dit que l'intégrale / f(x) dx converge si et seulement si les deux intégrales
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c b
/ f(x) dx et / f(x) dx convergent.

2. Si f est intégrable sur tous les intervalles [c; d] contenus dans ]a, +oo[ mais elle n'est pas définie en a, on

o /;_oof(x)dx—ch(x)dx+[6+oof(x)dx

+o0
avec ¢ €]a,+oo[ quelconque. On dit que lintégrale / f(x) dx converge si et seulement si les deux
a

c +00
intégrales / f(x) dx et / f(x) dx convergent.
a c

3. Si f est intégrable sur tous les intervalles [c; d] contenus dans R, on pose

/+oof(x)dx:/;f(x)dx+/C+Oof(x)dx

(o°]

+o0
avec ¢ € R quelconque. On dit que l'intégrale / f(x) dx converge si et seulement si les deux intégrales

—0Q

c —+00
/ f(x) dx et [ f(x) dx convergent.

o

Fonctions définies par une intégrale

E
Considérons la fonction Z: / C R — R définie par Z(x) = [ f(t) dt ou f est une fonction intégrable sur / (i.e. elle
peut étre discontinue mais elle doit étre bornée).

@ Propriété

> Z(a)=0

> I(b)= fub f(t) dt =constante

> 7 est continue

> Si f est positive (resp. négative) dans un intervalle [p, g] qui contient a,
> st x > a alors f et 7 ont méme signe
> si x < a alors f et Z ont signe opposé

> Si f est continue alors 7 est continue et dérivable; si f est dérivable alors I’ est continue et dérivable. En

effet, si f € C¥(J) alors T € C**1(J) car {0 (x) = Z*,+1(x). De plus

> si f(x) =0 alors Z a tangente horizontale

st f(x) > 0 alors Z est croissante

st f(x) < 0 alors Z est décroissante

si f(¢) =0 et f'(c) > 0 alors ¢ est un minimum pour T

st f(c) =0 et f(¢) < 0 alors ¢ est un maximum pour T

vV vV vV V

& Proposition
Si u et v sont deux fonctions dérivables de J dans R, alors la fonction Z(x) = f;((:)) f(x,t) dt est dérivable et

v(x)
T'(x) = /( : fo(x, t) dt + f(x, v(x))V'(x) — f(x, u(x))u'(x).

En particulier, si f ne dépend que de t, cest-a-dire si Z(x) = fuv((:)) f(t) dt alors

T'(x) = f(v(x))V'(x) — f(u(x))u'(x).
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VIV DVNDDVDVNDIDD Exercices DIINDVVVIVNVIDVNDDVIDIIDID

? Exercice 13.1 Intégration directe
Calculer les intégrales suivants :

1./2x3—3x+1dx 14./ 13 dx
x1In” x
2./\/}+€/}dx 15. /x2eX3dx
1 1+ cosx
dx 16. _
Vx+1 /x+sinx
3
4./\/2x+1dx 17./X—
14+ x3
5. /e2X+l dX 18 / Sln(.QXQ) dX
1+ sin“ x
6. /\4/(X—1)3dx 10. / 1
Ix
X
7. X1 dx 20. /sm x cos x dx
8. /X\/5+x2dx 21. /sm
eX
9. / dx 22 /
1+ ex sin x cos x
10, [ €7 23, /Sm‘/_
\/_
71/x
11./X2dx 24/X—|—1
12. /xex2 dx 25. /
Vx2+3
1 3 tanx
13. / X & 26. / 2
X cos
1 3 . . In* x
SoLuTION. 1. ix(x —3x+2)+c 13 c
1 .
2 3 ‘ 4/3 _
12(8\/;+3)X T " 21n? x
3. 2vx+1 X3
X+ —0—‘c 15. eg T
(2X+ ])5 )
4. f+f 16. In|x 4+ sinx| + ¢
2x+1 arctan(x?)
5 € . T 17. R
4 ) 18. In(1 +sin? x) + ¢
6. —(x—1)"" 4 ¢ :
7 19. ——
7. x—In(x+1)+c¢ VX
.4
1 sin® x
8. 3(J+X)5/2+C 20. 1
1
9. In(1+e¥+c 21. - cos(3x) + ¢
10. 2eV* + ¢ 22. In|tanx| + ¢
M. e ¥+ ¢ 23. —2cos\/x+ ¢
X2 2 1 3
1225 1 2q WD o
2 6

© G. FACCANONI

27.

28.

29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.

36.

25. °

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.

34.
35.
36.

(ax + b)" dx avec
a#F0etn+#1

1
— dx a
/(ax-l—b)” avec
ax+b#0,a#0etn>1

3

1

/x +x+ ]
x2 41

/(1 + 2x3)? dx

/(1 + cos x)? dx

1—2x

— dx
V1—x2

1
— dx
/sin2x0052X
1
dx
/1+eX
2
/cos.x &
1 —sinx

|

3, ‘
i‘ (x2+3)2+c

et‘an + c

1 (ax + b)"*+1
a n—+1

1 (ax + b)="+1
a —n+1
2

2

+c

+ arctanx + ¢

4 7 4
?x +Xx*+x+cC

sin x cos x
2

arcsinx +2vV1 —x2 + ¢
1

tan x —

3
ierZsmer

tan x
x—In(l+e¥)+c
X —COSX + C

1 In|tan(2x)|+ ¢
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? Exercice 13.2 Intégration par parties
Calculer les intégrales suivants :

etanx gy 15 [ X g

/cos3x Ux

5 / /X3sinx2dx 16. /ln2xdx
| 7. /xlnxdx 12. /eQXsin(?ax)dx 17. /xsin2xdx
> /1 b 8. /xzcosxdx 13./ -
4./ | /

o1

In(x) In x
) dx 10.
! / x? dX \/_

6. /Xsinxdx 11.

X arcsin x

()
n( ) dx
o V1 — x2

(=]
N
»

SoLUTION. 1. Comme f(x) =In(x) = f(x) = L et g(x) = =2 < ¢'(x) = % on obtient — 12X 4 ¢
2. Comme f(x) = In(In(x)) = f'(x) = & et g(x) = In(x) < ¢/(x) = L on obtient (In(In(x)) — 1) In(x) + ¢
3. Comme f(x) =In(l+x) = f'(x) = % et g(x) =x < ¢g’(x) = 1 on obtient (1 + x)In(l +x) —x+ ¢
4. Comme f(x) = x? = f'(x) = 2x et c( ) =e* < g'(x) = e* on obtient e*((x —=2)x +2) + ¢
5. Comme f(x) =Inx = f'(x) =L et g(x) =2y/x & ¢'(x) = W on obtient 2y/x(Inx — 2) + ¢
6. Comme f(x) =x = f’'(x) =1 et g(x) = —cosx < ¢g'(x) = sinx on obtient —x cosx + sinx + ¢

2

1.
7. Comme f(x) =Inx = f'(x) = 1/x et g(x) = x?/2 & ¢’(x) = x on obtient % Inx — ZXZ +c

8. Comme f(x) = x2 = f(x) = 2x et g(x) = sinx & ¢’(x) = cos x on obtient x?sin x — 2[—x cos x + sin x] + ¢

9. Comme f(x) = arcsinx = f'(x) = ﬁ et g(x) =—V1—x2 < ¢g'(x) = ﬁ on obtient —v/'1 — x2 - arcsin x +
X+ c
10. Comme f(x) = sinx/cosx = f'(x) = 1/cos?x et g(x) = e'™* & ¢'(x) = ¢****/x2 on obtient e"***(tanx — 1) + ¢
2 eoal(x2) L ain(x2
11. Comme f(x) = sin(x?) = f'(x) = 2xcos(x?) et g(x) = x*/a & ¢'(x) = x3 on obtient . COE(X; o sin(x’) +c
12. Comme f(x) =sin(3x) = f’(x) = 3cos(3x) et g(x) = eQX/Q & g'(x) = e?* on obtient 292X(Sin(3xl);§ws(3x>) +c
3e~3*(cos(2x)— 2 sin(2x
13. Comme f(x) = cos(2x) = f'(x) = —2sin(2x) et g(x) = g’(x) = e™3* on obtient _ 3 (Ql; ssin(9) 4 o
- x*(4lnx —1
14. Comme f(x) =Inx = '(x) = 1 et g(x) = % & g'(x) = x3 on obtient % +c
3/4 4 . A
15. Comme f(x) =Inx = f'(x) = L et g(x) = % < g'(x) = %\/; on obtient gx‘m (Inx—3)+c
16. Comme f(x) =Inx = f'(x) = L et g(x) = xInx — x < g’(x) = Inx on obtient x(In* x — 2Inx + 2) + ¢
17. Comme f(x) = sin® x = f/(x) = 2sinx cos x = sin(2x) et g(x) = % < ¢'(x) = x on obtient (x? — xsin(2x) —
)

? Exercice 13.3 Intégration par changement de variable
Calculer les intégrales suivants :

200
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1./%& 7./\/1171&( 12./\/mdx 18./X\/mdx

14+ eVx In x 1
2./ dx 13‘/—dx 19./—2 dx
VX 8. [e"ln(l—i—ex)dx X ) vl
1 e'r
, 14, | ——— dx 20.
3 /x—\/}dx 1 /€X+€_X 0 /x2 o
1

9-/—2dX tan x
4 [ = X(2+In"x) 15./e dx 21./ﬂdx

cos? x 1+ sinx

3
X
e 10. / — = & sin(In x) 11
5. / dx V1—x2 16. /— dx 22. Fcos; dx

X

1 X5 X X3
6. dx 11.]—dx 17.[—dx 23./—dx
/xlnx vVx3—1 V1+ x2 V1+ x2
SOLUTION. 1. St on pose t =1In(x) alors 1 dx = dt et on obtient —cos(In(x)) + ¢
2. Sion pose t = /x alors dx = 2t dt et on obtient 2(y/x + eV¥) + ¢
3. St on pose t = /x alors dx = 2t dt et on obtient 2In(y/x — 1) + ¢
A/ X312
4. Sion pose t =1+ /x alors dx =2(t —1) dt et on obtient % +c
X
5. St on pose t = e~ alors e¥ dx = dt et on obtient In(1 4+ e¥) + ¢
6. Si on pose t =Inx alors % dx = dt et on obtient In|Inx|+ ¢
1
7. Ston pose t = ln% alors —% dx = 2t dt et on obtient —27/In— + ¢
X
8. Ston pose t =1+ e~ alors ¥ dx = dt et on obtient (1 + e*)In(1 + e¥) —e¥+ ¢
arctan ( l% )
9. Si on pose t =Inx alors % dx = dt et on obtient +c
V2
. . 2+ 2)V1—x2
10. Si on pose t? =1 — x2? alors —x dx = t dt et on obtient —% +c
‘ 2(x3 +2)Vx3 — 1
11. Si on pose t? = x3 — 1 alors 3x? dx = 2t dt et on obtient O + E)) . +c
12. Si on pose t? = eX — 1 alors dx = r22-st-1 dt et on obtient 2 (\/ eX — 1 — arctan(veX — 1))) +c
2

n” x
13. Sion pose t =Inx alors dx = e’ dt et on obtient

+c

14. Si on pose t = e* alors dx = % dt et on obtient arctan eX + ¢

15. Si on pose t = tan x alors dx = H% dt et on obtient e'®X + ¢

16. Si on pose t =Inx alors dx = e' dt et on obtient — cos(Inx) + ¢

17. St on pose t = V1 + x2 alors 2x dx = 2t dt et on obtient V1 + x2 + ¢

, ) (a + x?)3
18. Si on pose t = Va + x2 alors 2x dx = 2t dt et on obtient — 3 +c

19. Si on pose t =1Inx alors % dx = dt et on obtient arcsin(In x) + ¢
20. Sion pose t = 1 alors —J; dx = dt et on obtient —e' + ¢

21. St on pose t =1+ sinx alors cosx dx = dt et on obtient In |1 + sinx| + ¢

1 1
22. Sion pose t = % alors —— dx = dt et on obtient —sin— + ¢
X X

. . 22
23. Sion pose t?2 =1+ x? alors x dx = t dt et on obtient ()(73)\/)(2 +1+c
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? Exercice 13.4 Intégration de fonction rationnelle
Calculer les intégrales suivants :

a 2x —1 3x24+2x—5
) /X—bdx )/X—l)(x—Q)dX ¢ /3x2—5x—2dx
a 3x+1
) | Gy en ! Es

SoLuTIoN. a) aln|x —b|+ ¢
a

b — 4+
) (I=n)(x—h)r1
c) In ( ) +c
. IRV 1 5lnx+2| , 7ln|x—2
d) Comme X‘ffilx = %/4 + X;/j + )(77/82 alors on a _¥ _5 n\é(+ |7 HLX |4 ¢
3x242x—5 Ix=5 5 1 [ 52/7 207/7 . X2 | 5, 52 1 23 o
e) Comme 52— =x+2 St s e =X+ 3+5 ' + =55 | alorsona 5+ s+ En|x+ 3|+ = In|x—2|+c
3

? Exercice 13.5

Calculer s
L | s Loox—5

A=/—dx, B:] LY c:/X—

1 1+X2 _1/\/§1+3X2 1 X2—5X+6

SOLUTION.

IR

Tt
4

1N

A = [arctan(x)]!, = arctan(1) — arctan(—1) =
A 7T
sl [ A x
V3 1+1¢2 V3 2V3
bo2x—5 :
C= / 2X7;0 dx = [In|x* — 5x + 6|]i1 =1In(2) —In(12) = In(2) — In(3) — 21n(2) = —In(2) — In(3).
1 X7 — oX

? Exercice 13.6 Vitesse et accélération
g Une voiture roule a une vitesse de v(t) = vpt(1 — t) kmh~! durant lintervalle de temps 0 < t < 1 h. Quelle a été

sa vitesse maximale ? Quelle distance a-t-elle parcouru?

SoLuTioN. > Vitesse maximale : v(t) = vpt(1 —t), v/(t) =1—2t, V/(t) =0ssi t = 1/2 et v(1/2) = v/4.

1
> Distance parcourue : v(t) = x'(t) donc Xparcourue = / v(t) dt = vy /6.
0

? Exercice 13.7 Calcul de laire
Calculer l'aire comprise entre le graphe de la fonction f(x) et le graphe de la fonction g(x) :

a) f(x) = —x?+x+2etg(x) =x2—3x+2 b) f(x):%etg(x):xQ—x

SoruTioN. a) Comme f(x) = g(x) ssi x € {0,2} et f(x) > g(x) pour x € [0,2], laire comprise entre le graphe de la
2 2 3 272
. 8
fonction f(x) et le graphe de la fonction g(x) est / (f(x) —g(x)) &x = —2x? 4 4x dx = [ 23 14X ]
0 0

b) Comme f(x) = g(x) sst x € {0,2} et f(x) > g(x) pour x € [0,2], l'aire comprise entre le graphe de la fonction
2

. 2 x3 . X3 X2 1
f(x) et le graphe de la fonction g(x) est / (f(x) —g(x)) dx = X x k== | =2
) 4 6 3 2], 3

o 3

0
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y
2>
1
8(x)
1\./2\ X X
f(x)
(@) f(x) = =x* +x+2et g(x) = x> = 3x +2 (b) f(x) = % et g(x) =x% —x
Ficure 13.1: Exercice 13.
? Exercice 13.8 Calcul de l'aire
Calculer l'aire de A et de B ainsi définis :
1 1
A:{(X,y)€R2 0§x§2ﬁ,8§y§cos3x}, B:{(X,g)ER2 —ﬂgxgﬂ,ggygcos?’x}
SoruTioN. Remarquons d'abord que
/(t()S:g(X> dx O /(1 — sin?(x)) cos(x) dx =
= [(tos(x) — cos(x) sin?(x) dx = sin x — /('osx sin? x dx @
3 -3
Xk, keR

. 2 . t .
=sinx — [ t°dt =sinx — 5 + k =sinx — 3

Comme cos® x = (%) Ssst x = g ou x = ﬁ({) alors
; (5-9)
5 E 3 3 T 9v3—
Aire (A) =2 (]s/ cos? x dx — 3 =2 ﬁféfi = V3o
) 8 2 8 24 12
et _
J
3 (§70),2 V3 V3 x| 9vB—x
n 2 8 24| 12

Aire (B) = (15/5 cos® x dx —2- 5

-3

? Exercice 13.9 Intégrales généralisées
Pour o et B positifs calculer, lorsqu’elles existent, les intégrales généralisés suivants :

9 /0+°° sin(x)

X

a
1
ajidxaveca>0
0 x%1nf x
“+00 1 1 1
b ———— dx aveca >0 d /7dx
)/a x®1n® x ) o VX +5x3

203
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SoruTioN. a) St o > 1 elle diverge pour tout 8> 0; si a < 1, elle converge si 8 < 1 et diverge si 8 > 1.
b) St a > 1 elle converge pour tout 8> 0; si a < 1, elle diverge pour tout 8> 0; si @ = 1, elle converge si B > 1

et diverge st B < 1.

+00 s 1 +o0 s 1
sin(x sin(x sin(x g sin(x
C) / () dx = / () dx +/ () dx. Comme lim,_,q ““X(X) = 1 alors / () dx < +o0. Pour
0 X 0 X 1 X N 0 )C(
* sin(x cos(x € cos(x
lautre intégrale, en intégrant par parties on obtient / J dx = lim {[—()] —/ # dx} =
1 X c——+00 X 1 1 X
“ cos(x . e ¢ cos(x
cos(1) — lim / g ) dx. Puisque &EX) <4 et/ — dx < +o0 alors limH+m/ (x) dx < +o00. Donc
c—=+00 Jq X x x 1 X2 1 x2

+00 o3
sin(x
Uintégrale / L dx est convergente.
0 X

1

1
_ 1 . ; 1 . ; ;
d) Comme f(x) = Zrise est positive, continue et f(x) < 7 dans 10;1] et comme /o NG dx converge, alors

[ s |
— converge ausst.
0 \/; + 5X3 J

? Exercice 13.10 Fonction intégrale
Calculer les points de changement de concavité de la fonction

F(x) :/()th(1+t) dt.

SorutioN.  Soit f(t) = t2(1 + t). Comme f est de classe C*(R) , la fonction F est elle aussi de classe C*°(R). Donc
F'(x) = f(x) = x*(1 + x),
F"(x) = f'(x) = 3x% + 2x.

Donc

F'(x) =0 < x e {-1;0}, F'(x) >0 < x €] — o00; —1[U]0; +00], F'(x) <0 < x€|-10],
F'(x) =0 < xe€{-2/3;0}. F'(x)>0 < x€]—o00;-2/3[U]0;+o0[, F"(x)<0 < x€]—2/3;0],

Donc x = 0 est un point de changement de concavité et a tangente horizontale, x = —2/3 est un point de changement

de concavité

? Exercice 13.11 Intégrales, intégrales généralisées

1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.2a.
2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.2h.

SOLUTION. 1. On a 1;% =0ssix=1et IEQX = X% sst x = e. Donc
¢ lnx Inx1°¢ 1 Inx 1]° 2
Surface = H—de: [_n] +/ —de: [_n_] =1--.
10X x 1 10X X X1 e

2. Il suffit de rajouter a la surface calculée au point précédent l'intégrale généralisé suivant

oo 171 1
/ —d = lim [—] =—.
e X a—+oo| X e

e

Donc la surface plane infinie mesure 1 — i
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y y
— Inx — Inx
a2 a2
(a) (b)
FIGURE 13.2: Exercice 13 : intégrales.
y y

/\él\x

__ Inx _ Inx
=2 Y=z

Ficure 13.3: Solution de l'exercice 13.
? Exercice 13.12 Intégrales, intégrales généralisées

§ 1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.4a.

2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.4b.

Yy=x y=x

FiGure 13.4: Exercice 13 : intégrales.

SOLUTION. 1. Ona ¥ =0 ssix=1et 2% =1 ssix=e Donc

X

°1 I
Surface = / S, [‘ In? X:| =
X 2

1

| =

© G. FACCANONI
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2. Il suffit de rajouter a la surface calculée au point précédent l'intégrale généralisé suivant

a——+o0

e 1 : a
—dx = lim [ln(x)]e = 400.
e X
Donc la surface plane infinie mesure +oo.

1
y=x

Ficure 13.5: Solution de U'exercice 13.

? Exercice 13.13 Intégrales, intégrales généralisées

§ 1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.0a.

2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.6h.

y y=% y y==%

(a) (b)

FIGURE 13.6: Exercice 13 : intégrales.

2

. 2 .
SOLUTION. 1.0na™ —0ssix=1et 2 = L i x = ve. Donc
X X X

Ve Ip x2 In x2 Ve Ve 9 In x2 9 Ve 3
Surface :/ n;( dx = [— nx ] +/ —de = [— S ] =2 - —.
] X x | 1 X X x|, Ve

2. Il suffit de rajouter a la surface calculée au point précédent l'intégrale généralisé suivant

/+°° 1 r 11 1
—d& = lm |—- = —.
Je x2 a—+00 X Je \/E

- 9
Donc la surface plane infinie mesure 2 — T
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Ficure 13.7: Solution de U'exercice 13.

? Exercice 13.14 Intégrales, intégrales généralisées

§ 1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.8a.

2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.8b

y
3 3
y="13 y =13
(a) (b)
Ficure 13.8: Exercice 13 : intégrales.
SOLUTION. 1. On a “‘X—Xi =0ssix=1et ]%; = % ssi x = V¥e. Donc

Ve 1n x3 nx31Ve Ve 3 In x3 31 3 5
Surface = = ——— + s = | ——5 — == - —.
1 X 2x* | 1 2x 2x= 4x2 |, 4 43/ e2

2. Il suffit de rajouter a la surface calculée au point précédent l'intégrale généralisé suivant
teo g 17" 1
—d = lim [—--— = —.
ye X a—+o0 2x e 2\ e2
Donc la surface plane infinie mesure —i — 43'5
17 12
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; Y= 55
\376
y = y =
Ficure 13.9: Solution de Uexercice 13.
? Exercice 13.15 Intégrales, intégrales généralisées
§ 1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.10a.
2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.10b.
y Maximum y
y = X2efx
y=x%e~
X X
(a) (b)
FiGure 13.10: Exercice 13 : intégrales.
SowuTioN. Calculons d'abord les primitives de la fonction f(x) = x?e™ :
o 2 _—X
Flx) = /X e f(x) = x* = f'(x) =2x
o . g(x)=e™ = glx)=—e
=—x"e " +2 [ xe ¥ dx
f(x)=x = f'(x)=1
gx)=e> = gx)=—e"

= —x%2e ¥ +2 (—xeX +/e’x dx) D
= —x?e ¥ +2(—xe ¥ —e )+ C
=—(¥*+2x+2)e ¥+ C

avec C € R.

1. La surface de la région plane coloriée en figure 13.10a correspond a F(M) — F(0) ot M est l'abscisse du
maximum pour f. Comme f'(x) = x (2 — x) e, alors M = 2 et la surface mesure F(M) — F(0) = —10e™2 + 2.

2. La surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.10b correspond a

lim (F(b)— F(0)) = lm (—(b*+2b+2)e™"+2)=2.

b—+oc0 b—+4o00

? Exercice 13.16 Intégrales, intégrales généralisées

§ 1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.11a.

2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.11h.
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Maximum y y

(@) (b)

FiGure 13.11: Exercice 13 : intégrales.

Sovrution. Calculons d'abord les primitives de la fonction f(x) = x%e* :

o 2 X
F(X)—/X e* dx f(X)=X2 = f’(X)ZQX
o2 [ gx)=e > glx)=e
=x“e" =2 | xe* dx
fx)y=x = fx)=1
> gl =e

7 — X
=x%e¥ -2 (xex—/ex dx) g'(x)=e
=x?e* —2(xe* —e") + C
:(x2—2x+2)eX+C
avec C € R.

1. La surface de la région plane coloriée en figure 13.11a correspond a F(0) — F(M) oli M est l'abscisse du
maximum pour f. Comme f'(x) = x (2 + x) €¥, alors M = —2 et la surface mesure F(0) — F(M) = —10e? + 2.

2. La surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.11b correspond a

lim (F(0)— F(b)) = lim (2— (b*—2b+2)e”)=2.

b——c0 b——c0

? Exercice 13.17 Intégrales, intégrales généralisées

§ 1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.12a.

2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.12b.

y - 1
f(X) (x+1)1In?(x4+1) y f(X) = le(ﬂ_l)

FiGure 13.12: Exercice 13 : intégrales.
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’ ‘ - g . o 1 . . o
SoruTioN. Calculons d'abord une primitive de la fonction f(x) = T | Ston pose h(x) = In(x + 1) on peut
intégrer directement car

1 2.7 *—7X71:_;
F0 = | G & = OO0 = b =~ s

1. Surface de la région plane coloriée en figure 13.12a :

(f (;) N f(l)) ;+/;] (X+1)11112(x+1) dx(1 ;) i) = 31111(: )+F(1)7F (;)215(2) N 31114(3)21113(”

2

[\SI[9N)

2. Surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.12b.

! 1 1 1 1 3
‘ k= (1—0)f(1) = F(1) — lim F(c) = f(1) = ——— + i . -
/0 G )iy & 0 =FA) = tim Flo) = () = = + I s ~ o) ~ 2m)
? Exercice 13.18 Intégrales, intégrales généralisées

§ 1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.13a.

2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.13b.

L
’ f(X) = 2 T / f( ) = ——
(x+1) In" (x*+1) X) = Er) (1)
161 Em—
160 ) W N
X

(a) (b)

Ficure 13.13: Exercice 13 : intégrales.

’ _ . PRy . o X . . o 2
SoruTioN. Calculons d'abord une primitive de la fonction f(x) = ETDmeELD | Ston pose h(x) = In(x* + 1) on

peut intégrer directement car

¥ 1 ., __}7)(—1:_;
F0 = | a3 IR 00 b= g0l = s

1. Surface de la région plane coloriée en figure 13.13a :

! X 2 2 1 1 1 1
/§ (x2+ 1) In2(x2 + 1) e (1 - 3) () =FA)—F (3) a 61n?(2) h ~2In(2) N 2In(13/9) 61n?(2)

2. Surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.13b.

! X 1 1 1
dx—(1-0)f(1) = F(1)— lim F(c)—f(1)=— li — = .
|, G 0 = FO)= i FQ—1(0) = gt i g = e
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? Exercice 13.19 Fonction intégrale

Celui en figure est le graphe de la fonction f conti-
nue sur Uintervalle | — 9, 9[. Tracer un graphe plau-
sible de la fonction F(x) = [*, f(t) dt en surlignant
notamment les éventuels points de changement de
concavité. Préciser ensuite, en fournissant une adé-
quate explication, combien de solutions a l'équation
F(x) = 15.

SOLUTION.

F est clairement continue. y

o
De plus f(x) > 0 donc F est croissante et Points de
changement —|

F(x) <0 six<—6, de concavite, o | __..... [ ...
F(x)=0 six=—6,
F(x)>0 six>-—2.

Enfin, f est croissante pour x € [—9,—6) U (0,6) et
décroissante pour x € (—6,0) U (6,9) donc F est el
convexe sur [—9, —6) et sur (0, 6), concave sur (—6,0)
et sur (6,9); x = —6 et x = 6 sont points de max et
x = 0 est point de min pour f donc ils sont des points
de changement de concavité pour F. . . .
Puisque F(6) > 15, l'équation F(x) = 15 a exacte- _/6 6 9o X

ment une solution.

? Exercice 13.20 Fonction intégrale

Celut en figure est le graphe de la fonction f: R — R dé- Changement
finie par f(t) = —1si t <0, f(t) = e~ si t > 0. Tracer 1 de concavité

un graphe plausible de la fonction F: [—1;1] — R défi- ™
nie par F(x) = [~ f(t)dt sans calculer la primitive de f, 1/\/e
en surlignant notamment les éventuels points de non dé- '

S - : . , — 1
rivabilité. Préciser ensuite, en fournissant une adéquate Lo 75

explication, combien de solutions a l'équation F(x) = —%. 1

— .
~

SoLuTION.

Comme f n'est pas continue en x = 0 alors F est continue mais non dérivable en x = 0; plus précisément la pente de la
tangente au graphe de F a gauche de x = 0 est —1 tandis que la pente de la tangente a droite de x = 0 est 1. De plus
> F(—=1)=0

> F(0) = —1 (il suffit un simple calcule d'aire, voir figure ci-contre)

> F est linéaire pour x € [—1;0] avec pente —1 car sa dérivée est la constante —1

> comme f(x) > 0 pour x € [0, 1], F est monotone croissante pour x € [0, 1]
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> comme f'(x) < 0 pour x € [0,1], F est concave pour x € [0, 1]
> comme f(1) = 1/e et

[ e oo (- ) (o)

(calculer l'aire a l'aide du dessin ci-contre en sachant que pour x € [%, 1] la fonction f est convexe), alors

0 1
F(l):/ f(t)+/ ft)y<—14+1=0
~1 0
> comme .
1 1 1 1
it dt>+(1—)f1 > 1
| as ot (1- ) >
(calculer l'aire), alors l'équation F(x) = —% admet 2 solutions : une solution appartient a l'intervalle | — 1;0[ car
F(=1) =0, F(0) = —1 et F est linéaire, 'autre solution appartient a U'intervalle ]0; 1]

o

? Exercice 13.21 Fonction intégrale

Celui en figure est le graphe de la fonction f: [0;5] —
[-1;2]. Tracer un graphe plausible de la fonction
F: [0;5] —» R définie par F(x) = [ f(t)dt. Préciser en-
suite, en fournissant une adéquate explication, combien

de solutions a l'équation F(x) = 3.

SoLutioN. > F est de classe C1([0;5]) car f est continue.

> F(1) = [ f(t)dt = 0.

D> F est décroissante pour x < 1 et croissante pour x > 1, x = 1 est un minimum pour F (car f est la dérivée de F).

> Six < 1alors F(x) >0 car [; f(t)dt = — fxl f(t)dt et comme f(x) < 0 alors fxl f(t)dt < 0. De plus, par un calcul
de surface on a lestimation 3 < F(0) = ]10 f(t)dt < 1.

> Comme F est continue, F(0) > 1, F(1) =0 et F est monotone dans [0, 1] alors l'équation F(x) = 1 admet une et
une seule solution dans l'intervalle [0, 1].

‘ 2
> Comme F(2) = ff f(t)dt avec f la droite d'équation y = x — 1 alors F(2) = [% — x]l = I

> Comme F est continue, F(1) =0, F est monotone dans [1,5] et F(5) > 1 alors l'équation F(x) = 1 admet une et
une seule solution dans lintervalle [1, 5] qui est la solution trouvée au point précédent, c'est-a-dire x = 2.

> F est convexe pour x € [—1,5/3], concave pour x € [5/3,3] U [4,5], affine pour x € [3,4] (car ' est la dérivée
seconde de F).
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y y )
4 F(x) =[] f(t)dt
3
2 2
1 1
1
f(x) 2
0 0
/1 2 3 4 5 X X
—1

? Exercice 13.22 Fonction intégrale

Y
2
Celui en figure est le graphe de la fonction f: [0;5] — chnstante
[-1;2]. Tracer un graphe plausible de la fonction 1 5 <
F: [0;5] > R définie par F(x) = [ f(t)dt. Préciser en- g&\“
suite, en fournissant une adéquate explication, combien ° f(t)
de solutions a l'‘équation F(x) = 3. 0 /1 5 3 1 5t
-1

SoLuTioN. > F est de classe C*([0;5]) car f est continue.

>
>

>

>

F(1) = [, f(t)dt = 0.

F est décroissante pour x < 1 et croissante pour x > 1, x = 1 est un minimum pour F (car f est la dérivée de F).
Six < 1alors F(x) >0 car [; f(t)dt =— fxl f(t)dt et comme f(x) < 0 alors fxl f(t)dt < 0. De plus, par un calcul
de surface on a lestimation 3 < F(0) = ]10 f(t)dt < 1.

Comme F est continue, F(0) > 3, F(1) =0 et F est monotone dans [0, 1] alors 'équation F(x) =
une seule solution dans l'intervalle [0, 1].

admet une et

D=

) 2
Comme F(2) = flz f(t)dt avec f la droite d'équation y = x — 1 alors F(2) = [Xj — x] =1
1

Comme F est continue, F(1) =0, F est monotone dans [1,5] et F(5) > $ alors l'équation F(x) = 3 admet une et
une seule solution dans lintervalle [1, 5] qui est la solution trouvée au point précédent, c'est-a-dire x = 2.

F est convexe pour x € [—1,2]U[5/2, 3], concave pour x € [2,5/2] U[4, 5], affine pour x € [3,4] (car f’ est la dérivée
seconde de F).

y y

4

3 F(x)= [ f(t)dt
2 2 &

Q,
&

o =
~
—
>
N
O = =
</
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