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Chapitre 1
Équations et inégalités dans R

Équations et inégalités rationnelles

Propriétés des puissances

À ab · ac = ab+c

Á ab : ac = ab−c

Â
(
ab
)c

= ab·c

Ã (a · b)c = ac · bc

Ä (a : b)c = ac : bc

Å (a)c =

(
1

a

)−c
Æ c

√
a = a1/c
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Produits à apprendre par cœur

À (A ± B)2 = A2 ± 2AB + B2

Á (A ± B)3 = A3 ± 3A2B + 3AB2 ± B3

Â (A ± B + C)2 = A2 + B2 + C2 ± 2AB + 2AC ± 2BC
Ã (A − B − C)2 = A2 + B2 + C2 − 2AB − 2AC + 2BC
Ä (A2 − B2) = (A − B) · (A+ B)

Å (A3 − B3) = (A − B) · (A2 + AB + B2)

Æ (A3 + B3) = (A+ B) · (A2 − AB + B2)

En général :
B le binôme xn + an

B avec n impair n’est divisible que par x + a et on a
xn + an = (x + a) · (xn−1 − axn−2 + · · · − an−2x + an−1),

B avec n pair n’est pas factorisable dans R ;
B xn − an

B avec n impair n’est divisible que par x − a et on a
xn − an = (x − a) · (xn−1 + axn−2 + · · · + an−2x + an−1),

B avec n pair est divisible par x − a et par x + a. Pour le factoriser, il convient de considérer le binôme commela différence de deux carrés :
xn − an =

(
xn/2 + an/2

)
·
(
xn/2 − an/2

)
.On vérifie ensuite si les deux binômes ainsi obtenus sont encore factorisables sur R.

Équations et inégalités de degré 1

Solutions Solutions de Solutions dede l’équation l’inégalité l’inégalité
ax = b ax > b ax < bSi a > 0 x = b/a x > b/a x < b/aSi a < 0 x = b/a x < b/a x > b/a

Équations et inégalités de degré 2On ne considère ici que le cas a > 0 auquel on peut toujours se ramener
Soit Solutions Solutions de Solutions de

∆ := b2 − 4ac de l’équation l’inégalité l’inégalité
(a > 0) ax2 + bx + c = 0 ax2 + bx + c > 0 ax2 + bx + c < 0

Si ∆ > 0 x1,2 =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a x < x1 ou x > x2 x1 < x < x2
(x1 < x2)Si ∆ = 0 x1 = x2 = − b

2a x 6= − b
2a 6 ∃ solutionSi ∆ < 0 6 ∃ solution réelle ∀x ∈ R 6 ∃ solution

Rappelons que
B ax2 + bx + c = a (x − x1) (x − x2)

B

{
x1 + x2 = −b/a
x1 · x2 = c/a

6 © G. Faccanoni



Mercredi 11 janvier 2012 1 Équations et inégalités dans R

Le tableau ci-dessus a une interprétation géométrique : si on associe au trinôme ax2 +bx+c la parabole d’équation
y = ax2 + bx + c, on peut interpréter les solutions de l’équation ax2 + bx + c = 0 comme les intersections dela courbe représentative de la parabole avec l’axe des x . Ci-dessous, les figures de gauche représentent les troispositions possibles de la parabole lorsque a > 0 : du haut vers le bas on a aucune intersection, une intersection etdeux intersections (respectivement, ∆ > 0, ∆ = 0, ∆ < 0). À droite les trois cas lorsque a < 0 : du haut vers le bas ona deux intersections, une intersection et aucune intersection (respectivement, ∆ < 0, ∆ = 0, ∆ > 0). Pour résoudreles inégalités ax2 + bx + c > 0 ou ax2 + bx + c < 0 il suffit d’étudier la position de la parabole y = ax2 + bx + cpar rapport à l’axe des x :
B les cercles représentent les solutions de l’équation ax2 + bx + c = 0 ;
B en bleu on a les solutions de l’inégalité ax2 + bx + c > 0 ;
B en vert pointillé les solutions de l’inégalité ax2 + bx + c < 0.

x

f(x)

a > 0, ∆ < 0

x

f(x)

a > 0, ∆ = 0

x

f(x)

a > 0, ∆ > 0

x

f(x)

a < 0, ∆ > 0

x

f(x)

a < 0, ∆ = 0

x

f(x)

a < 0, ∆ < 0

Équations et inégalités de degré supérieur à 2

Équations et inégalités binomiales. On ne considère ici que le cas a > 0 auquel on peut toujours se ramener.
(a > 0) Solutions de l’équation Solutions de l’inégalité Solutions de l’inégalité

axn + b = 0 axn + b > 0 axn + b < 0

n impair, x = n
√
− b
a x > n

√
− b
a x < n

√
− b
a

b > 0 6 ∃ x ∈ R ∀ x ∈ R 6 ∃ x ∈ R
n pair, b = 0 x = 0 x 6= 0 6 ∃ x ∈ R

b < 0 x1,2 = ± n
√
− b
a x < − n

√
− b
a ou x > n

√
− b
a − n

√
− b
a < x <

n
√
− b
a

© G. Faccanoni 7
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Équations et inégalités trinômes. Les équations (inégalités) trinômes ont pour forme normale
ax2n + bxn + c T 0.

La stratégie résolutive consiste à poser xn = t. On est ainsi reconduit à une équation (inégalité) de degré 2 en t :
at2 +bt+c T 0. On obtient ainsi deux solutions t1 et t2 et on obtient deux équations (inégalités) binomiales xn S t1et xn T t2.
Équations et inégalités fractionnelles

B f(x)
g(x) = 0 est satisfaite pour les x tels que g(x) 6= 0 et f(x) = 0 ;

B f(x)
g(x) > 0 est satisfaite pour les x tels que g(x) 6= 0 et f(x) et g(x) sont de même signe ;

B f(x)
g(x) < 0 est satisfaite pour les x tels que g(x) 6= 0 et f(x) et g(x) sont de signes différents.

Remarque :
B f(x) · g(x) = 0 est satisfaite pour les x tels que g(x) = 0 ou f(x) = 0 ;
B f(x) · g(x) > 0 est satisfaite pour les x tels que f(x) et g(x) sont de même signe ;
B f(x) · g(x) < 0 est satisfaite pour les x tels que f(x) et g(x) sont de signes différents.
Systèmes d’inégalités

Deux (ou plus) inégalités constituent un système d’inégalités si elles doivent être satisfaites simultanément. Résoudreun système signifie donc calculer les solutions communes à toutes les inégalités qui le composent. Bien évidemment,les solutions des inégalités étant des intervalles, il faudra “superposer” ces intervalles pour trouver un intervalledans lequel toutes les inégalités sont satisfaites.
Valeurs absolus

Propriétés :
À |a| = 0 ⇐⇒ a = 0

Á |a| = | − a| ∀ a ∈ R
Â |a · b| = |a| · |b| ∀ a, b ∈ R

Ã
∣∣a
b
∣∣ = |a|

|b| ∀ a, b ∈ R, b 6= 0

Ä |a| = |b| ⇐⇒ a = b ou a = −b ∀ a, b ∈ R
Å |a| ≤ b ⇐⇒ −b ≤ a ≤ b ∀ a, b ∈ R, b ≥ 0

Æ |a| ≥ b ⇐⇒ a ≤ −b ou a ≥ b ∀ a, b ∈ R, b ≥ 0

Ç |a| ≤ |b| ⇐⇒ a2 ≤ b2 ∀ a, b ∈ R
È

√
a2 = |a| ∀ a ∈ R

É
∣∣ |a| − |b| ∣∣ ≤ |a+ b| ≤ |a|+ |b| ∀ a, b ∈ R (inégalités triangulaires)

Équations et inégalités qui contiennent des valeurs absolus

|f(x)| : =

{
f(x) sif(x) ≥ 0

−f(x) si f(x) < 0.Donc
|f(x)| = g(x) ⇐⇒

{
f(x) ≥ 0

f(x) = g(x)
ou {f(x) < 0

−f(x) = g(x)

8 © G. Faccanoni
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|f(x)| > g(x) ⇐⇒
{
f(x) ≥ 0

f(x) > g(x)
ou {f(x) < 0

−f(x) > g(x)

|f(x)| < g(x) ⇐⇒
{
f(x) < g(x)

f(x) > −g(x)

Notamment pour k ∈ R :
k < 0 k = 0 k > 0

|f(x)| = k 6 ∃ x ∈ Df f(x) = 0 f(x) = ±k

|f(x)| > k ∀ x ∈ Df f(x) 6= 0

{
f(x) ≥ 0

f(x) > k
ou {f(x) < 0

−f(x) > k

|f(x)| < k 6 ∃ x ∈ Df 6 ∃ x ∈ R

{
f(x) < k
f(x) > −k

Équations et inégalités irrationnelles

Solutions Solutions Solutionsde l’équation de l’inégalité de l’inégalité
A(x) = n

√
B(x) A(x) > n

√
B(x) A(x) < n

√
B(x)Si n est impaire (A(x))n = B(x) (A(x))n > B(x) (A(x))n < B(x)

Si n est paire {
A(x) ≥ 0

(A(x))n = B(x)


B(x) ≥ 0

A(x) > 0

(A(x))n > B(x)

{
A(x) < 0

B(x) ≥ 0
ou {A(x) ≥ 0

(A(x))n < B(x)

Équations et inégalités exponentielles

Équations exponentiellesUne équation est exponentielle si l’inconnue apparait en exposante.
Équation Solution
ax = c x = loga c(avec a > 0, a 6= 1)

maf(x) = nbg(x) lnm+ f(x) lna = lnn+ g(x) lnb(avec a, b > 0, a 6= 1 , b 6= 1)
f (ax) = c On pose t := ax(avec a > 0, a 6= 1)

Inégalités exponentiellesInégalité Paramètres Solution
c ≤ 0 ∀ x ∈ R

ax > c 0 < a < 1 x < loga cc > 0(avec a > 0, a 6= 1) a > 1 x > loga c
c ≤ 0 6 ∃ x ∈ R

ax < c 0 < a < 1 x > loga cc > 0(avec a > 0, a 6= 1) a > 1 x < loga c

© G. Faccanoni 9
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Puisque, pour a > 0 on peut écrire ax =
(
1
a
)−x , on peut toujours se ramener à des inégalités de base plus grandeque 1.

0 < a < 1 a > 1

af(x) > ag(x) f(x) < g(x) f(x) > g(x)avec a > 0 et a 6= 1

maf(x) > nbg(x) lnm+ f(x) lna > lnn+ g(x) lnbavec a, b > 0 et a 6= 1, b 6= 1

Équations et inégalités logarithmique

Propriétés des logarithmesSoit a > 0, a 6= 1.
À Si b1 > 0 et b2 > 0 alors loga(b1 · b2) = loga b1 + loga b2.
Á Si b1 > 0 et b2 > 0 alors loga

(
b1
b2

)
= loga b1 − loga b2.

Â Si b > 0 alors loga bk = k loga b.
Ã loga 1 = 0.
Ä loga a = 1.
Å loga (ac) = c.
Æ Si c > 0 alors aloga c = c.
Ç Si b > 0 alors loga b = logc b

logc a
avec c > 0 et c 6= 1 (Règle du changement de la base).Notamment, on rappelle la chaîne d’égalités suivante :
loga x = − loga

1

x = − log 1
a
x = log 1

a

1

x =
1

logx a

Équations logarithmiquesUne équation est logarithmique si l’inconnue apparait sous le symbole de logarithme. Puisqu’on a logx a = logx e ·
lna = lna

ln x , on peut toujours se ramener au cas où l’inconnue n’apparait qu’en argument du logarithme.
Équation Solution

loga f(x) = c
{
f(x) > 0

f(x) = ac(avec a > 0, a 6= 1)
loga f(x) = loga g(x)


f(x) > 0

g(x) > 0

f(x) = g(x)(avec a > 0, a 6= 1)
f (loga g(x)) = c Il faut g(x) > 0(avec a > 0, a 6= 1) On pose t := loga g(x)

Inégalités logarithmiques

0 < a < 1 a > 1

loga f(x) > c 0 < f(x) < ac f(x) > ac
loga f(x) < c f(x) > ac 0 < f(x) < ac
loga f(x) > loga g(x) 0 < f(x) < g(x) f(x) > g(x) > 0

Puisque, pour a > 0 et a 6= 1 on peut écrire loga x = − log1/a x , on peut toujours se ramener à des inégalités de baseplus grande que 1.
10 © G. Faccanoni



Mercredi 11 janvier 2012 1 Équations et inégalités dans R

© G. Faccanoni 11





Mercredi 11 janvier 2012 1 Équations et inégalités dans R

............... Exercices ...............

Exercice 1.1Pour chaque élément de C ci-dessous, indiquer s’il appartient à N, à Z \ N, à Q \ Z, à R \Q ou à C \ R :
i) iii) −5iii) √2iv) √4v) − 110

11vi) 2

vii) √−1viii) 0ix) 3 + 2ix) πxi) 3
2xii) i2

CRQZN

Solution.

C
R

Q
ZN

i

−5 √
2

√
4

− 110
111

2

√
−1

0 3 + 2i
π

3
2

i2

Exercice 1.2Résoudre dans R les inégalités suivantes (pour chaque inégalité, la réponse est indiquée à droite) :1. 1

x + 2
− 1

x − 2
< 1 +

1

4− x2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−∞,−2[∪]−1,1[∪]+2,+∞[2. x|x| < 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−∞,1[3. x2 − 4|x| − 5 > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−∞,−5[∪]5,+∞[4. |4− x2| − |3− x| > x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−∞,−
√
7[∪]−1,1[∪]+

√
7,+∞[5. |x + 2| < 1 + |x − 1| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−∞,0[6. √2x + 1 > x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [−1/2,1+
√
2[7. √x + 2 < x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]2,+∞[8. √x2 − 5x + 4 < x − 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [4,+∞[

9. √x2 + 8|x| − 9

x2 − 1
≥ x − 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−∞,5+

√
17/2]\{−1,1}

10. √4x2 + 3x − 1 ≥ 2x − 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−∞,−1]∪[1/4,+∞[

11. √1− 9x2 + 2x
3x − 2

> 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [−1/3,−1/√13[12. √x + 1 +
√
x − 2 ≥ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [3,+∞[

13. √2x − 5

3
≤ 3√

2x − 5
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]5/2,7]

14. √4 + |1− x2| < x +
√

5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]0,+∞[

15. √
x + 1

3− x −
√
x
< 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]7−

√
13/2,+∞[

© G. Faccanoni 13
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16. √x2 − 1

x + 2
<
√
x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [1,+∞[

17. sin x >
√

3

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]π/3+2kπ,2π/3+2kπ[ k∈Z

18. 1− 2 sin x
1− 2 cos x ≤ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−π/3+2kπ,π/6+2kπ]∩]π/3+2kπ,5π/6+2kπ] k∈Z

19. sin x√
2 sin x − 1

≥ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]π/6+2kπ,5π/6+2kπ[ k∈Z

20. tan2 x −
√

3 tan x
tan2 x − 1

< 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−π/4+kπ,π/6+kπ[∪]π/4+kπ,π/2+kπ[ k∈Z

21. e2x − ex
2e2x − 5ex + 2

> −1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−∞,ln(1−√3/3)[∪]− ln 2,ln(1+√3/3)[∪(ln 2,+∞)

22. ln(x − 2)√
1− ln(x − 2)

< 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]2,e2(
√
2−1)+2[

23. (2/3)x−1 − 1√
2− 3
√

2x−1
< 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]1,5/2[

24. ex + e
√
x + 2

e2x − e ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]1/2,+∞[

25. (1/3[
√
x2−x−2 < ]1/3)x+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−∞,−1[

26. (1

3

)x2−1
> 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∅

27. 3x+2 ≤ 3
√
x2+x−2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−∞,−2]28. x − 1 <
√
x + 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [−4,3+

√
21/2[29. log5(x − 7) > 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]32;+∞[)30. log2/3(x2 − 1) > 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−

√
13/3,−1[∪]1,√13/3[31. log1/2

√
x < log1/2 |x − 1| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]3−

√
5/2,3+

√
5/2[\{1}32. 32−x + 2 · 3x < 19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]− ln2/ ln3,2[33. (2

√
x − 2x)(ln2 x − 4) ≤ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]0,e−2] ∪ [1,e2]

34. log2

x +
√
x2 + 9

2x > 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]0,3/2√2[

35. log1/4
√

6 + x − x2 < log1/4(x − 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]1,5/2[

36. ln x − 2

ln x + 1 ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [1/e2,1[∪[e,+∞[37. log1/2(7
2x − 7x + 1) > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−∞,0[

38. log2

|x| − 1

2− |x + 3| ≤ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]−21/5,−1[∪]−1,1[

39. 1

2
ln x +

1

2
ln(1− x) < ln 2 +

1

2
ln 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]1,5[

Exercice 1.3Donner le domaine de définition des fonctions suivantes :
1. x 7→ x5 − 3x2 + 2x − 72. x 7→ 1

x2−5x+63. x 7→ √x2 − 3x − 44. x 7→ x
1−
√
1−x5. x 7→ ln(1− x)

6. x 7→ ln(1− x2)7. x 7→ | ln(x)|8. x 7→ 1
ex−19. x 7→ tan(2x)10. x 7→ 1
sin(2x)

11. x 7→ 1
x cos(x)

12. x 7→ ln ex−1
(x−1)(x+2)

13. x 7→ (
x2−2x

x2+4x+3

)α , avec α ∈ R.

14 © G. Faccanoni
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Solution. 1. x ∈ R2. x2 − 5x + 6 6= 0, i.e. x ∈ R \ { 2; 3 }3. x2 − 3x − 4 ≤ 0, i.e. x ∈]−∞;−1] ∪ [4; +∞[

4. {1−
√

1− x 6= 0

1− x ≤ 0
i.e. x ∈]−∞; 0[

5. 1− x > 0, i.e. x ∈]−∞; 1[6. 1− x2 > 0, i.e. x ∈]− 1; +1[7. x > 0, i.e. x ∈]0; +∞[8. ex − 1 6= 0, i.e. x ∈ R∗9. 2x 6= π
2 + kπ avec k ∈ Z, i.e. x ∈ R \

{ π
4 + k π2

∣∣ k ∈ Z
}

10. sin(2x) 6= 0, i.e. x ∈ R \
{
k π2

∣∣ k ∈ Z
}

11. x cos(x) 6= 0, i.e. x ∈ R \
{

0 et π
2 + 2kπ

∣∣ k ∈ Z
}

12. { ex−1
(x−1)(x+2) > 0

(x − 1)(x + 2) 6= 0
i.e. x ∈]− 2; 0[∪]1; +∞[

13. { x2−2x
x2+4x+3 > 0

x2 + 4x + 3 6= 0
i.e. x ∈]−∞;−3[∪]− 1; 0[∪]2; +∞[

© G. Faccanoni 15





Chapitre 2
Logique, ensemble

Éléments de logique

AssertionUne assertion est un énoncé dont on peut affirmer sans ambiguïté s’il est vrai ou s’il est faux.
Exemple“1 < 2” est une assertion vraie, “4 < 3” est une assertion fausse.
PropositionUne proposition est un énoncé contenant des variables, qui est vrai pour certaines valeurs attribuées à cesvariables, faux pour toutes les autres.
Exemple“x < 2” est une proposition, elle est vraie pour les nombres strictement inférieurs à 2, fausse pour tous les autres.
NégationLa négation d’une proposition “P”, notée “nonP”, est une proposition qui est vraie lorsque P est fausse, fausselorsque P est vraie.
ExempleLa proposition “x < 2” est la négation de la proposition “x ≥ 2” .
ConjonctionLa conjonction de deux propositions P , Q, notée “P et Q”, est une proposition vraie, si les deux propositions sontvraies, fausse dans tous les autres cas.
ExempleLa conjonction des propositions “x ≤ 2” et “x ≥ 2” est “x = 2”.
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IncompatibilitéDeux propositions P , Q sont incompatibles si la conjonction “P et Q” est toujours fausse.
ExempleLes propositions “x ≤ 2” et “x ≥ 5” sont incompatibles.
DisjonctionLa disjonction de deux propositions P , Q, notée “P ou Q”, est une proposition vraie si au moins une des deuxpropositions est vraie, fausse dans tous les autres cas (le “ou” est inclusif).
ExempleLa disjonction “x > 2 ou x < 2” est “x 6= 2” .
ImplicationL’implication de deux propositions P , Q, notée “P =⇒ Q”, est la proposition “(nonP) ou Q”. Sa négation est laproposition “P et (nonQ)”.
RemarqueL’implication “P =⇒ Q” se lit “P implique Q” ou “P entraine Q” ou “P est une condition suffisante de Q” ou“Q est une condition nécessaire de P”. Le fait que “P =⇒ Q” soit vraie signifie que pour que Q soit vraie ilsuffit que P soit vraie, ou encore, que pour que P soit fausse il suffit que Q soit fausse. “P =⇒ Q” équivaut à“nonQ =⇒ nonP”.
Théorème
P et Q étant deux assertions, si “P =⇒ Q” est vrai on dit que c’est un théorème (c’est-à-dire une assertiondémontrée dont P est l’hypothèse et Q la conclusion).
ÉquivalenceL’équivalence de deux propositions P , Q, notée “P ⇐⇒ Q”, est la proposition “(P =⇒ Q) et (Q =⇒ P)”. Sanégation est la proposition “(P et nonQ) ou (Q et nonP)” qui signifie “ou bien P , ou bien Q”.

Notions fondamentales de la théorie des ensemblesDes êtres, aussi bien physique (élève, chat, chaise. . .), qu’objets de notre pensée (nombre, fonction. . .), seront représen-tés par des lettres a, b, E , µ . . . et considérés comme bien définis si nous disposons d’un critère permettant d’affirmerque deux de ces objets (représentés par a et b) sont, ou bien identiques, ou bien distincts :
a = b ou bien a 6= b.

Ensemble, élémentUn ensemble E est constitué d’éléments. Il est bien défini si l’on possède un critère permettant d’affirmer pourtout objet a, s’il appartient à l’ensemble E ou non :
a ∈ E ou bien a 6∈ E.
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RemarqueOn dit aussi “a est élément de E” ou bien “a n’est pas élément de E” ou encore “E contient a” ou bien “E necontient pas a”. Si un ensemble E est constitué des éléments a, b, c, on écrira : E = {a, b, c}. L’ordre dans lequelles éléments sont écrits n’importe pas, ainsi {a, b, c} = {c, a, b}. Un même être mathématique ne peut pas êtreà la fois un ensemble et un élément de cet ensemble, c’est-à-dire qu’il est interdit d’écrire a ∈ a.
InclusionUn ensemble F est inclus dans un ensemble E si tout élément de F appartient à E , ce que l’on note : F ⊂ E .
RemarqueOn dit aussi “F est une partie de E” ou encore “F est un sous-ensemble de E”.
ComplémentaireSoit E un ensemble. Pour toute partie A de E , on note CEA := E \ A le complémentaire de A dans E .
ÉgalitéUn ensemble F est égal à un ensemble E si F ⊂ E et E ⊂ F , ce que l’on note : F = E .
Utilisation des quantificateursLes quantificateurs ∃ et ∀ concernent les éléments d’un ensemble déterminé E .
Notation “Il existe x élément de E” s’écrit “∃x ∈ E”.“Pour tout x de E” ou “Quel que soit un élément x de E” s’écrit “∀x ∈ E”.
Ordre Si l’on utilise deux fois le même quantificateur, l’ordre n’a pas d’importance ; on peut donc permuter lesquantificateurs dans des écritures du type

∀x ∈ E ∀y ∈ F p(x, y),
∃x ∈ E ∃y ∈ F p(x, y).

Mais si les quantificateurs sont différents, leur ordre est important :
B dans l’écriture

∀x ∈ E ∃y ∈ F p(x, y)

y dépend de x ,
B dans l’écriture

∃y ∈ F ∀x ∈ E p(x, y)

y est indépendant de x .
Négation La négation de “∀x ∈ E , x vérifie p” est “∃x ∈ E tel que x ne vérifie pas p”. La négation de “∃x ∈ E , xvérifie p” est “∀x ∈ E tel que x ne vérifie pas p”.
RemarqueSoit A une partie de E .
B L’énoncé “A est la partie vide” (on note A = ∅) et sa négation “A est non vide” (on note A 6= ∅) correspondentrespectivement à “quel que soit x élément de E , x n’est pas un élément de A” et “il existe au moins un élémentde E qui est élément de A” et s’écrivent respectivement :

B ∀x ∈ E x /∈ A,
B ∃x ∈ E x ∈ A.

B L’énoncé “A est la partie pleine” (on note A = E) et sa négation “A n’est pas la partie pleine” (on note A 6= E)s’écrivent respectivement :
B ∀x ∈ E x ∈ A,
B ∃x ∈ E x /∈ A.
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B Les propositions “x ∈ A” et “x /∈ A” sont souvent remplacées respectivement par “x vérifie la propriété p” et “xne vérifie pas la propriété p” où p est une propriété caractéristique des éléments de A, c’est à dire un critèrepermettant de décider pour tout élément x de E entre les deux propositions x ∈ A, x /∈ A.
Opérations booléennesSoit E un ensemble. On note P(E) l’ensemble des parties de E . Soient A et B deux éléments de P(E). Les quatreéléments A ∪ B, A ∩ B, A \ B, A 4 B de P(E) sont définies de la façon suivante : pour tout x ∈ E ,
B x ∈ A ∪ B ⇐⇒ x ∈ A ou x ∈ B, [réunion des ensembles A et B]
B x ∈ A ∩ B ⇐⇒ x ∈ A et x ∈ B, [intersection des ensembles A et B]
B x ∈ A \ B ⇐⇒ x ∈ A et x /∈ B,
B x ∈ A 4 B ⇐⇒ x ∈ A \ B ou x ∈ B \ A.

A B

A ∪ B

A B

A ∩ B

A B

A \ B

BA

B \ A

A B

A 4 B

Réunion et intersection d’une famille de parties de ESoit E, I deux ensembles et {Ai}i∈I une partie de P(E). Les deux éléments ⋃i∈I Ai et ⋂i∈I Ai de P(E) sont définiesde la façon suivante : pour tout x ∈ E ,
x ∈

⋃
i∈I
Ai ⇐⇒ ∃i ∈ I x ∈ Ai, x ∈

⋂
i∈I
Ai ⇐⇒ ∀i ∈ I x ∈ Ai.
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............... Exercices ...............

Exercice 2.1La relation p =⇒ q se lit “si p, alors q”. Que signifie-t-elle ?
� p est une condition suffisante de q
� q est une condition nécessaire de p
� pour que q, il suffit que p
� pour que p, il suffit que q

� pour que p, il est nécessaire que q
� p seulement si q
� q seulement si p

Solution. � p est une condition suffisante de q
� q est une condition nécessaire de p
� pour que q, il suffit que p
� pour que p, il suffit que q

� pour que p, il est nécessaire que q
� p seulement si q
� q seulement si p

Exercice 2.2Pour chaque énoncé, écrire la négation, puis dire si l’énoncé original est vrai ou faux (en justifiant la réponse àl’aide d’une démonstration).
1. ∀x ∈ R x > 12. ∃x ∈ R ∀y ∈ R x + y > 03. ∀x ∈ R ∃y ∈ R x + y > 04. ∀x ∈ R ∀y ∈ R x + y > 0

5. ∃x ∈ R ∀y ∈ R y2 > x6. ∀n ∈ N n2 + n+ 1 ≤ n37. ∀x ∈ R ∃n ∈ N n ≥ x8. ∃n ∈ N ∀p ∈ N n > p =⇒ n+ p > 2p

Solution. 1. Faux
Contrexemple : x = 0
Négation : ∃x ∈ R x ≤ 12. Faux
Contrexemple : difficile, on prouvera la négation
Négation : ∀x ∈ R ∃y ∈ R x + y ≤ 0.
Preuve de la négation : étant donné x ∈ R, il existe toujours un y ∈ R tel que x + y ≤ 0 car il suffit de prendre

y = −(x + 1) qui donne x + y = −1 ≤ 03. Vrai
Preuve : étant donné x ∈ R, il existe toujours un y ∈ R tel que x + y > 0 car il suffit de prendre y = −x + 1qui donne x + y = 1 > 0
Négation : ∃x ∈ R ∀y ∈ R x + y ≤ 04. Faux
Contrexemple : x = −1 et y = 0
Négation : ∃x ∈ R ∃y ∈ R x + y ≤ 05. Vrai
Preuve : Il suffit de choisir x < 0
Négation : ∀x ∈ R ∃y ∈ R y2 ≤ x6. Faux
Contrexemple : n = 0
Négation : ∃n ∈ N n2 + n+ 1 > n37. Vrai
Preuve : étant donné x ∈ R, on peut prendre n = E(x) + 1 (par exemple), ce qui donne n > x
Négation : ∃x ∈ R ∀n ∈ N n < x8. Vrai
Négation : ∀n ∈ N ∃p ∈ N n > p et n+ p ≤ 2p
Preuve : pour prouver que l’énonce est vrai il suffit de montrer que la négation est fausse, autrement dit deexiber un contre-exemple de la négation. Ici, ∀n ∈ N il suffit de choisir p = n − 1 : on a n > p mais

n+ p = 2p+ 1 > 2p
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Exercice 2.3On considère x, y, z ∈ N. Soit la proposition
(P) «si x = 3 alors y = 5 et z = 1».

Pour chaque affirmation dire si elle est vraie ou fasse :1. (P) est équivalente à «si y = 5 et z = 1 alors x = 3».2. (P) est équivalente à «pour que y = 5 et z = 1 il suffit que x = 3».3. (P) est équivalente à «pour que y = 5 et z = 1 il faut que x = 3».4. La négation de (P) est «x = 3, alors y 6= 5 ou z 6= 1».5. La négation de (P) est «si x = 3, alors y 6= 5 ou z 6= 1».
Solution. 1. Fausse2. Vraie3. Fausse4. Fausse5. Fausse

Exercice 2.4Pour tout entier naturel n, soit Pn une assertion portant sur n et telle que si Pn est vraie alors Pn+1 l’estégalement.On suppose qu’il existe un entier n0 tel que Pn0 soit faux. Quelle conclusion peut-on en tirer ?
� Pn0−1 est faux
� Pn est faux pour tout entier n ≤ n0
� Pn0+1 est faux
� Pn est faux pour tout entier n ≥ n0
� Pn est faux pour tout entier nOn suppose qu’il existe un entier n0 tel que Pn0 soit vrai. Quelle conclusion peut-on en tirer ?
� Pn0−1 est vrai
� Pn est vrai pour tout entier n ≤ n0
� Pn0+1 vrai faux
� Pn est vrai pour tout entier n ≥ n0
� Pn est vrai pour tout entier n

Solution. Le fait que Pn0 soit faux n’implique rien sur la véracité de Pn pour n > n0. En revanche, il implique que
Pn est faux pour tout n ≤ n0. En effet, s’il existait un entier m < n0 tel que Pm soit vrai, on aurait Pm+1 vrai et, parrécurrence, Pn0 vrai ce qui est une contradiction.
� Pn0−1 est faux
� Pn est faux pour tout entier n ≤ n0
� Pn0+1 est faux
� Pn est faux pour tout entier n ≥ n0
� Pn est faux pour tout entier nLe fait que Pn0 soit vrai n’implique rien sur la véracité de Pn pour n < n0. En revanche, il implique que Pn est vraipour tout n ≥ n0. En effet, s’il existait un entier m > n0 tel que Pm soit faux, on aurait Pm−1 vrai et, par récurrence,
Pm faux ce qui est une contradiction.
� Pn0−1 est vrai
� Pn est vrai pour tout entier n ≤ n0
� Pn0+1 est vrai
� Pn est vrai pour tout entier n ≥ n0
� Pn est vrai pour tout entier n
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Exercice 2.5Démontrer (par récurrence) les propositions
1) ∀n ∈ N∗

n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
, 2) ∀n ∈ N∗

n∑
i=1

(2i+ 1) = n(n+ 2),

3) ∀n ∈ N∗
n∑
i=1

i2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
, 4) ∀n ∈ N∗

n∑
i=1

i3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

,

5) ∀n ∈ N∗
n∑
i=1

i4 =
n(n+ 1)(6n3 + 9n2 + n − 1)

30
,

Solution. On considère une propriété Pn qui dépend d’un entier naturel n et on souhaite démontrer par récurrencequ’elle est vraie à partir d’un certain rang. Pour cela il faut1. montrer que la propriété Pn est vraie pour un entier particulier n0 (par exemple 0 ou 1) ;2. montrer que si elle est vraie pou pour certain n, cela implique qu’elle est vrai pour son successeur n+ 1.
1) Pour n = 1 la somme se réduit à 1 et elle est égale à 1 2

2 = 1. On suppose maintenant que le résultat est vrai pourun certain n, c’est-à-dire que ∑n
i=1 i = n(n+1)

2 . Alors ∑n+1
i=1 i =

∑n
i=1 i + (n + 1) = n(n+1)

2 + (n + 1) = (n+1)(n+2)
2 .Le résultat est donc vrai pour l’entier n+ 1.

2) Pour n = 1 la somme se réduit à 2×1+1 et elle est égale à 1(1+2) = 2. On suppose maintenant que le résultat estvrai pour un certain n, c’est-à-dire que ∑n
i=1(2i+1) = n(n+2). Alors ∑n+1

i=1 (2i+1) =
∑n

i=1(2i+1)+(2(n+1)+1) =
n(n+ 2) + (2(n+ 1) + 1) = (n+ 1)(n+ 3). Le résultat est donc vrai pour l’entier n+ 1.

3) Pour n = 1 la somme des carrées se réduit à 12 et elle est égale à 1(1+1)(2+1)
6 = 1. On suppose maintenant que lerésultat est vrai pour un certain n, c’est-à-dire que ∑n

i=1 i2 = n(n+1)(2n+1)
6 . Alors ∑n+1

i=1 i2 =
∑n

i=1 i2 + (n+ 1)2 =
n(n+1)(2n+1)

6 + (n+ 1)2 = (n+1)(n+2)(2n+3)
6 . Le résultat est donc vrai pour l’entier n+ 1.

4) Pour n = 1 la somme des cubes se réduit à 13 et elle est égale à (1×2)2
4 = 1. On suppose maintenant que lerésultat est vrai pour un certain n, c’est-à-dire que ∑n

i=1 i3 =
(
n(n+1)

2

)2. Alors ∑n+1
i=1 i3 =

∑n
i=1 i3 + (n + 1)3 =(

n(n+1)
2

)2
+ (n+ 1)3 =

(
(n+1)(n+2)

2

)2. Le résultat est donc vrai pour l’entier n+ 1.
5) Pour n = 1 la somme se réduit à 14 et elle est égale à 1(1+1)(6+9+1−1)

30 = 1. On suppose maintenant que le résultatest vrai pour un certain n, c’est-à-dire que ∑n
i=1 i4 = n(n+1)(6n3+9n2+n−1)

30 . Alors ∑n+1
i=1 i4 =

∑n
i=1 i4 + (n + 1)4 =

n(n+1)(6n3+9n2+n−1)
30 + (n+ 1)4 = (n+1)(n+2)(6(n+1)3+9(n+1)2+(n+1)−1)

30 . Le résultat est donc vrai pour l’entier n+ 1.
Exercice 2.6Expliciter les sous-ensembles suivants de la droite réelle⋃

x∈[0,1]

]x
2
, 2x
[ ⋂

x∈[0,1]

]x
2
, 2x
[ ⋃

x∈[0,1]

[x
2
, 2x
] ⋂

x∈[0,1]

[x
2
, 2x
]

⋂
n∈N∗

[
− 1

n, 2 +
1

n

[ ⋃
n∈N∗

[
1 +

1

n, n
] ⋂

n∈N∗

[
3, 3 +

1

n2

[ ⋂
n∈N∗

]
−2− 1

n, 4 + n2
]

Solution. ⋃
x∈[0,1]

]x
2
, 2x
[

=]0, 2[
⋂

x∈[0,1]

]x
2
, 2x
[

= ∅

⋃
x∈[0,1]

[x
2
, 2x
]

= [0, 2]
⋂

x∈[0,1]

[x
2
, 2x
]

= { 0 }
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⋂
n∈N∗

[
− 1

n, 2 +
1

n

[
= [0, 2]

⋃
n∈N∗

[
1 +

1

n, n
]

=]1,+∞[

⋂
n∈N∗

[
3, 3 +

1

n2

[
= { 3 }

⋂
n∈N∗

]
−2− 1

n, 4 + n2
]

= [−2, 5]

Exercice 2.7Soit E , I , J trois ensembles et {Ai}i∈I et {Bj}j∈J deux parties de P(E). Montrer que(⋃
i∈I
Ai
)
∩
(⋃
j∈J
Bj
)

=
⋃

(i,j)∈I×J

(
Ai ∩ Bj

)
.

Solution. Notons
L =

(⋃
i∈I
Ai
)
∩
(⋃
j∈J
Bj
)
, R =

⋃
(i,j)∈I×J

(
Ai ∩ Bj

)
.

Pour prouver que L = R il faut prouver les deux inclusions L ⊂ R et R ⊂ L :
¬ on prouve que L ⊂ R , i.e. que si ` ∈ L alors ` ∈ R :

` ∈ L ⇐⇒ ` ∈
⋃
i∈I
Ai ET ` ∈

⋃
j∈J
Bj

⇐⇒ ∃i ∈ I, ` ∈ Ai ET ∃j ∈ J, ` ∈ Bj
⇐⇒ ∃(i, j) ∈ I × J, ` ∈ (Ai ∩ Bj)
=⇒ ` ∈ R ;

­ on prouve que R ⊂ L, i.e. que si ` ∈ R alors ` ∈ L :
` ∈ R ⇐⇒ ∃(i, j) ∈ I × J, ` ∈ (Ai ∩ Bj)

⇐⇒ ` ∈ Ai ET ` ∈ Bj
⇐⇒ ` ∈

⋃
i∈I
Ai ET ` ∈

⋃
j∈J
Bj

=⇒ ` ∈ L.

Exercice 2.8Soit E , I et J trois ensembles non vides. Soit {Ai,j}(i,j)∈I×J une partie de P(E). Montrer que⋃
i∈I

(⋂
j∈J
Ai,j
)
⊂
⋂
j∈J

(⋃
i∈I
Ai,j
)
,

puis comparer (en terme d’inclusion)⋃
p∈N∗

( ⋂
q∈N∗

[
0, pq

]) et ⋂
q∈N∗

( ⋃
p∈N∗

[
0, pq

])
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Solution. x ∈
⋃
i∈I

(⋂
j∈J Ai,j

)
=⇒ ∃i ∈ I , x ∈ ⋂j∈J Ai,j =⇒ ∃i ∈ I , ∀j ∈ J , x ∈ Ai,j =⇒ ∀j ∈ J , x ∈ ⋃i∈I Ai,j

=⇒ x ∈
⋂
j∈J

(⋃
i∈I Ai,j

) donc ⋃i∈I(⋂j∈J Ai,j) ⊂ ⋂j∈J(⋃i∈I Ai,j).
Notons que l’inclusion inverse n’est pas vraie car x ∈ ⋂j∈J(⋃i∈I Ai,j) =⇒ ∀j ∈ J , x ∈ ⋃i∈I Ai,j =⇒ ∀j ∈ J , ∃i ∈ Idépendant de j , x ∈ Ai,j .On peut le voir sur l’exemple proposé :⋂

q∈N∗

[
0, pq

]
= { 0 } ,

⋃
p∈N∗

[
0, pq

]
= [0; +∞[,

⋃
p∈N∗

( ⋂
q∈N∗

[
0, pq

])
= { 0 } ,

⋂
q∈N∗

( ⋃
p∈N∗

[
0, pq

])
= [0; +∞[.

Exercice 2.9Soient E un ensemble et F et G deux parties de E . Montrer que1) CE (CEF) = F2) F ⊂ G ⇐⇒ CEF ⊃ CEG3) CE (F ∪ G) =
(
CEF

)
∩
(
CEG

) et CE (F ∩ G) =
(
CEF

)
∪
(
CEG

) [Lois de Morgan]
Solution. 1. x ∈ CE (CEF) ⇐⇒ x 6∈ CEF ⇐⇒ x ∈ F2. “F ⊂ G” ⇐⇒ “(x ∈ F ) =⇒ (x ∈ G)” ⇐⇒ “non(x ∈ G) =⇒ non(x ∈ F )” ⇐⇒ “(x ∈ CEG) =⇒ (x ∈ CEF )”

⇐⇒ “CEG ⊂ CEF ”3. x ∈ CE (F ∪ G) ⇐⇒ x 6∈ (F ∪ G) ⇐⇒ x 6∈ F ET x 6∈ G ⇐⇒ x ∈ CE(F ) ET x ∈ CE(G) ⇐⇒
x ∈

(
CEF

)
∩
(
CEG

)
x ∈ CE (F ∩ G) ⇐⇒ x 6∈ F OU x 6∈ G ⇐⇒ x ∈ CE(F ) OU x ∈ CE(G) ⇐⇒ x ∈

(
CEF

)
∪
(
CEG

)
Exercice 2.10Soit I un ensemble et {A}i∈I une partie de P(E). Montrer que1. CE(⋃i∈I Ai) =

⋂
i∈I CEAi

2. CE(⋂i∈I Ai) =
⋃
i∈I CEAi.

Solution. Soit I un ensemble et {A}i∈I une partie de P(E). Alors
1. x ∈ CE ( ∞⋃

i=1

Ai
)
⇐⇒ x 6∈

∞⋃
i=1

Ai ⇐⇒ ∀i ∈ N∗ x 6∈ Ai ⇐⇒ ∀i ∈ N∗ x ∈ CE(Ai) ⇐⇒ x ∈
∞⋂
i=1

CE(Ai)

2. x ∈ CE
( ∞⋂
i=1

Ai
)
⇐⇒ x 6∈

∞⋂
i=1

Ai ⇐⇒ ∃i ∈ N∗ tel que x 6∈ Ai ⇐⇒ ∃i ∈ N∗ tel que x ∈ CE(Ai) ⇐⇒

x ∈
∞⋃
i=1

CE(Ai)

Exercice 2.11Soient les sous-ensembles de R

Ai =

[
0, 1 +

1

i

]
, Bi =

[
0, 1− 1

i

]
, Ci =

[
−1− 1

i , 1 +
1

i

]
, Di =

[
0, 1 +

1

i

[
,
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avec i ∈ N∗. Trouver les ensembles
1. CR(Ai), 2.

∞⋃
i=1

CR(Ai), 3.
∞⋂
i=1

Ai, 4. CR

( ∞⋂
i=1

Ai
)
, 5.

∞⋃
i=1

Ai, 6. CR

( ∞⋃
i=1

Ai
)
, 7.

∞⋂
i=1

CR(Ai);

8. CR(Bi), 9.
∞⋃
i=1

CR(Bi), 10.
∞⋂
i=1

Bi, 11. CR

( ∞⋂
i=1

Bi
)
, 12.

∞⋃
i=1

Bi, 13. CR

( ∞⋃
i=1

Bi
)
, 14.

∞⋂
i=1

CR(Bi);

15. CR(Ci), 16.
∞⋃
i=1

CR(Ci), 17.
∞⋂
i=1

Ci, 18. CR

( ∞⋂
i=1

Ci
)
, 19.

∞⋃
i=1

Ci, 20. CR

( ∞⋃
i=1

Ci
)
, 21.

∞⋂
i=1

CR(Ci);

22. CR(Di), 23.
∞⋃
i=1

CR(Di), 24.
∞⋂
i=1

Di, 25. CR

( ∞⋂
i=1

Di
)
, 26.

∞⋃
i=1

Di, 27. CR

( ∞⋃
i=1

Di
)
, 28.

∞⋂
i=1

CR(Di);

Solution. TO DO

1. CR(Ai) = R \ Ai = ]−∞, 0[ ∪
]
1 + 1

i ,+∞
[,

2. ∞⋃
i=1

CR(Ai),
3. ∞⋂

i=1

Ai,
4. CR

( ∞⋂
i=1

Ai
),

5. ∞⋃
i=1

Ai,
6. CR

( ∞⋃
i=1

Ai
),

7. ∞⋂
i=1

CR(Ai) ;
8. CR(Bi),9. ∞⋃

i=1

CR(Bi),
10. ∞⋂

i=1

Bi,
11. CR

( ∞⋂
i=1

Bi
),

12. ∞⋃
i=1

Bi,
13. CR

( ∞⋃
i=1

Bi
),

14. ∞⋂
i=1

CR(Bi) ;
15. CR(Ci),16. ∞⋃

i=1

CR(Ci),
17. ∞⋂

i=1

Ci,
18. CR

( ∞⋂
i=1

Ci
),

19. ∞⋃
i=1

Ci,
20. CR

( ∞⋃
i=1

Ci
),
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21. ∞⋂
i=1

CR(Ci) ;
22. CR(Di),23. ∞⋃

i=1

CR(Di),
24. ∞⋂

i=1

Di,
25. CR

( ∞⋂
i=1

Di
),

26. ∞⋃
i=1

Di,
27. CR

( ∞⋃
i=1

Di
),

28. ∞⋂
i=1

CR(Di).
Exercice 2.12Pour i ∈ N, soit Ai =

[
−2, 1

−1−i2
] un sous-ensemble de R. Trouver les ensembles
∞⋃
i=0

Ai, CR

( ∞⋃
i=0

Ai
)
, CR(Ai),

∞⋂
i=0

CR(Ai).

Solution. En remarquant que Ai ⊂ Ai+1, que A0 = [−2, −1] et que Ai −−−−→i→+∞
[−2, 0−] on a

∞⋃
i=0

Ai = [−2, 0[ , CR

( ∞⋃
i=0

Ai

)
= ]−∞;−2[ ∪ [0; +∞[ ,

CR(Ai) = ]−∞;−2[ ∪
]

1

−1− i2 ; +∞
[
,

∞⋂
i=0

CR(Ai) = ]−∞;−2[ ∪ [0; +∞[ .

Exercice 2.13Pour i ∈ N, soit Ai =
[
−1, 1

1+i2

[ un sous-ensemble de R. Trouver les ensembles
∞⋂
i=0

Ai, CR

( ∞⋂
i=0

Ai
)
, CR(Ai),

∞⋃
i=0

CR(Ai).

Solution. En remarquant que Ai+1 ⊂ Ai, que A0 = [−1, 1[ et que Ai −−−−→i→+∞
[−1, 0+[ on a

∞⋂
i=0

Ai = [−1, 0] , CR

( ∞⋂
i=0

Ai

)
= ]−∞;−1[ ∪ ]0; +∞[ ,

CR(Ai) = ]−∞;−1[ ∪
[

1

1 + i2 ; +∞
[
,

∞⋃
i=0

CR(Ai) = ]−∞;−1[ ∪ ]0; +∞[ .

Exercice 2.14
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Soit M = { n ∈ N | n ≥ 3 }. Considérons l’intervalle Am =

]
2−m
m ;

m+ 3

m+ 2

[ pour tout m ∈ M. Expliciter lesensembles
1.
⋃
m∈M

Am, 2.CR

( ⋃
m∈M

Am
), 3.CR (Am), 4.

⋂
m∈M

CR (Am), 5.
⋂
m∈M

Am, 6.CR

( ⋂
m∈M

Am
), 7.

⋃
m∈M

CR (Am).

Solution. Notons que 2−m
m → −1+ et que m+ 3

m+ 2
→ 1+ :

−1 1 3/2−1/3 6/5

A3

−1 1 3/2−1/2 7/6

A4

−1 1 3/2−3/5 8/7

A5

−1 1 3/2−2/3 9/8

A6

On peut alors conclure que
1. ⋃

m∈M
Am =

]
−1; 6

5

[
2. CR

( ⋃
m∈M

Am
)

= ]−∞;−1] ∪
[
6
5 ; +∞

[
3. CR (Am) =

]
−∞; 2−m

m
]
∪
[m+3
m−2

[
4. ⋂

m∈M
CR (Am) = ]−∞;−1] ∪

[
6
5 ; +∞

[

5. ⋂
m∈M

Am =
]
− 1

3 ; 1
]

6. CR

( ⋂
m∈M

Am
)

=
]
−∞;− 1

3

]
∪ ]1; +∞[

7. ⋃
m∈M

CR (Am) =
]
−∞;− 1

3

]
∪ ]1; +∞[
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Chapitre 3
Relation, fonction, application

Soient E et F deux ensembles.
Produit cartésien
E ×F est l’ensemble des couples (x, y) où x est un élément de E et y un élément de F . L’égalité dans E ×F estdéfinie par : (x, y) = (x ′, y′) ⇐⇒ x = x ′ et y = y′.
Relation binaireUne relation binaire (ou correspondance) de E dans (ou vers) F est un triplet R = (E, F ;G) où G une partiede E × F . L’ensemble E est appelé ensemble de départ de R, l’ensemble F est appelé ensemble d’arrivée de R.L’ensemble G est appelé graphe de R.
NotationPour tout (x, y) ∈ E × F , on écrit “xRy” et on dit “x est en relation avec y” ssi “(x, y) ∈ G”.
FonctionUne fonction f de E dans F est une relation de E dans F vérifiant : pour tout x ∈ E , il existe au plus un élément
y ∈ F satisfaisant xfy.
Domaine de définitionLe domaine de définition Df d’une fonction f de E dans F est l’ensemble des x ∈ E satisfaisant : il existe un etun seul y ∈ F tel que xfy.
NotationPour tout x ∈ Df , on note f(x) le seul point y ∈ F satisfaisant xfy. Donc pour tout (x, y) ∈ Df × F , xfy ⇐⇒
y = f(x). Si x ∈ Df alors f(x) est appelé “l’image de x par f”. Si y ∈ F alors tout point x ∈ Df satisfaisant
y = f(x) est appelé “un antécédent de x par f”.
Image directeSoit f une fonction de E dans F et A une partie de E . L’image directe de A par f est la partie de F définie par
f(A) := {y ∈ F : ∃x ∈ A ∩ Df y = f(x) }.
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Image réciproqueSoit f une fonction de E dans F et B une partie de F . L’image réciproque de B par f est la partie de E définiepar f−1(B) := { x ∈ Df : f(x) ∈ B }.
AttentionAttention à ne pas confondre l’image réciproque de B, qui existe toujours, avec l’image de B par f−1, qui n’existeque si f est une bijection. Ici on ne suppose rien sur f .

E F

Df

A

A ∩ Df f(A)

f

E F

B

Df

f−1(B)

f

ApplicationUne application f de E dans F est une fonction de E dans F dont le domaine de définition est égal à E .
InjectionUne injection f de E dans F est une application de E dans F vérifiant

∀(x, x ′) ∈ E × E f(x) = f(x ′) =⇒ x = x ′.

AttentionAttention à ne pas confondre :
B la définition d’une application qui s’écrit

∀x ∈ E ∀x ′ ∈ E x = x ′ =⇒ f(x) = f(x ′),
∀x ∈ E ∀x ′ ∈ E f(x) 6= f(x ′) =⇒ x 6= x ′,

B la définition d’application injective qui s’écrit
∀x ∈ E ∀x ′ ∈ E x 6= x ′ =⇒ f(x) 6= f(x ′),
∀x ∈ E ∀x ′ ∈ E f(x) = f(x ′) =⇒ x = x ′.

SurjectionUne surjection f de E dans F est une application de E dans F vérifiant
∀y ∈ F ∃x ∈ E y = f(x).
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BijectionUne bijection f de E dans F est une application de E dans F qui est injective et surjective.
Remarque

Soient
B R l’ensemble des relations
B F l’ensemble des fonctions
B A l’ensemble des applications
B I l’ensemble des applications injectives
B S l’ensemble des applications surjectives
B B l’ensemble des applications bijectivesLe dessin ci-contre se lit comme suit : “toute fonctionest une relation mais il existe des relations qui ne sontpas des fonctions, de même toute application est unefonction mais il existe des fonctions qui ne sont pas desapplications. Il existe des applications qui ne sont ni in-jectives ni surjectives, il existe des applications qui sontinjectives mais qui ne sont pas surjectives, il existe desapplications qui ne sont pas injectives mais qui sont sur-jectives et il existe des applications qui sont injectiveset surjectives et sont appelées bijections.”

R
F

A

I S

B

AstuceSoit E et F deux sous-ensembles de R. Alors
B Une relation de E dans F est une fonction si toute droite vertical d’équation x = k ∈ E intersecte le graphede f au plus une fois.
B Une fonction f : E → F est une application si toute droite vertical d’équation x = k ∈ E intersecte le graphede f une fois et une seule.
B Une application f : E → F est une application injective si toute droite horizontale d’équation y = k ∈ Fintersecte le graphe de f au plus une fois.
B Une application f : E → F est une application surjective si toute droite horizontale d’équation y = k ∈ Fintersecte le graphe de f au moins une fois.
B Une application f : E → F est une application bijective si toute droite horizontale d’équation y = k ∈ Fintersecte le graphe de f exactement une fois.
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............... Exercices ...............

Exercice 3.1Comment doit-on compléter la définition suivante : “ Soient E et F deux ensembles et f une application de Edans F . On dit que f est injective si et seulement si. . .”
� tout élément x de E n’a qu’une image par f
� tout élément y de F a au moins un antécédent par f
� tout élément y de F a au plus un antécédent par f
� tout élément y de F a exactement un antécédent par f
� pour tous x et y de E , la relation f(x) = f(y) implique x = y

Solution. � tout élément x de E n’a qu’une image par fCette assertion exprime que f est une application
� tout élément y de F a au moins un antécédent par fCette assertion pourrait compléter la définition d’une application surjective
� tout élément y de F a au plus un antécédent par f
� tout élément y de F a exactement un antécédent par fCette assertion pourrait compléter la définition d’une application bijective
� pour tous x et y de E , la relation f(x) = f(y) implique x = y

Exercice 3.2Comment doit-on compléter la définition suivante : “ Soient E et F deux ensembles et f une application de Edans F . On dit que f est surjective si et seulement si. . .”
� tout élément x de E n’a qu’une image par f
� tout élément y de F a au moins un antécédent par f
� tout élément y de F a au plus un antécédent par f
� tout élément y de F a exactement un antécédent par f
� pour tous x et y de E , la relation f(x) = f(y) implique x = y

Solution. � tout élément x de E n’a qu’une image par fCette assertion exprime que f est une application
� tout élément y de F a au moins un antécédent par f
� tout élément y de F a au plus un antécédent par fCette assertion pourrait compléter la définition d’une application injective
� tout élément y de F a exactement un antécédent par fCette assertion pourrait compléter la définition d’une application bijective
� pour tous x et y de E , la relation f(x) = f(y) implique x = yCette assertion pourrait compléter la définition d’une application injective

Exercice 3.3Soit E et F deux ensembles. Pour chaque relation xRy avec x ∈ E et y ∈ F déterminer celles qui sont desfonctions, puis le domaine de définition de chacune de ces fonctions, puis celles qui sont des applications et sielles sont injectives et/ou surjectives.
1. E F

2. E F

3. E F

4. E F

5. E F

6. E F
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Solution. 1. E F Elle n’est pas une fonction.

2. E F Elle est une fonction mais elle n’est pas une application.

3. E F Elle est une application ni injective ni surjective.

4. E F Elle est une application surjective non injective.

5. E F Elle est une application injective non surjective.

6. E F Elle est une bijection.
Exercice 3.4On note E := {1, 2, 3} et F := {1, 2, 3, 4}. Tracer le graphe des six relations binaires de E dans F définiesci-dessous.

1. ∀(x, y) ∈ E × F xR1y ⇐⇒ x − y+ 3 ≥ 0,2. ∀(x, y) ∈ E × F xR2y ⇐⇒ x + 1 ≥ y,3. ∀(x, y) ∈ E × F xR3y ⇐⇒ x ≥ y,

4. ∀(x, y) ∈ E × F xR4y ⇐⇒ x − y+ 2 = 0,5. ∀(x, y) ∈ E × F xR5y ⇐⇒ y est pair,6. ∀(x, y) ∈ E × F xR6y ⇐⇒ x = y.

Parmi les six relations ci-dessus, déterminer celles qui sont des fonctions, puis le domaine de définition de chacunede ces fonctions. L’une de ces fonction est-elle une application ?
Solution. 1. ∀(x, y) ∈ E × F xR1y ⇐⇒ x − y+ 3 ≥ 0 : elle n’est pas une fonction

E F

1

2

3

1

2

3

4

2. ∀(x, y) ∈ E × F xR2y ⇐⇒ x + 1 ≥ y : elle n’est pas une fonction
E F

1

2

3

1

2

3

4

3. ∀(x, y) ∈ E × F xR3y ⇐⇒ x ≥ y : elle n’est pas une fonction
E F

1

2

3

1

2

3

4
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4. ∀(x, y) ∈ E × F xR4y ⇐⇒ x − y+ 2 = 0 : elle est une fonction mais n’est pas une application
E F

1

2

3

1

2

3

4

5. ∀(x, y) ∈ E × F xR5y ⇐⇒ y est pair : elle n’est pas une fonction
E F

1

2

3

1

2

3

4

6. ∀(x, y) ∈ E × F xR6y ⇐⇒ x = y : elle est une application injective non surjective
E F

1

2

3

1

2

3

4

Exercice 3.5

On considère l’application f définie de R dans R dontla représentation graphique est donnée ci-contre.1. Quelle est l’image de 0 par f ?
2. Donner, en fonction de y, le nombre d’antécédentsde y par f .
3. f est-elle injective ? f est-elle surjective ? −2 −1 0 1 2

1

2

3

Solution. 1. f(0) = 12. Notons n : R→ N la fonction qui donne le nombre d’antécédents de y par f en fonction de y. On trouve
n : R→ N

y 7→



2 si y > 1,
3 si y = 1,
4 si 0 < y < 1,
2 si y = 0,
0 si y < 0.

3. f n’est pas injective car par exemple f(−1) = f(1). f n’est pas surjective car par exemple y = −1 n’a pasd’antécédents.
Exercice 3.6Soit f : R→ R définie par f(x) = 2x

1+x2 .1. f est-elle injective ?2. f est-elle surjective ?3. Montrer que f(R) = [−1, 1].4. Montrer que la restriction g : [−1, 1]→ [−1, 1] avec g(x) = f(x) est une bijection.
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Solution. 1. f n’est pas injective car f(2) = f( 1
2 ) = 4

52. f n’est pas surjective car y = 2 n’a pas d’antécédents3. Pour montrer que f(R) = [−1, 1] on peut utiliser l’une des méthodes suivantes :
B on étudie la fonction et on note que le maximum absolu est 1 et que le minimum absolu est −1
B on résout y = f(x) pour tout y ∈ R : ceci est équivalente à résoudre yx2 − 2x + y = 0 qui admet dessolutions réelles ssi 4− 4y2 ≥ 0 ssi y ∈ [−1, 1]. On a alors prouvé que f(R) = [−1, 1].

4. Soit y ∈ [−1, 1], alors les solutions possibles de g(x) = y sont x =
1±
√

1−y2
y . Or, seul x =

1−
√

1−y2
y ∈ [−1, 1]donc pour g : [−1, 1] → [−1, 1] on a trouvé un inverse h : [−1, 1] → [−1, 1] définie par h(y) =

1−
√

1−y2
y =

y
1+
√

1−y2
, donc g est une bijection.

Exercice 3.7Soit f : [1,+∞[→ [0,+∞[ définie par f(x) = x2 − 1. f est-elle bijective ?
Solution. B f est injective car{

f(a) = f(b)

a, b ∈ [1,+∞[
=⇒

{
a2 − 1 = b2 − 1

a, b ∈ [1,+∞[
=⇒

{
a = ±b
a, b ∈ [1,+∞[

=⇒ a = b

B f est surjective car pour tout y ∈ [0,+∞[, l’élément x =
√
y+ 1 est tel que {x ∈ [1,+∞[,

f(x) = y
.

Exercice 3.8Déterminer le nombre de fonctions (applications, injections, surjections, bijections) de E dans F dans chacun descas suivants.1. E = {1} et F = {1},2. E = {1, 2} et F = {1, 2, 3},3. E = {1, 2, 3} et F = {1, 2},4. E = {1, 2, 3} et F = {1, 2, 3}.
Solution. Soit A et B deux ensembles de cardinal |A| = n et |B| = m.
B Le nombre d’applications de A dans B est mn.
B Le nombre d’injections de A dans B est n!

(m
n
)

= n! m!
n!(m−n)! = m!

(m−n)! si n ≤ m, 0 sinon.
B Le nombre de surjections de A dans B est 0 si n < m, n! si n = m, ∑0≤j≤m(−1)m−j

(m
j
)
jn sinon.

B Le nombre de bijections de A dans B est 0 si n 6= m, n! si n = m.
1. n = m = 1. Applications : 1, injections : 1, surjections : 1, bijections : 1.2. n = 2, m = 3. Applications : 32 = 9, injections : 3!

(3−2)! = 6, surjections : 0, bijections : 0.3. n = 3, m = 2. Applications : 23 = 8, injections : 0, surjections : ∑0≤j≤2(−1)2−j j3 2!
j!(2−j)! = 0 − 2 + 8 = 6,bijections : 0.4. n = m = 3. Applications : 33 = 27, injections : 3! = 6, surjections : 3! = 6, bijections : 3! = 6.

Exercice 3.9Soit E et F deux parties de R et R la relation binaire de E dans F définie par
xRy ⇐⇒ x2 + y2 = 1.1. Montrer que si E = R et F = R alors R n’est pas une fonction.2. Montrer que si E = R et F = [ 0,+∞ [ alors R est une fonction dont on déterminera le domaine de définition

D. Pour tout (x, y) ∈ D × F tel que xRy, expliciter y en fonction de x .3. Montrer que si E = [−1,+1 ] et F = [ 0,+∞ [ alors R est une application qui n’est ni injective ni surjective.
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Solution. 1. E = R et F = R : R n’est pas une fonction car par exemple x = 1
2 vérifie xR(±√32 )

E = R

F = R

1−1

1

−12. E = R et F = [ 0,+∞ [ :R est une fonction dont le domaine de définition est D = [−1, 1]. Pour tout (x, y) ∈ D×Ftel que xRy, y =
√

1− x2.

E = R

F = [0,+∞[

1−1

1

−13. E = [−1,+1 ] et F = [ 0,+∞ [ : R est une application qui n’est pas injective car (±√32 )Rx ni surjective carpar exemple y = 3
2 n’as pas d’antécédents.

E = [−1,+1]

F = [0,+∞[

1−1

1

−1

Exercice 3.10Soit f l’application de R dans R définie par f(x) = 1 + x2. Déterminer l’image directe et réciproque par f desensembles suivants
A = [ 0, 1 ] B =] − 1, 4 [ C = [ 0,+∞ [ D =] −∞, 5 ]

Solution.
f f−1

A = [0, 1] [1, 2] { 0 }
B =]− 1, 4[ [1, 17] ]−

√
3,
√

3[
C = [0,+∞[ [1,+∞[ R
D =]−∞, 5] [1,+∞[ [−2, 2]

Exercice 3.11Soit f l’application de R dans R définie par f(x) = x2. Soient A := [−2, 1] et B := [−1, 4].1. Comparer f(A ∩ B) et f(A) ∩ f(B).2. Comparer f(A ∪ B) et f(A) ∪ f(B).3. Calculer f−1(f(A)
) et f(f−1(A)

) puis comparer ces deux ensembles et A.
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Solution. On a A := [−2, 1], B := [−1, 4], f(A) = [0, 4] et f(B) = [0, 16].1. A ∩ B = [−1, 1], f(A ∩ B) = [0, 1] et f(A) ∩ f(B) = [0, 4] donc f(A ∩ B) ⊂ f(A) ∩ f(B).2. A ∪ B = [−2, 4], f(A ∪ B) = [0, 16] et f(A) ∪ f(B) = [0, 16] donc f(A ∪ B) = f(A) ∩ f(B).3. f−1(f(A)
)

= f−1([0, 4]) = [−2, 2] donc A ⊂ f−1(f(A)
)

f−1(A) = [−1, 1], f(f−1(A)
)

= f([−1, 1]) = [0, 1] donc f(f−1(A)
)
⊂ f(A).

Exercice 3.12Soit f : E → F une application. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes(a) f est injective(b) pour tout A, B sous-ensembles de E on a f(A ∩ B) = f(A) ∩ f(B).
Solution. (a) =⇒ (b) Par hypothèse f est injective, cela signifie que pour tout x1, x2 ∈ E , f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2.

B Soit y ∈ f(A ∩ B), alors il existe x ∈ A ∩ B tel que y = f(x). Puisque x ∈ A alors y = f(x) ∈ f(A) et demême x ∈ B alors y = f(x) ∈ f(B). On a que f(A ∩ B) ⊂ f(A) ∩ f(B).
B Réciproquement, si y ∈ f(A) ∩ f(B) alors il existe a ∈ A tel que y = f(a) et de même il existe b ∈ B telque y = f(b). Comme f est injective, on a a = b qui appartient a A ∩ B. On a que f(A) ∩ f(B) ⊂ f(A ∩ B).(b) =⇒ (a) Soit a et b deux éléments de E tels que f(a) = f(b) et notons y cet élément de F . Définissons A = { a }et B = { b }. Puisque y = f(a) et y = f(b) alors { y } = f(A) = f(B). Par hypothèse f(A) ∩ f(B) = f(A ∩ B)donc f(A ∩ B) = { y } d’où a = b : f est alors injective.

Exercice 3.13Soit E , F deux ensembles non vides et f une application de E dans F .1. Soit {Ai}i∈I une famille de parties de E . Montrer que
f
(⋃
i∈I
Ai
)

=
⋃
i∈I
f(Ai) et f

(⋂
i∈I
Ai
)
⊂
⋂
i∈I
f(Ai).

2. Soit {Bj}j∈J une famille de parties de F . Montrer que
f−1
(⋃
j∈J
Bj
)

=
⋃
j∈J
f−1(Bj) et f−1

(⋂
j∈J
Bj
)

=
⋂
j∈J
f−1(Bj).

Solution. 1. Soit {Ai}i∈I une famille de parties de E .
1.1. Prouvons que f(⋃i∈I Ai) ⊂ ⋃i∈I f(Ai) : soit y ∈ f(⋃i∈I Ai), alors il existe x ∈ ⋃i∈I Ai tel que f(x) = y,cela implique qu’il existe un indice i ∈ I tel que x ∈ Ai et f(x) = y, mais alors y ∈ f(Ai) et donc

y ∈
⋃
i∈I f(Ai).1.2. Prouvons que ⋃i∈I f(Ai) ⊂ f(⋃i∈I Ai) : soit y ∈ ⋃i∈I f(Ai), alors il existe i ∈ I , y ∈ f(Ai), cela implique

qu’il existe x ∈ Ai tel que y = f(x), mais alors x ∈ ⋃i∈I Ai et donc y ∈ f(⋃i∈I Ai).
1.3. Prouvons que f(⋂i∈I Ai) ⊂ ⋂i∈I f(Ai) : soit y ∈ f(⋂i∈I Ai), alors il existe x ∈ ⋂i∈I Ai tel que f(x) = y,cela implique que x ∈ Ai pour tout indice i ∈ I et f(x) = y, mais alors y ∈ f(Ai) pour tout indice i ∈ I etdonc y ∈ ⋂i∈I f(Ai).2. Soit {Bj}j∈J une famille de parties de F .
2.1. Prouvons que f−1(⋃j∈J Bj) ⊂ ⋃j∈J f−1(Bj) : soit x ∈ f−1(⋃j∈J Bj), alors il existe y ∈ ⋃j∈J Bj tel que

f−1(x) = y, cela implique qu’il existe un indice j ∈ J tel que y ∈ Bj et y = f−1(x), c’est-à-dire qu’il existeun indice j ∈ J tel que x ∈ f−1(Bj), mais alors x ∈ ⋃j∈J f−1(Bj).
2.2. Prouvons que ⋃j∈J f−1(Bj) ⊂ f−1

(⋃
j∈J Bj

) : soit x ∈ ⋃j∈J f−1(Bj), alors il existe un indice j ∈ J telque x ∈ f−1(Bj), c’est-à-dire qu’il existe y ∈ Bj tel que f−1(y) = x , cela implique que y ∈ ⋃j∈J Bj et
f−1(y) = x , mais alors x ∈ f−1(⋃j∈J Bj).
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2.3. Prouvons que f−1(⋂j∈J Bj) ⊂ ⋂j∈J f−1(Bj) : soit x ∈ f−1(⋂j∈J Bj), alors il existe y ∈ ⋂j∈J Bj tel que
f−1(y) = x , c’est-à-dire que pour tout j ∈ J , y ∈ Bj et f−1(y) = x , cela implique que pour tout j ∈ J ,
x ∈ f−1(Bj), mais alors x ∈ ⋂j∈J f−1(Bj).

2.4. Prouvons que ⋂j∈J f−1(Bj) ⊂ f−1
(⋂

j∈J Bj
) : soit x ∈ ⋂j∈J f−1(Bj), alors pour tout j ∈ J , x ∈ f−1(Bj),c’est-à-dire que pour tout j ∈ J , il existe y ∈ Bj tel que f−1(y) = x , cela implique que pour tout y ∈ ⋂j∈J Bjet f−1(y) = x , mais alors x ∈ ⋂j∈J f−1(Bj).

Exercice 3.14Les fonctions suivantes sont-elles injectives ? Surjectives ? Bijectives ?
1. f : Z→ Z telle que f(n) = 2n,2. f : Z→ Z telle que f(n) = −n,3. f : R→ R telle que f(x) = x2,4. f : R→ R+ telle que f(x) = x2,

5. f : N→ N telle que f(n) = n+ 1,6. f : N→ N∗ telle que f(n) = n+ 1,7. f : Z→ Z telle que f(n) = n+ 1,8. f : R2 → R2 telle que f(x, y) = (x + y, x − y).
Solution. 1. est injective non surjective car tous les y impaires n’ont pas d’antécédents,2. est bijective,3. n’est pas injective car f(−1) = f(1) = 1 ni surjective car y = −2 n’a pas d’antécédents,4. n’est pas injective car f(−1) = f(1) = 1 mais elle est surjective,5. est injective mais n’est pas surjective car y = 0 n’a pas d’antécédents,6. est bijective,7. est bijective car pour tout k ∈ Z, k = n+ 1 ⇐⇒ n = k − 1,8. est bijective.

Exercice 3.151. Soit f : R \ { 1 } → R l’application telle que f(x) =
1

x2 − 2x + 1
.1.1. Est-elle injective ? Surjective ?1.2. Soit g : ]1; +∞[→ R l’application telle que g(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?1.3. Soit h : [0; +∞] \ { 1 } → [0; 1] l’application telle que h(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?2. Soit f : R \ { −1 } → R l’application telle que f(x) =

1

x2 + 2x + 1
.2.1. Est-elle injective ? Surjective ?2.2. Soit g : [1; +∞[→ R l’application telle que g(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?2.3. Soit h : [0; +∞]→ [0; 1] la fonction telle que h(x) = f(x). Est-elle injective ? Surjective ?Prouver chaque affirmation.

Solution. 1. Remarquons que Df = R \ { 1 }. Soit x1 et x2 dans R. On voit que f(x1) = f(x2) ⇐⇒ (x1 − 1)2 =
(x2 − 1)2 ⇐⇒ x1 − 1 = ±(x2 − 1) ⇐⇒ x2 = x1 ou x2 = 2 − x1. Soit y ∈ R. On voit que y = 1

x2−2x+1 ⇐⇒
(x − 1)2 = 1

y ⇐⇒ x = 1 +
√

1
y , ce qui impose y > 0. On peut alors répondre aux questions :1.1. f : R \ { 1 } → R telle que x 7→ 1

x2−2x+1 .
B f n’est pas injective car f(2) = f(0)
B f n’est pas surjective car y = −1 n’as pas d’antécédents.1.2. g : ]1; +∞[→ R telle que x 7→ 1

x2−2x+1 .
B f(x1) = f(x2) ssi x2 = x1 ou x2 = 2− x1. Si x1 ∈]1; +∞[ alors x2 = 2− x1 6∈]1; +∞[ donc g(x1) = g(x2)ssi x2 = x1 : g est injective.
B g n’est pas surjective car y = −1 n’as pas d’antécédents.1.3. h : [0; +∞] \ { 1 } → [0; 1] telle que x 7→ 1

x2−2x+1 .
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B h n’est pas injective car f(2) = f(0)
B h n’est pas surjective car y = 0 n’as pas d’antécédents.2. Remarquons que Df = R\{ −1 }. Soit x1 et x2 dans R. On voit que f(x1) = f(x2) ⇐⇒ (x1+1)2 = (x2+1)2 ⇐⇒

x1 + 1 = ±(x2 + 1) ⇐⇒ x2 = x1 ou x2 = −x1− 2. Soit y ∈ R. On voit que y = 1
x2+2x+1 ⇐⇒ (x + 1)2 = 1

y ⇐⇒

x = −1 +
√

1
y , ce qui impose y > 0. On peut alors répondre aux questions :2.1. f : R \ { −1 } → R telle que x 7→ 1

x2+2x+1 .
B f n’est pas injective car f(−2) = f(0)
B f n’est pas surjective car y = −1 n’as pas d’antécédents.2.2. g : [1; +∞[→ R telle que x 7→ 1

x2−2x+1 .
B f(x1) = f(x2) ssi x2 = x1 ou x2 = −2 − x1. Si x1 ∈ [1; +∞[ alors x2 = −2 − x1 6∈ [1; +∞[ donc
g(x1) = g(x2) ssi x2 = x1 : g est injective.

B g n’est pas surjective car y = −1 n’as pas d’antécédents.2.3. h : [0; +∞]→ [0; 1] telle que x 7→ 1
x2+2x+1 .

B h n’est pas injective car f(−2) = f(0)
B h n’est pas surjective car y = 0 n’as pas d’antécédents.

Exercice 3.161. Soit f l’application de R dans R définie par f(x) = 1 + x + x2. Est-elle injective ? Est-elle surjective ?2. Soit g l’application de R \ {−2} dans R définie par g(x) = 2x−1
x+2 . Est-elle injective ? Est-elle surjective ?

Solution.

1. f n’est pas injective car f(−1) = f(0) = 1 ni surjective car y = 0 n’a pas d’antécédents.

x

y

−1 1

0

1

2. g est injective mais n’est pas surjective car y = 2 n’a pas d’antécédents.

x

y

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

7
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Chapitre 4
Composition, réciprocité

Soit E , F , G et H quatre ensembles.
CompositionSi f est une application de E dans F et g une application de F dans G alors g ◦ f est l’application de E dans Gdéfinie par : ∀x ∈ E (g ◦ f)(x) = g

(
f(x)

).
Théorème (associativité)Si f est une application de E dans F , g une application de F dans G et h une application de G dans H alors
h ◦
(
g ◦ f

)
=
(
h ◦ g) ◦ f .

Application réciproqueSoit f une application de E dans F . On dit que f admet une réciproque (ou inverse) ssi il existe une application
g de F dans E telle que

∀(x, y) ∈ E × F y = f(x) ⇐⇒ g(y) = x.Si une telle application g existe, elle est unique et notée f−1.
Théorème (réciprocité)Soit f une application de E dans F . Alors f admet une réciproque ssi f est bijective.
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............... Exercices ...............

Exercice 4.1 composition, réciprocitéSoient f , g les deux applications de R dans R définies par f(x) = 2x + 1 et g(x) = 7x2 − 2. Montrer que f admetune application réciproque (que l’on calculera), puis que g n’en admet pas. Calculer g ◦ f et f ◦ g.
Solution. B f est bijective donc elle admet une fonction réciproque ; comme y = 2x+ 1 ssi x = (y−1)/2 on obtient

f−1 : R→ R

y 7→ y − 1

2

B g n’admet pas d’application réciproque car elle n’est pas injective (ni surjective).
B g◦f : R→ R→ R et l’on a x 7→ y = 2x+1 7→ 7y2−2 = 7(2x+1)2−2 = 28x2+28x+5 donc g(f(x)) = 28x2+28x+5,
B f ◦ g : R→ R→ R et l’on a x 7→ y = 7x2 − 2 7→ 2y+ 1 = 2(7x2 − 2) + 1 = 14x2 − 3 donc f(g(x)) = 14x2 − 3.

Exercice 4.2 composition, réciprocitéSoient les applications f de R2 dans R et g de R dans R2 définies par f(x, y) = 2x + 3y+ 1 et g(t) = (t, 2t − 1).Calculer g◦ f et f ◦ g. Montrer que f ◦ g admet une application réciproque (que l’on calculera), puis que g◦ f n’enadmet pas.
Solution. B g◦f : R2 → R→ R2 et l’on a (x, y) 7→ t = 2x+3y+1 7→ (t, 2t −1) = (2x+3y+1, 2(2x+3y+1)−1) =

(2x + 3y+ 1, 4x + 6y+ 1) donc g(f(x)) = (2x + 3y+ 1, 2(2x + 3y) + 1).
B f ◦g : R→ R2 → R et l’on a t 7→ (x, y) = (t, 2t−1) 7→ 2x+3y+1 = 2t+3(2t−1)+1 = 8t−2 donc f(g(t)) = 8t−2.
B f ◦ g est bijective et son inverse est l’application (f ◦ g)−1 : R→ R telle que (f ◦ g)−1(y) = (y+ 2)/8.
B g ◦ f n’est pas bijective car elle n’est pas injective, en effet f(4, 4) = f(1, 6) = 21, par conséquent g(f(4, 4)) =
g(f(1, 6)).
Exercice 4.3 composition, associativitéSoient les applications f de R3 dans R2, g de R2 dans R et h de R dans R2 définies par f(x, y, z) = (2x, y+ z),
g(u, v) = v − u et h(t) = (3t + 1, 2t). Calculer h ◦ g puis h ◦ (g ◦ f).

Solution. B h◦g : R2 → R2 et l’on a t 7→ (u, v) = (3t+1, 2t) 7→ v −u = 2t −3t −1 = −t−1 donc h(g(t)) = −t−1.
B h ◦ (g ◦ f) : R3 → R2 → R→ R2 et l’on a (x, y, z) 7→ (u, v) = (2x, y+ z) 7→ t = v −u = y+ z − 2x 7→ (3t + 1, 2t) =

(3y+ 3z − 6x + 1, 2y+ 2z − 4x) donc h(g(f(x, y, z))) = (−6x + 3y+ 3z + 1, −4x + 2y+ 2z).
Exercice 4.4 réciprocitéSoit l’application f de E = R2 dans F = R2 définie par f(x, y) = (2x + y, x − 2y). Démontrer que f admet uneapplication réciproque (que l’on calculera).

Solution. f admet une réciproque ssi f et bijective :
B démontrons que f est injective : soit (a1, b1) ∈ F et (a2, b2) ∈ F . Alors il existe (x1, y1) ∈ E et (x2, y2) ∈ E telsque f(x1, y1) = (a1, b1) et f(x2, y2) = (a2, b2).

(a1, b1) = (a2, b2) ⇐⇒
{

2x1 + y1 = 2x2 + y2

x1 − 2y1 = x2 − 2y2

⇐⇒ (x1, y1) = (x2, y2);

B f est surjective (trivial).La réciproque de f est la fonction f−1 : R2 → R2 telle que (a, b) 7→ ((2a+ b)/5, (a − 2b)/5).
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Exercice 4.5 réciprocitéSoit l’application f de ]1,+∞[ dans ]0,+∞[ définie par f(x) = 1√
x3−1 . Démontrer que f admet une applicationréciproque (que l’on calculera).

Solution.


x ∈]1,+∞[

y ∈]0,+∞[

y = 1√
x3−1

⇐⇒


x ∈]1,+∞[

y ∈]0,+∞[

y2 = 1
x3−1

⇐⇒


x ∈]1,+∞[

y ∈]0,+∞[

x3 = 1
y2 + 1

⇐⇒


x ∈]1,+∞[

y ∈]0,+∞[

x = 3

√
1
y2 + 1

Exercice 4.6 réciprocitéSoit les applications f de R dans ]− 1,+1[ et g de ]− 1,+1[ dans R définies par f(x) = e2x−1
e2x+1 et g(y) = 1

2 ln 1+y
1−y .Calculer f ◦ g et g ◦ f puis en déduire que f admet une application réciproque (que l’on calculera).

Solution. f ◦ g : ]− 1,+1[→]− 1,+1[ et l’on a
x 7→ y =

1

2
ln

1 + x
1− x 7→

e2y − 1

e2y + 1
=
e2(

1
2 ln 1+x

1−x ) − 1

e2(
1
2 ln 1+x

1−x ) + 1
=

1+x
1−x − 1
1+x
1−x + 1

= x.

g ◦ f : R→ R et l’on a
x 7→ y =

e2x − 1

e2x + 1
7→ 1

2
ln

1 + y
1− y =

1

2
ln

1 + e2x−1
e2x+1

1− e2x−1
e2x+1

= x.

Comme f(g(x)) = g(f(x)) = x (attention, le domaine de définition n’est pas le même), on conclut que g est laréciproque de f .
Exercice 4.7 réciprocitéL’application f de R dans R définie par f(x) = 1 + x + x2 admet-elle une application réciproque ?

Solution. No car elle n’est pas bijective (f(−1) = f(0)).
Exercice 4.8 réciprocitéL’application f de R \ {−2} dans R définie par f(x) = 2x−1

x+2 admet-elle une application réciproque ?
Solution. No car elle n’est pas bijective (y = 2 n’a pas d’antécédents).

Exercice 4.9 composition, injection, surjectionDémontrer que1. la composée de deux injections est une injection,2. la composée de deux surjections est une surjection,3. la composée de deux bijections est une bijection,4. si la composition g ◦ f est injective alors f est injective,5. si la composition g ◦ f est surjective alors g est surjective.
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Solution. Soit f : A → B et g : B → C deux fonctions. Alors g ◦ f : A → C .1. Démontrons que la composée de deux injections est une injection. Soit a1 et a2 deux éléments de A tels que
g(f(a1)) = g(f(a2)). Comme g est injective, f(a1) = f(a2). Comme f est injective, a1 = a2. Cela prouve que
g ◦ f est injective.2. Démontrons que la composée de deux surjections est une surjection. Comme g est surjective, pour tout c ∈ C ilexiste au moins un élément b ∈ B tel que g(b) = c. Comme f est surjective, il existe au moins un élément a ∈ Atel que f(a) = b. Par conséquent, pour tout c ∈ C il existe au moins un élément a ∈ A tel que g(f(a)) = c.Cela prouve que g ◦ f est surjective.3. Démontrons que la composée de deux bijections est une bijection. Si f et g sont bijectives, alors elles sontinjectives et surjectives, donc la composée est injective et surjective, autrement dit est bijective.4. Démontrons que si la composition g ◦ f est injective alors f est injective. Soit a1 et a2 deux éléments de A telsque f(a1) = f(a2). Alors g(f(a1)) = g(f(a2)). Par hypothèse g ◦ f est injective, donc a1 = a2, cela impliqueque f est injective.5. Démontrons que si la composition g ◦ f est surjective alors g est surjective. Par hypothèse g ◦ f est surjective,cela signifie que pour tout c ∈ C il existe a ∈ A tel que g(f(a)) = c. Notons b = f(a). Alors g(b) = c, ce quiprouve que g est surjective.

Exercice 4.10Soient E , F deux ensembles non vides et f une application de E dans F . Montrer que1. ∀B ⊂ F , f(f−1(B)
)
⊂ B ;2. f est injective ssi ∀A ⊂ E , f−1(f(A)

)
= A.3. ∀A ⊂ E , A ⊂ f−1(f(A)

) ;4. f est surjective ssi ∀B ⊂ F , f(f−1(B)
)

= B.
Solution. Image1. directe f(A) = {y ∈ F | ∃x ∈ Df , y = f(x)}, i.e. l’ensemble des f(x) ∈ F pour x parcourant A ;2. inverse (réciproque) f−1(B) = {x ∈ Df | f(x) ∈ B}. L’image réciproque se note f−1(B) bien que f−1 ne soit pasdéfinie en générale. Cependant, si f est bijective, le symbole f−1 a deux sens : il représente d’abord l’imageréciproque I de B par f et aussi l’image directe I ′ de B par f−1. Heureusement, I = I ′.On a1. x0 ∈ f(f−1(B)

) ssi ∃ z ∈ f−1(B) tel que x0 = f(z) et z ∈ f−1(B) ssi f(z) ∈ B. Ceci prouve que f(f−1(B)
)
⊂ B.2. Si f est injective y0 a comme unique antécédent x0 et on a A = f−1

(
f(A)

).3. Soit x0 ∈ A. Alors il existe un et un seul y0 ∈ F tel que y0 = f(x0) et, par définition de f(A), ce y0 ∈ f(A).De plus, il existe au moins un antécédent de ce y0 par f , à savoir x0. Donc x0 ∈ f−1(f(A)
), ce qui prouve que

A ⊂ f−1
(
f(A)

).4. f est surjective ssi ∀B, f(f−1(B)
)

= B.
B Supposons f surjective. On a toujours f(f−1(B)

)
⊂ B Si B = ∅ alors f(f−1(B)

)
= ∅. Soit donc B 6= ∅. Pourtout b ∈ B, il existe x ∈ E tel que f(x) = b car f est surjective. Donc f(x) ∈ B alors x ∈ f−1(B) et

b = f(x) ∈ f
(
f−1(B)

) ; on a bien f(f−1(B)
)

= B pour tout B ∈ P(F ).
B Supposons que pour tout B ∈ P(F ), f(f−1(B)

)
= B. Pour tout b ∈ F on a f(f−1({ b })

)
= { b } donc

f
(
f−1({ b })

)
6= ∅ ce qui prouve que f est surjective.

Exercice 4.11Soit f la fonction de E dans F définie par f(x) = 2 + x2.1. Supposons que E = F = R.1.1. Montrer que f est une application.1.2. Montrer que f n’est pas une application injective.1.3. Montrer que f n’est pas une application surjective.2. Supposons que E =]−∞, 0] et F = [2,+∞[.2.1. Montrer que f est une application bijective.2.2. Trouver l’application f−1 réciproque (inverse) pour f .
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Solution. 1. Supposons que E = F = R.1.1. Puisque Df = E , la fonction f est une application.1.2. Une application f : E → F est injective si ∀(x1, x2) ∈ E2, f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2. Puisque f(±1) = 3, fn’est pas une application injective.1.3. Une application f : E → F est surjective si ∀y ∈ F ∃x ∈ E tel que y = f(x). Puisque 1 ∈ F mais l’équation
1 = f(x) n’admet pas de solution x ∈ E , f n’est pas une application surjective.2. Supposons que E =]−∞, 0] et F = [2,+∞[.2.1. La restriction de f à ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y ∈ F , il existeun et un seul x ∈ E tel que y = f(x) :

y = 2 + x2 ⇔ x2 = y − 2
x∈E⇔ x = −

√
y − 2

donc f est bijective.2.2. Étant f une application bijective, l’application f−1 réciproque (inverse) pour f est
f−1 : F → E

y 7→ −
√
y − 2.

Exercice 4.12Soit f la fonction de E dans F définie par f(x) = −x2.1. Supposons que E = F = R.1.1. Montrer que f est une application.1.2. Montrer que f n’est pas une application injective.1.3. Montrer que f n’est pas une application surjective.2. Supposons que E =]−∞, 0] et F =]−∞, 0].2.1. Montrer que f est une application bijective.2.2. Trouver l’application f−1 réciproque (inverse) pour f .
Solution. 1. Supposons que E = F = R.1.1. Puisque Df = E , la fonction f est une application.1.2. Une application f : E → F est injective si ∀(x1, x2) ∈ E2, f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2. Puisque f(±1) = −1, fn’est pas une application injective.1.3. Une application f : E → F est surjective si ∀y ∈ F ∃x ∈ E tel que y = f(x). Puisque 1 ∈ F mais l’équation

1 = f(x) n’admet pas de solution x ∈ E , f n’est pas une application surjective.2. Supposons que E =]−∞, 0] et F =]−∞, 0].2.1. La restriction de f à ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y ∈ F , il existeun et un seul x ∈ E tel que y = f(x) :
y = −x2 ⇔ x2 = −y x∈E⇔ x = −

√
−y

donc f est bijective.2.2. Étant f une application bijective, l’application f−1 réciproque (inverse) pour f est
f−1 : F → E

y 7→ −
√
−y.

Exercice 4.13Soit f la fonction de E dans F définie par f(x) = 1− x2.1. Supposons que E = F = R.
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1.1. Montrer que f est une application.1.2. Montrer que f n’est pas une application injective.1.3. Montrer que f n’est pas une application surjective.2. Supposons que E = [0,+∞[ et F =]−∞, 1].2.1. Montrer que f est une application bijective.2.2. Trouver l’application f−1 réciproque (inverse) pour f .
Solution. 1. Supposons que E = F = R.1.1. Puisque Df = E , la fonction f est une application.1.2. Une application f : E → F est injective si ∀(x1, x2) ∈ E2, f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2. Puisque f(±1) = 0, fn’est pas une application injective.1.3. Une application f : E → F est surjective si ∀y ∈ F ∃x ∈ E tel que y = f(x). Puisque 2 ∈ F mais l’équation

2 = f(x) n’admet pas de solution x ∈ E , f n’est pas une application surjective.2. Supposons que E = [0,+∞[ et F =]−∞, 1].2.1. La restriction de f à ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y ∈ F , il existeun et un seul x ∈ E tel que y = f(x) :
y = 1− x2 ⇔ x2 = 1− y x∈E⇔ x =

√
1− y

donc f est bijective.2.2. Étant f une application bijective, l’application f−1 réciproque (inverse) pour f est
f−1 : F → E

y 7→ +
√

1− y.

Exercice 4.14

Après avoir rappelé la définition d’une application f de
E dans F et la définition d’une application injective fde E dans F (faire attention à l’utilisation des quanti-ficateurs), considérons l’application f définie de R dans
R par f(x) = −|x2−1| dont la représentation graphiqueest donnée ci-contre.1. Soit g l’application définie de ]−1; 0] dans [−1; 0]par g(x) = f(x). g est-elle injective ? g est-ellesurjective ?2. Soit h l’application définie de ]−1; 0] dans [−1; 0[par h(x) = f(x). Montrer que h est bijective ettrouver l’application h−1 réciproque inverse de h.

−2 −1 0 1 2

−3

−2

−1

Solution. f est une application si ∀x ∈ E, ∀x ′ ∈ E , x = x ′ =⇒ f(x) = f(x ′) (ou, de façon équivalente, ∀x ∈ E, ∀x ′ ∈
E , f(x) 6= f(x ′) =⇒ x 6= x ′) ; f est une application injective si ∀x ∈ E, ∀x ′ ∈ E , x 6= x ′ =⇒ f(x) 6= f(x ′) (ou, de façonéquivalente, ∀x ∈ E, ∀x ′ ∈ E , f(x) = f(x ′) =⇒ x = x ′).

1. g est une application injective car pour x1, x2 ∈ ]−1; 0], f(x1) = f(x2) =⇒ −|x21 − 1| = −|x22 − 1| x
2
i −1≤0=⇒

x21 − 1 = x22 − 1 =⇒ x21 = x22
xi≤0=⇒ x1 = x2. Elle n’est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent.2. h est une application bijective car elle est injective (même démonstration que pour g) et surjective (en effet,pour tout y ∈ [−1; 0[, si on pose x = −

√
1− y alors x ∈ ]−1; 0] et h(x) = y). Pour trouver h−1 applicationréciproque (inverse) de h on doit isoler x dans l’expression y = h(x) donc

y = −|x2 − 1| pour x ∈ ]−1; 0] et y ∈ [−1; 0[

⇐⇒ y = 1− x2

⇐⇒ x2 = 1− y
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⇐⇒ x = −
√

1− y

donc h−1 est l’application de [−1; 0[ dans ]−1; 0] définie par h−1(x) = −
√

1− x .
Exercice 4.15Après avoir rappelé la définition d’une application f de E dans F et la définition d’une application injective f de
E dans F (faire attention à l’utilisation des quantificateurs), considérons l’application f définie de R dans R par
f(x) = −|x2 − 1| dont la représentation graphique est donnée ci-contre.

1. Soit g l’application définie de [0; 1[ dans [−1; 0]par g(x) = f(x). g est-elle injective ? g est-ellesurjective ?

2. Soit h l’application définie de [0; 1[ dans [−1; 0[par h(x) = f(x). Montrer que h est bijective ettrouver l’application h−1 réciproque inverse de h.

−2 −1 0 1 2

−3

−2

−1

Solution. f est une application si ∀x ∈ E, ∀x ′ ∈ E , x = x ′ =⇒ f(x) = f(x ′) (ou, de façon équivalente, ∀x ∈ E, ∀x ′ ∈
E , f(x) 6= f(x ′) =⇒ x 6= x ′) ; f est une application injective si ∀x ∈ E, ∀x ′ ∈ E , x 6= x ′ =⇒ f(x) 6= f(x ′) (ou, de façonéquivalente, ∀x ∈ E, ∀x ′ ∈ E , f(x) = f(x ′) =⇒ x = x ′).

1. g est une application injective car pour x1, x2 ∈ ]−1; 0], f(x1) = f(x2) =⇒ −|x21 − 1| = −|x22 − 1| x
2
i −1≤0=⇒

x21 − 1 = x22 − 1 =⇒ x21 = x22
xi≥0=⇒ x1 = x2. Elle n’est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent.2. h est une application bijective car elle est injective (même démonstration que pour g) et surjective (en effet, pourtout y ∈ [−1; 0[, si on pose x =
√

1 + y alors x ∈ [0; 1[ et h(x) = y). Pour trouver h−1 application réciproque(inverse) de h on doit isoler x dans l’expression y = h(x) donc
y = −|x2 − 1| pour x ∈ [0; 1[ et y ∈ [−1; 0[

⇐⇒ y = x2 − 1

⇐⇒ x2 = 1 + y
⇐⇒ x = +

√
1 + y

donc h−1 est l’application de [−1; 0[ dans [0; 1[] définie par h−1(x) = +
√

1 + x .
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Chapitre 5
Maximum, minimum

Soit X un ensemble ordonné (par exemple R) et soit Y une partie de X .
MajorantUn élément a ∈ X est appelé majorant de Y si a ≥ y pour tout y ∈ Y .
MinorantUn élément a ∈ X est appelé minorant de Y si a ≤ y pour tout y ∈ Y .
Ensemble majoré, minoré, borné
B Si Y admet des majorants, on dit que Y est majoré.
B Si Y admet des minorants, on dit que Y est minoré.
B Si Y est majoré et minoré, on dit que Y est borné.
Supremum
a ∈ X est appelé borne supérieure de Y si c’est le plus petit des majorants de Y . Si elle existe, elle est uniqueet est notée supY .
Infimum
a ∈ X est appelé borne inférieure de Y si c’est le plus grand des minorants de Y . Si elle existe, elle est uniqueet est notée inf Y .
Maximum
a ∈ X est appelé plus grand élément de Y ou élément maximale de Y ou max de Y si a ∈ Y et a est majorantde Y .
Minimum
a ∈ X est appelé plus petit élément de Y ou élément minimale de Y ou min de Y si a ∈ Y et a est minorant de
Y .
Nota bene :on a les implications suivantes1. “a est le max de Y ” =⇒ “a est le sup de Y ” =⇒ “a est majorant de Y ” ;

2. “a est le min de Y ” =⇒ “a est le inf de Y ” =⇒ “a est minorant de Y ”.
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Les réciproques sont fausses.
Supremum, infimum, maximum et minimum d’une fonctionSoient E un ensemble et f : E 7→ R une fonction. On appelle borne supérieure de f dans E la borne supérieurede l’image directe de E par f , c’est-à-dire sup f(E). De la même manière on définit la borne inférieure de f dans
E , ainsi que le maximum et le minimum et on les note

sup
E
f(x) inf

E
f(x) max

E
f(x) min

E
f(x).
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............... Exercices ...............

Exercice 5.1Calculer
sup
x∈[1,2]

1

x sup
x∈]1,2[

1

x sup
x>0

1

x inf
x>0

1

x

Solution.

sup
x∈[1,2]

1

x = 1 sup
x∈]1,2[

1

x = 1 sup
x>0

1

x = +∞ inf
x>0

1

x = 0

Exercice 5.2Soit S le sous-ensemble de R défini par
S :=

]
− 2, −1

[
∪
]
0, 1

2

[
.

Calculer inf et sup de chacun des ensembles suivants en spécifiant s’ils sont respectivement aussi max et min.
A :=

{
log10

∣∣∣∣ xy
∣∣∣∣ : x, y ∈ S

}
, B := { 2xy : x, y ∈ S } ,

C :=
{

2x/y : x, y ∈ S
}
, D := { sin(x + y) : x, y ∈ S } ,

E := { cos(x + y) : x, y ∈ S } .

Solution.

inf A = −∞, il n’est pas minimum (
x → 0+, y =

1

2

)
supA = +∞, il n’est pas maximum (

x =
1

2
, y → 0+

)
inf B =

1

2
, il n’est pas minimum (

x → −2+, y =
1

2

)
sup B = 24 = 16, il n’est pas maximum (

x, y → −2+
)

inf C = 0, il n’est pas minimum (
x = −3

2
, y → 0+

)
sup C = +∞, il n’est pas maximum (

x =
1

2
, y → 0+

)
inf D = −1, il est minimum (

x = −π
2
− 1

4
, y =

1

4

)
sup D = sin(1), il est maximum (

x = y =
1

2

)
inf E = −1, il est minimum (

x = y = −π
2

)
sup E = 1, il n’est pas maximum (

x, y → 0+
)

Exercice 5.3Soit S le sous-ensemble de R défini par
S :=

[
− 1, 0

[
∪
]
1, 2
[
.
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Calculer inf
(x,y)∈S2

f(x, y) et sup
(x,y)∈S2

f(x, y) de chacune des fonctions suivantes en spécifiant s’ils sont respectivementaussi max et min.
1. f(x, y) = x log10 |y|2. f(x, y) = sin(xy)

3. f(x, y) = cos(xy)4. f(x, y) = e−x + (y − 3/2)2

Solution. 1. f(x, y) = x log10 |y|1.1. inf
(x,y)∈S2

f(x, y) = −∞, il n’est pas minimum (x = −1, y → 0−)

1.2. sup
(x,y)∈S2

f(x, y) = +∞, il n’est pas maximum (
x = 3

2 , y → 0−
)

2. f(x, y) = sin(xy)2.1. inf
(x,y)∈S2

f(x, y) = −1, il est minimum (
x = −1, y = π

2

)
2.2. sup

(x,y)∈S2
f(x, y) = 1, il est maximum (

x = y =
√π

2

)
3. f(x, y) = cos(xy)3.1. inf

(x,y)∈S2
f(x, y) = −1, il est minimum (

x = y =
√
π
)

3.2. sup
(x,y)∈S2

f(x, y) = 1, il n’est pas maximum (x = −1, y → 0−)

4. f(x, y) = e−x + (y − 3/2)24.1. inf
(x,y)∈S2

f(x, y) = e−2, il n’est pas minimum (x → 2−, y → 0−)

4.2. sup
(x,y)∈S2

f(x, y) = e+ 25
4 , il est maximum (x = y = −1)

Exercice 5.4Pour chacune des parties Ai ⊂ R ci-dessous, déterminer si Ai est majorée, minorée, bornée, si elle admet uneborne supérieure, une borne inférieure, un maximum, un minimum (justifier chaque réponse).
A1 = {1, 2, 3, 5, 12}
A2 = N
A3 = Z

A4 = {3 + 7q : q ∈ N}
A5 = {3− 7q : q ∈ N}
A6 = {p/3n : p, n ∈ N}

A7 = {p/3n : p, n ∈ N∗}
A8 = R
A9 = ]5, 6]

Solution. A1 = {1, 2, 3, 5, 12}1.1. ∀x ∈ A1, x ≥ 1 donc 1 est un minorant de A1 et A1 est minoré1.2. ∀x ∈ A1, x ≤ 12 donc 12 est un majorant de A1 et A1 est majoré1.3. étant minoré et majoré, A1 est borné1.4. 1 est un minorant de A1 qui appartient à A1 donc 1 est le minimum de A11.5. 12 est un majorant de A1 qui appartient à A1 donc 12 est le maximum de A11.6. on en déduit que 1 est la borne inférieure de A11.7. on en déduit que 12 est la borne supérieure de A1
A2 = N2.1. ∀x ∈ A2, x ≥ 0 donc 0 est un minorant de A2 et A2 est minoré2.2. A2 n’admet pas de majorant réel (en effet, si r ∈ R est un majorant de A2, alors E(r) + 1 ∈ A2 et

E(r) + 1 > r) donc A2 n’est pas majoré2.3. n’étant pas majoré, A2 n’est pas borné2.4. 0 est un minorant de A2 qui appartient à A2 donc 0 est le minimum de A22.5. comme A2 n’admet pas de majorant, il n’admet pas de maximum2.6. on en déduit que 0 est la borne inférieure de A2
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2.7. on en déduit que A2 n’a pas de borne supérieure
A3 = Z3.1. A3 n’admet pas de minorant réel (en effet, si r ∈ R est un minorant de A3, alors E(r) − 1 ∈ A3 et

E(r)− 1 < r) donc A3 n’est pas minoré3.2. A3 n’admet pas de majorant réel (en effet, si r ∈ R est un majorant de A3, alors E(r) + 1 ∈ A3 et
E(r) + 1 > r) donc A3 n’est pas majoré3.3. n’étant pas majoré, A3 n’est pas borné3.4. comme A3 n’admet pas de minorant, il n’admet pas de minimum3.5. comme A3 n’admet pas de majorant, il n’admet pas de maximum3.6. on en déduit que A3 n’a pas de borne inférieure3.7. on en déduit que A3 n’a pas de borne supérieure

A4 = {3 + 7q : q ∈ N}4.1. ∀x ∈ A4, x ≥ 3 donc 3 est un minorant de A4 et A4 est minoré4.2. A4 n’admet pas de majorant donc A4 n’est pas majoré4.3. n’étant pas majoré, A4 n’est pas borné4.4. 3 est un minorant de A4 qui appartient à A4 (il suffit de prendre q = 0) donc 3 est le minimum de A44.5. comme A4 n’admet pas de majorant, il n’admet pas de maximum4.6. on en déduit que 3 est la borne inférieure de A44.7. on en déduit que A4 n’a pas de borne supérieure
A5 = {3− 7q : q ∈ N}5.1. A5 n’admet pas de minorant donc A5 n’est pas minoré5.2. ∀x ∈ A5, x ≤ 3 donc 3 est un majorant de A5 et A5 est majoré5.3. n’étant pas minoré, A5 n’est pas borné5.4. comme A5 n’admet pas de minorant, il n’admet pas de minimum5.5. 3 est un majorant de A5 qui appartient à A5 (il suffit de prendre q = 0) donc 3 est le maximum de A55.6. on en déduit que A5 n’a pas de borne inférieure5.7. on en déduit que 3 est la borne supérieure de A5
A6 = {p/3n : p, n ∈ N}6.1. ∀x ∈ A6, x ≥ 0 donc 0 est un minorant de A6 et A6 est minoré6.2. comme A2 ⊂ A6, A6 n’est pas majoré6.3. n’étant pas majoré, A6 n’est pas borné6.4. 0 est un minorant de A6 qui appartient à A6 (avec p = n = 0) donc 0 est le minimum de A66.5. comme A6 n’admet pas de majorant, il n’admet pas de maximum6.6. on en déduit que 0 est la borne inférieure de A66.7. on en déduit que A6 n’a pas de borne supérieure
A7 = {p/3n : p, n ∈ N∗}7.1. ∀x ∈ A7, x ≥ 0 donc 0 est un minorant de A7 et A7 est minoré7.2. A7 n’admet pas de majorant donc A7 n’est pas majoré7.3. n’étant pas majoré, A7 n’est pas borné7.4. 0 est le plus grand des minorants de A7 mais il n’appartient pas à A7 donc A7 n’a pas de minimum7.5. comme A7 n’admet pas de majorant, il n’admet pas de maximum7.6. on en déduit que 0 est la borne inférieure de A77.7. on en déduit que A7 n’a pas de borne supérieure
A8 = R8.1. il n’est pas minoré8.2. il n’est pas majoré8.3. comme il n’est pas minoré, il n’est pas borné
© G. Faccanoni 53



5 Maximum, minimum Mercredi 11 janvier 2012

8.4. comme il n’est pas minoré, il n’a pas de minimum8.5. comme il n’est pas majoré, il n’a pas de maximum8.6. comme il n’est pas minoré, il n’a pas de borne inférieure8.7. comme il n’est pas majoré, il n’a pas de borne supérieure
A9 = ]5, 6]9.1. ∀x ∈ A9, x > 5 donc 5 est un minorant de A9 et A9 est minoré9.2. ∀x ∈ A9, x ≤ 6 donc 6 est un majorant de A9 et A9 est majoré9.3. étant minoré et majoré, A9 est borné9.4. 5 est le plus grand des minorants de A9 mais il n’appartient pas à A9 donc A9 n’a pas de minimum (eneffet, ∀x ∈ A9, (5 + x)/2 ∈ A9 et (5 + x)/2 < x ; de plus, ∀n ∈ N∗ on a 5 + 1/n 6∈ A9 et 5 < x < 5 + 1/n)9.5. 6 est un majorants de A9 qui appartient à A9 donc 6 est le maximum de A99.6. on en déduit que 5 est la borne inférieure de A99.7. on en déduit que 6 est la borne supérieure de A9

Exercice 5.5Soit f : R→ R l’application définie par f(x) = 2x2 + 1. Soit A = [−2, 1]. Trouver
1. f(A),
2. f−1(f(A)

),
3. sup

A
f (est-il maximum ?),

4. inf
A
f (est-il minimum ?).

Solution. 1. f(A) = [1; 9],2. f−1(f(A)
)

= [−2; 2] et on remarque que [−2, 1] ⊂ [−2; 2],3. sup
A
f = 9 = max

A
f ,

4. inf
A
f = 1 = min

A
f .

Exercice 5.6Soit f : R→ R l’application définie par f(x) = 1− 2x2. Soit A = [−2, 1]. Trouver
1. f(A),
2. f−1(f(A)

),
3. sup

A
f (est-il maximum ?),

4. inf
A
f (est-il minimum ?).

Solution. 1. f(A) = [−7; 1],2. f−1(f(A)
)

= [−2; 2] et on remarque que [−2, 1] ⊂ [−2; 2],3. sup
A
f = 1 = max

A
f ,

4. inf
A
f = −7 = min

A
f .

Exercice 5.7Soit f : R→ R l’application définie par f(x) = 1− x2. Soit B = [−3, 1]. Trouver
1. f−1(B),
2. f(f−1(B)

),
3. sup

B
f−1 (est-il maximum ?),

4. inf
B
f−1 (est-il minimum ?).
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Solution. 1. f−1(B) = [−2; 2],2. f(f−1(B)
)

= [−3; 1] et on remarque que [−3, 1] ⊂ [−3; 1],3. sup
B
f−1 = 2 = max

B
f−1,

4. inf
B
f−1 = −2 = min

B
f−1.

Exercice 5.8Soit f : R→ R l’application définie par f(x) = (x − 1)2. Soit B = [−1; 1[. Trouver
1. f−1(B),
2. f(f−1(B)

),
3. sup

B
f−1 (est-il maximum ?),

4. inf
B
f−1 (est-il minimum ?).

Solution. 1. f−1(B) =]0; 2[,
2. f(f−1(B)

)
= [0; 1[ et on remarque que [0, 1[⊂ [−1; 1[,

3. sup
B
f−1 = 2 mais ce n’est pas un maximum,

4. inf
B
f−1 = 0 mais ce n’est pas un minimum. −2 −1 0 1 2 3 4

−1

1

2

Exercice 5.9Soit f : R→ R l’application définie par f(x) = (x + 1)2. Soit B = [−1; 1[. Trouver
1. f−1(B),
2. f(f−1(B)

),
3. sup

B
f−1 (est-il maximum ?),

4. inf
B
f−1 (est-il minimum ?).

Solution. 1. f−1(B) =]− 2; 0[,
2. f(f−1(B)

)
= [0; 1[ et on remarque que [0, 1[⊂ [−1; 1[,

3. sup
B
f−1 = 0 mais ce n’est pas un maximum,

4. inf
B
f−1 = −2 mais ce n’est pas un minimum. −4 −3 −2 −1 0 1 2

−1

1

2
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Chapitre 6
Nombres complexes

Forme algébrique
Définitions Tout nombre z ∈ C s’écrit, de manière unique, sous la forme algébrique z = x + iy où x , y ∈ R et

i est tel que i2 = −1. Le réel x s’appelle “partie réelle de z” et se note <(z). Le réel y s’appelle “partieimaginaire de z” et se note =(Z ). Si y = 0 alors z ∈ R, si x = 0 alors z est un imaginaire pur.
Égalité Deux nombres complexes z = x + iy et z′ = x ′+ iy′ sont égaux ssi (x, y) = (x ′, y′). Attention : il n’y a pasd’inégalité en C.
Opérations Soient deux nombres complexes z = x + iy et z′ = x ′ + iy′.

z + z′ = (x + x ′) + i(y+ y′), zz′ = (xx ′ − yy′) + i(xy′ + x ′y).

Conjugué Le conjugué d’un nombre complexe z = x + iy est le numéro complexe z̄ = x + i(−y) et on a
z̄ = z, z + z′ = z̄ + z̄′, zz′ = z̄z̄′,

( z
z′
)

=
z̄
z̄′
, z + z̄ = 2<(z), z − z̄ = 2=(z).

Forme trigonométriqueTout nombre complexe non nul z s’écrit sous forme trigonométrique z = ρ(cosθ + sinθ) avec ρ > 0 le module de
z et θ un argument de z.
Module Le module d’un nombre complexe z = x + iy est le nombre réel positif √zz̄ =

√
x2 + y2. On le note |z|ou ρ ou r. On a

|z| = 0 ⇐⇒ z = 0; |<(z)| ≤ |z|; |=(z)| ≤ |z|;

|zz′| = |z| |z′|; |zn| = |z|n, pour n ∈ N;
∣∣∣ zz′ ∣∣∣ =

|z|
|z′| ;∣∣∣|z| − |z′|∣∣∣ ≤ |z − z′| ≤ |z|+ |z′|.

Argument On le note arg(z) et il est défini, modulo 2π, par cosθ = x
ρ et sinθ = y

ρ . On a (à 2kπ près, k ∈ Z)
arg(zz′) = arg(z) + arg(z′); arg(1/z) = − arg(z);

arg(z/z′) = arg(z)− arg(z′); arg(zn) = n arg(z), pour n ∈ Z.

Forme exponentielle Tout nombre complexe non nul z s’écrit sous forme exponentielle z = ρeiθ .
B Formule de Moivre : pour tout θ ∈ R et pour tout k ∈ Z

zn = (ρ(cosθ + sinθ))n = ρn(cos(nθ) + sin(nθ)) = ρneinθ .

B Formules d’Euler : pour tout x ∈ R et tout k ∈ Z on a
cos x =

eix + e−ix
2

, sin x =
eix − e−ix

2i ,

cos(nx) =
einx + e−inx

2
, sin(nx) =

einx − e−inx
2i .
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Racines n-ièmesTout nombre complexe non nul z = ρeiθ possède n racines n-ièmes
wk = n

√ρei
θ+2kπ

n avec k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.

ρ

θ

z

√ρ
θ/3
w0

w1

w2

<

=

θ

√ ρ

θ/6
6
√ρ

z

w0

w1
w2

w3

w4

w5

<

=

AstucePour déterminer les racines carrées de z = x + iy il est parfois plus simple de procéder par identification,c’est-à-dire de chercher les réels α et β tels que (x + iy) = (α + iβ)2 ; on obtient
α2 − β2 = x, 2αβ = y, α2 + β2 =

√
x2 + y2.

Autrement dit,
α = ±

√
x +

√
x2 + y2
2

, β = ±

√
−x +

√
x2 + y2

2
, signe(α · β) = signe(b).
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θ

z

r

x

y

θ/2

w0√ r

α

β

w1

−α

−β
<

=

θ

z

−θ

z̄

θ/2

w0

w1

−θ/2
w̄0

w̄1

<

=

PropositionL’équation az2+bz+c = 0, où a 6= 0, b et c appartiennent à C, admet deux solutions dans C (pas nécessairementdistinctes) :
z1 =

−b+ δ
2a , z2 =

−b − δ
2a ,

où δ est une racine carrée de ∆ = b2 − 4ac.
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............... Exercices ...............

Exercice 6.1Calculer les racines carrées de
(a) 1(b) i (c) 3 + 4i(d) 8− 6i

(e) 7 + 24i(f ) 3− 4i
(g) 24− 10i(h) 1+i√

2

Solution. (a) z = 1 + 0i =⇒ x = 1, y = 0 =⇒


α = ±1

β = ±0

αβ = 0

=⇒ w0 = 1 et w1 = −1

(b) z = i =⇒ x = 0, y = 1 =⇒


α = ± 1√

2

β = ± 1√
2

αβ > 0

=⇒ w0 = 1√
2

+ i 1√
2

= eiπ/4 et w1 = − 1√
2
− i 1√

2
= ei5π/4

(c) z = 3 + 4i =⇒ x = 3, y = 4 =⇒


α = ±2

β = ±1

αβ > 0

=⇒ w0 = 2 + i et w1 = −2− i

(d) z = 8− 6i =⇒ x = 8, y = −6 =⇒


α = ±3

β = ±1

αβ < 0

=⇒ w0 = 3− i et w1 = −3 + i : on aurait pu tout simplement
remarquer que z est le conjugué du complexe au point (c)

(e) z = 7 + 24i =⇒ x = 7, y = 24 =⇒


α = ±4

β = ±3

αβ > 0

=⇒ w0 = 4 + 3i et w1 = −4− 3i

(f ) z = 3− 4i =⇒ x = 3, y = −4 =⇒


α = ±2

β = ±1

αβ < 0

=⇒ w0 = 2− i et w1 = −2 + i

(g) z = 24− 10i =⇒ x = 24, y = −10 =⇒


α = ±5

β = ±1

αβ < 0

=⇒ w0 = 5− i et w1 = −5 + i

(h) z = 1+i√
2

=⇒ x = 1√
2
, y = 1√

2
=⇒


α = ±

√
1
2 + 1√

2

β = ±
√

1
2 −

1√
2

αβ > 0

=⇒ w0 =
√

1
2 + 1√

2
+ i
√

1
2 + 1√

2
et w1 = −

√
1
2 + 1√

2
−

i
√

1
2 + 1√

2

Exercice 6.2Calculer1. les racines carrées de z = 4ab+ 2(a2 − b2)i avec a, b ∈ R,2. les racines cubiques du nombre complexe 1 + i,3. les racines cubiques de z = −1+i
4 .

Solution. 1. Soit ω = a−ib, alors ω2 = (a2−b2)−2abi donc 2iω2 = 4ab+2(a2−b2)i = z. Or, 2i = (1+i)2 donc
((1+i)ω)2 = z. On conclut que z = ((a+b)+i(a−b))2, ainsi les racines carrées de z sont w0 = (a+b)+i(a−b)et w1 = −(a+ b)− i(a − b).2. n = 3 et z = 1 + i =

√
2
(
cos
(π
4

)
+ i sin

(π
4

)), ainsi les trois racines cubiques de z sont
w0 =

6
√

2
(

cos
( π

12

)
+ i sin

( π
12

))
,
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w1 =
6
√

2

(
cos

(
9π
12

)
+ i sin

(
9π
12

))
,

w2 =
6
√

2

(
cos

(
17π
12

)
+ i sin

(
17π
12

))
.

3. n = 3, z = −1+i
4 = 2−3/2

(
cos
(
3π
4

)
+ i sin

(
3π
4

)) , ainsi les trois racines cubiques de z sont
w0 =

1√
2

(
cos

(
3π
4

)
+ i sin

(π
4

))
,

w1 =
1√
2

(
cos

(
3π
4

)
+ i sin

(
11π
12

))
,

w2 =
1√
2

(
cos

(
3π
4

)
+ i sin

(
19π
12

))
.

Exercice 6.3Trouver toutes les solutions complexes des équations
1. z2 = 2,2. z2 = 3i,3. z2 = 2 + 3i,4. z2 = 1 + bi (b est un paramètre réel),5. z2 − 2iz + 2− 4i = 0,6. z2 + 2z + (1− 2i) = 0,7. z2 + 2(1 + i)z − 5(1 + 2i) = 0,8. z2 − (5 + 3i)z + 7i+ 4 = 0,

9. z2 −√3z − i = 0,10. z2 + z + 1 = 0,11. z2 − (1 + 2i)z + i − 1 = 0,12. z2 − (5− 14i)z − 2(5i+ 12) = 0,13. z2 − (3 + 4i)z − 1 + 5i = 0,14. 4z2 − 2z + 1 = 0,15. z2 − (11− 5i)z + 24− 27i = 0,16. z4 + 2z2 + 4 = 0.
Solution. 1. z2 = 2 = 2ei0 =⇒ z0 =

√
2ei0 =

√
2 et z1 =

√
2eiπ = −

√
22. z2 = 3i = 3eiπ =⇒ z0 =

√
3eiπ/4 et z1 =

√
3ei5π/4

3. z2 = 2 + 3i =⇒ x = 2, y = 3 =⇒


α = ±

√
2+
√
13

2

β = ±
√
−2+

√
13

2

αβ > 0

=⇒ z0 =

√
2+
√
13

2 + i
√
−2+

√
13

2 et z1 = −z0

4. z2 = 1 + bi (b est un paramètre réel) =⇒ x = 1, y = b =⇒


α = ±

√
1+
√
1+b2
2

β = ±
√
−1+

√
1+b2

2

bαβ ≥ 0

=⇒


z0 =

√
1+
√
1+b2
2 + i

√
−1+

√
1+b2

2 si b > 0,

z0 =

√
1+
√
1+b2
2 − i

√
−1+

√
1+b2

2 si b < 0,
z0 = 1 si b = 0,

et z1 = −z05. z2 − 2iz + 2− 4i = 0 =⇒ δ2 = (−2i)2 − 4(2− 4i) = −12 + 16i =⇒ δ0 = 2 + 4i =⇒ z0 = 2i+2+4i
2 = 1 + 3i et

z1 = 2i−2−4i
2 = −1− i6. z2+2z+(1−2i) = 0 =⇒ δ2 = 22−4(1−2i) = 8i =⇒ δ0 = 2+2i =⇒ z0 = −2+2+2i

2 = i et z1 = −2−2−2i
2 = −2−i7. z2 + 2(1 + i)z − 5(1 + 2i) = 0 =⇒ δ2 = (2(1 + i))2 − 4(−5(1 + 2i)) = 20 + 48i =⇒ δ0 = 6 + 4i =⇒

z0 = −2−2i+6+4i
2 = 2 + i et z1 = −2−2i−6−4i

2 = −4− 3i8. z2 − (5 + 3i)z + 7i+ 4 = 0 =⇒ δ2 = (−(5 + 3i))2 − 4(4 + 7i) = 2i =⇒ δ0 = 1 + i =⇒ z0 = 5+3i+1+i
2 = 3 + 2iet z1 = 5+3i−1−i

2 = 2 + i9. z2 −√3z − i = 0 =⇒ δ2 = (−
√

3)2 − 4(−i) = 3 + 4i =⇒ δ0 = 2 + i =⇒ z0 =
√
3+2+i
2 et z1 =

√
3−2−i
210. z2 + z + 1 = 0 =⇒ δ2 = −3 =⇒ δ0 = i

√
3 =⇒ z0 = −1+i

√
3

2 et z1 = −1−i
√
3

2
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11. z2 − (1 + 2i)z + i − 1 = 0 =⇒ δ2 = (−(1 + 2i))2 − 4(i − 1) = 1 =⇒ δ0 = 1 =⇒ z0 = 1+2i−1
2 = i et

z1 = 1+2i+1
2 = 1 + i12. z2 − (5− 14i)z − 2(5i+ 12) = 0 =⇒ δ2 = −75− 100i =⇒ δ0 = 5− 10i =⇒ z0 = 5− 12i et z1 = −2i13. z2 − (3 + 4i)z − 1 + 5i = 0 =⇒ δ2 = −3 + 4i =⇒ δ0 = 1 + 2i =⇒ z0 = 2 + 3i et z1 = 1 + i14. 4z2 − 2z + 1 = 0 =⇒ δ2 = −12 =⇒ δ0 = 2

√
3i =⇒ z0 = 1−

√
3i

4 et z1 = 1+
√
3i

415. z2 − (11− 5i)z + 24− 27i = 0 =⇒ δ2 = −2i =⇒ δ0 = 1− i =⇒ z0 = 6− 3i et z1 = 5− 2i16. On pose w = z2 et on résout d’abord w2 + 2w + 4 = 0 =⇒ δ2 = −12 =⇒ δ0 = 2
√

3i =⇒ w0 = −1 +
√

3i et
w1 = −1−

√
3i. On résout maintenant les deux équations

B z2 = w0 =⇒


α = ± 1√

2

β = ±
√
3√
2

αβ > 0

=⇒ z0 = 1√
2

+ i
√
3√
2

et z1 = − 1√
2
− i

√
3√
2

B z2 = w1 =⇒


α = ± 1√

2

β = ±
√
3√
2

αβ < 0

=⇒ z3 = 1√
2
− i

√
3√
2

et z4 = − 1√
2

+ i
√
3√
2
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Chapitre 7
Fonctions polynomiales

Fonctions polynomialesUne application P de C dans C est polynomiale s’il existe une famille finie {an, . . . , a1, a0} de nombres complexestelle que pour tout x ∈ C,
P(x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn.

Pour faire bref, nous ferons un abus de langage en utilisant le terme “polynôme” pour “application polynomiale”.

Théorème et définition (degré)Pour tout polynôme non nul P , il existe un unique entier n ∈ N et une unique famille {an, . . . , a1, a0} de nombrescomplexes telle que
an 6= 0 et (

∀x ∈ C P(x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn
)
.L’entier n est, par définition, le degré de P (on le note doP).

RemarqueLe polynôme nul n’a pas de degré, mais par convention do0 < dog pour tout polynôme non nul g.
Théorème (division euclidienne)Soient f et g deux polynômes avec g non nul. Alors il existe un unique couple (Q,R) de polynômes vérifiant

∀x ∈ C f(x) = g(x)Q(x) + R(x) et doR < dog.

Q s’appelle le quotient et R le reste. On dit que f est divisible par g si R = 0.
Théorème (de la division selon les puissances croissantes)Soient f et g deux polynômes avec g non nul. Soit p ∈ N∗. Alors il existe un unique couple de polynômes (Q,R)de polynômes vérifiant

∀x ∈ C f(x) = g(x)Q(x) + xp+1R(x) et doQ ≤ p.

Racine, multiplicitéUn nombre complexe a est racine d’un polynôme P si P(a) = 0. L’ordre de multiplicité d’une racine a de P est leplus grand entier n tel que “(x − a)n” divise P .
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On montre facilement que a est racine de P si et seulement si P est divisible par (x − a).

Théorème (décomposition de D’Alembert-Gauss)Soit P un polynôme de degré supérieur ou égal à 1. Alors l’ensemble des racines de P est fini et non vide. Notons
x1, . . . , xk les k racines deux à deux distinctes de P et ni l’ordre de multiplicité de xi. Alors il existe un unique
a ∈ C \ {0} tel que pour tout x ∈ C,

P(x) = a
(
x − x1

)n1 . . . (x − xk)nk .
On a donc n1 + · · ·+ nk = doP .
Théorème (Taylor)Soit P un polynôme de degré n ≥ 1. Pour tout x0 ∈ C et tout x ∈ C,

P(x) =

n∑
k=0

P(k)(x0)
(x − x0)k

k !

où P(k)(x0) est la dérivée d’ordre k en x0.
ThéorèmeSoient P un polynôme et x0 une racine de P . Elle est de multiplicité n si et seulement si

P(n)(x0) 6= 0 et P(k)(x0) = 0 pour tout k ≤ n − 1.

Astuce : recherche d’une racine évidenteLes premiers candidats sont toujours 0, 1 et −1. S’ils ne conviennent pas, au mieux de procéder à l’aveugle, onpeut utiliser le fait que, lorsque tous les coefficients ai sont des entiers (i.e. ai ∈ Z pour tout i = 0, . . . , n), touteracine «évidente» est du type diviseur de a0diviseur de an .Dès qu’on trouve une racine x0, on peut soit arrêter et factoriser le polynôme par (x − x0), soit continuer dansl’espoir de trouver d’autres racines évidentes, ce qui simplifie la factorisation.
AstucePour factoriser les polynômes on pourra utiliser Wolfram Alpha www.wolframalpha.com et taper factor(P(x)).
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............... Exercices ...............

Exercice 7.1 division euclidienneEffectuer la division euclidienne de f par g dans les cas suivants1. f(x) = 7x4 − x3 + 2x − 4 et g(x) = x2 − 3x + 5,2. f(x) = x5 − x4 − x + 1 et g(x) = x2 − 2x + 1.
Solution. 1.

7x4 −x3 +2x −4 x2 −3x +5

−7x4 +21x3 −35x2 7x2 +20x +25

20x3 −35x2 +2x −4

−20x3 +60x2 −100x

25x2 −98x −4

−25x2 +75x −125

−23x −129donc f(x) = (7x2 + 20x + 25)g(x) + (−23x − 129).2.
x5 −x4 −x +1 x2 −2x +1

−x5 +2x4 −x3 x3 +x2 +x +1

x4 −x3 −x +1

−x4 +2x3 −x2

x3 −x2 −x +1

−x3 +2x2 −x

x2 −2x +1

−x2 +2x −1

0

donc f(x) = (x3 + x2 + x + 1)g(x).
Exercice 7.2Si z et w sont deux nombres complexes alors on a les deux identités remarquables

z2 −w2 = (z − w)(z +w),
z3 −w3 = (z − w)(z2 + zw +w2).

Ces identités admettent la généralisation suivante : avec la convention z0 = w0 = 1, ∀n ∈ N∗

zn −wn = (z − w)

n−1∑
k=0

zkwn−k−1.

1. Démontrer cette formule par récurrence sur n.2. En déduire qu’un nombre complexe z est racine d’un polynôme P si et seulement si le polynôme g(x) := x−zdivise le polynôme P .
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Solution. TO DO

Exercice 7.3 résolution d’équations polynomialesTrouver toutes les solutions complexes des équations1. z3 − i = 6(z + i),2. z3 + 3z − 2i = 0,3. z6 + z3(z + 1)3 + (z + 1)6 = 0.
Solution. 1. On remarque que z3 − i est factorisable par (z + i) car z3 − i = z3 + i3 = (z + i)(z2 − 2iz − 1) donc

z3 − i = 6(z + i) ⇐⇒ (z + i)(z2 − 2iz − 1) = 6(z + i) ⇐⇒ (z + i)(z2 − 2iz − 7) = 0.

Une solution est z0 = −i, les autres deux solutions vérifient
z2 − 2iz − 7 = 0 =⇒ δ2 = 27 =⇒ δ = 3

√
3 =⇒ z1 =

2i+ 3
√

3i
2

, z2 =
2i − 3

√
3i

2
.

2. On remarque que z = i est solution de l’équation. On factorise (z−i) dans z3+3z−2i et on obtient z3+3z−2i =

(z − i)(z2 + iz + 2). Les solutions de l’équation z3 + 3z − 2i = 0 sont z1 = i, z2 = i−1−
√
3

2 et z3 = i−1+
√
3

2 .3. Si a et b sont deux nombres complexes on sait que a3−b3 = (a−b)(a2 +ab+b2) donc 0 = z6 + z3(z+ 1)3 +

(z + 1)6 = z3−(z+1)3

z−(z+1) = 3z2 + 3z + 1 =
(
z −

(
− 1

2 + i
√
3
6

))(
z −

(
− 1

2 − i
√
3
6

)).
Exercice 7.4Soit n ∈ N∗. Démontrer que P = xn+1 + xn − 2xn−1 + nx − n est divisible par (x − 1).

Solution. Un polynôme P est divisible par (x − 1) si x = 1 est racine de P , donc il suffit de vérifier que P(1) = 0.
Exercice 7.5Soit n ∈ N∗. Démontrer que P = (x − 2)2n + (x − 1)n − 1 est divisible par x2 − 3x + 2.

Solution. Comme x2 − 3x + 2 = (x − 1)(x − 2), il suffit de montrer que x = 1 et x = 2 sont racines du polynôme P ,autrement dit que P(1) = P(2) = 0.
Exercice 7.6Soit n ∈ N, n ≥ 2. On considère le polynôme P défini par P = axn+1 +bxn + 1. Déterminer les réels a et b pourque P soit divisible par (x − 1)2.

Solution. Si P est divisible par (x − 1)2, cela signifie que x = 1 est racine au moins double, donc il faut que
P(1) = P ′(1) = 0. Comme P(1) = a+ b+ 1 et P ′(1) = a(n+ 1) + bn, on conclut que a = n et b = −n − 1.

Exercice 7.7 multiplicitéCalculer la multiplicité de la racine x0 de P dans les cas suivants :
B x0 = 1 et P(x) = x4 − x3 − 3x2 + 5x − 2,
B x0 = i et P(x) = x3 − ix2 + x − i.
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Solution. B x0 = 1 a multiplicité 3 car
P(x) = x4 − x3 − 3x2 + 5x − 2 P(1) = 0

P ′(x) = 4x3 − 3x2 − 6x + 5 P ′(1) = 0

P ′′(x) = 12x2 − 6x − 6 P ′′(1) = 0

P ′′′(x) = 24x − 6 P ′′′(1) = 18

et P(x) = (x − 1)3Q(x) avec Q polynôme de degré 1 non divisible par (x − 1).
B x0 = i a multiplicité 2 car

P(x) = x3 − ix2 + x − i P(1) = 0

P ′(x) = 3x2 − 2ix + 1 P ′(1) = 0

P ′′(x) = 6x − 2i P ′′(1) = 4i

et P(x) = (x − i)2Q(x) avec Q polynôme de degré 1 non divisible par (x − i).
Exercice 7.8On considère le polynôme

P(x) := x5 − 2x4 + x3 + x2 − 2x + 1.1. Écrire la formule de Taylor de P en 1. Montrer que 1 est une racine de P et en déterminer son ordre demultiplicité.2. Factoriser P sur R.3. Factoriser P sur C.
Solution. 1. Pour un polynôme P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s’écrit

P(x) =

k=5∑
k=0

P(k)(1)
(x − 1)k

k !
.

On calcul alors les dérivées P(k)(x) pour k = 0, . . . , 5 et on les évalue en 1 :
P(x) = x5 − 2x4 + x3 + x2 − 2x + 1 P(1) = 0

P ′(x) = 5x4 − 8x3 + 3x2 + 2x − 2 P ′(1) = 0

P ′′(x) = 20x3 − 24x2 + 6x + 2 P ′′(1) = 4

P ′′′(x) = 60x2 − 48x + 6 P ′′′(1) = 18

P IV (x) = 120x − 48 P IV (1) = 72

PV (x) = 120 PV (1) = 120

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors
P(x) = 4

(x − 1)2

2
+ 18

(x − 1)3

6
+ 72

(x − 1)4

24
+ 120

(x − 1)5

120

= 2(x − 1)2 + 3(x − 1)3 + 3(x − 1)4 + (x − 1)5

= (x − 1)2
(
x3 + 1

)
Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.2. On pose Q(x) = x3 + 1. Une racine réelle évidente de Q est −1. En effectuant la division euclidienne de Q par
(x + 1) on obtient

Q(x) = (x + 1)(x2 − x + 1).Étant donné que x2 − x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x − 1)2(x + 1)(x2 − x + 1).
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3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynôme x2 − x + 1 sur C. Avec les notations usuellesdu cours, on a ∆ = −3 et une racine carrée de ∆ est δ = i
√

3 d’où les deux racines complexes conjuguées
x1 = 1

2 − i
√
3
2 = ei π3 et x2 = 1

2 + i
√
3
2 = ei 5π3 . On conclut que la factorisation de P sur C est
P(x) = (x − 1)2(x + 1)(x − ei π3 )(x − ei 5π3 ).

Exercice 7.9On considère le polynôme
P(x) := x4 − x3 − 3x2 + 5x − 2.1. Montrer que x = 1 est une racine du polynôme et en déterminer son ordre de multiplicité.2. Factoriser P à l’aide de la formule de Taylor.

Solution. 1. On a
P(x) = x4 − x3 − 3x2 + 5x − 2 P(1) = 0

P ′(x) = 4x3 − 3x2 − 6x + 5 P ′(1) = 0

P ′′(x) = 12x2 − 6x − 6 P(1) = 0

P ′′′(x) = 24x − 6 P ′′′(1) = 18

P IV (x) = 24 P IV (1) = 24

On en déduit que x = 1 est une racine de multiplicité 3.2. Pour un polynôme P de degré 4, la formule de Taylor en 1 s’écrit
P(x) =

k=4∑
k=0

P(k)(1)
(x − 1)k

k !
.

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors
P(x) = 18

(x − 1)3

3!
+ 24

(x − 1)4

4!
= 3(x − 1)3 + (x − 1)4 = (x − 1)3

(
x + 2

)
.

Exercice 7.10On considère le polynôme
P(x) = x5 − x4 − 2x3 + 5x2 − 5x + 2.1. Écrire la formule de Taylor de P en 1 ; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre demultiplicité.2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possède une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur duterme de degré 0).3. Factoriser P sur C.

Solution. 1. Pour un polynôme P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s’écrit
P(x) =

k=5∑
k=0

P(k)(1)
(x − 1)k

k !
.

On calcul alors les dérivées P(k)(x) pour k = 0, . . . , 5 et on les évalue en 1 :
P(x) = x5 − x4 − 2x3 + 5x2 − 5x + 2 P(1) = 0

P ′(x) = 5x4 − 4x3 − 6x2 + 10x − 5 P ′(1) = 0

P ′′(x) = 20x3 − 12x2 − 12x + 10 P ′′(1) = 6

P ′′′(x) = 60x2 − 24x − 12 P ′′′(1) = 24

P IV (x) = 120x − 24 P IV (1) = 96

PV (x) = 120 PV (1) = 120
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La formule de Taylor en 1 s’écrit alors
P(x) = 6

(x − 1)2

2
+ 24

(x − 1)3

6
+ 96

(x − 1)4

24
+ 120

(x − 1)5

120

= 3(x − 1)2 + 4(x − 1)3 + 4(x − 1)4 + (x − 1)5

= (x − 1)2
(
x3 + x2 − x + 2

)
Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.2. On pose Q(x) = x3 + x2 − x + 2. Une racine réelle évidente de Q est −2. En effectuant la division euclidiennede Q par (x + 2) on obtient

Q(x) = (x + 2)(x2 − x + 1).Étant donné que x2 − x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x − 1)2(x + 2)(x2 − x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynôme x2 − x + 1 sur C. Avec les notations usuellesdu cours, on a ∆ = −3 et une racine carrée de ∆ est δ = i
√

3 d’où les deux racines complexes conjuguées
x1 = 1

2 − i
√
3
2 = ei π3 et x2 = 1

2 + i
√
3
2 = ei 5π3 . On conclut que la factorisation de P sur C est
P(x) = (x − 1)2(x + 2)(x − ei π3 )(x − ei 5π3 ).

Exercice 7.11On considère le polynôme
P(x) = x5 − x4 − 2x3 + x2 − x − 2.1. Écrire la formule de Taylor de P en −1 ; montrer que −1 est une racine de P et déterminer son ordre demultiplicité.2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possède une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur duterme de degré 0).3. Factoriser P sur C.

Solution. 1. Pour un polynôme P de degré 5, la formule de Taylor en −1 s’écrit
P(x) =

k=5∑
k=0

P(k)(−1)
(x + 1)k

k !
.

On calcul alors les dérivées P(k)(x) pour k = 0, . . . , 5 et on les évalue en −1 :
P(x) = x5 − x4 − 2x3 + x2 − x − 2 P(−1) = 0

P ′(x) = 5x4 − 4x3 − 6x2 + 2x − 1 P ′(−1) = 0

P ′′(x) = 20x3 − 12x2 − 12x + 2 P ′′(−1) = −18

P ′′′(x) = 60x2 − 24x − 12 P ′′′(−1) = 72

P IV (x) = 120x − 24 P IV (−1) = −144

PV (x) = 120 PV (−1) = 120

La formule de Taylor en −1 s’écrit alors
P(x) = −18

(x + 1)2

2
+ 72

(x + 1)3

6
− 144

(x + 1)4

24
+ 120

(x + 1)5

120

= −9(x + 1)2 + 12(x + 1)3 − 6(x + 1)4 + (x + 1)5

= (x + 1)2
(
x3 − 3x2 + 3x − 2

)
Ceci implique que −1 est une racine de P de multiplicité 2.

© G. Faccanoni 71



7 Fonctions polynomiales Mercredi 11 janvier 2012

2. On pose Q(x) = x3 − 3x2 + 3x − 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidiennede Q par (x − 2) on obtient
Q(x) = (x − 2)(x2 − x + 1).Étant donné que x2 − x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

P(x) = (x + 1)2(x − 2)(x2 − x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynôme x2 − x + 1 sur C. Avec les notations usuellesdu cours, on a ∆ = −3 et une racine carrée de ∆ est δ = i
√

3 d’où les deux racines complexes conjuguées
x1 = 1

2 − i
√
3
2 = ei π3 et x2 = 1

2 + i
√
3
2 = ei 5π3 . On conclut que la factorisation de P sur C est
P(x) = (x + 1)2(x − 2)(x − ei π3 )(x − ei 5π3 ).

Exercice 7.12On considère le polynôme
P(x) = x5 − 5x4 + 10x3 − 11x2 + 7x − 2.1. Écrire la formule de Taylor de P en 1 ; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre demultiplicité.2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possède une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur duterme de degré 0).3. Factoriser P sur C.

Solution. 1. Pour un polynôme P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s’écrit
P(x) =

k=5∑
k=0

P(k)(1)
(x − 1)k

k !
.

On calcul alors les dérivées P(k)(x) pour k = 0, . . . , 5 et on les évalue en 1 :
P(x) = x5 − 5x4 + 10x3 − 11x2 + 7x − 2 P(1) = 0

P ′(x) = 5x4 − 20x3 + 30x2 − 22x + 7 P ′(1) = 0

P ′′(x) = 20x3 − 60x2 + 60x − 22 P ′′(1) = −2

P ′′′(x) = 60x2 − 120x + 60 P ′′′(1) = 0

P IV (x) = 120x − 120 P IV (1) = 0

PV (x) = 120 PV (1) = 120

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors
P(x) = −2

(x − 1)2

2
+ 120

(x − 1)5

120

= (x − 1)2
(
x3 − 3x2 + 3x − 2

)
Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.2. On pose Q(x) = x3 − 3x2 + 3x − 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidiennede Q par (x − 2) on obtient

Q(x) = (x − 2)(x2 − x + 1).Étant donné que x2 − x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x − 1)2(x − 2)(x2 − x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynôme x2 − x + 1 sur C. Avec les notations usuellesdu cours, on a ∆ = −3 et une racine carrée de ∆ est δ = i
√

3 d’où les deux racines complexes conjuguées
x1 = 1

2 − i
√
3
2 = ei π3 et x2 = 1

2 + i
√
3
2 = ei 5π3 . On conclut que la factorisation de P sur C est
P(x) = (x − 1)2(x − 2)(x − ei π3 )(x − ei 5π3 ).
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Exercice 7.13On considère le polynôme
P(x) = x6 − 5x5 + 10x4 − 12x3 + 11x2 − 7x + 2.1. Écrire la formule de Taylor de P en 1 ; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre demultiplicité.2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possède une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur duterme de degré 0).3. Factoriser P sur C.

Solution. 1. Pour un polynôme P de degré 6, la formule de Taylor en 1 s’écrit
P(x) =

k=6∑
k=0

P(k)(1)
(x − 1)k

k !
.

On calcul alors les dérivées P(k)(x) pour k = 0, . . . , 6 et on les évalue en 1 :
P(x) = x6 − 5x5 + 10x4 − 12x3 + 11x2 − 7x + 2 P(1) = 0

P ′(x) = 6x5 − 25x4 + 40x3 − 36x2 + 22x − 7 P ′(1) = 0

P ′′(x) = 30x4 − 100x3 + 120x2 − 72x + 22 P ′′(1) = 0

P ′′′(x) = 120x3 − 300x2 + 240x − 72 P ′′′(1) = −12

P IV (x) = 360x2 − 600x + 240 P IV (1) = 0

PV (x) = 720x − 600 PV (1) = 120

PV I(x) = 720 PV I(1) = 720

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors
P(x) = −2(x − 1)3 + (x − 1)5 + (x − 1)6 =

= (x − 1)3((x − 1)3 + (x − 1)2 − 2) =

= (x − 1)3(x3 − 3x2 + 3x − 1 + x2 − 2x + 1− 2) =

= (x − 1)3(x3 − 2x2 + x − 2)

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 3.2. On pose Q(x) = x3 − 2x2 + x − 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidiennede Q par (x − 2) on obtient
Q(x) = (x − 2)(x2 + 1).Étant donné que x2 + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

P(x) = (x − 1)3(x − 2)(x2 + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynôme x2 + 1 sur C ; on a les deux racines complexesconjuguées x1 = −i et x2 = +i. On conclut que la factorisation de P sur C est
P(x) = (x − 1)3(x − 2)(x − i)(x + i).

Exercice 7.14On considère le polynôme
P(x) = x8 + 5x7 + 9x6 + 7x5 + 3x4 + 5x3 + 9x2 + 7x + 2.

1. Écrire la formule de Taylor de P en −1 ; montrer que −1 est une racine de P et déterminer son ordre demultiplicité.2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possède une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur duterme de degré 0).3. Factoriser P sur C.
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Solution. 1. Pour un polynôme P de degré 8, la formule de Taylor en −1 s’écrit
P(x) =

k=8∑
k=0

P(k)(−1)
(x + 1)k

k !
.

On calcul alors les dérivées P(k)(x) pour k = 0, . . . , 8 et on les évalue en −1 :
P(x) = x8 + 5x7 + 9x6 + 7x5 + 3x4 + 5x3 + 9x2 + 7x + 2 P(−1) = 0

P ′(x) = 8x7 + 35x6 + 54x5 + 35x4 + 12x3 + 15x2 + 18x + 7 P ′(−1) = 0

P ′′(x) = 56x6 + 210x5 + 270x4 + 140x3 + 36x2 + 30x + 18 P ′′(−1) = 0

P ′′′(x) = 336x5 + 1050x4 + 1080x3 + 420x2 + 72x + 30 P ′′′(−1) = 12

P IV (x) = 1680x4 + 4200x3 + 3240x2 + 840x + 72 P IV (−1) = −48

PV (x) = 6720x3 + 12600x2 + 6480x + 840 PV (−1) = 240

PV I(x) = 20160x2 + 25200x + 6480 PV I(−1) = 1440

PV II(x) = 40320x + 25200 PV II(−1) = −15120

PV III(x) = 40320 PV III(−1) = 40320

La formule de Taylor en −1 s’écrit alors
P(x) = 2(x + 1)3 − 2(x + 1)4 + 2(x + 1)5 + 2(x + 1)6 − 3(x + 1)7 + (x + 1)8 =

= (x + 1)3
[
2− 2(x + 1) + 2(x + 1)2 + 2(x + 1)3 − 3(x + 1)4 + (x + 1)5

]
=

= (x + 1)3
[
2x2 + 2x + 6 + 2(x3 + 3x2 + 3x + 1)− 3(x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1) + (x5 + 5x4 + 10x3 + 10x2 + 5x + 1)

]
=

= (x + 1)3(x5 + 2x4 + x + 2)

Ceci implique que −1 est une racine de P de multiplicité 3.2. On pose Q(x) = x5 + 2x4 + x + 2. Une racine réelle évidente de Q est −2. En effectuant la division euclidiennede Q par (x + 2) on obtient
Q(x) = (x + 2)(x4 + 1).Étant donné que x4 + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

P(x) = (x + 1)3(x + 2)(x4 + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynôme x4 + 1 sur C ; on a les quatre racines x1 = 1+i√
2

,
x2 = 1−i√

2
, x3 = −1+i√

2
et x4 = −1−i√

2
. On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x) = (x + 1)3(x + 2)

(
x − 1 + i√

2

)(
x − 1− i√

2

)(
x − −1 + i√

2

)(
x − −1− i√

2

)
.

Exercice 7.15On considère le polynôme
P(x) = x6 − x5 − x4 + x2 + x − 1.1. Écrire la formule de Taylor de P en 1 ; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre demultiplicité.2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possède une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur duterme de degré 0).3. Factoriser P sur C.

Solution. 1. Pour un polynôme P de degré 6, la formule de Taylor en 1 s’écrit
P(x) =

k=6∑
k=0

P(k)(1)
(x − 1)k

k !
.

On calcul alors les dérivées P(k)(x) pour k = 0, . . . , 6 et on les évalue en 1 :
P(x) = x6 − x5 − x4 + x2 + x − 1 P(1) = 0
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P ′(x) = 6x5 − 5x4 − 4x3 + 2x + 1 P ′(1) = 0

P ′′(x) = 30x4 − 20x3 − 12x2 + 2 P ′′(1) = 0

P ′′′(x) = 120x3 − 60x2 − 24x P ′′′(1) = 36

P IV (x) = 360x2 − 120x − 24 P IV (1) = 216

PV (x) = 720x − 120 PV (1) = 600

PV I(x) = 720 PV I(1) = 720

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors
P(x) = 36

(x − 1)3

6
+ 216

(x − 1)4

24
+ 600

(x − 1)5

120
+ 720

(x − 1)6

720

= 6(x − 1)3 + 9(x − 1)4 + 5(x − 1)5 + (x − 1)6

= (x − 1)3
(

6 + 9(x − 1) + 5(x − 1)2 + (x − 1)3
)

= (x − 1)3
(
x3 + 2x2 + 2x + 1

)
Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 3.2. On pose Q(x) = x3 + 2x2 + 2x+ 1. Une racine réelle évidente de Q est −1. En effectuant la division euclidiennede Q par (x + 1) on obtient

Q(x) = (x + 1)(x2 + x + 1).Étant donné que x2 + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x − 1)3(x + 1)(x2 + x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynôme x2 + x + 1 sur C. Avec les notations usuellesdu cours, on a ∆ = −3 et une racine carrée de ∆ est δ = i
√

3 d’où les deux racines complexes conjuguées
x1 = − 1

2 + i
√
3
2 = ei 23π et x2 = − 1

2 − i
√
3
2 = ei 43π . On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x) = (x − 1)3(x + 1)(x − ei 23π)(x − ei 43π).

Exercice 7.16On considère le polynôme
P(x) = x6 + 3x5 + 3x4 − 3x2 − 3x − 1.1. Écrire la formule de Taylor de P en −1 ; montrer que −1 est une racine de P et déterminer son ordre demultiplicité.2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possède une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur duterme de degré 0).3. Factoriser P sur C.

Solution. 1. Pour un polynôme P de degré 6, la formule de Taylor en −1 s’écrit
P(x) =

k=6∑
k=0

P(k)(−1)
(x + 1)k

k !
.

On calcul alors les dérivées P(k)(x) pour k = 0, . . . , 6 et on les évalue en −1 :
P(x) = x6 + 3x5 + 3x4 − 3x2 − 3x − 1 P(−1) = 0

P ′(x) = 6x5 + 15x4 + 12x3 − 6x − 3 P ′(−1) = 0

P ′′(x) = 30x4 + 60x3 + 36x2 − 6 P ′′(−1) = 0

P ′′′(x) = 120x3 + 180x2 + 72x P ′′′(−1) = −12

P IV (x) = 360x2 + 360x + 72 P IV (−1) = 72

PV (x) = 720x + 360 PV (−1) = −360

PV I(x) = 720 PV I(−1) = 720
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La formule de Taylor en −1 s’écrit alors
P(x) = −12

(x + 1)3

6
+ 76

(x + 1)4

24
− 360

(x + 1)5

120
+ 720

(x + 1)6

720

= −2(x + 1)3 + 3(x + 1)4 − 3(x + 1)5 + (x + 1)6

= (x + 1)3
(
− 2 + 3(x + 1)− 3(x + 1)2 + (x + 1)3

)
= (x + 1)3

(
x3 − 1

)
Ceci implique que −1 est une racine de P de multiplicité 3.2. On pose Q(x) = x3 − 1. Une racine réelle évidente de Q est 1. En effectuant la division euclidienne de Q par
(x − 1) on obtient

Q(x) = (x − 1)(x2 + x + 1).Étant donné que x2 + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x + 1)3(x − 1)(x2 + x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynôme x2 + x + 1 sur C. Avec les notations usuellesdu cours, on a ∆ = −3 et une racine carrée de ∆ est δ = i
√

3 d’où les deux racines complexes conjuguées
x1 = − 1

2 + i
√
3
2 = ei 23π et x2 = − 1

2 − i
√
3
2 = ei 43π . On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x) = (x + 1)3(x − 1)(x − ei 23π)(x − ei 43π).

Exercice 7.17On considère le polynôme
P(x) = x5 − x3 − x2 + 1.1. Écrire la formule de Taylor de P en 1 ; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre demultiplicité.2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possède une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur duterme de degré 0).3. Factoriser P sur C.

Solution. 1. Pour un polynôme P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s’écrit
P(x) =

k=5∑
k=0

P(k)(1)
(x − 1)k

k !
.

On calcul alors les dérivées P(k)(x) pour k = 0, . . . , 5 et on les évalue en 1 :
P(x) = x5 − x3 − x2 + 1 P(1) = 0

P ′(x) = 5x4 − 3x2 − 2x P ′(1) = 0

P ′′(x) = 20x3 − 6x − 2 P ′′(1) = 12

P ′′′(x) = 60x2 − 6 P ′′′(1) = 54

P IV (x) = 120x P IV (1) = 120

PV (x) = 120 PV (1) = 120

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors
P(x) = 6(x − 1)2 + 9(x − 1)3 + 5(x − 1)4 + (x − 1)5 =

= (x − 1)2
(
6 + 9(x − 1) + 5(x − 1)2 + (x − 1)3

)
=

= (x − 1)2
(
6 + (9x − 9) + (5x2 − 10x + 5) + (x3 − 3x2 + 3x − 1)

)
=

= (x − 1)2(x3 + 2x2 + 2x + 1)

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.
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2. On pose Q(x) = x3 + 2x2 + 2x+ 1. Une racine réelle évidente de Q est −1. En effectuant la division euclidiennede Q par (x + 1) on obtient
Q(x) = (x + 1)(x2 + x + 1).Étant donné que x2 + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

P(x) = (x − 1)2(x + 1)(x2 + x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynôme x2 +x+1 sur C ; on a les deux racines complexesconjuguées x1 = (−1 + i
√

3)/2 et x2 = (−1− i
√

3)/2. On conclut que la factorisation de P sur C est
P(x) = (x − 1)2(x + 1)

(
x − −1 + i

√
3

2

)(
x − −1− i

√
3

2

)
.

Exercice 7.18On considère le polynôme
P(x) = x5 + 2x4 + x3 − x2 − 2x − 1.1. Écrire la formule de Taylor de P en −1 ; montrer que −1 est une racine de P et déterminer son ordre demultiplicité.2. Factoriser P sur R en sachant qu’il possède une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur duterme de degré 0).3. Factoriser P sur C.

Solution. 1. Pour un polynôme P de degré 5, la formule de Taylor en −1 s’écrit
P(x) =

k=5∑
k=0

P(k)(−1)
(x + 1)k

k !
.

On calcul alors les dérivées P(k)(x) pour k = 0, . . . , 5 et on les évalue en 1 :
P(x) = x5 + 2x4 + x3 − x2 − 2x − 1 P(−1) = 0

P ′(x) = 5x4 + 8x3 + 3x2 − 2x − 2 P ′(−1) = 0

P ′′(x) = 20x3 + 24x2 + 6x − 2 P ′′(−1) = −4

P ′′′(x) = 60x2 + 48x + 6 P ′′′(−1) = 18

P IV (x) = 120x + 48 P IV (−1) = −72

PV (x) = 120 PV (−1) = 120La formule de Taylor en −1 s’écrit alors
P(x) = −2(x + 1)2 + 3(x + 1)3 − 3(x + 1)4 + (x + 1)5 =

= (x + 1)2
(
− 2 + 3(x + 1)− 3(x + 1)2 + (x + 1)3

)
=

= (x + 1)2
(
− 2 + (3x + 3)− (3x2 + 6x + 3) + (x3 + 3x2 + 3x + 1)

)
=

= (x + 1)2(x3 − 1)Ceci implique que −1 est une racine de P de multiplicité 2.2. On pose Q(x) = x3 − 1. Une racine réelle évidente de Q est 1. En effectuant la division euclidienne de Q par
(x − 1) on obtient

Q(x) = (x − 1)(x2 + x + 1).Étant donné que x2 + x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x + 1)2(x − 1)(x2 + x + 1).

3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynôme x2 +x+1 sur C ; on a les deux racines complexesconjuguées x1 = (−1 + i
√

3)/2 et x2 = (−1− i
√

3)/2. On conclut que la factorisation de P sur C est
P(x) = (x + 1)2(x − 1)

(
x − −1 + i

√
3

2

)(
x − −1− i

√
3

2

)
.

© G. Faccanoni 77



7 Fonctions polynomiales Mercredi 11 janvier 2012

Exercice 7.19 factorisationFactoriser les polynômes suivants en exploitant les informations données1. P(x) = x3 + 2x2 − x − 2,2. P(x) = 2x3 − (5 + 6i)x2 + 9ix + 1− 3i (P possède une racine réelle),3. P(x) = x3 − 2x2 − (i+ 2)x + 3i − 3 (P possède une racine réelle),4. P(x) = x3 + (3i − 2)x2 − (2 + 6i)x + 4 (P possède une racine réelle),5. P(x) = x4 + 1
2x

3 + ix + 1
2 i (P possède une racine réelle),6. P(x) = x5 + 3x4 + 4x3 + 4x2 + 3x + 1 (P possède une racine évidente),7. P(x) = 2x4 + x3 − 6x2 + x + 2 (P possède une racine évidente).

Solution. 1. Une racine évidente de P est x = 1. En effectuant la division euclidienne de P par (x−1) on obtient
x3 +2x2 −x −2 x −1
−x3 +x2 x2 +3x +2

3x2 −x −2
−3x2 +3x

2x −2
−2x +2

0

donc P(x) = (x − 1)(x2 + 3x + 2) = (x − 1)(x + 1)(x + 2).2. Comme P(3) = 0 on factorise P en effectuant la division euclidienne de P par (x − 1
2 ) :

2x3 −(5 + 6i)x2 +9ix +1− 3i x 1
2

−2x3 +6x2 x2 +x +(1− i)
(1− 6i)x2 +9ix +1− 3i
−(1− 6i)x2 +3(1− 6i)x

(3− 9i)x +1− 3i
−(3− 9i)x −(3− 9i)

0

On obtient P(x) = (x − 3)(2x2 + (1− 6i)x + (1− 3i)).3. Soit α ∈ R une racine réelle de P , alors elle satisfait l’équation 2α3−(5+6i)α2+9iα+1−3i = 0. En comparantles parties réelle et imaginaire dans cette égalité on trouve{
2α3 − 5α2 + 1 = 0

−6α2 + 9α − 3 = 0.

La résolution de −6α2 + 9α − 3 = 0 donne deux solutions : α = 1 et α = 1/2. Le réel α = 1 ne vérifiant pasl’équation 2α3 − 5α2 + 1 = 0 et le réel α = 1/2 oui, on a bien P(1/2) = 0. On factorise alors P en effectuant ladivision euclidienne de P par (x − 1/2) :
2x3 −(5 + 6i)x2 +9ix +1− 3i x −1/2
−2x3 +x2 2x2 −(4 + 6i)x −(2− 6i)

−(4 + 6i)x2 +9ix +1− 3i
(4 + 6i)x2 −(2 + 3i)x

−(2− 6i)x 1− 3i
(2− 6i)x −(1− 3i)

0

On obtient P(x) = (x − 1/2)(2x2 − (4 + 6i)x − (2− 6i)). On va maintenant factoriser 2x2 − (4 + 6i)x − (2− 6i) :
2x2−(4+6i)x−(2−6i) = 0 =⇒ δ2 = (−(4+6i))2−4(2)(−(2−6i)) = −4 =⇒ δ = 2i =⇒ x0 = 1+2i, x1 = 1+i;

par conséquent P(x) = 2(x − 1/2)(x − 1− 2i)(x − 1− i).
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4. Comme P(2) = 0 on factorise P en effectuant la division euclidienne de P par (x − 2) :
x3 +(3i − 2)x2 −(6i+ 2)x +4 x −2
−x3 +2x2 x2 +3ix −2

3ix2 −(6i+ 2)x +4
−3ix2 +6ix

−2x +4
2x −4

0On obtient P(x) = (x − 2)(x2 + 3ix − 2). On voit que x = −i est une racine du polynôme x2 + 3ix − 2 et ontrouve P(x) = (x − 2)(x + i)(x + 2i).5. Soit α ∈ R une racine réelle de P , alors elle satisfait l’équation 2α4 + 1
2α

3 + iα + 1
2 i = 0. En comparant lesparties réelle et imaginaire dans cette égalité on trouve α = −1/2 et on a bien P(−1/2) = 0. On factorise alors

P en effectuant la division euclidienne de P par (x + 1/2) :
x4 + 1

2x
3 +ix + 1

2 i x +1/2
−x4 − 1

2x
3 x3 +i

+ix + 1
2 i

−ix − 1
2 i

0On obtient P(x) = (x − 1/2)(x3 + i). On remarque que x3 + i = x3 − i3 = (x − i)(x2 + ix − 1). On va maintenantfactoriser x2 + ix − 1 :
x2 + ix − 1 = 0 =⇒ δ2 = 3 =⇒ δ =

√
3 =⇒ x0 =

√
3− i
2

, x1 =
−
√

3− i
2

;

par conséquent P(x) = (x − 1/2)(x − i)
(
x −

√
3−i
2

)(
x − −

√
3−i
2

).6. Comme P(−1) = 0 on sait que P est divisible par (x + 1). Avant d’effectuer la division euclidienne, cherchonsd’abord la multiplicité de cette racine :
P(x) = x5 + 3x4 + 4x3 + 4x2 + 3x + 1 P(−1) = 0

P ′(x) = 5x4 + 12x3 + 12x2 + 8x + 3 P ′(−1) = 0

P ′′(x) = 20x3 + 36x2 + 24x + 8 P ′′(−1) = 0

P ′′′(x) = 60x2 + 72x + 24 P ′′′(−1) = 12On sait alors que P(x) = (x + 1)3Q(x) et on calcule Q en effectuant la division euclidienne de P par (x + 1)3 :
x5 +3x4 +4x3 +4x2 +3x +1 x3 + 3x2 + 3x + 1
−x5 −3x4 −3x3 −x2 x2 + 1

x3 +3x2 +3x +1
−x3 −3x2 −3x −1

0donc P(x) = (x + 1)3(x2 + 1) = (x + 1)3(x − i)(x + i).7. Comme P(1) = 0 on sait que P est divisible par (x − 1). Avant d’effectuer la division euclidienne, cherchonsd’abord la multiplicité de cette racine :
P(x) = 2x4 + x3 − 6x2 + x + 2 P(1) = 0

P ′(x) = 8x3 + 3x2 − 12x + 1 P ′(1) = 0

P ′′(x) = 24x2 + 6x − 12 P ′′(1) = 30On sait alors que P(x) = (x − 1)2Q(x) et on calcule Q en effectuant la division euclidienne de P par (x − 1)2 :
2x4 +x3 −6x2 +x +2 x2 − 2x + 1
−2x4 +4x3 −2x2 2x2 + 5x + 2

5x3 −8x2 +x +2
−5x3 +10x2 −5x

2x2 +4x −2
−2x2 −4x +2

0On obtient P(x) = (x − 1)2(2x2 + 5x + 2) = 2(x − 1)2(x + 1/2)(x + 2).
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Exercice 7.20 multiplicitéMontrer que pour tout n ∈ N∗ le polynôme Pn(x) := 1 + x
1! + x2

2! + · · ·+ xn
n! n’a pas de racines multiples.

On pourra calculer P ′n et l’exprimer en fonction de Pn.

Solution. ¬ Pn(x) =
∑n

k=0
xk
k! (rappel : x0 = 1 et 0! = 1)

­ α = 0 n’est pas racine de Pn(x) car Pn(0) = 1

® P ′n(x) =
∑n

k=0 k x
k−1

k!
k=j+1

=
∑n−1

j=0 (j + 1) x j
(j+1)j! = Pn−1(x)

¯ Pn(x) =
∑n

k=0
xk
k! =

∑n−1
k=0

xk
k! + xn

n! = P ′n(x) + xn
n!Si α est racine de Pn alors α 6= 0 et P ′n(α) = −αnn! 6= 0 donc α est une racine simple de Pn.

Exercice 7.21Soient a et b deux nombres complexes et P(x) := x4 − 2ix3 + 3(1 + i)x2 + ax + b.
B Calculer a et b pour que i soit une racine multiple de P .Dans toute la suite, on suppose que i est une racine multiple de P .
B Quelle est la multiplicité de la racine i de P ?
B Calculer les autres racines de P .

Solution. B Pour que i soit une racine multiple de P il faut que P(i) = 0 et P ′(i) = 0 :
P(x) := x4 − 2ix3 + 3(1 + i)x2 + ax + b P(i) = −4 + 3i+ ai+ b

donc P(i) = 0 si et seulement si b = 4 + 3i − ai ;
P ′(x) := 4x3 − 6ix2 + 6(1 + i)x + a P ′(i) = 8i − 6 + a

donc P ′(i) = 0 si et seulement si a = 6− 8i ce qui implique b = −4− 3i.Dans toute la suite, on suppose que a = 6− 8i ce qui implique b = −4− 3i.
B On sait déjà que i a au moins multiplicité 2. Vérifions si c’est supérieure :

P ′′(x) = 12x2 − 12ix + 6(1 + i) P ′′(i) = 6(1 + i) 6= 0

donc elle a multiplicité 2.
B On doit alors calculer deux autres racines de P : soit on effectue la division euclidienne de P par (x − i)2, soit onfactorise P à l’aide de la formule de Taylor, ce qui donne

P(x) = P(i) + (x − i)P ′(i) +
(x − i)2

2!
P ′′(i) +

(x − i)3
3!

P ′′′(i) +
(x − i)4

4!
P IV (i)

=
(x − i)2

2!
6(1 + i) +

(x − i)3
3!

12i+
(x − i)4

4!
24

= (x − i)2(x2 + 4 + 3i) = (x − i)2
(
x − 1− 3i√

2

)(
x − 1 + 3i√

2

)
.

Exercice 7.22Montrer que le polynôme P(x) := 2x4 − 7x3 + 9x2 − 5x + 1 admet une racine triple que l’on déterminera, puisfactoriser P à l’aide de la formule de Taylor.
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Solution. Comme P(1) = 0 on sait que P est divisible par (x − 1). Cherchons la multiplicité de cette racine :
P(x) = 2x4 − 7x3 + 9x2 − 5x + 1 P(1) = 0

P ′(x) = 8x3 − 21x2 + 18x − 5 P ′(1) = 0

P ′′(x) = 24x2 − 42x + 18 P ′′(1) = 0

P ′′′(x) = 48x − 42 P ′′′(1) = 6

P IV (x) = 48 P IV (1) = 48

On sait alors que P(x) = (x − 1)3Q(x) et la formule de Taylor en x = 1 s’écrit
P(x) = 6

(x − 1)3

3!
+ 48

(x − 1)4

4!
=

(x − 1)3

3!

(
6 + 48

(x − 1)

4

)
= (x − 1)3(2x − 1).

Exercice 7.23Soit x1, x2, x3 les trois racines du polynôme P(x) := x3 − 3x2 + 2x + 1. Sans calculer les racines de P , donner lesvaleurs
B σ1 := x1 + x2 + x3,
B σ2 := x1x2 + x2x3 + x3x1,
B σ3 := x1x2x3,
B A := x21 + x22 + x23 .

Solution. Soit Q(x) =
∑n

i=0 aix i un polynôme avec an 6= 0 et x1, . . . , xn ses racines. On peut écrire
Q(x) = an

n∏
i=1

(x − xi) = an

(
xn +

n∑
i=1

(−1)iσixn−i
) avec (−1)k

an−k
an

= σk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n
xi1xi2 . . . xik .

En particulier
−an−1an

= σ1 =

n∑
i=1

xi = x1 + x2 + · · ·+ xn

an−2
an

= σ2 =

n∑
i<j
xi = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn

(−1)n
a0

an
= σn =

n∑
i=1

xi = x1x2 . . . xn

Les quantités σi sont appelées fonctions symétriques élémentaires des racines du polynôme Q.Pour n = 2, si Q(x) = a0 + a1x + a2x2 = a2(x − x1)(x − x2), il y a deux fonctions symétriques élémentaires :
σ1 = x1 + x2 =

a1

a2
,

σ2 = x1x2 = −a0

a2
.

Pour n = 3, si Q(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 = a3(x − x1)(x − x2)(x − x3), il y a trois fonctions symétriquesélémentaires :
σ1 = x1 + x2 + x3 = −a2

a3
,

σ2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 =
a1

a3
,

σ3 = x1x2x3 = −a0

a3
.

Dans l’exemple on a alors σ1 = 3, σ2 = 2, σ3 = 1 et A = x21+x22+x23 = (x1+x2+x3)−2(x1x2+x1x3+x2x3) = σ2
1−2σ2 = 5.
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Exercice 7.24 division par les puissances croissantesEffectuer la division de A(x) := 1 + x2 + x4 par B(x) := 1 + x + x3 suivant les puissances croissantes à l’ordrequatre.
Solution.

1 +x2 +x4 1 + x + x3
−1 −x −x3 1− x + 2x2 − 3x3 + 5x4

−x +x2 −x3 +x4
x +x2 +x4

2x2 −x3 +2x4
−2x2 −2x3 −2x5

−3x3 +2x4 −2x5
3x3 +3x4 +3x6

5x4 −2x5 +3x6
−5x4 −5x5 −5x7

−7x5 +3x6 −5x7d’où la relation
1 + x2 + x4 = (1 + x + x3)(1− x + 2x2 − 3x3 + 5x4) + x5(−7 + 3x − 5x2).

Exercice 7.25Factoriser P(x) := x8 + x4 + 1 sur R et sur C.
On remarquera pour commencer que P(x) = (x4 + 1)2 − x4.

Solution.

P(x) = x8 + x4 + 1

= (x4 + 1)2 − x4

=
[
(x4 + 1)− x2

] [
(x4 + 1) + x2

]
=
[
x4 − x2 + 1

] [
x4 + x2 + 1

]
=
[
(x2 − 1)2 − x2

] [
(x2 + 1)2 − x2

]
=
[
(x2 − 1)− x

] [
(x2 − 1) + x

] [
(x2 + 1)− x

] [
(x2 + 1) + x

]
= (x2 − x − 1)(x2 + x − 1)(x2 − x + 1)(x2 + x + 1)

=
(
x − 1+

√
3

2

)(
x − 1−

√
3

2

)(
x − −1+

√
3

2

)(
x − −1−

√
3

2

)(
x − 1+i

√
3

2

)(
x − 1−i

√
3

2

)(
x − −1+i

√
3

2

)(
x − −1−i

√
3

2

)
.
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Chapitre 8
Suites numériques et limites

SuitesUne suite numérique est une application de N dans R. La notation traditionnelle est (xn)n∈N.
N.B. Dans ce qui suit (xn)n∈N désigne toujours une suite numérique.

Limite d’une suite.On dit qu’une suite (xn)n∈N converge vers x ∈ R (on écrit limn xn = x) si
∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ∈ N n > N =⇒ |xn − x| < ε.

On dit qu’une suite (xn)n∈N diverge vers plus l’infini (on écrit limn xn = +∞) si
∀M ∈ R ∃N ∈ N ∀n ∈ N n > N =⇒ xn > M.

On dit qu’une suite (xn)n∈N diverge vers moins l’infini (on écrit limn xn = −∞)
∀m ∈ R ∃N ∈ N ∀n ∈ N n > N =⇒ xn < m.

RemarqueLa suppression d’un nombre fini de termes ne modifie pas la nature de la suite, ni sa limite éventuelle.
Suite convergenteSoit (xn)n∈N une suite. On dit que (xn)n∈N est convergente s’il existe x ∈ R tel que limn xn = x .
Suite de CauchyOn dit que (xn)n∈N vérifie le critère de Cauchy si

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀(p, q) ∈ N2 p, q > N =⇒ |xq − xp| < ε.

Théorème de complétudeUne suite est convergente si et seulement si elle vérifie le critère de Cauchy.
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Suite bornée, suite monotone
B Une suite (xn)n∈N est croissante lorsque pour tout n, xn ≤ xn+1.
B Une suite (xn)n∈N est décroissante lorsque pour tout n, xn ≥ xn+1.
B Une suite (xn)n∈N est majorée s’il existe a ∈ R tel que, pour tout n, xn ≤ a. On dit que a est un majorant dela suite.
B Une suite (xn)n∈N est minorée s’il existe a ∈ R tel que, pour tout n, xn ≥ a. On dit que a est un minorant dela suite.
B Une suite (xn)n∈N est dite bornée si elle est à la fois majorée et minorée, c’est-à-dire s’il existe M ∈ R tel que
|xn| ≤ M pour tout n.

Théorème (condition suffisante)Tout suite convergente est bornée.
Une suite non bornée ne peut donc pas être convergente.

Théorème de la convergence monotone (conditions suffisantes)
B Une suite (xn)n∈N qui est croissante et majorée est convergente et limn xn = supn xn.
B Une suite (xn)n∈N qui est croissante et non majorée diverge vers +∞.
B Une suite (xn)n∈N qui est décroissante et minorée est convergente et limn xn = infn xn.
B Une suite (xn)n∈N qui est décroissante et non minorée diverge vers −∞.
Théorème d’encadrement (condition suffisante)Soit (xn)n∈N une suite. S’il existe deux suites convergentes (un)n∈N et (vn)n∈N ayant une même limite x ∈ R etsatisfaisant

∃N ∈ N ∀n ∈ N n > N =⇒ un ≤ xn ≤ vn,alors limn xn = x .
Valeur d’adhérenceOn dit que ` ∈ R est une valeur d’adhérence de la suite (xn)n∈N∗ si et seulement si il existe une sous-suiteextraite qui converge vers ` .
ThéorèmeSoit (xn)n∈N une suite. Si (xn) converge vers ` , toute sous-suite converge aussi vers ` .
Si une suite extraite de (xn)n∈N diverge, ou si deux suites extraites de (xn)n∈N ont des limites différentes, alors
(xn)n∈N diverge.
Si deux suites extraites de (xn)n∈N convergent vers la même limite ` et si xn est un terme d’une de ces suites
extraites, alors (xn)n∈N converge aussi vers `. Par exemple, si (x2n) et (x2n+1) convergent vers `, alors (xn)
converge vers `.

Suites adjacentesLes suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes si
B (un) est croissante,
B (vn) est décroissante,
B limn(un − vn) = 0.
ThéorèmeSi deux suites sont adjacentes, elles convergent et ont la même limite.
Limites fondamentales
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lim
n

P(n)

Q(n)
=


0 si a < b,
pa
qb si a = b,
∞ si a > b, avec P(n) = p0 + p1n+ · · ·+ pana,

Q(n) = q0 + q1n+ · · ·+ qbnb.

lim
n
n sin

(
1
n
)

= 1 (n en radiant) lim
n
n2
(

1− cos
(
1
n
))

= 1
2 (n en radiant)

lim
n

(
1 + α

n
)n

= eα (α ∈ R) lim
n
n
(

ln
(
1 + 1

n
))

= 1

lim
n
n
(
a1/n − 1

)
= lna (a > 0) lim

n
n
((

1 + 1
n
)α − 1

)
= α (α ∈ R)

Critère du rapport (ou de D’Alembert)Soit (un)n∈N une suite telle que un > 0 pour tout n ∈ N et un+1

un → ` ; alors
B si 0 ≤ ` < 1 alors un → 0,
B si 1 < ` ≤ +∞ alors un → +∞
B si ` = 1 on ne peut pas conclure.

Critère de la racine (ou de Cauchy)Soit (un)n∈N une suite telle que un > 0 pour tout n ∈ N et n
√un → ` ; alors

B si 0 ≤ ` < 1 alors un → 0,
B si 1 < ` ≤ +∞ alors un → +∞
B si ` = 1 on ne peut pas conclure.

Suite arithmétiqueUne suite (vn)n∈N est arithmétique de raison r ∈ R si pour tout n ∈ N, vn+1 = vn + r et donc vn = v0 + nr et l’ona ∑n−1
k=0 vk = n v0+vn−12 .

Suite et série géométriquesUne suite (vn)n∈N est géométrique de raison q ∈ R si pour tout n ∈ N, vn+1 = qvn et donc vn = v0qn.
B Si q < −1, la suite (vn) diverge et ne possède pas de limite.
B Si q = −1, la suite (vn) diverge et possède deux valeurs d’adhérence 1 et −1.
B Si |q| < 1, la suite (vn) converge vers 0.
B Si q = 1, la suite (vn) est constante et converge vers 1.
B Si q > 1, la suite (vn) est divergente mais possède une limite égale à +∞.
Considérons la suite sn−1 :=

∑n−1
k=0 vk = v0

∑n−1
k=0 qk =

{
v0 1−qn

1−q si q 6= 1

nv0 si q = 1

B Si q < −1, la suite (sn) est divergente et ne possède pas de limite.
B Si q = −1, la suite (sn) est divergente et possède deux valeurs d’adhérence 0 et 1.
B Si |q| < 1, la suite (sn) converge vers 1

1−q .
B Si q = 1, la suite (sn) est divergente mais possède une limite égale à +∞.
B Si q > 1, la suite (sn) est divergente mais possède une limite égale à +∞.
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............... Exercices ...............

Exercice 8.1Étudier la convergence de la suite (nq)n∈N∗ suivant la valeur de q ∈ R.
Solution. B Si q < 0, la suite converge vers 0.
B Si q = 1, la suite est constante et converge vers 1.
B Si q > 0, la suite diverge mais possède une limite égale à +∞.

Exercice 8.2 limites connuesMontrer que pour k > 1 et α > 0

(1) lim
n

kn
n!

= 0, (2) lim
n

n!

nn = 0 (3) lim
n

nα
kn = 0.

Solution. On utilise le critère de D’Alambert.
(1) Soit un = kn

n! pour tout n ∈ N. Alors un+1

un = k
n+1 → 0 donc un → 0.

(2) Soit un = n!
nn pour tout n ∈ N. Alors un+1

un = 1

(1+ 1
n )

n → 1
e < 1 donc un → 0.

(3) Soit un = nα
kn pour tout n ∈ N. Alors un+1

un =
(
1 + 1

n
)α 1

k →
1
k < 1 donc un → 0.

Exercice 8.3Prouver que limn
(lnn)β
nα = 0 pour α > 0 et β > 0.

Solution. Notons γ = α
β , alors un = (lnn)β

nα =
(
lnn
nγ
)β

=
(

lnn
eγ(lnn)

)β . Pour n ∈ N∗, soit m = E(ln(n)) ∈ N ; alors
0 ≤ un ≤ vm =

(m+1
eγm
)β . On utilise alors le critère de D’Alambert : vm+1

vm =
(
m+2
m+1

eγm
eγ(m+1)

)β
→ 1

eα < 1 donc vm → 0 etpour le théorème d’encadrement un aussi.
Exercice 8.4Montrer que n

√
n → 1.

Solution. n
√
n = n1/n = exp

(
lnn
n
)
→ e0 = 1.

Exercice 8.5Calculer, si elles existent, les limites suivantes :
a) lim

n→+∞
n2
(

1− cos
2

n

)
, b) lim

n→+∞
n2
(

1− cos
2√
n

)
, c) lim

n→+∞
n
(

1− cos
2

n

)
,

d) lim
n→+∞

n2
(

(−1)n − cos
1

n

)
, e) lim

n→+∞

(
n sin

2

n

)
, f) lim

n→+∞

(
n sin

2√
n

)
,

g) lim
n→+∞

(√
n sin

2

n

)
, h) lim

n→+∞

(
n sin

(−1)n

n

)
, i) lim

n→+∞

(
1 +

2

n

)n
,

j) lim
n→+∞

(
1 +

2√
n

)n
, k) lim

n→+∞

(
1 +

2

n

)√n
, l) lim

n→+∞

(
1 +

(−1)n

n

)n
,
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m) lim
n→+∞

(
1 +

3

n

)4n
, n) lim

n→+∞
n3
(

tan
3

n − sin
3

n

)
, o) lim

n→+∞

(
3 + 1

n
)2n

9n
,

p) lim
n→+∞

n − (−1)n+1

n+ (−1)n+1
, q) lim

n→+∞

k=n∑
k=1

1√
n2 + k

.

Solution.

a) lim
n→+∞

n2
(

1− cos
2

n

)
= lim

n→+∞
4
n2
4

(
1− cos

2

n

)
= 2,

b) lim
n→+∞

n2
(

1− cos
2√
n

)
= lim

n→+∞
(4n)n

(
1− cos

2√
n

)
= +∞,

c) lim
n→+∞

n
(

1− cos
2

n

)
= lim

n→+∞

4

nn
2

(
1− cos

2

n

)
= 0,

d) lim
n→+∞

n2
(

(−1)n − cos
1

n

)
,

n’existe pas car la suite extraite constituée par les termes d’indices paire converge vers 1
2 et la suite extraiteconstituée par les termes d’indices impaire diverge vers −∞,

e) lim
n→+∞

(
n sin

2

n

)
= lim

n→+∞
2

(
n
2

sin
2

n

)
= 2,

f) lim
n→+∞

(
n sin

2√
n

)
= lim

n→+∞
2
√
n
(√

n
2

sin
2√
n

)
= +∞,

g) lim
n→+∞

(√
n sin

2

n

)
= lim

n→+∞

2√
n

(
n
2

sin
2

n

)
= 0,

h) lim
n→+∞

(
n sin

(−1)n

n

)
n’existe pas car la suite extraite constituée par les termes d’indices paire converge vers 1 et la suite extraite constituéepar les termes d’indices impaire converge vers −1,
i) lim
n→+∞

(
1 +

2

n

)n
= lim

n→+∞

((
1 +

2

n

) n
2

)2

= e2,

j) lim
n→+∞

(
1 +

2√
n

)n
= lim

n→+∞

((
1 +

2√
n

)√n)√n
= +∞,

k) lim
n→+∞

(
1 +

2

n

)√n
= lim

n→+∞

((
1 +

2

n

)n) 1√
n

= 1,

l) lim
n→+∞

(
1 +

(−1)n

n

)n
n’existe pas car la suite extraite constituée par les termes d’indices paire converge vers e et la suite extraite constituéepar les termes d’indices impaire converge vers e−1,
m) lim

n→+∞

(
1 +

3

n

)4n
= lim

n→+∞

((
1 +

1
n/3

)n/3
)4×3

= e12,

n) lim
n→+∞

n3
(

tan
3

n − sin
3

n

)
t=n/3
= lim

t→+∞
(3t)3

(
sin

1
t

cos
1
t
− sin 1

t

)
= 27 lim

t→+∞

(
t sin 1

t
)
t2
(
1− cos 1

t
)

1

cos
1
t

= 27 · 1 · 1

2
· 1 =

27

2
,

o) lim
n→+∞

(
3 + 1

n
)2n

9n
= lim

n→+∞

32n
((

1 + 1
3n
)3n)2n/3n

32n
= e2/3,
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p) lim
n→+∞

n − (−1)n+1

n+ (−1)n+1
= lim

n→+∞

1− (−1)n+1

n

1 + (−1)n+1

n

= 1,

q) lim
n→+∞

k=n∑
k=1

1√
n2 + k

= 1

car n√
n2+n ≤

∑k=n
k=1

1√
n2+k ≤

n√
n2+1

et limn→+∞
n√
n2+n = limn→+∞

n√
n2+1

= 1.

Exercice 8.6Calculer, en fonction de α ∈ R, la limite
lim

n→+∞

nα − 2
√
n

(
√
n− 3)(2− 3

√
n)
.

Solution.

lim
n→+∞

nα − 2
√
n

(
√
n− 3)(2− 3

√
n)

= lim
n→+∞

nα − 2
√
n

−3n+ 11
√
n− 6

=


−∞ si α > 1,
− 1

3 si α = 1,
0 si α < 1.

Exercice 8.7 Série harmoniqueMontrer que la suite (xn)n∈N∗ , où xn :=
∑n

k=1
1
k , diverge vers +∞.

Solution. Idée : xn =
∑n

k=1
1
k = 1 + 1

2 +
(
1
3 + 1

4

)
+
(
1
5 + 1

6 + 1
7 + 1

8

)
· · · ≥ 1 + 1

2 + 1
2 + 1

2 · · · → +∞. Sinon, on peututiliser un raisonnement par l’absurde. Si la suite de terme général xn convergeait vers une limite finie, la suite determe général x2n, en tant que suite extraite, convergerait vers la même limite, et donc la suite de terme général
x2n − xn convergerait vers 0. Or, on peut minorer les termes de cette suite :

x2n − xn =
2n∑

k=n+1

1

k ≥
2n∑

k=n+1

1

2n =
1

2
.

Ainsi, la suite de terme général xn ne peut converger vers une limite finie. En tant que suite croissante de réels, ellediverge donc vers +∞.
Exercice 8.8Montrer que la suite (xn)n∈N∗ , où xn :=

∑n
k=1

(
1
k −

1
1+k
), est convergente ;

Solution. xn =
∑n

k=1

(
1
k −

1
1+k
)

=
(
1
1 − ��

1
2

)
+
(
��
1
2 − ��

1
3

)
+ . . .

(
�
�1

n−2 −�
�1

n−1
)

+
(
�
�1

n−1 −
1
n
)

= 1− 1
n → 1.

Exercice 8.9Étudier la convergence des suites définies ci-dessous par leur terme général un :1. √n5 + 3n − n2. n −√n3 − 3n

3. sin5(
√
n)

n24. (1 +
π
n

)n
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5. (1− en

)n
6. (1− a2

1 + a2

)n, a réel quelconque
Solution. 1. lim

n

√
n5 + 3n − n = lim

n

n5 + 3n − n2√
n5 + 3n+ n

= lim
n

n5
n5/2 = +∞

2. lim
n
n −
√
n3 − 3n = lim

n

n2 − (n3 − 3n)

n+
√
n3 − 3n

= lim
n

−n3
n3/2 = −∞

3. lim
n

sin5(
√
n)

n2 = 0 (théorème d’encadrement)
4. lim

n

(
1 +

π
n

)n
= lim

n

((
1 +

π
n

)n/π)π
= eπ

5. lim
n

(
1− en

)n
= lim

n

((
1 +
−e
n

)−n/e)−e
= e−e

6. Il s’agit d’une suite géométrique de raison 1−a2
1+a2 donc

B un ne converge pas et ne possède pas de limite si 1−a2
1+a2 < −1, c’est-à-dire pour aucun a réel.

B un ne converge pas et possède deux valeurs d’adhérence 1 et −1 si 1−a2
1+a2 = −1, c’est-à-dire pour aucun aréel.

B un converge vers 0 si −1 < 1−a2
1+a2 < 1, c’est-à-dire pour tout a 6= 0.

B un est constante et converge vers 1 si 1−a2
1+a2 = 1, c’est-à-dire si a = 0.

B un est divergente et possède une limite égale à +∞ si 1−a2
1+a2 > 1, c’est-à-dire pour aucun a réel.En résumé :

lim
n
un =

{
0, si a 6= 0,
6 ∃, si a = 0.

Exercice 8.10Calculer, si elles existent, les limites des suites (un)n∈N∗ suivantes : ∀n ∈ N∗

a) un > lnn b)
1

n+ 1
≤ un ≤

1

n c) un ↗ et un < 1 +
1

n d) un = n
√
n

e) un = lnn+ sin(n) f) un = sin
nπ
3

g) un =
n
e +

1

en h) un =
n

n+ 1
lnn

i) un =
n2
n!

j) un =
(2n)!

n!
k) un =

n sin(n)

n2 + 1
l) un =

n+ (−1)n

3n − (−1)n

m) un = (n2 + n+ 1)
1/n n) un =

n2
n2 + 1

o) un = (−1)n
n2

n2 + 1
p) un =

√
3n+ 1−

√
2n+ 1

q) un = sin
(
π +

π
n

)
r) un =

2n
√
n+ 1

n2 + 1
s) un = (−1)n

4n − 1

2n+ 3
t) un =

√
2n+ 1−

√
3n+ 1

u) un = sin
(
π − πn

)
v) un =

n2 + 1

2n
√
n+ 1

w) un = (−1)n
6n+ 3

2n − 1

Solution. a) un → +∞ car lnn → +∞ (théorème d’encadrement)b) un → 1 car 1
n+1 → 1 et 1

n ≤ un ≤ (théorème d’encadrement)c) un → ` ≤ 1 car un est monotone croissante et majorée donc ` ≤ limn(1 + 1
n ) = 1d) un = n

√
n = exp( lnn

n )→ exp(0) = 1e) un = ln(n) + sin(n)→ +∞ car (ln(n)− 1) ≤ un ≤ (ln(n) + 1) et (ln(n)± 1)→ +∞ (théorème d’encadrement)f) un = sin nπ
3 n’existe pas car la suite extraite u3n = sin(nπ) = 0 et la suite extraite u6n+1 = sin(2nπ+π/3) =

√
3/2g) un → +∞
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h) un = lnn
1+ 1

n
→ +∞

i) un > 0 et un+1

un = (n+1)2n!
(n+1)!n2 = n+1

n2 < 1 pour n > 2 ; comme un ↘ et un > 0 alors un → ` ≥ 0j) un = (2n)(2n − 1) · · · (2n − n+ 1)→ +∞k) un → 0 car −n
n2+1 ≤

n sin(n)
n2+1 ≤

n
n2+1 et ± n

n2+1 → 0 (théorème d’encadrement)l) un → 1
3 car n−1

3n+1 ≤
n+(−1)n
3n−(−1)n ≤

n+1
3n−1 et limn

n−1
3n+1 = limn

n+1
3n−1 = 1

3m) On sait que si (un)n∈N est une suite positive telle que un+1

un → ` > 0 alors n
√un → ` . On pose un = n2 + n+ 1 ;comme (n+1)2+(n+1)+1

n2+n+1 = n2+3n+1
n2+n+1 → 1 alors n

√
n2 + n+ 1→ 1.n) un → 1o) Cette suite ne converge pas car la sous-suite u2n tend vers 1 tandis que la sous-suite u2n+1 tend vers −1p) lim

n→+∞
un = lim

n→+∞
(
√

3n+ 1−
√

2n+ 1)
√
3n+1+

√
2n+1√

3n+1+
√
2n+1

= lim
n→+∞

(3n+1)−(2n+1)√
3n+1+

√
2n+1

= lim
n→+∞

1√
3n+1

n2 +
√

2n+1

n2
= +∞

q) lim
n→+∞

sin
(
π + π

n
)

= 0

r) lim
n→+∞

2n
√
n+1

n2+1 = 0s) Cette suite ne converge pas car la sous-suite u2n tend vers 2 tandis que la sous-suite u2n+1 tend vers −2t) lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

(
√

2n+ 1−
√

3n+ 1)
√
2n+1+

√
3n+1√

2n+1+
√
3n+1

= lim
n→+∞

(2n+1)−(3n+1)√
2n+1+

√
3n+1

= lim
n→+∞

−1√
2n+1

n2 +
√

3n+1

n2
= −∞

u) lim
n→+∞

sin
(
π − π

n
)

= 0

v) lim
n→+∞

n2+1
2n
√
n+1

= +∞w) Cette suite ne converge pas car la sous-suite u2n tend vers 3 tandis que la sous-suite u2n+1 tend vers −3

Exercice 8.11Étudier le comportement des suites
an =

cosn
e3n + 1

et bn =

(
e−4n +

1

n

)
(sin(n))

Solution. Soit un une suite. S’il existe deux suites vn et wn ayant une même limite ` ∈ R ∪ {±∞} et satisfaisant
∃M ∈ N tel que vn ≤ un ≤ wn ∀n ∈ N, n ≥ M,

alors limun = ` .Étant donné que pour tout n ∈ N on a − 1
e3n+1 ≤ an ≤

1
e3n+1 et que lim

n→+∞
±1

e3n+1 = 0, on conclut que lim
n→+∞

an = 0.
Étant donné que pour tout n ∈ N on a −(e−4n + 1

n ) ≤ bn ≤ (e−4n + 1
n ) et que lim

n→+∞
±(e−4n + 1

n ) = 0, on conclut que
lim

n→+∞
bn = 0.

Exercice 8.12V rai ou F aux ?1. Si la suite (|un|) est majorée, la suite (un) est bornée.2. Si la suite (|un|) converge vers 0, alors la suite (un) converge vers 0.3. Si la suite (un) converge vers ` et si elle est a termes strictement positif, alors ` > 0.4. Si la suite (un) converge vers 0, alors la suite (unvn) converge vers 0 quelque soit la suite (vn).5. Si (|un|) et (|vn|) sont deux suites convergentes, la suite (|un + vn|) est aussi convergente.6. Si la suite (|un + vn|) est convergente alors les deux suites (|un|) et (|vn|) sont aussi convergentes.7. Si (un) et (vn) sont deux suites telles qu’à partir d’un certain rang on ait un ≤ vn, alors la convergence de
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(vn) implique celle de (un).8. Si (un) et (vn) sont deux suites telles qu’à partir d’un certain rang on ait un ≤ vn, alors la convergence de
(un) implique celle de (vn).9. Si (un) et (vn) sont deux suites telles qu’à partir d’un certain rang on ait un ≥ vn, alors la convergence de
(vn) implique celle de (un).10. Si (un) et (vn) sont deux suites telles qu’à partir d’un certain rang on ait un ≥ vn, alors la convergence de
(un) implique celle de (vn).11. Si la suite (un) converge, alors elle est monotone.12. Si la suite (un) est monotone, alors elle converge.13. Si la suite (un) est croissante et majorée, alors elle converge.14. Si la suite (un) est croissante et minorée, alors elle converge.15. Si la suite (un) est décroissante et majorée, alors elle converge.16. Si la suite (un) est décroissante et minorée, alors elle converge.

Solution. 1. Vrai : s’il existe un réel positif a tel que |un| ≤ a alors −a ≤ un ≤ a donc la suite (un) est bornée.2. Vrai (Théorème des gendarmes).3. Faux : un = 1/n > 0 pour tout n mais un → 0.4. Faux : un = 1/n → 0 et vn = n.5. Vrai6. Faux : un = n et vn = −n.7. Faux : un = −n < 0, vn = 1/n > 0 mais un → −∞ bien que vn → 0.8. Faux : un = 1/n < vn = n mais vn → +∞ bien que un → 0.9. Faux : un = n > vn = 1/n mais un → +∞ bien que vn → 0.10. Faux : un = 1/n > 0 > vn = −n mais un → 0 bien que vn → −∞.11. Faux : un = (−1)n/n12. Faux : un = n13. Vrai14. Faux : un = n est minorée par 0 et croissante mais elle diverge.15. Faux : un = −n majorée par 0 et décroissante mais un → −∞.16. Vrai
Exercice 8.13 suite récurrente1. Soit (un)n∈N telle que u0 = 2 et un+1 = 2− 1

un pour tout n ∈ N.1.1. Montrer que (un)n∈N est une suite bien définie qui satisfait un > 1 pour tout n ∈ N.1.2. Montrer que la suite (un)n∈N est monotone puis en étudier la convergence.2. Soit (un)n∈N une suite telle que u0 = 1 et ∀n ∈ N un+1 =
√

2 + un.2.1. Montrer que pour tout n ∈ N, −1 < un < 2.2.2. En supposant que la limite de un existe, la calculer.2.3. Montrer que (un)n∈N est une suite monotone et en étudier sa convergence.3. Soit (un)n∈N une suite telle que u0 > 2 et ∀n ∈ N un+1 = u2
n + 1.3.1. Montrer que un > 2 pour tout n ∈ N.3.2. Montrer que la suite (un) est divergente sans étudier sa monotonie.3.3. Montrer que (un) est croissante et diverge vers +∞.4. Soit (un)n∈N une suite telle que u0 > 2 et un+1 = u2n − 2 pour tout n ∈ N.4.1. Montrer que ∀n ∈ N un > 2.4.2. En supposant que limn un existe, la calculer.4.3. Montrer que (un) est croissante et diverge vers +∞.
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5. Soit (un)n∈N une suite telle que u0 = 1 et ∀n ∈ N un+1 = un
1+u2n

.5.1. Montrer que pour tout n ∈ N, un > 0.5.2. En supposant que la limite de un existe, la calculer.5.3. Montrer que (un)n∈N est une suite monotone et en étudier sa convergence.6. Soit (un)n∈N une suite telle que u0 = 1
2 et ∀n ∈ N un+1 = u2n+un

2 .6.1. Montrer que pour tout n ∈ N, 0 < un < 1.6.2. En supposant que la limite de un existe, la calculer.6.3. Montrer que (un)n∈N est une suite monotone et en étudier sa convergence.7. Soit (un) une suite telle que u0 > 3
2 et ∀n ∈ N un+1 = u2n − 3

4 .7.1. Montrer que pour tout n ∈ N, un > 3
2 .7.2. En supposant que la limite de un existe, la calculer.7.3. Montrer que (un) est une suite monotone et en étudier sa convergence.8. Soit (un) une suite telle que u0 > 2 et ∀n ∈ N un+1 = u2

n − 1.8.1. Montrer que pour tout n ∈ N, un > 2.8.2. En supposant que la limite de un existe, la calculer.8.3. Montrer que (un) est une suite monotone et en étudier sa convergence.9. Soit (un) une suite telle que u0 > 15
2 et ∀n ∈ N un+1 = u2

n − 15
4 .9.1. Montrer que pour tout n ∈ N, un > 15

2 .9.2. En supposant que la limite de un existe, la calculer.9.3. Montrer que (un) est une suite monotone et en étudier sa convergence.10. Soit (un) une suite telle que u0 = 4 et ∀n ∈ N un+1 = 3− 4
2+un .10.1. Montrer que un ≥ 2 pour tout n ∈ N.10.2. Montrer que (un) est une suite monotone.10.3. En étudier la convergence.11. Étudier la suite (un) telle que u0 = 2 et un+1 = 5− 4

un ∀n ∈ N.
12. Étudier la suite (un) telle que u0 = 9 et un+1 = 5− 4

un
∀n ∈ N.

13. Étudier la suite (un) telle que 0 < u0 < 1 et un+1 = 5− 4

un
∀n ∈ N.

Solution. 1. 1.1. Par récurrence :
B u0 = 2 > 1 ;
B soit un > 1, alors un+1 = 2− 1

un > 2− 1 = 1.1.2. Puisque un > 1 pour tout n ∈ N, on a un+1 − un = 2 − 1
un − un = − (un−1)2

un < 0, autrement dit la suite
un est monotone décroissante. Étant une suite monotone décroissante vérifiant un > 1 pour tout n ∈ N,alors elle converge et limun = ` ≥ 1. En passant à la limite dans la définition, on a ` = 2− 1

` d’où ` = 1.2. 2.1. Par récurrence :
B −1 < u0 = 1 < 2 ;
B soit −1 < un < 2, alors un+1 =

√
2 + un <

√
2 + 2 = 2 et un+1 =

√
2 + un >

√
2− 1 = 1 > −1.2.2. Soit ` = limun avec ` ∈ R. Alors, en passant à la limite dans la définition, on a ` =
√
` + 2 d’où ` = −1ou ` = 2.2.3. Puisque −1 < un < 2 pour tout n ∈ N, on a un+1−un =

√
un + 2−un = − u2n−un−2√

un+2+un
= − (un−2)(un+1)√

un+2+un
> 0,autrement dit la suite un est monotone croissante. Étant une suite monotone croissante vérifiant −1 <

un < 2 pour tout n ∈ N et puisque les uniques limites réelles possibles sont ` = −1 et ` = 2, on conclutque limun = 2.3. 3.1. Par récurrence :
B u0 > 2 ;
B soit un > 2, alors un+1 = u2

n + 1 > 5.
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3.2. Soit ` = limun avec ` ∈ R. Alors, en passant à la limite dans la définition, on a ` = `2 + 1 qui n’a pas desolution réelle : la suite est alors divergente.3.3. Puisque un > 2 pour tout n ∈ N, on a un+1−un = u2
n−un + 1 > u2n− 2un + 1 = (un− 1)2 > 0, autrementdit la suite un est monotone croissante. Étant une suite monotone croissante qui diverge, on conclut que

limun = +∞.4. 4.1. Par récurrence :
B u0 > 2 ;
B soit un > 2, alors un+1 = u2

n − 2 > 4− 2 = 2.4.2. Soit ` = limun avec ` ∈ R. Alors, en passant à la limite dans la définition, on a ` = `2−1 d’où ` = 1−
√
5

2 < 2ou ` = 1+
√
5

2 < 2. Comme un > 2 pour tout n ∈ N, la suite diverge.4.3. Puisque un > 2 pour tout n ∈ N, on a un+1−un = u2
n−un−1 > u2n−2un−1 = (un− 1−

√
5

2 )(un− 1+
√
5

2 ) > 0,autrement dit la suite un est monotone croissante. Étant une suite monotone croissante qui diverge, onconclut que limun = +∞.5. 5.1. Par récurrence :
B u0 = 1 > 0 ;
B soit un > 0, alors un+1 = un

1+u2n
> 0.5.2. Soit ` = limun avec ` ∈ R. Alors, en passant à la limite dans la définition, on a ` = `

1+`2 d’où ` = 0.5.3. Puisque un > 0 pour tout n ∈ N, on a un+1 − un = un
1+u2n

− un = − u3n
1+u2n

< 0, autrement dit la suite un estmonotone décroissante. Étant une suite monotone décroissante minorée par 0 pour tout n ∈ N et puisquel’unique limite réelle possible est ` = 0, on conclut que limun = 0.6. 6.1. Par récurrence :
B 0 < u0 = 1/2 < 1 ;
B soit 0 < un < 1, alors un+1 = u2n+un

2 > 0 et un+1 = u2n+un
2 < 2

2 = 16.2. Soit ` = limun avec ` ∈ R. Alors, en passant à la limite dans la définition, on a ` = `(`+1)
2 d’où ` = 0 ou

` = 1.6.3. Puisque 0 < un < 1 pour tout n ∈ N, on a un+1 − un = un(un−1)
2 < 0, autrement dit la suite un estmonotone décroissante. Étant une suite monotone décroissante minorée par 0 pour tout n ∈ N et puisqueles uniques limites réelles possibles sont ` = 0 et ` = 1, on conclut que limun = 0.7. 7.1. Par récurrence :

B u0 > 3
2 ;

B soit un > 3
2 , alors un+1 = u2

n − 3
4 >

9
4 −

3
4 = 3

2 .7.2. Soit ` = limun avec ` ∈ R. Alors, en passant à la limite dans la définition, on a ` = `2 − 3
4 d’où ` = − 1

2ou ` = 3
2 . Puisque un > 3

2 pour tout n ∈ N, seul ` = 3
2 est une limite finie acceptable.7.3. Puisque un > 3

2 pour tout n ∈ N, on a un+1 − un = u2
n − un − 3

4 > 0, autrement dit la suite un estmonotone croissante. Étant une suite monotone croissante vérifiant un > 3
2 pour tout n ∈ N et puisquel’unique limite réelle possible est ` = 3

2 , on conclut que limun = +∞.8. 8.1. Par récurrence :
B u0 > 2 ;
B soit un > 2, alors un+1 = u2

n − 1 > 4− 1 = 3 > 2.8.2. Soit ` = limun avec ` ∈ R. Alors, en passant à la limite dans la définition, on a ` = `2− 1 d’où ` = −1−
√
5

2ou ` = −1+
√
5

2 . Puisque un > 2 pour tout n ∈ N, aucune limite finie n’est acceptable.8.3. Puisque un > 2 pour tout n ∈ N, on a un+1−un = u2n−un−1 > 0, autrement dit la suite un est monotonecroissante. Étant une suite monotone croissante tel que un > 2 pour tout n ∈ N et puisque il n’y a pasde limite finie réelle possible, on conclut que limun = +∞.9. 9.1. Par récurrence :
B u0 > 15

2 ;
B soit un > 15

2 , alors un+1 = u2
n − 15

4 > 7 15
2 >

15
2 .9.2. Soit ` = limun avec ` ∈ R. Alors, en passant à la limite dans la définition, on a ` = `2 − 15

4 d’où ` = − 3
2ou ` = 5

2 . Puisque un > 15
2 pour tout n ∈ N, aucune limite finie n’est acceptable.9.3. Puisque un > 15

2 pour tout n ∈ N, on a un+1 − un = u2
n − un − 15

4 > 0, autrement dit la suite un estmonotone croissante. Étant une suite monotone croissante tel que un > 15
2 pour tout n ∈ N et puisqueaucune limite réelle finie n’est possible, on conclut que limun = +∞.
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10. 10.1. La propriété se démontre par récurrence. On a bien u0 = 4 > 1. Il reste à démontrer que, pour tout k ∈ N,si uk > 1 alors uk+1 > 1. On a
uk+1 > 1 ⇐⇒ 3− 4

uk + 2
> 1 ⇐⇒ 4

uk + 2
< 2

uk+2>0⇐⇒ 2 < uk + 2 ⇐⇒ 0 < uk .

Comme uk > 1 > 0 alors uk+1 > 1.10.2. Pour tout n ∈ N on a
un+1 − un = 3− 4

un + 2
− un =

−u2
n + un + 2

un + 2
= 1− u2

n < 0.

Comme pour tout n ∈ N, un > 1, alors 1− u2
n < 0 donc (un) est une suite monotone décroissante.10.3. On a montré que la suite (un) est décroissante et minorée. Elle est donc convergente. Notons ` sa limite.La suite (un+1) tend vers ` et la suite f(un) tend vers f(`). La limite vérifie donc

` = 3− 4

` + 2
⇐⇒ `2 − ` − 2 = 0 ⇐⇒ (` − 2)(` + 1) = 0.

Comme un > 1 pour tout n ∈ N, il faut ` ≥ 1 ; on a donc ` = 2.11. Suite bornée. Par récurrence : on a bien 1 < u0 = 2 < 4 ; montrons que si 1 < uk < 4 alors 1 < uk+1 < 4. On a
1 < uk+1 < 4 ⇐⇒ 1 < 5− 4

uk
< 4 ⇐⇒ 1 < 4

uk
< 4 ⇐⇒ 1 < uk < 4.

Monotonie. Pour tout n ∈ N on a
un+1 − un = 5− 4

un
− un =

−u2
n + 5un − 4

un
= − (un − 4)(un − 1)

un
> 0

car 1 < un+1 < 4 pour tout n ∈ N.
Convergence. (un) est une suite monotone croissante et majorée. Elle est donc convergente.
Limite. Notons ` sa limite. La suite (un+1) tend vers ` et la suite f(un) tend vers f(`). La limite vérifie donc

` = 5− 4

` ⇐⇒ (` − 4)(` − 1) = 0 ⇐⇒ (` − 2)(` + 1) = 0.

Comme un < 4 pour tout n ∈ N, il faut ` ≤ 4 ; on a donc ` = 4.12. Suite bornée. Par récurrence : on a bien u0 = 9 > 4 ; montrons que si uk > 4 alors uk+1 > 4. On a
uk+1 > 4 ⇐⇒ 5− 4

uk
> 4 ⇐⇒ 4

uk
< 1.

Comme uk > 4, alors 4
uk < 1, donc uk+1 > 4.

Monotonie. Pour tout n ∈ N on a
un+1 − un = 5− 4

un
− un =

−u2
n + 5un − 4

un
= − (un − 4)(un − 1)

un
< 0

car un+1 > 4 pour tout n ∈ N.
Convergence. (un) est une suite monotone décroissante et minorée. Elle est donc convergente.
Limite. Notons ` sa limite. La suite (un+1) tend vers ` et la suite f(un) tend vers f(`). La limite vérifie donc

` = 5− 4

` ⇐⇒ (` − 4)(` − 1) = 0 ⇐⇒ (` − 2)(` + 1) = 0.

Comme un > 4 pour tout n ∈ N, il faut ` ≥ 4 ; on a donc ` = 4.13. Suite bornée. Par récurrence : on a bien 0 < u0 < 1 ; montrons que si 0 < uk < 1 alors 0 < uk+1 < 1. On a
0 < uk+1 < 1 ⇐⇒ 0 < 5− 4

uk
< 1 ⇐⇒ −4 < 4

uk
< 5.

Comme 0 < uk < 1 alors 0 < 4
uk < 4 donc −4 < 4

uk < 5.
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Monotonie. Pour tout n ∈ N on a
un+1 − un = 5− 4

un
− un =

−u2
n + 5un − 4

un
= − (un − 4)(un − 1)

un
< 0

car 0 < un+1 < 1 pour tout n ∈ N.
Convergence. (un) est une suite monotone croissante et majorée. Elle est donc convergente.
Limite. Notons ` sa limite. La suite (un+1) tend vers ` et la suite f(un) tend vers f(`). La limite vérifie donc

` = 5− 4

` ⇐⇒ (` − 4)(` − 1) = 0 ⇐⇒ (` − 2)(` + 1) = 0.

Comme un < 4 pour tout n ∈ N, il faut ` ≤ 4 ; on a donc ` = 4.
Exercice 8.14 suite récurrenteSoit a ∈ R, a > 0. Soit (un)n∈N la suite récurrente définie par u0 = 1 et pour tout n ∈ N un+1 = a+1+un

a . Onpose vn := un+1 − un pour tout n ∈ N et sn :=
∑k=n−1

k=0 vk pour tout n ∈ N.1. Exprimer vn en fonction de vn−1. En déduire qu’il existe une valeur a0 de a (à préciser) pour laquelle (vn)n∈Nest une suite constante.2. Montrer que pour tout a 6= a0, la suite (vn) est une suite géométrique dont on donnera la raison.3. Calculer limn sn en fonction des valeurs de a.4. Montrer que un = 1 + sn ∀n ∈ N∗. En déduire limn un en fonction des valeurs de a.
Solution. 1. Pour tout n ∈ N on a

vn = un+1 − un =
a+ 1 + un

a − a+ 1 + un−1
a =

un − un−1
a =

vn−1
a .

On trouve la suite {
v0 = u1 − u0 = a+1+1

a − 1 = 2
a ,

vn+1 = vn
a .On en déduit que la suite (vn)n∈N est une suite constante égale à 2 lorsque a = 1 =: a0.2. Pour tout a 6= a0

vn =
vn−1
a =

vn−2
a2

= · · · = v0
an = 2a−ndonc la suite (vn) est une suite géométrique de raison 1/a.3. On sait que si wn+1 = qwn pour tout q ∈ R∗, alors wn = w0qn et

n∑
k=0

wk = w0

n∑
k=0

qk =

{
w0

1−qn+1

1−q , si q 6= 1

w0(n+ 1) si q = 1donc ici
sn =

n−1∑
k=0

vk = v0
n−1∑
k=0

a−k =

{
2
a
1−a−n
1−a−1 , si a 6= 1

2n, si a = 1
=

{
2
an
an−1
a−1 , si a 6= 1,

2n, si a = 1.Par conséquent
lim
n
sn =


+∞ si a = 1,
2
a−1 si a > 1,
+∞ si 0 < a < 1.4. On a

sn =

n−1∑
k=0

vk = v0
n−1∑
k=0

uk+1 − uk = u1 − u0 + u2 − u1 + · · ·+ un − un−1 = un − u0 = un − 1

donc un = 1 + sn ∀n ∈ N∗. Alors
lim
n
un = 1 + lim

n
sn =


+∞ si a = 1,
a+1
a−1 si a > 1,
+∞ si 0 < a < 1.
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Exercice 8.15 suites adjacentesSoient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites adjacentes, c’est à dire telle que (un) est croissante, (vn) est décroissanteet limn
(
vn − un

)
= 0. Montrer que (vn − un)n∈N est décroissante puis que les deux suites convergent vers unemême limite.

Solution. On sait que (un) est croissante donc un+1 ≥ un pour tout n ∈ N ; (vn) est décroissante donc vn+1 ≤ vnpour tout n ∈ N ; alors vn+1 − un+1 ≤ vn − un : la suite (vn − un)n∈N est décroissante.Si `1 = limn un et `2 = limn vn alors limn
(
vn − un

)
= `2 − `1 ; par hypothèse limn

(
vn − un

)
= 0 donc `1 = `2.

Exercice 8.16 moyenne arithmético-harmoniqueSoient (an)n∈N, (bn)n∈N deux suites telles que a0 > b0 > 0 et
∀n ∈ N an+1 =

an + bn
2

et bn+1 =
2anbn
an + bn

.

1. Montrer que (an)n∈N et (bn)n∈N sont deux suites bien définies puis que
∀n ∈ N an > bn.

2. Vérifier que la suite (anbn)n∈N est stationnaire.3. En supposant qu’elle existe, calculer la limite commune au deux suites.4. Montrer que les deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont adjacentes.
Solution. 1. On montre par récurrence que pour tout n ∈ N on a an > bn > 0 :

B vraie pour n = 0 car a0 > b0 > 0

B supposons que an > bn > 0, alors an+1−bn+1 = an+bn
2 − 2anbn

an+bn = (an−bn)2
2(an+bn) > 0, ainsi an+1 > bn+1 et comme

bn+1 = 2anbn
an+bn alors bn+1 > 0.2. La suite (anbn)n∈N est stationnaire, en effet

an+1bn+1 =
an + bn

2

2anbn
an + bn

= anbn = · · · = a0b0

3. Si α = limn an et β = limn bn, alors α = α+β
2 donc α = β. De plus, comme la suite (anbn)n∈N est la suiteconstante égale à a0b0 et comme limn(anbn) = αβ on conclut que α = β =

√
a0b0.4. Les deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N convergent. On peut soit prouver qu’elle sont adjacentes soit prouverdirectement la convergence.

B Montrons que an ↘ : an+1 − an = an+bn
2 − an = bn−an

2 < 0,
B montrons que bn ↗ : bn+1 − bn = 2anbn

an+bn − bn = (an−bn)bn
an+bn > 0,

B montrons que an est minorée par b0 : an > bn et bn > b0 car bn ↗,
B montrons que bn est majorée par a0 : bn < an et an < a0 car an ↘,
B on conclut que an converge car décroissante et minorée, bn converge car croissante et majorée. De plus,elle sont adjacentes.

Exercice 8.17 moyenne géometrico-harmoniqueSoient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites telles que a0 > b0 > 0 et
∀n ∈ N an+1 =

an + bn
2

et bn+1 =
√
anbn.

Montrer que ces deux suites convergent et ont même limite (appelée moyenne géométrico-harmonique de a0 et
b0).
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Solution. 1. Pour tout n ∈ N, les suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont bien définies. On montre par récurrence quepour tout n ∈ N on a an ≥ bn :
B vraie pour n = 0 car a0 > b0 > 0

B supposons que an > bn > 0, alors an+1 − bn+1 = an+bn
2 −

√
anbn =

(
√an−

√
bn)2

2 > 0, ainsi an+1 > bn+1.2. Les deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont adjacentes, en effet :
B an ↘ car an+1 − an = an+bn

2 − an = bn−an
2 < 0,

B bn ↗ car bn+1 − bn =
√
anbn − bn = (

√an −
√
bn)
√
bn > 0,

B an converge car décroissante et minorée par b0 car an ≥ bn ≥ b0,
B bn converge car croissante et majorée par a0 car bn ≤ an ≤ a0.3. Si α = limn an et β = limn bn, alors α = α+β

2 donc α = β.
Exercice 8.181. Donner l’exemple d’une suite non bornée (donc non convergente).2. Donner l’exemple d’une suite bornée non convergente.3. Donner l’exemple de deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N telle que (un) converge et (vn) diverge et (unvn) diverge.4. Donner l’exemple de deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N telle que (un) converge et (vn) diverge et (unvn)converge.5. Donner l’exemple de deux suites bornées (un)n∈N et (vn)n∈N telle que (un) ne converge pas, (vn) ne convergepas, mais (unvn) converge.

Solution. 1. un = n2. un = (−1)n3. un = 1/n et vn = n24. un = 1/n2 et vn = n.5. un = vn = (−1)n

Exercice 8.19Déterminer l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (un)n∈N∗ dans les cas suivants
(1) un := (−1)n, (2) un :=

(−1)n

1 + 1
n
, (3) un := sin

(nπ
2

)
.

Solution. (1) { −1; 1 }
(2) { −1; 1 }
(3) { −1; 0; 1 }
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Chapitre 9
Fonctions continues et limites

Soient f , g deux fonctions de R dans R et x0 ∈ R.
Limite en plus l’infiniSi Df∩]δ,+∞[6= ∅ pour tout δ ∈ R alors on dit que la limite de f quand x tend vers +∞ est égale à ` ∈ R (eton écrit lim

x→+∞
f(x) = `) si

∀ε > 0 ∃δ ∈ R ∀x ∈ Df x > δ =⇒ |f(x)− `| < ε.

On dit que la limite de f quand x tend vers +∞ est égale à +∞ (et on écrit lim
x→+∞

f(x) = +∞) si
∀M ∈ R ∃δ ∈ R ∀x ∈ Df x > δ =⇒ f(x) > M.

On dit que la limite de f quand x tend vers +∞ est égale à −∞ (et on écrit lim
x→+∞

f(x) = −∞) si
∀m ∈ R ∃δ ∈ R ∀x ∈ Df x > δ =⇒ f(x) < m.

Limite en moins l’infiniLes définitions sont du même type que ci-dessus. Il faut simplement remplacer Df∩]δ,+∞[ 6= ∅ par Df∩]−∞, δ[ 6= ∅puis x > δ par x < δ .
Limite en un pointSi Df∩]x0 − δ, x0 + δ[ 6= ∅ pour tout δ > 0 alors on dit que la limite de f quand x tend vers x0 est égale à ` ∈ R(et on écrit lim

x→x0
f(x) = `) si

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Df |x − x0| < δ =⇒ |f(x)− `| < ε.

Cette limite peut exister même si f n’est pas définie en x0. Mais si f est définie en x0 et si lim
x→x0

f(x) existe, alors
lim
x→x0

f(x) = f(x0).On dit que la limite de f quand x tend vers x0 est égale à +∞ (et on écrit lim
x→x0

f(x) = +∞) si
∀M ∈ R ∃δ > 0 ∀x ∈ Df |x − x0| < δ =⇒ f(x) > M.

On dit que la limite de f quand x tend vers x0 est égale à −∞ (et on écrit lim
x→x0

f(x) = −∞) si
∀m ∈ R ∃δ > 0 ∀x ∈ Df |x − x0| < δ =⇒ f(x) < m.
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Théorème (unicité)Si une fonction admet une limite ` en x0, cette limite est unique.
Théorème d’encadrement (ou des gendarmes ou sandwich ou de l’étau)Soit f , g et h trois fonctions définies au voisinage de x0 et vérifiant f ≤ g ≤ h au voisinage de x0. Si f et h ontla même limite ` (finie ou infinie) en x0 alors g a pour limite ` en x0.
Limites fondamentalesSoit deux polynômes P(x) = p0 + p1x + · · ·+ paxa et Q(x) = q0 + q1x + · · ·+ qbxb. Alors

lim
x→±∞

P(x)

Q(x)
=


0 si a < b,
pa
qb si a = b,
∞ si a > b, lim

x→0±

P(x)

Q(x)
=
p0
q0
.

lim
x→±∞

x sin
(
1
x
)

= 1 lim
x→0±

sin(x)
x = 1 (x en radiant)

lim
x→±∞

x2
(

1− cos
(
1
x
))

= 1
2 lim

x→0±

1−cos(x)
x2 = 1

2 (x en radiant)
lim
x→±∞

(
1 + α

x
)x

= eα lim
x→0±

(1 + αx)
1/x = eα (α ∈ R)

lim
x→±∞

x
(

ln
(
1 + 1

x
))

= 1 lim
x→0±

ln(1+x)
x = 1

lim
x→±∞

x
(
a1/x − 1

)
= lna lim

x→0±
ax−1
x = lna (a > 0)

lim
x→±∞

x
((

1 + 1
x
)α − 1

)
= α lim

x→0±

(1+x)α−1
x = α (α ∈ R)
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ExempleOn veut montrer que lim
x→0

sin(x)
x = 1.

x

y

Ttan(x)

Psin(x)

O A 1

x

L’observation des aires des triangles 4
OAP , 4

OAT et du secteur
OAP lorsque 0 < x < π

2
conduit aux inégalités

Aire 4
OAP < Aire secteur OAP < Aire 4

OAT .

Soit |OA| = 1, alors l’aire du triangle 4
OAP est sin(x)/2, l’airedu secteur OAP est égale à x/2 et l’aire du triangle 4

OAT est
tan(x)/2, donc

sin(x)

2
< x

2
< tan(x)

2
.

Lorsque 0 < x < π
2

on peut diviser par 2/ sin(x) en conservantle sens des inégalités
1 < x

sin(x)
< 1

cos(x)

soit encore
1 > sin(x)

x > cos(x).

Les fonctions sin(x)/x et cos(x) étant paires, les mêmes in-égalités restent satisfaites lorsque − π
2
< x < 0. En pre-nant la limite de ces inégalités lorsque x → 0 on conclutque lim

x→0

sin(x)
x = 1.

Continuité en un pointOn dit que f est continue en x0 si x0 ∈ Df et lim
x→x0

f(x) = f(x0).
ContinuitéOn dit que f est continue si elle est continue dans tout point de son domaine de définition.

Par conséquent la fonction f(x) = 1
x est continue car Df = R∗ et f est continue dans tout point de son domaine de

définition.

Prolongement par continuitéSoit f une fonction définie sur I et x0 /∈ I . Si lim
x→x0

f(x) = ` , la fonction f̃ définie sur I ∪ {x0} par f̃(x0) = `et f̃(x) = f(x) pour x ∈ I est la seule fonction continue en x0 dont la restriction à I soit f . On l’appelle leprolongement par continuité de f à x0.
Théorème (fonctions composées)Si (x0, f(x0)) ∈ Df × Dg et f est continue en x0 et g est continue en f(x0), alors x0 ∈ Dg◦f et g ◦ f est continueen x0.
Théorème (valeurs intermédiaires)
Formulation 1 L’image d’un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle de R.
Formulation 2 Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et soient a, b ∈ I avec f(a) ≤ f(b). Alors fatteint toutes les valeurs intermédiaires entre f(a) et f(b). Autrement dit :

∀d ∈ [f(a), f(b)], ∃c compris entre a et b tel que f(c) = d.
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ExempleCe théorème permet d’affirmer par exemple que si un marcheur parcourt 12 Km en une heure alors il existe un intervalled’une demi-heure pendant lequel il parcourt exactement 6 Km. En effet, soit f : [0; 1]→ [0; 12] l’application telle que f(t) soitle nombre de kilomètres parcourus par le marcheur en t heures (on suppose que f est continue). On se demande s’il existe
T ∈ [0; 0.5] tel que f(T + 0.5) − f(T ) = 6. Posons alors g : [0; 0.5] 7→ [0; 12] l’application définie par g(t) = f(t + 0.5) − f(t)Comme 6 ∈ [0; 12] et g est continue, alors il existe au moins un T ∈ [0; 0.5] tel que g(T ) = 6 : pendant la demi-heure [T , T +6]le marcheur a parcourus 6 Km.
Théorème de la bijectionSoit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I de R, alors f induit une bijection de Idans f(I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur I , monotone sur I et de même sens de variation que
f .

Dans un repère orthonormé, les graphes de f et de sa bijection réciproque sont symétriques par rapport à la première
bissectrice des axes.

Comparaison au voisinage d’un pointSoit f et g deux fonctions définies sur I et soit x0 un point (fini ou infini) appartenant à I ou une extrémité de I .
B On dit que f est dominée par g au voisinage de x0, et on écrit f = O(g), s’il existeM > 0 tel que |f(x)| ≤ M|g(x)|pour tout x d’un voisinage de x0. Si g ne s’annule pas dans ce voisinage, cela signifie que f

g est bornée dansce voisinage.
B On dit que f est négligeable devant g ou que g est prépondérant devant f au voisinage de x0, et on écrit
f = o(g), si pour tout ε > 0 il existe un voisinage de x0 tel que |f(x)| ≤ ε|g(x)| pour tout x de ce voisinage.Si g ne s’annule pas dans ce voisinage, cela signifie que lim

x→x0
f(x)
g(x) = 0.

AsymptotesSi lim
x→+∞

f(x) = ` (resp. lim
x→−∞

f(x) = `), la droite d’équation y = ` est une asymptote horizontale de la courbereprésentative de f .Si lim
x→x0

f(x) = +∞ (resp. lim
x→x0

f(x) = −∞), la droite d’équation x = x0 est une asymptote verticale de la courbereprésentative de f .Si lim
x→+∞

(f(x) − (ax + b)) = 0 (resp. lim
x→−∞

f(x)(f(x) − (ax + b)) = 0), la droite d’équation y = ax + b est uneasymptote oblique de la courbe représentative de f .
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............... Exercices ...............

Exercice 9.1Lorsqu’un objet de température initiale T0 est plongé dans un milieu de température constante Tm, l’évolution desa température est donnée par T (t) = Tm + (T0 − Tm)e−kt où k est une constante positive qui dépend de l’objetet du milieu dans lequel il est plongé. Qu’elle est la limite de cette fonction lorsque t tend vers l’infini ?
Solution. limt→+∞ T (t) = Tm.

Exercice 9.2En l’absence de frottement, une masse soumise à la pesanteur possède une accélération constante de g m s−2.Sa vitesse v(t) évolue suivant v(t) = v0 + gt. En présence d’un frottement, la masse subit une résistance àsa progression dans l’air qui est d’autant plus élevée que sa vitesse est élevée. Dans le modèle du frottementlaminaire, la force de frottement est directement proportionnelle à la vitesse de la masse. Dans ce cas, la vitesseest donnée par
v(t) = v0e−

µ
m t +

mg
µ (1− e−

µ
m t).

Quelle est la limite de cette fonction pour t → +∞ ?
Solution. limt→+∞ v(t) = mg

µ .
Exercice 9.3La force d’attraction entre deux masses est donnée par la loi de Newton F (r) = Gm1m2

r2 où F est la force d’attraction(en newtons), G = 6.67× 10−11 N m2 kg−2 est une constante universelle, r est la distance (en mètres) entre lesmasses et m1 et 2 sont les masses. Soit la masse de la Terre 6× 1024 kg et celle, approximative, d’un satellite
104 kg.1. À partir de quelle distance la force exercée par la Terre sur le satellite est-elle inférieure à 10 N ?2. Inférieure à 1 N ?3. Inférieure à 0.01 N ?4. Inférieure à ε > 00 N ?5. Que vaut la limite limr→+∞ F (t) ?

Solution. 1. À partir de r =
√

Gm1m2

10 mètres la force exercée par la Terre sur le satellite est inférieure à 10 N.2. À partir de r =
√
Gm1m2.3. À partir de r =
√

10Gm1m2.4. À partir de r =
√

Gm1m2

ε ≈ 2×109
ε m.5. limr→+∞ F (r) = 0.

Exercice 9.4Dans le modèle de croissance de population de Verhulst la taille de la population est donnée par
P(t) = Pm

erPmt
K + erPmtoù K , r et Pm désignent des constantes positives. Trouvez la limite de P(t) pour t → +∞.

Solution. limt→+∞ P(t) = limt→+∞Pm 1
K

erPmt
+1

= Pm.
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Exercice 9.5Calculer les limites suivantes :
lim
x→±∞

x sin

(
1

x

)
, lim

x→±∞

1

x sin(x), lim
x→0
x sin

(
1

x

)
, lim

x→0

1

x sin(x),

lim
x→±∞

x cos

(
1

x

)
, lim

x→±∞

1

x cos(x), lim
x→0
x cos

(
1

x

)
, lim

x→0

1

x cos(x),

lim
x→±∞

x tan

(
1

x

)
, lim

x→±∞

1

x tan(x), lim
x→0
x tan

(
1

x

)
, lim

x→0

1

x tan(x).

Solution.

lim
x→±∞

x sin

(
1

x

)
= 1

lim
x→±∞

1

x sin(x) = 0 (théorème d’encadrement, −1 ≤ sin(x) ≤ 1)
lim
x→0
x sin

(
1

x

)
= 0 (théorème d’encadrement, −1 ≤ sin(x) ≤ 1)

lim
x→0

1

x sin(x) = 1

lim
x→±∞

x cos

(
1

x

)
= ±∞

lim
x→±∞

1

x cos(x) = 0 (théorème d’encadrement, −1 ≤ cos(x) ≤ 1)
lim
x→0
x cos

(
1

x

)
= 0 (théorème d’encadrement, −1 ≤ cos(x) ≤ 1)

lim
x→0

1

x cos(x) n’existe pas car lim
x→0±

1

x cos(x) = ±∞

lim
x→±∞

x tan

(
1

x

)
= 1

lim
x→±∞

1

x tan(x) n’existe pas
lim
x→0
x tan

(
1

x

) n’existe pas
lim
x→0

1

x tan(x) = 1

Exercice 9.6Calculer les limites suivantes avec la méthode que l’on préfère :
1. lim

x→+∞
(
√
x + 1−

√
x),

2. lim
x→+∞

√
x + sin x

ln x ,
3. lim

x→0+

2x − cos x
x ,

4. lim
x→0

x2 ln(1 + 2x)

2 sin(x)(cos(3x)− 1)
,

5. lim
x→3

x2 − 4x + 3

4x − 12
.

Solution.

1. lim
x→+∞

(
√
x + 1−

√
x) = lim

x→+∞
(
√
x + 1−

√
x)

√
x + 1 +

√
x√

x + 1 +
√
x

= lim
x→+∞

1√
x + 1 +

√
x

= 0+ ;
2. lim

x→+∞

√
x + sin x

ln x = lim
x→+∞

(√
x

ln x +
sin x
ln x

)
= +∞ car −1ln x ≤

sin x
ln x ≤

1
ln x et lim

x→+∞
±1
ln x = 0 ;

3. lim
x→0+

2x − cos x
x = lim

x→0+

2x − 1 + 1− cos x
x = lim

x→0+

(
2x − 1

x + x 1− cos x
x2

)
= ln(2) + 0 · 12 = ln(2),
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4. En se rappelant que ln(1+x)
x −−→

x→0
1, sin(x)

x −−→
x→0

1 et 1−cos(x)
x2 −−→

x→0

1
2 on conclut que

lim
x→0

x2 ln(1 + 2x)

2 sin(x)(cos(3x)− 1)
= lim

x→0

(
ln(1 + 2x)

2x × x
sin(x)

× (3x)2

cos(3x)− 1
× 1

9

)
= 1× 1× (−2)× 1

9
= −2

9
;

5. Comme x2 − 4x + 3

4x − 12
=

(x − 1)(x − 3)

4(x − 3)
=
x − 1

4
alors lim

x→3

x2 − 4x + 3

4x − 12
=

3− 1

4
=

1

2
.

Exercice 9.7Étudier les limites quand x tend vers +∞ des fonctions suivantes
f(x) :=

√
x +
√
x −
√
x et g(x) :=

√
x +

√
x +
√
x −
√
x.

Solution.

f(x) =

√
x +
√
x −
√
x =

(√
x +
√
x −
√
x
) √

x +
√
x +
√
x√

x +
√
x +
√
x

=
x +
√
x − x√

x +
√
x +
√
x

=

√
x√

x +
√
x +
√
x

=
1√

x+
√
x√

x +
√
x√
x

=
1√

x+
√
x

x + 1
=

1√
1 + 1√

x + 1
−−−−→
x→+∞

1

2
;

g(x) =

√
x +

√
x +
√
x −
√
x =

(√
x +

√
x +
√
x −
√
x
) √

x +
√
x +
√
x +
√
x√

x +
√
x +
√
x +
√
x

=
x +

√
x +
√
x − x√

x +
√
x +
√
x +
√
x

=

√
x +
√
x√

x +
√
x +
√
x +
√
x

=

√
x
√

1 + 1√
x

√
x
(√

1 +

√
x+
√
x

x + 1

) =

√
1 + 1√

x√
1
x +

√
1 + 1√

x3 + 1

−−−−→
x→+∞

1

2
.

Exercice 9.8

Solution. TO DO
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Exercice 9.9 discontinuité de première espèceSoit f une application de R \ {0} dans R satisfaisant
∀x ∈ R \ {0} f(x) :=

x
|x| .

Montrer que f n’est pas prolongeable par continuité en 0.
Solution. On ne peut pas définir une application g : R → R continue telle que g(x) = f(x) pour tout x ∈ R \ {0}car

lim
x→0−

f(x) = −1, lim
x→0+

f(x) = +1.

Exercice 9.10 discontinuité de seconde espèceSoit f une application de R \ {0} dans R satisfaisant
∀x ∈ R \ {0} f(x) := sin

1

x .Montrer que f n’est pas prolongeable par continuité en 0.
Solution. La limite de f(x) pour x qui tend vers 0 n’existe pas.

Exercice 9.11 fonction prolongeable par continuitéSoit f l’application de R \ {0} dans R définie par
∀x ∈ R \ {0} f(x) := x sin

1

x .Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
Solution. Comme limx→0 f(x) = 1, on peut définir la fonction

R→ R

x 7→
{
f(x) si x 6= 0,
1 si x = 0,

qui est continue.
Exercice 9.12Étudier la continuité de la fonction f de R dans R définie par

∀x ∈ R f(x) :=

{
lim
n

xn+1
xn−1 si |x| 6= 1,

1 si |x| = 1.
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Solution. Comme
lim
n

xn + 1

xn − 1
=


6 ∃ si x < −1,
−1 si − 1 < x < 1,
1 si x > 1,on obtient que le domaine de définition de la fonction f est [−1; +∞] et elle peut se réécrire comme

f(x) =


1 si x = −1,
−1 si x < 1,
1 si x ≥ 1.

On conclut qu’elle n’est pas continue en x = −1 et en x = 1.
Exercice 9.13Étudier, en fonction des deux paramètres réels n et m, si f est prolongeable en 0

f(x) =

√
1 + xm −

√
1− xm

xn .

Solution. En faisant intervenir l’expression conjuguée on réécrit la fonction sous la forme
f(x) =

√
1 + xm −

√
1− xm

xn =

√
1 + xm −

√
1− xm

xn

√
1 + xm +

√
1− xm√

1 + xm +
√

1− xm
=

2xm−n√
1 + xm +

√
1− xm

.

L’étude de la limite en 0 est alors le même que celle de la fonction x 7→ xm−n :
lim
x→0+

xm−n =


0 si m > n,
1 si m = n,
+∞ si m < n et m− n est pair,
+∞ si m < n et m− n est impair,

lim
x→0−

xm−n =


0 si m > n,
1 si m = n,
+∞ si m < n et m− n est pair,
−∞ si m < n et m− n est impair.

Exercice 9.14Soient E := [−2, −1[∪{0}∪] + 1,+2] et F := [−1,+1]. Soit f l’application de E dans F définie par
∀x ∈ E f(x) :=


x + 1 si x ∈ [−2, −1[,
0 si x = 0,
x − 1 si x ∈] + 1,+2].

Montrer que f est bijective et continue en tout point de E mais qu’il existe un point de F en lequel f−1 n’est pascontinue.
Solution. f est clairement bijective car pour tout x ∈ E il existe un et un seul y ∈ F tel que f(x) = y

x

y

−2 −1 1 2

−1

1
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et est continue. De plus on a
∀y ∈ F f−1(y) :=


y − 1 si y ∈ [−1, 0[,
0 si y = 0,
y+ 1 si y ∈]0,+1].

y

x

−1 1

−2

−1

1

2

La réciproque n’est pas continue car
lim
y→0±

f−1(y) = ±1 6= f−1(0) = 0.

Exercice 9.15Étudier la continuité en 0 de la fonction
f(x) :=

{
sin(x)
x si x 6= 0,

1 si x = 0.

Solution. Elle est continue car sin x
x est continue pour x 6= 0 et limx→0

sin x
x = 1 = f(0).

Exercice 9.16Étudier la continuité en 0 de la fonction
f(x) :=


x2 sin 1

x si x > 0,
0 si x = 0,
x cos 1

x si x < 0.

Solution. Elle est continue car x2 sin 1
x est continue pour x > 0, x cos 1

x est continue pour x < 0 et
lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x2 sin
1

x = 0 = f(0),

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0+

x cos
1

x = 0 = f(0).

Exercice 9.171. Soit f l’application définie par
f : R→ R
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x 7→ f(x) =

{
x2 cos 1

x si x 6= 0,
0 si x = 0.

Établir si f est continue.2. Soit f l’application définie par
f : R→ R
x 7→ f(x) =

{
x2 sin 1

x si x 6= 0,
0 si x = 0.

Établir si f est continue.3. Soit f l’application définie par
f : R→ R
x 7→ f(x) =

{
−x sin 1

x si x 6= 0,
0 si x = 0.

Établir si f est continue.4. Soit f l’application définie par
f : R∗ → R

x 7→ f(x) =
x

1 + e1/x .

4.1. Montrer que f est continue.4.2. f est-elle prolongeable par continuité en 0 ?4.3. Calculer limx→−∞ f(x) et limx→+∞ f(x).5. Soit f l’application définie par
f : R∗ → R

x 7→ f(x) = x − 1− ln |x|.

5.1. Calculer les limites de f en 0, en −∞ et en +∞.5.2. Établir si f est prolongeable par continuité en 0.
Solution. 1. À partir des inégalités −x2 ≤ x2 cos 1

x ≤ x
2 et en utilisant le théorème de l’encadrement on déduitque lim

x→0
x2 cos 1

x = f(0) = 0 donc f est continue en 0.
2. À partir des inégalités −x2 ≤ x2 sin 1

x ≤ x2 et en utilisant le théorème de l’encadrement on déduit que
lim
x→0

x2 sin 1
x = f(0) = 0 donc f est continue en 0.

3. À partir des inégalités−x ≤ x sin 1
x ≤ x et en utilisant le théorème de l’encadrement on déduit que lim

x→0
−x sin 1

x =

f(0) = 0 donc f est continue en 0.4. 4.1. La fonction 1/x est définie et continue sur R∗. En composant par la fonction exponentielle qui est définieet continue sur R, on en déduit que e1/x est définie et continue sur R∗. De même, la fonction 1 + e1/x estdéfinie et continue sur R∗ et la fonction f , qui est le quotient de x et 1 + e1/x , est définie et continue sur
R∗ sauf en les points où le dénominateur s’annule. Comme 1 + e1/x > 0 pour tout x ∈ R∗, on conclut que
f est définie et continue sur R∗.4.2. Comme limx→0 f(x) = 0, on peut prolonger par continuité f en 0 en posant f(0) = 0.4.3. limx→−∞ f(x) = −∞ et limx→+∞ f(x) = +∞.5. 5.1. limx→−∞ f(x) = limx→−∞(x − 1− ln(−x)) = limx→−∞ x

(
1− 1

x −
ln(−x)
x

)
= −∞,

limx→+∞ f(x) = limx→+∞(x − 1− ln(x)) = limx→+∞ x
(
1− 1

x −
ln x
x
)

= +∞,
limx→0 f(x) = +∞.5.2. f n’est pas prolongeable par continuité en 0.
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Exercice 9.181. Établir si la fonction
f : R∗ → R

x 7→
{
x sin 1

x , si x > 0,
sin(x)
x , si x < 0,

est prolongeable par continuité en 0.2. Établir si la fonction
f : R∗ → R

x 7→
{

1−cos(x)
x2 , si x > 0,

x sin 1
x , si x < 0,

est prolongeable par continuité en 0.3. Établir si la fonction
f : R∗ → R

x 7→
{
x cos 1

x , si x > 0,
1−cos(x)

x2 , si x < 0,

est prolongeable par continuité en 0.
Solution. 1. Étant donné que limx→0+ f(x) 6= limx→0− f(x) car

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x sin
1

x = 0, (on a utilisé le théorème d’encadrement)
lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

sin(x)

x = 1, (on a utilisé une limite connue)
la fonction n’est pas prolongeable par continuité en x = 0.

x

y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−1

1

2. Étant donné que limx→0+ f(x) 6= limx→0− f(x) car
lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

1− cos(x)

x2 =
1

2
, (on a utilisé une limite connue)

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x sin
1

x = 0, (on a utilisé le théorème d’encadrement)
la fonction n’est pas prolongeable par continuité en x = 0.

x

y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−1
−0.5

0.5
1

3. Étant donné que limx→0+ f(x) 6= limx→0− f(x) car
lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x cos
1

x = 0, (on a utilisé le théorème d’encadrement)
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lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

1− cos(x)

x2 =
1

2
, (on a utilisé une limite connue)

la fonction n’est pas prolongeable par continuité en x = 0.

x

y

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−1
−0.5

0.5
1

Exercice 9.19Soit f l’application définie par
f : R→ R

x 7→ f(x) =


x ln |x|
x−1 si x /∈ {0, 1},

1 si x = 1,
0 si x = 0.

Est-elle continue ?
Solution. En utilisant les propriétés générales sur les domaines de définition de la somme, du produit, du quotientet de la composition de fonctions, on obtient aisément que la fonction x 7→ x ln |x|

x−1 est définie et continue sur R\{ 0, 1 },donc f est définie sur R. De plus limx→0 f(x) = limx→0
x ln |x|
x−1 = 0 et limx→1 f(x) = limx→1

x ln |x|
x−1 = limt→0(t+1) ln |1+t|

t =
1 : la fonction f est donc continue.

Exercice 9.201. Dire si l’application f : R \ {±1} → R définie par f(x) = 1
1+x −

2
1−x2 se prolonge par continuité en −1 et en

1. Donner le prolongement par continuité le cas échéant.2. Dire si l’application f : R \ {±1} → R définie par f(x) = 1
1−x −

2
1−x2 se prolonge par continuité en −1 et en

1. Donner le prolongement par continuité le cas échéant.
Solution. 1. On a f(x) = 1

1+x −
2

1−x2 = 1
x−1 donc limx→−1 f(x) = −1/2 et limx→1± f(x) = ±∞. La fonction f n’estdonc pas prolongeable par continuité en 1 mais elle est prolongeable par continuité en −1 et ce prolongementvaut −1/2.2. On a f(x) = 1

1−x −
2

1−x2 = − 1
1+x donc limx→1 f(x) = −1/2 et limx→(−1)± f(x) = ∓∞. La fonction f n’est doncpas prolongeable par continuité en −1 mais elle est prolongeable par continuité en 1 et ce prolongement vaut

−1/2.
Exercice 9.21 application du théorème de la bijectionSoit f l’application de R∗+ dans R définie par f(x) = x − 2 + ln(x).1. Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une solution unique qu’on notera a.2. Soit g la bijection réciproque de f . Étudier monotonie et continuité de g en précisant son comportementaux bornes du domaine de définition.3. Calculer limx→+∞

f(x)
x .

Solution. 1. f est continue et dérivable sur R∗+ et f ′(x) = 1 + 1
x > 0 donc f est monotone croissante sur R∗+. Parconséquent f réalise une bijection de R∗+ dans f(R∗+) =] limx→0 f(x); limx→+∞ f(x)[= R. Comme 0 = inf(R∗+) ondéduit qu’il existe un et un seul a ∈ R∗+ tel que f(a) = 0. On peut donc conclure que l’équation f(x) = 0 admetune solution unique.2. Comme f réalise une bijection de R∗+ dans R, la bijection réciproque g réalise une bijection deR dans R∗+.Sachant que f est continue et monotone croissante sur R∗+, on peut en déduire que g est continue et monotonecroissante sur R∗+ et que l’on a limx→−∞ g(x) = 0 et limx→+∞ g(x) = +∞.3. f(x)

x = 1− 2
x + ln x

x −−−−→x→+∞
1.
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Exercice 9.22Soit f et g deux fonctions continues de [a, b] dans R telles que f(a) < g(a) et f(b) > g(b). Prouver qu’il existe
x0 ∈]a, b[ tel que f(x0) = g(x0).

Solution. On considère la fonction
h : [a, b]→ R

x 7→ f(x)− g(x)

On remarque que h(a) < 0 et h(b) > 0. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe x0 ∈ [a, b] tel que
h(x0) = 0. Comme h(a) < 0 et h(b) > 0, alors x0 ∈]a, b[. Comme h(x0) = 0 alors f(x0) = g(x0).

Exercice 9.23Soit f une fonction continue et injective de [a, b] dans R. Prouver que f est strictement monotone.
Solution. On considère trois points xi tels que a < x1 < x2 < x3 < b. Supposons par absurde que f(x1) > f(x2) <
f(x3). D’après le théorème des valeurs intermédiaires, si on considère l’intervalle I = [f(x2),min f(x1), f(x3)], pourtout u ∈ I il existe s ∈]x1, x2[ et t ∈]x2, x3[ tels que f(s) = u = f(t). Puisque f est injective, s = t, en contradictionavec le fait que x1 < s < x2 < t < x3.

Exercice 9.24Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1]. Montrer qu’il existe α ∈ [0, 1] tel que f(α) = α (un tel point estappelé point fixe de f ).
Solution. Si f(0) = 0 alors α = 0 est solution du problème.Si f(1) = 1 alors α = 1 est solution du problème.Supposons f(0) 6= 0 et f(1) 6= 1. Soit g la fonction de [0, 1] dans R telle que g(x) = f(x)− x . Comme f(0) > 0 alors
g(0) > 0. Comme f(1) < 1 alors g(1) < 0. Or g est continue sur [0, 1] donc il existe α ∈ [0, 1] tel que g(α) = 0, cequi implique f(α) = α .

Exercice 9.25 application du théorème des valeurs intermédiairesMontrer que toute fonction polynomiale de degré impair possède au moins un zéro réel.
Solution. Soit le polynôme P(x) =

∑n
i=0 aix i avec n impair. Si an > 0 alors limx→−∞ P(x) = −∞ et limx→+∞ P(x) =

+∞ ; P étant une fonction continue de R dans R, il existe α ∈ R tel que P(α) = 0. De même, si an < 0 alors
limx→−∞ P(x) = +∞ et limx→+∞ P(x) = −∞ ; P étant une fonction continue de R dans R, il existe α ∈ R tel que
P(α) = 0.

Exercice 9.261. En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires, déduire le nombre de solutions de l’équation x2−16 = 0sur l’intervalle ]0,+∞[ sans résoudre l’équation.2. En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires, déduire le nombre de solutions de l’équation x2−16 = 0sur l’intervalle ]−∞, 0[ sans résoudre l’équation.3. En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires, déduire le nombre de solutions de l’équation x2−√2 = 0sur l’intervalle ]−∞, 0[ sans résoudre l’équation.
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Solution. Les énoncés du théorème des valeurs intermédiaires suivants sont équivalents :
B Si f est définie et continue en tout point d’un intervalle I alors pour tout sous-intervalle J de I , l’image f(J) estun intervalle.
B L’image d’un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle de R.
B Soient f une fonction continue sur un intervalle I de R et a, b ∈ I avec f(a) ≤ f(b). Alors f atteint toutes lesvaleurs intermédiaires entre f(a) et f(b) ; plus précisément :

∀d ∈ [f(a), f(b)] ∃c compris entre a et b tel que f(c) = d.

1. On considère la fonction f : x 7→ x2 − 16. f est une fonction définie et continue sur R. Étant une paraboleconvexe de sommet (0, −16), la fonction f est strictement croissante sur ]0; +∞[. De plus f(0) = −16 et
lim
x→+∞

f(x) = +∞. Par conséquent, la fonction f , strictement croissante sur ]0; +∞[, est négative en x = 0 etpositive pour x → +∞, donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, l’équation associée à la fonction
f admet une unique solution sur l’intervalle ]0,+∞[.2. On considère la fonction f : x 7→ x2 − 16. f est une fonction définie et continue sur R. Étant une paraboleconvexe de sommet (0, −16), la fonction f est strictement décroissante sur ] − ∞; 0[. De plus f(0) = −16 et
lim
x→−∞

f(x) = +∞. Par conséquent, la fonction f , strictement décroissante sur ]−∞; 0[, est négative en x = 0 etpositive pour x → −∞, donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, l’équation associée à la fonction
f admet une unique solution sur l’intervalle ]−∞; 0[.3. On considère la fonction f : x 7→ x2 −

√
2. f est une fonction définie et continue sur R. Étant une paraboleconvexe de sommet (0, −

√
2), la fonction f est strictement décroissante sur ] −∞, 0[. De plus f(0) = −

√
2 et

lim
x→−∞

f(x) = −∞. Par conséquent, la fonction f , strictement décroissante sur ]−∞, 0[, est négative en x = 0 etpositive pour x → −∞, donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, l’équation associée à la fonction
f admet une unique solution sur l’intervalle ]−∞, 0[.

Exercice 9.27 application du théorème des valeurs intermédiairesCombien de solutions a-t-elle l’équation x3 −√π = 0 dans ] 0,+∞ [.
Solution. Soit f : ] 0,+∞ [→ R définie par f(x) = x3 −

√
π = 0. f est définie et continue sur ] 0,+∞ [. Elle eststrictement croissante, limx→0+ f(x) = −

√
π < 0 et limx→+∞ f(x) = +∞ > 0. Par conséquent, d’après le théorèmedes valeurs intermédiaires, il existe un et un seul c ∈] 0,+∞ [ tel que f(c) = 0 et ce c est l’unique solution del’équation f(x) = 0 sur ] 0,+∞ [.

Exercice 9.28Montrer qu’il existe x ∈]0, 1[ tel que arctan(x) = π/8, puis qu’il est unique. Déterminer x par dichotomie avecune précision de 1/8.
Solution. Rappelons le théorème des valeurs intermédiaires : soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b].
Alors pour toute valeur y comprise entre f(a) et f(b), il existe un c ∈ [a, b] tel que f(c) = y. Comme la fonction
arctan est définie et continue de R dans ] − π/2, π/2[, elle est donc continue sur l’intervalle [0; 1]. Puisque π/8 estcompris entre arctan(0) = 0 et arctan(1) = π/4, alors il existe un c ∈ [0, 1] tel que arctan(c) = π/8. De plus, lafonction arctan est monotone croissante donc ce c est unique.

x

y

0

π
2

−π2

f(x) = arctan(x)
π
4

1

π
8

c
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Dichotomie :
k ak bk xk erreurk ≤
1 0 1 1/2 1
2 0 1/2 1/4 1/2
3 1/4 1/2 3/8 1/4
4 3/8 1/2 7/16 1/8

x

y

π
4

11
2

1
4

3
8

7
16

π
8

c
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Chapitre 10
Fonctions dérivables

Soient f , g deux fonctions de R dans R et x0 ∈ R.
Dérivabilité en un pointOn dit que f est dérivable en x0 si f est définie en tout point d’un intervalle ouvert contenant x0 et si

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x − x0
= lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)

hexiste dans R. Lorsque cette limite existe, elle est notée f ′(x0).
Nota beneSi f est dérivable en x0 alors f est continue en x0. Attention, la réciproque est fausse : par exemple, la fonction
f(x) = |x| est continue en 0 mais non dérivable en 0.
Tangente
f dérivable en x0 signifie que le graphe de f admet au point d’abscisse x0 une tangente de pente f ′(x0). Sonéquation est y = f ′(x0)(x − x0) + f(x0).
Théorème (fonctions composées)Si f est dérivable en x0 et g dérivable en f(x0) alors g ◦ f est dérivable en x0 et

(g ◦ f)′(x0) = f ′(x0)g′
(
f(x0)

)
.

Théorème (fonctions réciproques)Si f est continue strictement monotone sur un intervalle I , dérivable en x0 ∈ I et f ′(x0) 6= 0 alors la réciproque
f−1 est dérivable en f(x0) et

(f−1)′(f(x0)) =
1

f ′(x0)
.

Sens de variationSoient I un intervalle de R et f une fonction dérivable sur I .1. f est croissante sur I ⇐⇒ ∀x ∈ I , f ′(x) ≥ 0.2. f est décroissante sur I ⇐⇒ ∀x ∈ I , f ′(x) ≤ 0.3. f est constante sur I ⇐⇒ ∀x ∈ I , f ′(x) = 0.
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4. Si ∀x ∈ I , f ′(x) > 0, alors f est strictement croissante sur I .5. Si ∀x ∈ I , f ′(x) < 0, alors f est strictement décroissante sur I .
Dérivées successivesSoit f dérivable sur E . Pour n ∈ N on définit par récurrence la dérivée n-ième, ou dérivée d’ordre n, de f enposant f (0) = f puis f (n) = (f (n−1))′ lorsque f (n−1) est dérivable sur E .On dit que f est de classe C n sur E , et on écrit f ∈ C n(E), lorsque f est n fois dérivable sur E et f (n) est continuesur E .
Théorème (accroissements finis)Si f est continue en tout point d’un intervalle fermé [a, b] (avec a < b) et dérivable en tout point de ]a, b[ alorsil existe au moins un point c ∈]a, b[ tel que

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b − a .
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............... Exercices ...............

Exercice 10.1Le volume V et la pression P d’un gaz maintenu à une température constante sont liés par la loi de Van derWaals qui s’écrit P(V ) = nRT /(V − nb) − an2/V 2 où a et b sont des constantes propres au gaz, n désigne lenombre de moles, T est la température et R est une constante. Calculer P ′.
Solution. P ′(V ) = −nRT /(V − nb)2 + an2/V 3.

Exercice 10.2Trouver la vitesse au temps t = 2 d’une masse attachée à un ressort et dont la position au temps t est donnéepar x(t) = A cos(2πωt). Que se passe-t-il avec la vitesse si on double l’amplitude A ?
Solution. x ′(t) = −2πωA sin(2πωt). Lorsque l’amplitude double, la vitesse double.

Exercice 10.3Un ballon s’élève verticalement à la vitesse de 10 m s−1. S’il se trouve initialement au sol à une distance de 200 md’un observateur, quel est le taux de variation θ ′(t) de son angle d’élévation par rapport à l’observateur lorsquel’angle d’élévation est égal à π/4 ?
Solution. h(t) = 10t et h(t)

200 = tan(θ(t)) donc θ(t) = arctan t
20 et θ ′(t) = 20

400+t2 . Si t̄ est l’instant tel que
θ(t̄) = π/4, alors t̄ = 20 tan(π/4) = 20 et θ ′(t̄) = 20

400+400 = 1
40 radians par second.

Exercice 10.4Un ballon s’élève verticalement à la vitesse de 10 m s−1. S’il se trouve initialement au sol à une distance de 100 md’un observateur, quel est le taux de variation θ ′(t) de son angle d’élévation par rapport à l’observateur après
10 s ?

Solution. h(t) = 10t et h(t)
100 = tan(θ(t)) donc θ(t) = arctan t

10 et θ ′(t) = 10
100+t2 et θ ′(10) = 1

20 radians par second.
Exercice 10.5Une masse tombe avec une accélération constante a. Comment évolue sa vitesse ?

Solution. v(t) = at + v(0).
Exercice 10.6Quelle accélération constante (en m s−2) un véhicule doit-il avoir pour passer d’une vitesse de 0 km h−1 à unevitesse de 100 km h−1 en 10 s ?

Solution. 100 km h−1 = 100 000/3600 m s−1 = 1000/36 m s−1 donc a = (1000/36− 0)/10m s−2 = 100/36 m s−2.
Exercice 10.7Une ligne de téléphone relie deux pylônes distants de 14 m. Les sommets des pylônes se trouvent aux points
(−7, 0) et (7, 0). La ligne décrit une courbe d’équation y = 8(cosh(x/7)− cosh1). Trouver l’angle entre le pylône
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et la tangente à la ligne au point d’attache.
Solution. y′ = 8

7 sinh(x/7). L’angle entre le pylône et la tangente à la ligne au point d’attache est égal à 8
7 sinh(−1) ≈

−1.3431 radians.
Exercice 10.8Soit f l’application de R \ {0} dans R définie par

f(x) :=

{
x3 sin 1

x si x < 0,
x2|x − 1| si x > 0.

1. Montrer que f peut être prolongée par continuité en 0.
Dans la suite ce prolongement sera encore noté f .2. Calculer f ′(x) pour x < 0, puis limx→0− f ′(x).3. Calculer f ′(x) pour x ∈] 0, 1 [, puis limx→0+ f ′(x).4. Calculer f ′(0).5. Étudier la dérivabilité de f dans R.

Solution. TO DO

Exercice 10.9Soit f l’application de R \ {0} dans R définie par
f(x) =

{
x sin 1

x , si x > 0,
sin(x)
x , si x < 0.

1. Montrer que f peut être prolongée par continuité en 0.
Dans la suite ce prolongement sera encore noté f .2. Calculer f ′(x) pour x < 0, puis limx→0− f ′(x).3. Calculer f ′(x) pour x > 0, puis limx→0+ f ′(x).4. Calculer f ′(0).5. Étudier la dérivabilité de f dans R.

Solution. TO DO

Exercice 10.10Soit f : R→ R une application définie par f(x) = x2 cos
(

1
x2
) pour x 6= 0 et f(0) = 0.1. f est-elle continue en x = 0 ?2. Calculer f ′(x) pour x 6= 0. En déduire l’équation de la droite tangente à f en x = 1.3. f est-elle dérivable en x = 0 ?4. f est-elle de classe C1(R) ?

Solution. TO DO

Exercice 10.11Calculer les limites suivantes (on pourra par exemple utiliser la règle de L’Hôpital)
lim
x→1

sin(πx)

ln(x)
, lim

x→1

2 ln(x)

x − 1
, lim

x→0

ex − 1

x , lim
x→0+

x ln(x),
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lim
x→2

sin(πx)

x − 2
, lim

x→0

(
1

sin(x)
− 1

tan(x)

)
, lim

x→0

x
1−
√

1− x
, lim

x→0

(
1

sin(x)
− 1

x

)
,

lim
x→0

(
1

x2 −
cos(ax)

x2

)
, lim

x→0

sin(x)− x + x3
6

x5 .

Solution. B Soient f(x) = sin(πx) et g(x) = ln x ; alors f ′(x) = π cos(πx), g′(x) = 1
x et

lim
x→1

sin(πx)

ln(x)
=

0

0
, lim

x→1

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→1
(πx) cos(πx) = −π

donc
lim
x→1

sin(πx)

ln(x)
= −π.

B Soient f(x) = 2 ln x et g(x) = x − 1 ; alors f ′(x) = 2
x , g′(x) = 1 et

lim
x→1

2 ln(x)

x − 1
=

0

0
, lim

x→1

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→1

2

x = 2

donc
lim
x→1

2 ln(x)

x − 1
= 2.

B Soient f(x) = ex − 1 et g(x) = x ; alors f ′(x) = ex , g′(x) = 1 et
lim
x→0

ex − 1

x =
0

0
, lim

x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0
ex = 1

donc
lim
x→0

ex − 1

x = 1.

B Soient f(x) = ln(x) et g(x) = 1
x ; alors f ′(x) = 1

x , g′(x) = − 1
x2 et

lim
x→0+

x ln(x) = lim
x→0+

ln(x)

1/x =
−∞
+∞, lim

x→0+

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0+
x = 0

donc
lim
x→0+

x ln(x) = 0.

B Soient f(x) = sin(πx) et g(x) = x − 2 ; alors f ′(x) = π cos(πx), g′(x) = 1 et
lim
x→2

sin(πx)

x − 2
=

0

0
, lim

x→2

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→2
π cos(πx) = π

donc
lim
x→2

sin(πx)

x − 2
= π.

B 1
sin(x) −

1
tan(x) = 1−cos(x)

sin(x) . Soient f(x) = 1− cos(x) et g(x) = sin(x) ; alors f ′(x) = sin(x), g′(x) = cos(x) et
lim
x→0

1− cos(x)

sin(x)
=

0

0
, lim

x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

sin(x)

cos(x)
= 0

donc
lim
x→0

(
1

sin(x)
− 1

tan(x)

)
= 0.

B Soient f(x) = x et g(x) = 1−
√

1− x ; alors f ′(x) = 1, g′(x) = − 1
2
√
1−x et

lim
x→0

x
1−
√

1− x
=

0

0
, lim

x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0
−2
√

1− x = −2

donc
lim
x→0

x
1−
√

1− x
= −2.
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B
(

1
sin(x) −

1
x

)
= x−sin(x)

x sin(x) . Soient f(x) = x−sin(x) et g(x) = x sin(x) ; alors f ′(x) = 1−cos(x), g′(x) = sin(x)+x cos(x),
f ′′(x) = sin(x), g′′(x) = 2 cos(x)− x sin(x) et

lim
x→0

x − sin(x)

x sin(x)
=

0

0
, lim

x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

1− cos(x)

sin(x) + x cos(x)
=

0

0
, lim

x→0

f ′′(x)

g′′(x)
= lim

x→0

sin(x)

2 cos(x)− x sin(x)
= 0

donc
lim
x→0

(
1

sin(x)
− 1

x

)
= 0.

B Soient f(x) = 1− cos(ax) et g(x) = x2 ; alors f ′(x) = a sin(ax), g′(x) = 2x , f ′′(x) = a2 cos(ax), g′′(x) = x et
lim
x→0

1− cos(ax)

x2 =
0

0
, lim

x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

a sin(ax)

2x =
0

0
, lim

x→0

f ′′(x)

g′′(x)
= lim

x→0

a2 cos(ax)

2
=
a2

2donc
lim
x→0

1− cos(ax)

x2 =
a2

2
.

B Soient f(x) = sin(x) − x + x3
6 et g(x) = x5 ; alors f ′(x) = cos(x) − 1 + x2

2 , g′(x) = 5x4, f ′′(x) = − sin(x) + x ,
g′′(x) = 20x3, f ′′′(x) = − cos(x) + 1, g′′′(x) = 60x2, f (iv)(x) = sin(x), g(iv)(x) = 120x et

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

f ′′(x)

g′′(x)
= lim

x→0

f ′′′(x)

g′′′(x)
=

0

0
, lim

x→0

f (iv)(x)

g(iv)(x)
= lim

x→0

sin(x)

120x =
1

120donc
lim
x→0

f(x)

g(x)
=

1

120
.

Exercice 10.12 application du théorème des accroissements finisUn automobiliste entre sur une autoroute où la vitesse est limitée à 130 Km/h. Quand il ressort, deux heures plustard et à 305 Km de son point d’entrée, des gendarmes lui dressent un PV pour excès de vitesse, bien que savitesse n’ait été jamais matériellement contrôlée. Ont-ils raison ?
Solution. TO DO

Exercice 10.13Soit fα : R→ R une application définie par
fα(x) =

{
xα cos 1

x , si x 6= 0,
0, si x = 0.

Pour α = 0, 1, 2, 3, répondre aux questions suivantes :
B fα est-elle continue en x = 0 ?
B fα est-elle dérivable en x = 0 ?
B fα est-elle de classe C1(R) ?

Solution. Cas α = 0 : f0(x) =

{
cos 1

x , si x 6= 0,
0, si x = 0.

B f0 n’est pas continue en 0 car limx→0 f0(x) = limx→0 cos 1
x n’existe pas.

B f0 n’est pas dérivable en 0 car elle n’est pas continue en 0.
B f0 n’est pas de classe C1(R) car elle n’est pas continue en 0.

Cas α = 1 : f1(x) =

{
x cos 1

x , si x 6= 0,
0, si x = 0.

B f1 est continue en 0 car limx→0 f1(x) = 0 = f1(0) (il suffit d’observer que −x ≤ x cos 1
x ≤ x).

B f1 n’est pas dérivable en 0 car limx→0
f1(x)−f1(0)

x−0 = limx→0 cos 1
x n’existe pas.

B f1 n’est pas de classe C1(R) car elle n’est pas dérivable en 0.
120 © G. Faccanoni



Mercredi 11 janvier 2012 10 Fonctions dérivables

Cas α = 2 : f2(x) =

{
x2 cos 1

x , si x 6= 0,
0, si x = 0.

B f2 est continue en 0 car limx→0 f2(x) = 0 = f2(0) (il suffit d’observer que −x2 ≤ x2 cos 1
x ≤ x

2).
B f2 est dérivable en 0 car limx→0

f2(x)−f2(0)
x−0 = limx→0 x cos 1

x = 0 (il suffit d’observer que −x ≤ x cos 1
x ≤ x).

B f2 n’est pas de classe C1(R) car
f ′2(x) =

{
2x cos 1

x + sin 1
x , si x 6= 0,

0, si x = 0,

et limx→0 f ′2(x) n’existe pas (car limx→0 sin 1
x n’existe pas).

Cas α = 3 : f3(x) =

{
x3 cos 1

x , si x 6= 0,
0, si x = 0.

B f3 est continue en 0 car limx→0 f3(x) = 0 = f3(0) (il suffit d’observer que −x3 ≤ x3 cos 1
x ≤ x

3). De plus, elleest coninue dans tout R.
B f3 est dérivable en 0 car limx→0

f3(x)−f3(0)
x−0 = limx→0 x2 cos 1

x = 0 (il suffit d’observer que −x2 ≤ x2 cos 1
x ≤ x

2).
B f3 est de classe C1(R) car

f ′3(x) =

{
3x2 cos 1

x + x sin 1
x , si x 6= 0,

0, si x = 0,et limx→0 f ′3(x) = 0 = f ′3(0).Donc on a
α f est-elle continue en x = 0 ? f est-elle dérivable en x = 0 ? f est-elle de classe C1(R) ?0 Non Non Non1 Oui Non Non2 Oui Oui Non3 Oui Oui Oui

Exercice 10.14Soit f : R→ R une application définie par
f(x) =


x3 cos 1

x , si x > 0,
0, si x = 0,
x3 sin 1

x , si x < 0.

1. Établir si f est continue en x = 0.2. Calculer f ′(x) pour x 6= 0. En déduire l’équation de la droite tangente à f en x = 1
π .3. Établir si f est dérivable en x = 0.4. Établir si f est f est de classe C1(R).

Solution. 1. La fonction est clairement continue pour x 6= 0. Pour x = 0 on a
lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x3 cos
1

x = 0,

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x3 sin
1

x = 0,

donc lim
x→0

f(x) = f(0) : f est continue en 0.2. Pour x 6= 0 la fonction est clairement dérivable et on a
f ′(x) =

{
3x2 cos 1

x + x sin 1
x , si x > 0,

3x2 sin 1
x − x cos 1

x , si x < 0.

La droite tangente à f en x = x0 a équation y = f ′(x0)x+(f(x0)−f ′(x0)x0) donc pour x0 = 1
π on a y = − 3

π2 x+ 2
π3 .
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3. La fonction est dérivable en x = 0 ssi existe finie la limite limx→0
f(x)−f(0)
x−0 .On a

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x − 0
= lim

x→0+

x3 cos 1
x − 0

x − 0
= 0,

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x − 0
= lim

x→0−

x3 sin 1
x − 0

x − 0
= 0,

donc lim
x→0

f(x)−f(0)
x−0 = 0 : f est dérivable en 0 et on a

f ′(x) =


3x2 cos 1

x + x sin 1
x , si x > 0,

0, si x = 0,
3x2 sin 1

x − x cos 1
x , si x < 0.

4. f ′ est clairement continue pour x 6= 0. Pour x = 0 on a
lim
x→0+

f ′(x) = lim
x→0+

(
3x2 cos

1

x + x sin
1

x

)
= 0,

lim
x→0−

f ′(x) = lim
x→0−

(
3x2 sin

1

x − x cos
1

x

)
= 0,

donc f ′ est continue en 0. Par conséquent f est de classe C1(R).
Exercice 10.15Soit f : R→ R une application définie par

f(x) =


x2 ln x, si x > 0,
0, si x = 0,
x2 sin

(
1
x
)
, si x < 0.

1. f est-elle continue en x = 0 ?2. Calculer f ′(x) pour x 6= 0. En déduire l’équation de la droite tangente à f en x = 1.3. f est-elle dérivable en x = 0 ?4. f est-elle de classe C1(R) ?
Solution. 1. lim

x→0
x>0

f(x) = lim
x→0
x>0

x2 ln x = 0, lim
x→0
x<0

f(x) = lim
x→0
x<0

x2 sin
(
1
x
)

= 0, donc lim
x→0

f(x) = f(0) : f est continue en 0.
2. f ′(x) =

{
x(2 ln x + 1), si x > 0,
2x sin

(
1
x
)
− cos

(
1
x
)
, si x < 0.La droite tangente à f en x = x0 a équation y = f ′(x0)x + (f(x0)− f ′(x0)x0) donc pour x0 = 1 on a y = x − 1.3. La fonction est dérivable en x = 0 ssi existe finie la limite lim

x→0

f(x)−f(0)
x−0 .

On a lim
x→0
x>0

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0
x>0

x2 ln x−0
x−0 = 0, lim

x→0
x<0

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0
x<0

x2 sin(1/x)−0
x−0 = 0, donc lim

x→0

f(x)−f(0)
x−0 = 0 = f ′(0) : f est

dérivable en 0.4. lim
x→0
x>0

f ′(x) = lim
x→0
x>0

x(2 ln x + 1) = 0, lim
x→0
x<0

f ′(x) = lim
x→0
x<0

2x sin
(
1
x
)
− cos

(
1
x
) n’existe pas, donc f ′ n’est pas continue en

0. Par conséquent f n’est pas de classe C1(R).
Exercice 10.16
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Soit f : R→ R une application définie par
f(x) =


x2 cos 1

x , si x > 0,
0, si x = 0,
x2 sin 1

x , si x < 0.

1. f est-elle continue en x = 0 ?2. Calculer f ′(x) pour x 6= 0. En déduire l’équation de la droite tangente à f en x = 1
π .3. f est-elle dérivable en x = 0 ?4. f est-elle de classe C1(R) ?

Solution. 1. lim
x→0
x>0

f(x) = lim
x→0
x>0

x2 cos 1
x = 0, lim

x→0
x<0

f(x) = lim
x→0
x<0

x2 sin 1
x = 0, donc lim

x→0
f(x) = f(0) : f est continue en 0.

2. f ′(x) =

{
2x cos 1

x + sin 1
x , si x > 0,

2x sin 1
x − cos 1

x , si x < 0.La droite tangente à f en x = x0 a équation y = f ′(x0)x+(f(x0)−f ′(x0)x0) donc pour x0 = 1
π on a y = − 2

π x+ 1
π2 .3. La fonction est dérivable en x = 0 ssi il existe fini la limite limx→0

f(x)−f(0)
x−0 .On a lim

x→0
x>0

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0
x>0

x2 cos 1
x −0

x−0 = 0, lim
x→0
x<0

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0
x<0

x2 sin 1
x −0

x−0 = 0, donc lim
x→0

f(x)−f(0)
x−0 = 0 = f ′(0) : f est

dérivable en 0.4. lim
x→0
x>0

f ′(x) = lim
x→0
x>0

(
2x cos 1

x + sin 1
x
) n’existe pas, donc f ′ n’est pas continue en 0. Par conséquent f n’est pas de

classe C1(R).
Exercice 10.17Soit f : R→ R une application définie par

f(x) =


x2 sin 1

x , si x > 0,
0, si x = 0,
x3 sin 1

x , si x < 0.

1. f est-elle continue en x = 0 ?2. Calculer f ′(x) pour x 6= 0. En déduire l’équation de la droite tangente à f en x = 1
π .3. f est-elle dérivable en x = 0 ?4. f est-elle de classe C1(R) ?

Solution. 1. lim
x→0
x>0

f(x) = lim
x→0
x>0

x2 sin 1
x = 0, lim

x→0
x<0

f(x) = lim
x→0
x<0

x3 sin 1
x = 0, donc lim

x→0
f(x) = f(0) : f est continue en 0.

2. f ′(x) =

{
2x sin 1

x − cos 1
x , si x > 0,

3x2 sin 1
x − x cos 1

x si x < 0.La droite tangente à f en x = x0 a équation y = f ′(x0)x + (f(x0)− f ′(x0)x0) donc pour x0 = 1
π on a y = x − 1

π2 .3. La fonction est dérivable en x = 0 ssi il existe fini la limite limx→0
f(x)−f(0)
x−0 .On a lim

x→0
x>0

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0
x>0

x2 sin 1
x −0

x−0 = 0, lim
x→0
x<0

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0
x<0

x3 sin 1
x −0

x−0 = 0, donc lim
x→0

f(x)−f(0)
x−0 = 0 = f ′(0) : f est

dérivable en 0.4. lim
x→0
x>0

f ′(x) = lim
x→0
x>0

(
2x sin 1

x − cos 1
x
) n’existe pas, donc f ′ n’est pas continue en 0. Par conséquent f n’est pas de

classe C1(R).
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Exercice 10.18Soit f : R→ R une application définie par f(x) = x2 cos
(

1
x2
) pour x 6= 0 et f(0) = 0.1. f est-elle continue en x = 0 ?2. Calculer f ′(x) pour x 6= 0. En déduire l’équation de la droite tangente à f en x = 1.3. f est-elle dérivable en x = 0 ? Calculer l’équation de la droite tangente à f en x = 0 le cas échéant.4. f est-elle de classe C1(R) ?

Solution. 1. Comme limx→0 f(x) = 0 = f(0) (théorème d’encadrement), la fonction est continue en 0.2. Pour x 6= 0, f ′(x) = 2x cos
(

1
x2
)

+ 2
x sin

(
1
x2
). L’équation de la droite tangente à f en x = 1 est donc y =

f ′(1)(x − 1) + f(1) = 2(cos(1) + sin(1))(x − 1) + cos(1).3. f est dérivable en x = 0 et on a f ′(0) = limx→0
f(x)−f(0)
x−0 = limx→0

x2 cos( 1
x2 )−0
x = 0 (théorème d’encadrement).L’équation de la droite tangente à f en x = 0 est donc y = f ′(0)x + f(0) = 0.4. f n’est pas de classe C1(R) car limx→0 f ′(x) n’existe pas.

Exercice 10.19Soit f : R→ R une application définie par f(x) = x2 sin
(

1
x2
) pour x 6= 0 et f(0) = 0.1. f est-elle continue en x = 0 ?2. Calculer f ′(x) pour x 6= 0. En déduire l’équation de la droite tangente à f en x = 1.3. f est-elle dérivable en x = 0 ? Calculer l’équation de la droite tangente à f en x = 0 le cas échéant.4. f est-elle de classe C1(R) ?

Solution. 1. Comme limx→0 f(x) = 0 = f(0) (théorème d’encadrement), la fonction est continue en 0.2. Pour x 6= 0, f ′(x) = 2x sin
(

1
x2
)
− 2

x cos
(

1
x2
). L’équation de la droite tangente à f en x = 1 est donc y =

f ′(1)(x − 1) + f(1) = 2(sin(1)− cos(1))(x − 1) + sin(1).3. f est dérivable en x = 0 car on a f ′(0) = limx→0
f(x)−f(0)
x−0 = limx→0

x2 sin( 1
x2 )−0
x = 0 (théorème d’encadrement).L’équation de la droite tangente à f en x = 0 est donc y = f ′(0)x + f(O) = 0.4. f n’est pas de classe C1(R) car limx→0 f ′(x) n’existe pas.

Exercice 10.20Soit h : [−1; 1]→ R la fonction définie par h(x) = 1− 3
√
x2. Peut-on appliquer à h le théorème de Rolle ?

Solution. Théorème de Rolle Soit f une fonction continue sur l’intervalle fermé [a;b], dérivable sur l’intervalle
ouvert ]a;b[, telle que f(a) = f(b). Alors il existe c ∈ ]a;b[ tel que f ′(c) = 0.

h est continue sur l’intervalle fermé [−1; 1]. On a bien h(1) = h(−1) avec h′(x) = − 2
3 3
√
x si x 6= 0 mais h′(0) n’existepas car lim

x→0±

h(x)−h(0)
x−0 = ∓∞.

Exercice 10.21Soit h : [−1; 1]→ R la fonction définie par h(x) = 1− 3
√
x2. Peut-on appliquer à h le théorème des accroissementsfinis ?

Solution. Théorème des acroissements finis Soit f une fonction continue sur l’intervalle fermé [a;b] et dérivable
sur l’intervalle ouvert ]a;b[. Alors il existe c ∈ ]a;b[ tel que f(b)− f(a) = (b − a)f ′(c).

h est continue sur [−1, 1] et h′(x) = − 2
3 3
√
x si x 6= 0 mais h′(0) n’existe pas car lim

x→
h(x)−h(0)

x−0 = ∓∞.
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Exercice 10.22Soit g : ]0; π2 [→]0, 1[ une application telle que g(x) = sin(x).1. Montrer que g est strictement croissante sur ]0; π2 [.2. En utilisant le théorème de la bijection démontrer que l’équation g(x) = 1
2 admet une unique solution.3. Déterminer la fonction inverse g−1. Que sait-on de la continuité de g−1 ?4. Calculer la dérivée de g−1 sur ]0; 1[.

Solution. 1. g(x) = sin(x), g′(x) = cos(x), g′(x) > 0 pour tout x ∈ ]0; π2 [ donc g est strictement croissante sur
]0; π2 [.2. Théorème de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f induit
une bijection de I dans f(I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f(I), est monotone sur f(I) et a
le même sens de variation que f .
g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur ]0; π2 [, ce qui prouve que g réalise une bijection de
]0; π2 [ dans

g
(
]0; π2 [

)
=] lim

x→0
g(x); lim

x→ 1
π

g(x)[=]0; 1[.

Comme 1
2 ∈ g(]0; π2 [), on en déduit qu’il existe un unique réel α ∈ ]0; π2 [ tel que g(α) = 1

2 .3. g−1 : ]0; 1[→]0; π2 [ avec g−1(y) = arcsin(x). Comme g réalise une bijection de ]0; π2 [ dans ]0; 1[, la bijectionréciproque g−1 est une bijection de ]0; 1[ dans ]0; π2 [. Sachant que g est continue sur ]0; π2 [, on peut en déduireque g−1 est continue sur ]0; 1[.4. La dérivée de g−1 sur ]0; 1[ est 1√
1−y2

.
Exercice 10.23Soit g : ]−∞, 0[→ R une application telle que g(x) = ex − 1.1. Montrer que g est strictement croissante sur R∗−.2. En utilisant le théorème de la bijection démontrer que l’équation g(x) = − 1

2 admet une unique solution.3. Déterminer la fonction inverse g−1. Que sait-on de la continuité de g−1 ?4. Calculer la dérivée de g−1 sur ]− 1; 0[.
Solution. 1. g(x) = ex − 1, g′(x) = ex , g′(x) > 0 pour tout x ∈ R∗− donc g est strictement croissante sur R∗−.2. Théorème de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f induit

une bijection de I dans f(I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f(I), est monotone sur f(I) et a
le même sens de variation que f .
g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur R∗−, ce qui prouve que g réalise une bijection de
R∗− dans

g(R∗−) =] lim
x→−∞

g(x); lim
x→0

g(x)[=]− 1; 0[.

Comme − 1
2 ∈ g(R∗−), on en déduit qu’il existe un unique réel α ∈ R∗− tel que g(α) = − 1

2 .3. g−1 : ] − 1; 0[→ R∗− avec g−1(y) = ln(y + 1). Comme g réalise une bijection de R∗− dans ] − 1; 0[, la bijectionréciproque g−1 est une bijection de ]− 1; 0[ dans R∗−. Sachant que g est continue sur R∗−, on peut en déduireque g−1 est continue sur ]− 1; 0[.4. La dérivée de g−1 sur ]− 1, 0[ est 1
1+y .

Exercice 10.24Soit g : ]− 1, 0[→ R une application telle que g(x) = ln(1 + x).1. Montrer que g est strictement croissante sur ]− 1, 0[.2. En utilisant le théorème de la bijection démontrer que l’équation g(x) = −2 admet une unique solution.3. Déterminer la fonction inverse g−1. Que sait-on de la continuité de g−1 ?4. Calculer la dérivée de g−1 sur ]−∞; 0[.
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Solution. 1. g(x) = ln(1 + x), g′(x) = 1
1+x , g′(x) > 0 pour tout x ∈ ]− 1; 0[ donc g est strictement croissante sur

]− 1; 0[.2. Théorème de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f induit
une bijection de I dans f(I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f(I), est monotone sur f(I) et a
le même sens de variation que f .
g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur ]− 1; 0[, ce qui prouve que g réalise une bijectionde ]− 1; 0[ dans

g(]− 1; 0[) =] lim
x→−1

g(x); lim
x→0

g(x)[=]−∞; 0[.

Comme −2 ∈ g(]− 1; 0[), on en déduit qu’il existe un unique réel α ∈ ]− 1; 0[ tel que g(α) = −2.3. g−1 : R∗− →] − 1; 0[ avec g−1(y) = ey − 1. Comme g réalise une bijection de ] − 1; 0[ dans R∗−, la bijectionréciproque g−1 est une bijection de R∗− dans ] − 1; 0[. Sachant que g est continue sur ] − 1; 0[, on peut endéduire que g−1 est continue sur R∗−.4. La dérivée de g−1 sur ]−∞, 0[ est ey.
Exercice 10.25Trouver le point de la courbe d’équation y =

√
x plus proche au point (4, 0).

Solution. Soit (x,
√
x) un point quelconque de la courbe d’équation y =

√
x . Il s’agit de trouver le minimum de ladistance entre ce point et le point (4, 0) :

min
x∈R+

√
(x − 4)2 + (

√
x − 0)2 = min

x∈R+

√
x2 − 7x + 16︸ ︷︷ ︸

d(x)

.

Sa dérivée vaut
d′(x) =

2x − 7

2
√
x2 − 7x + 16et on a

d′(x) = 0 ⇐⇒ x =
7

2
,

d′(x) > 0 ⇐⇒ x > 7

2
,

d′(x) < 0 ⇐⇒ x < 7

2
,

par conséquent le point cherché est ( 7
2 ,
√

7
2

).

x0 1 2 3 4 5

y

1

2

d

Exercice 10.26 Dérivée d’une fonction composéeUn glaçon sphérique fond en conservant sa forme. Le taux de variation de son volume avec le temps est pro-portionnel à sa surface. Il faut une heure pour qu’un glaçon de un centimètre de rayon fonde totalement. Aprèscombien de temps le glaçon a-t-il diminué de moitié en volume ? Rappel : la surface et le volume d’une sphèrede rayon r sont respectivement S = 4πr2 et V = 4
3πr

3.
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Solution. Le rayon est fonction du temps donc V ′(t) = 4π[r(t)]2r′(t). Comme le taux de variation de son volume avecle temps est proportionnel à sa surface, il existe k ∈ R tel que V ′(t) = k4π[r(t)]2. Donc 4π[r(t)]2r′(t) = k4π[r(t)]2,autrement dit k = r′(t) ce qui implique que r(t) = at+b. Comme il faut une heure pour qu’un glaçon de un centimètrede rayon fonde totalement, on a r(0) = 1 et r(1) = 0 et on obtient la relation r(t) = 1−t. On cherche alors t̂ tel que
V (t̂) = V (0)/2, c’est-à-dire 4

3π(1− t̂)3 = 4
3π

1
2 : le glaçon a diminué de moitié en volume après t̂ = 1− 2−1/3 ≈ 0.20h = 12 minutes.

Exercice 10.27Un glaçon cubique fond en conservant sa forme. Le taux de variation de son volume avec le temps est proportionnelà sa surface. Il faut une heure pour qu’un glaçon de un centimètre de coté fonde totalement. Après combien detemps le glaçon a-t-il diminué de moitié en volume ?
Solution. La surface et le volume d’un cube de coté ` sont respectivement S = 6`2 et V = `3. Le coté est fonctiondu temps donc V ′(t) = [`(t)]2` ′(t). Comme le taux de variation de son volume avec le temps est proportionnel àsa surface, il existe k ∈ R tel que V ′(t) = k6[`(t)]2. Donc [`(t)]2` ′(t) = k6[`(t)]2, autrement dit 6k = ` ′(t) ce quiimplique que `(t) = at + b. Comme il faut une heure pour qu’un glaçon de un centimètre de coté fonde totalement,on a `(0) = 1 et `(1) = 0 et on obtient la relation `(t) = 1−t. On cherche alors t̂ tel que V (t̂) = V (0)/2, c’est-à-dire
(1− t̂)3 = 1/2 : le glaçon a diminué de moitié en volume après t̂ = 1− 2−1/3 ≈ 0.20 h = 12 minutes.

Exercice 10.28On considère le quart de circonférence d’équation
y =

√
1− x2 pour 0 < x < 1. Soit P = (xP , yP) unpoint du quart de circonférence. On note par A le pointd’intersection de la tangente en P avec l’axe x . Expri-mer la surface du triangle OAP en fonction de xP .

O x

y

1

xP

PyP

A

Solution. Soit f(x) =
√

1− x2. L’équation de la droite tangente en x = xP s’écrit
y = f ′(xP)(x − xP) + f(xP) =

−xP√
1− x2P

(x − xP) +
√

1− x2P

A = (xA, 0) est le point d’intersection de cette droite avec la droite d’équation y = 0, donc on a
−xP√
1− x2P

(xA − xP) +
√

1− x2P = 0 =⇒ xA =
1

xP

et la surface du triangle OAP en fonction de xP est xAyP
2 =

√
1−x2P
2xP .

Exercice 10.29On considère le quart de circonférence d’équation
y =

√
1− x2 pour 0 < x < 1. Soit P = (xP , yP)un point du quart de circonférence. On note par Ble point d’intersection de la tangente en P avec l’axe

y. Exprimer la surface du triangle OBP en fonction de
xP .

O x

y

1

xP

P

B

Solution. Soit f(x) =
√

1− x2. L’équation de la droite tangente en x = xP s’écrit
y = f ′(xP)(x − xP) + f(xP) =

−xP√
1− x2P

(x − xP) +
√

1− x2P
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B = (0, yB) est le point d’intersection de cette droite avec la droite d’équation x = 0, donc on a
yB =

x2P√
1− x2P

+
√

1− x2P =
1√

1− x2Pet la surface du triangle OBP en fonction de xP est yBxP
2 = xP

2
√

1−x2P
.
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Chapitre 11
Développements limités

NotationOn écrit f(x) = ε(x) si f est une fonction telle que Df∩]− δ,+δ[\{0} 6= ∅ pour tout δ > 0 et lim
x→0

f(x) = 0.
Développement limité.
f admet un développement limité à l’ordre n en x0, et on le note DLn(x0), si Df∩]x0 − δ, x0 + δ[\{x0} 6= ∅ pourtout δ > 0 et s’il existe un polynôme Pn de degré n tel que

f(x) = Pn(x − x0) + (x − x0)nε(x − x0).

Lorsqu’il existe, le polynôme Pn est unique.
Au lieu de (x − x0)nε(x − x0) on écrit souvent o((x − x0)n).

Théorème (Taylor)Si f et toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre n sont définies et continues en tout point d’un intervalle ouvert contenant
x0 alors f admet un développement limité à l’ordre n en x0 donné par la formule

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k !
(x − x0)k + (x − x0)nε(x − x0).

Exemple

On veut déterminer la limite de visibilité depuis un point d’al-titude H au-dessus du niveau de la mer. Du point A on voitjusqu’au point B.

O

A

BC
H

Rθ

L’on a
cosθ =

OB
OA =

R
R +H =

1

1 + H
R
.

Pour une altitude «raisonnable», HR est petit et θ également.On utilise les deux développements limités
cosθ ≈ 1− θ

2

2
, 1

1 + H
R

=

(
1 +

H
R

)−1
≈ 1− HR ,

qui conduisent à θ ≈ √2HR . On conclut que la distance CBà la surface de la Terre, c’est-à-dire la longueur de l’arc decercle, est ` = Rθ =
√

2RH . Par exemple, du sommet de latour Eiffel on peut voir à une distance de 60 kilomètres.
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AsymptotesSoit f définie sur un intervalle ]A,+∞[ (ou ]−∞,A[). On dit que f admet un développement limité généralisé àl’ordre n en a = +∞ (ou en a = −∞) s’il existe un polynôme P tel que f(x) = P(1/x) + o(1/xn) au voisinage dece point. L’expression P(1/x) n’est pas un polynôme, mais a des propriétés similaires. Dans la pratique, on peutobtenir un développement limité de f(x) en a = +∞ (ou en a = −∞) en posant x = 1/t (de sorte que t tend vers
0, avec un signe fixe) et en tentant de développer f(1/t) au voisinage de 0.Lorsque x et f(x) tendent vers l’infini, on obtient une asymptote oblique (si elle existe) en effectuant un dévelop-pement limité au voisinage de l’infini :

f(x)

x = a+
b
x +

c
xk + o

(
1

xk

)
où c

xk est le premier terme non nul après b
x . Dans ce cas, la droite d’équation y = ax + b est asymptote à lacourbe représentative de f . Et la position relative de la courbe et de l’asymptote résulte du signe de c

xk lorsque
x tend vers l’infini.
Développements limités usuels

ln(1 + x) =
k=n∑
k=1

(−1)k+1 xk
k + o (xn) = x − x

2

2
+
x3
3
− x

4

4
+ · · ·+ (−1)n+1 xn

n + o (xn)

ln(1− x) = −
k=n∑
k=1

xk
k + o (xn) = −x − x

2

2
− x

3

3
− x

4

4
+ · · · − x

n

n + o (xn)

ex =

k=n∑
k=0

xk
k !

+ o (xn) = 1 + x +
x2
2

+
x3
6

+
x4
24

+ · · ·+ xn
n!

+ o (xn)

sin(x) =

k=n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
+ o

(
x2n+2

)
= x − x

3

6
+
x5
120

+ · · ·+ (−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
+ o

(
x2n+2

)
cos(x) =

k=n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
+ o

(
x2n+1

)
= 1− x

2

2
+
x4
24

+ · · ·+ (−1)n
x2n

(2n)!
+ o

(
x2n+1

)
tan(x) = x +

x3
3

+
2x5
15

+
17x7
315

+ o
(
x8
)

arcsin(x) = x +
x3
6

+
3x5
40

+ · · ·+
∣∣∣∣(− 1

2

n

)∣∣∣∣ x2n+1

2n+ 1
+ o

(
x2n+2

)
arccos(x) =

π
2
− arcsin(x)

arctan(x) =

k=n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1
+ o

(
x2n+1

)
= x − x

3

3
+
x5
5
− x

7

7
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ o

(
x2n+2

)

sinh(x) =

k=n∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
+ o

(
x2n+2

)
= x +

x3
6

+
x5
120

+ · · ·+ x2n+1

(2n+ 1)!
+ o

(
x2n+2

)
cosh(x) =

k=n∑
k=0

x2k
(2k)!

+ o
(
x2n+1

)
= 1 +

x2
2

+
x4
24

+ · · ·+ x2n
(2n)!

+ o
(
x2n+1

)
tanh(x) = x − x

3

3
+

2x5
15
− 17x7

315
+ o

(
x8
)

(1 + x)α =

k=n∑
k=0

(
α
k

)
xk + o (xn) = 1 + αx +

α(α − 1)

2
x2 +

α(α − 1)(α − 2)

6
x3 + · · ·+

(
α
n

)
xn + o (xn)
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avec les cas particuliers
√

1 + x = 1 +
x
2
− x

2

8
+
x3
16
− 5x4

128
+ o

(
x4
)

1√
1 + x

== 1− x
2

+
3x2
8
− 5x3

16
+

5x4
128

+ o
(
x4
)

√
1− x = 1− x

2
− x

2

8
− x

3

16
− 5x4

128
+ o

(
x4
)

1

1 + x =

k=n∑
k=0

(−1)kxk + o (xn) = 1− x + x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + o (xn)

1

1− x =

k=n∑
k=0

xk + o (xn) = 1 + x + x2 + x3 + · · ·+ xn + o (xn)
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............... Exercices ...............

Exercice 11.1 Somme et produit de développements limitésCalculer les développements limités suivants au point 0 :
1. 1

1−x − e
x à l’ordre 3,2. √1− x +
√

1 + x à l’ordre 4,3. sin(x) cos(2x) à l’ordre 5,
4. cos(x) ln(1 + x) à l’ordre 4,5. (x3 + 1)

√
1− x à l’ordre 3,6. ln2(x + 1) à l’ordre 4.

Solution. 1. 1
1−x − e

x =
(
1 + x + x2 + x3 + o(x3)

)
−
(

1 + x + x2
2 + x3

6 + o(x3)
)

= x2
2 + 5

6x
3 + o(x3)

2. √1− x +
√

1 + x =
(

1− x
2 −

x2
8 −

x3
16 −

5x4
128 + o(x4)

)
+
(

1− x
2 + 3x2

8 −
5x3
16 + 5x4

128 + o(x4)
)

+ o(x4) = 2 − x2
4 −

5
64x

4 + o(x4)3. sin(x) cos(2x) =
(
x − x3

6 + x5
120 + o(x5)

)(
1− (2x)2

2 + (2x)4
24 + o(x5)

)
= x − 13

6 x
3 + 121

120x
5 + o(x5)

4. cos(x) ln(1 + x) =
(

1− x2
2 + x4

24 + o(x4)
)(
x − x2

2 + x3
3 + x4

4 + o(x4)
)

= x − x2
2 −

x3
6 + o(x4)

5. (x3 + 1)
√

1− x = (x3 + 1)
(

1− x
2 −

x2
8 −

x3
16 + o(x3)

)
= 1− x

2 −
x2
8 + 15

16x
3 + o(x3)

6. ln2(x + 1) = (ln(x + 1)) (ln(x + 1)) =
(
x − x2

2 + x3
3 + o(x3)

)(
x − x2

2 + x3
3 + o(x3)

)
= x2 − x3 + 11

12x
4 + o(x4)

Exercice 11.2 Composition de développements limitésCalculer les développements limités suivants au point 0 :
1. ln

(
sin x
x
) à l’ordre 4, 2. esin(x) à l’ordre 4, 3. (cos x)sin x à l’ordre 5.

Solution. 1. sin x
x =

x− x3
6 + x5

120+o(x
5)

x = 1 − x2
6 + x4

120 + o(x4). On note u = − x26 + x4
120 + o(x4) −−→

x→0
0, alors

ln
(
sin x
x
)

= ln(1+u) = u− u2
2 +o(u2) =

(
− x26 + x4

120 + o(x4)
)
−
(
− x2

6 + x4
120+o(x

4)
)2

2 +o(x4) =
(
− x26 + x4

120 + o(x4)
)
−

x4
36+o(x

4)

2 + o(x4) = − x26 + x4
120 −

x4
72 + o(x4) = − x26 −

x4
180 + o(x4)2. sin(x) = x − x3

6 + o(x4). On note u = x − x3
6 + o(x4) −−→

x→0
0, alors esin(x) = eu = 1 + u+ u2

2 + u3
6 + u4

24 + o(u4).Comme u = x − x3
6 + o(x4), alors u2 = x2 − x4

3 + o(x4), u3 = x3 + o(x4) et u4 = x4 + o(x4) et on trouve
esin(x) = 1 +

(
x − x3

6

)
+

(
x2− x4

3

)
2 +

(x3)
6 +

(x4)
24 + o(u4) = 1 + x + x2

2 −
x4
8 + o(x4)

3. (cos x)sin x = exp ((sin x) ln(cos x)). Comme cos x = 1 − x2
2 + x4

24 + o(x5), on pose u = − x22 + x4
24 + o(x5) −−→

x→0
0,alors ln(cos x) = ln(1+u) = u− u2

2 + u3
3 −

u4
4 + u5

5 +o(u5). Comme u = − x22 + x4
24 +o(x5), alors u2 = x4

4 +o(x5) et
u3 = u4 = u5 = o(x5), donc ln(cos x) =

(
− x22 + x4

24 + o(x5)
)
−
(
x4
4 +o(x5)

)2
2 + o(u5) = − x22 −

x4
12 + o(x5). Sachantque sin(x) = x− x3

6 + x5
120+o(x5) on en déduit (sin x) ln(cos x) = − x32 +o(x5). On pose alors v = − x32 +o(x5) −−→

x→0
0,et l’on a exp ((sin x) ln(cos x)) = exp(v) = 1 + v + v2

2 + o(v2) = 1− x3
2 + o(x5).

Exercice 11.3 Division de développements limitésCalculer les développements limités suivants au point 0 :
1. x 7→ sinh2(t)

1−cos(t) à l’ordre 4,2. 1
1+x+x2 à l’ordre 4, 3. tan(x) à l’ordre 2,4. sin x−1

cos x+1 à l’ordre 2, 5. ln(1+x)
sin x à l’ordre 3.
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Solution. 1. sinh(t) = t + t3
6 + t5

120 + o(t6) et 1− cos(t) = t2
2 −

t4
24 + t6

720 + o(t7) donc
sinh2(t)

1− cos(t) =

(
t + t3

6 + t5
120 + o(t6)

)2
t2
2 −

t4
24 + t6

720 + o(t7)
=

t2 + t4
3 + 2t6

45 + o(t7)

t2
2

(
1− t2

12 + t4
360 + o(t5)

) =
2 + 2t2

3 + 4t4
45 + o(t5)

1− t2
12 + t4

360 + o(t5)
.

Maintenant on peux utiliser deux méthodes :1.1. la première utilise le développement limité de 1
1−A avec A = t2

12 −
t4
360 + o(t5) :

sinh2(t)
1− cos(t) =

2 + 2t2
3 + 4t4

45 + o(t5)

1− A

=

(
2 +

2t2
3

+
4t4
45

+ o(t5)

)(
1 + A+ A2 + o(A2)

)
=

(
2 +

2t2
3

+
4t4
45

+ o(t5)

)(
1 +

t2
12
− t4

360
+ o(t5) +

t4
144

)
= 2 +

5

6
t2 +

11

72
t4 + o(t4);

1.2. la deuxième méthode (qu’on utilisera dans la suite de cet exercice) applique la technique de la divisionsuivant les puissances croissantes : si f et g ont au point a un développement limité à l’ordre n et si
g(a) 6= 0, le polynôme d’approximation de f/g à l’ordre n s’obtient en divisant suivant les puissancescroissantes à l’ordre n le polynôme d’approximation de f par celui de g. Ici f(x) = 2 + 2t2

3 + 4t4
45 et

g(x) = 1− t2
12 + t4

360 et on pose la division suivant les puissances croissantes en ne gardant que les termesde degré inférieur ou égal à 4 :
2 + 2

3 t
2 + 4

45 t
4 1 − 1

12 t
2 + 1

360 t
4

−2 + 1
6 t

2 − 1
180 t

4 2 + 5
6 t

2 + 11
72 t

4

+ 5
6 t

2 + 1
12 t

4

− 5
6 t

2 + 5
72 t

4

+ 11
72 t

4

− 11
72 t

4

0

On conclut que sinh2(t)
1−cos(t) = 2 + 5

6 t
2 + 11

72 t
4 + o(t4).2. Ici f(x) = 1 et g(x) = 1 + x + x2 et on pose la division suivant les puissances croissantes en ne gardant queles termes de degré inférieur ou égal à 4 :

1 1 + x + x2
−1 −x −x2 1− x + x3 − x4

−x −x2
x +x2 +x3

x3
−x3 −x4 +o(x4)

x4 +o(x4)

−x4 +o(x4)

o(x4)

Le développement limité de 1
1+x+x2 au point 0 à l’ordre 4 est donc 1− x + x3 − x4 + o(x4)3. tan(x) = sin(x)

cos(x) =
x− 1

6 x
3+ 1

120 x
5+o(x5)

1+ 1
2 x2+

1
24 x4+o(x5)

. Ici f(x) = x − 1
6x

3 + 1
120x

5 + o(x5) et g(x) = 1 + 1
2x

2 + 1
24x

4 + o(x5) eton pose la division suivant les puissances croissantes en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal
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à 5 :
x − 1

6x
3 + 1

120x
5 +o(x5) 1 + 1

2x
2 + 1

24x
4 + o(x5)

−x + 1
2x

3 − 1
24x

5 +o(x5) x + 1
3x

3 + 2
15x

5

1
3x

3 − 1
30x

5 +o(x5)

− 1
3x

3 + 1
6x

5 +o(x5)
2
15x

5 +o(x5)

− 2
15x

5 +o(x5)

o(x5)Le développement limité de tan(x) au point 0 à l’ordre 5 est donc x + 1
3x

3 + 2
15x

5 + o(x5)4. sin(x)−1
cos(x)+1 = −1+x+o(x2)

2+ 1
2 x2+o(x2)

. Ici f(x) = −1 + x + o(x2) et g(x) = 2 + 1
2x

2 + o(x2) et on pose la division suivant lespuissances croissantes en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal à 2 :
−1 +x +o(x2) 2− 1

2x
2 + o(x2)

+1 − 1
4x

2 +o(x2) − 1
2 + 1

2x
2

x − 1
4x

2 +o(x2)

−x +o(x2)

− 1
4x

2 +o(x2)

− 1
4x

2 +o(x2)

o(x2)

Le développement limité de sin x−1
cos x+1 au point 0 à l’ordre 2 est donc − 1

2 + 1
2x

2 + o(x2)

5. ln(1+x)
sin x =

x(−1− 1
2 x+

1
3 x

2+o(x2))
x(1− 1

6 x2+o(x2))
. Ici f(x) = −1− 1

2x + 1
3x

2 + o(x2) et g(x) = 1− 1
6x

2 + o(x2) et on pose la divisionsuivant les puissances croissantes en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal à 2 :
−1 − 1

2x + 1
3x

2 +o(x2) 1− 1
6x

2 + o(x2)

−1 + 1
6x

2 +o(x2) 1− 1
2x + 1

2x
2

− 1
2x + 1

2x
2 +o(x2)

1
2x +o(x2)

1
2x

2 +o(x2)

− 1
2x

2 +o(x2)

o(x2)

Le développement limité de ln(1+x)
sin x au point 0 à l’ordre 2 est donc 1− 1

2x + 1
2x

2 + o(x2).
Exercice 11.4Développer dans le voisinage de zéro les fonctions suivantes :

1. x 7→ √1 + x −
√

1− x à l’ordre 3,2. x 7→ ln(1 + 3x) à l’ordre 3,3. x 7→ (1− cos x) ln(1 + x2) à l’ordre plus bas,4. x 7→ (sin(x2))(e−x − 1) à l’ordre plus bas,5. x 7→ ex − 1 + sin x − 2x − x2
2 à l’ordre 4,

6. x 7→ (1 + sin x)
1
x à l’ordre 2,7. x 7→ ex

cos x à l’ordre 3,8. x 7→ cos x
ex à l’ordre 3,

9. x 7→ ex
(sin x)/x à l’ordre 3.

Solution. Comme
cos x = 1− x

2

2
+
x4
24

+ o(x5),

sin x = x − x
3

6
+ o(x4),

ln(1 + x) = x − x
2

2
+ o(x2),

ex = 1 + x +
x2
2

+ o(x2),
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√
1 + x = 1 +

x
2
− x

2

8
+
x3
16

+ o(x3),

ln(1 + x) = x − x
2

2
+
x3
3

+ o(x3),

alors
√

1− x = 1− x
2
− x

2

8
− x

3

16
+ o(x3),

donc1. √1 + x −
√

1− x =
(

1 + x
2 −

x2
8 + x3

16 + o(x3)
)
−
(

1− x
2 −

x2
8 −

x3
16 + o(x3)

)
= x + x3

8 + o(x3) ;
2. ln(1 + 3x) = (3x)− (3x)2

2
(3x)3
3 + o(x3) = 3x − 9x2

2 + 9x3 + o(x3) ;3. (1− cos x) ln(1 + x2) =
(
x2
2 −

x4
24 + o(x5)

)(
x2 − x4

2 + o(x4)
)

= x4
2 + o(x4) ;

4. (sin(x2))(e−x − 1) =
(
x2 − x6

6 + o(x8)
)(
−x + x2

2 + o(x2)
)

= −x3 + o(x3).5. À partir des développements limités des fonctions ex et sin x en 0 à l’ordre 4

ex = 1 + x +
x2
2

+
x3
6

+
x4
24

+ o(x4),

sin x = x − x
3

6
+ o(x4),

on conclut que f(x) = 1 + x + x2
2 + x3

6 + x4
24 − 1 + x − x3

6 − 2x − x2
2 + o(x4) = x4

24 + o(x4).6. On réécrit d’abord la fonction g(x) sous forme exponentielle :
(1 + sin x)

1
x = ex−1 ln(1+sin x).On commence par déterminer le développement limité en 0 à l’ordre 2 de x 7→ x−1 ln(1+sin x). Comme on divisepar x , il faut déterminer le développement limité à l’ordre 3 de x 7→ ln(1 + sin x). Or,

sin x = x − x
3

6
+ o(x4),

donc
ln(1 + sin x) = ln

(
1 + x − x

3

6
+ o(x4)

)
.

On pose u = x − x3
6 + o(x4). Comme limx→0 u = 0 et

ln(1 + u) = u − u
2

2
+
u3

3
+ o(u3),

on en déduit que
ln(1 + sin x) =

(
x − x

3

6

)
− 1

2

(
x − x

3

6

)2

+
1

3

(
x − x

3

6

)3

+ o(x3) = x − x
2

2
+
x3
6

+ o(x3)

d’où
x−1 ln(1 + sin x) = 1− x

2
+
x2
6

+ o(x2).On a donc
ex−1 ln(1+sin x) = ee− x

2+
x2
6 +o(x2).On pose v = − x

2 + x2
6 + o(x2). Comme limx→0 v = 0 et

ev = 1 + v +
v2
2

+ o(v2),

on en déduit que
(1 + sin x)

1
x = ex−1 ln(1+sin x) = e

[
1 +

(
−x

2
+
x2
6

)
+

1

2

(
−x

2
+
x2
6

)2

+ o(x2)

]
= e − e

2
x +

7e
24
x2 + o(x2).
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7. À partir du DL donné dans le tableau cos(x) = 1− 1
2x

2 + o(x3), on trouve le DL en zéro de 1
cos(x) (en utilisantle DL en zéro de 1

1−x ) :
1

cos(x)
=

1

1− 1
2x2 + o(x3)

u= 1
2 x

2+o(x3)︸ ︷︷ ︸
= 1 + u+ o(u2) = 1 +

1

2
x2 + o(x3).

En multipliant ce résultat par le DL donné dans le tableau ex = 1+x+ 1
2x

2 + 1
6x

3 +o(x3) on obtient finalement
1 + x + x2 +

2

3
x3 + o(x3).

8. À partir du DL donné dans le tableau ex = 1+x+ 1
2x

2 + 1
6x

3 +o(x3), on trouve le DL en zéro de 1
ex (en utilisantle DL en zéro de 1

1+x ) :
1

ex =
1

1 + x + 1
2x2 + 1

6x3 + o(x3)

u=x+ 1
2 x

2+ 1
6 x

3+o(x3)︸ ︷︷ ︸
= 1− u+ u2 + o(u3) = 1− x +

1

2
x2 + o(x3).

En multipliant ce résultat par le DL donné dans le tableau cos(x) = 1− 1
2x

2 + o(x3) on obtient finalement
1− x +

1

3
x3 + o(x3).

9. À partir du DL donné dans le tableau cos(x) = 1− 1
2x

2 + o(x3), on trouve le DL en zéro de 1
cos(x) (en utilisantle DL en zéro de 1

1−x ) :
1

cos(x)
=

1

1− 1
2x2 + o(x3)

u= 1
2 x

2+o(x3)︸ ︷︷ ︸
= 1 + u+ o(u2) = 1 +

1

2
x2 + o(x3).

En multipliant ce résultat par le DL donné dans le tableau ex = 1+x+ 1
2x

2 + 1
6x

3 +o(x3) on obtient finalement
1 + x + x2 +

2

3
x3 + o(x3).

Exercice 11.5Calculer le développement limité à l’ordre 3 au point 0 de
f(x) = arctan

(
x

x + 2

)
de trois façons :1. par la formule de Taylor-Young2. par composition de développements limités3. en commençant par calculer le développement limité de f ′.

Solution. 1. Pour utiliser la formule de Taylor-Young on doit d’abord calculer les dérivées de f jusqu’à l’ordre 3en 0 :
f(x) = arctan

(
x

x + 2

)
f(0) = 0

f ′(x) =
1

1 +
(

x
x+2

)2 2

(x + 2)2
=

1

x2 + 2x + 2
f ′(0) =

1

2

f ′′(x) = −2
x + 1

(x2 + 2x + 2)2
f ′′(0) =

−1

2

f ′′′(x) = 2
3x2 + 6x + 2

(x2 + 2x + 2)3
f ′′′(0) =

1

2d’où le développement limité
f(x) = f(0) + f ′(0)x +

f ′′(0)

2
x2 +

f ′′′(0)

6
x3 + o(x3) =

x
2
− x

2

4
+
x3
12

+ o(x3)
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2. Comme u(x) ≡ x
x+2 −−→x→0

0, on a
f(x) = arctan(u(x)) = u(x)− (u(x))3

3
+ o(u3)

=
x

x + 2
− x3

3(x + 2)3
+ o(x3)

= 2x x2 + 6x + 6

3(x3 + 6x2 + 12x + 8)
+ o(x3)

En effectuant la division selon les puissances croissantes et en s’arrêtant à o(x2) car le résultat sera multipliépar x on a
6 +6x +x2 o(x2) 8 + 12x + 6x2 + x3
−6 −9x − 9

2x
2 o(x2) 3

4 −
3
8x + 1

8x
2

−3x − 7
2x

2 o(x2)
+3x + 9

2x
2 o(x2)

x2 o(x2)
−x2 o(x2)

o(x2)ainsi
f(x) =

2x
3

(
3

4
− 3

8
x +

1

8
x2
)

+ o(x3) =
x
12

(
6− 3x + x2

)
+ o(x3) =

x
2
− x

2

4
+
x2
12

+ o(x3).

3. f ′(x) = 1
x2+2x+2 et le le développement limité de f ′ au point 0 à l’ordre 2 peut être calculé par la division selonles puissances croissantes :

1 o(x2) 2 + 2x + x2
−1 −x − 1

2x
2 o(x2) 1

2 −
1
2x + 1

4x
2

−x − 1
2x

2 o(x2)
x +x2 o(x2)

1
2x

2 o(x2)
− 1

2x
2 o(x2)
o(x2)ainsi

f(x) =

∫
f ′(x) dx =

∫ (
1

2
− 1

2
x +

1

4
x2
)

dx + o(x3) =
x
2
− x

4
+
x3
12

+ o(x3).

Exercice 11.61. Calculer le développement limité en x = 0 à l’ordre 3 de ln(1 + sin2 x). En déduire la limite lim
x→0

ln(1+sin2 x)
2x2 .

2. Calculer le développement limité en x = 0 à l’ordre 3 de ln(1+x cos2 x). En déduire la limite lim
x→0

ln(1+x cos2 x)
4x .

3. Calculer le développement limité en x = 0 à l’ordre 3 de ln(1− sin2 x). En déduire la limite lim
x→0

ln(1−sin2 x)
2x2 .

4. Calculer le développement limité en x = 0 à l’ordre 3 de ln(1−x cos2 x). En déduire la limite lim
x→0

ln(1−x cos2 x)
3x .

5. Calculer le développement limité en x = 0 à l’ordre 3 de ln(1− sin2 x). En déduire la limite lim
x→0

ln(1−sin2 x)
7x2 .

Solution.1. Étant donné que
sin(x) = x − x

3

6
+ o

(
x4
)

alors
sin2(x) = x2 + o

(
x4
)
.Comme x2 + o

(
x4
)
−−→
x→0

0 et comme le développement limité de ln(1 + u) en u = 0 est
ln(1 + u) = u − u

2

2
+
u3
3
− u

4

4
+ · · ·+ (−1)n+1un

n + o (un)
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on conclut que
ln(1 + sin2 x) = x2 + o

(
x4
)
.Donc

lim
x→0

ln(1 + sin2 x)

2x2 = lim
x→0

x2
2x2 =

1

2
.

2. Étant donné que
cos(x) = 1− x

2

2
+ o

(
x4
)

alors
cos2(x) = 1− x2 + o

(
x4
)
.Comme x cos2(x) = x − x3 + o

(
x4
)
−−→
x→0

0 et comme le développement limité de ln(1 + u) en u = 0 est
ln(1 + u) = u − u

2

2
+
u3
3
− u

4

4
+ · · ·+ (−1)n+1un

n + o (un)

on conclut que
ln(1 + x cos2 x) = x − x

2

2
+

2

3
x3 + o

(
x4
)
.

Donc
lim
x→0

ln(1 + x cos2 x)

4x = lim
x→0

x
4x =

1

4
.

3. Étant donné que
sin(x) = x − x

3

6
+ o

(
x4
)

alors
sin2(x) = x2 + o

(
x4
)
.Comme sin2(x) = x2 + o

(
x4
)
−−→
x→0

0 et comme le développement limité de ln(1− u) en u = 0 est
ln(1− u) = −u − u

2

2
− u

3

3
− u

4

4
+ · · · − u

n

n + o (un)

on conclut que
ln(1− sin2 x) = −x2 + o

(
x4
)
.Donc

lim
x→0

ln(1− sin2 x)

2x2 = lim
x→0

−x2
2x2 = −1

2
.

4. Étant donné que
cos(x) = 1− x

2

2
+ o

(
x4
)

alors
cos2(x) = 1− x2 + o

(
x4
)
.Comme x cos2(x) = x − x3 + o

(
x4
)
−−→
x→0

0 et comme le développement limité de ln(1− u) en u = 0 est
ln(1− u) = −u − u

2

2
− u

3

3
− u

4

4
+ · · · − u

n

n + o (un)

on conclut que
ln(1− x cos2 x) = −x − x

2

2
+

2

3
x3 + o

(
x4
)
.

Donc
lim
x→0

ln(1− x cos2 x)

4x = lim
x→0

−x
4x = −1

4
.
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5. Étant donné que
sin(x) = x − x

3

6
+ o

(
x4
)

alors
sin2(x) = x2 + o

(
x4
)
.Comme sin2(x) = x2 + o

(
x4
)
−−→
x→0

0 et comme le développement limité de ln(1− u) en u = 0 est
ln(1− u) = −u − u

2

2
− u

3

3
− u

4

4
+ · · · − u

n

n + o (un)

on conclut que
ln(1− sin2 x) = −x2 + o

(
x4
)
.Donc

lim
x→0

ln(1− sin2 x)

7x2 = lim
x→0

−x2
7x2 = −1

7
.

Exercice 11.7 Développements limités au point x0 6= 0Calculer les développements limités suivants :
1. √x au point 2 à l’ordre 3,2. sin x au point π

3 à l’ordre 3,3. cos x au point π
6 à l’ordre 3,4. ln x

(1+x)2 en 1 à l’ordre 2.5. x3 au point x = 1 à l’ordre 4,6. x3 au point x = −1 à l’ordre 4,

7. x3 au point x = −2 à l’ordre 4,8. x3 au point x = 2 à l’ordre 4,9. x3 au point x = −3 à l’ordre 4,10. x4 − 1 au point −1 à l’ordre 3,11. x4 + 1 au point 1 à l’ordre 3.
Solution. Soit f une fonction de R dans R et x0 ∈ R. Si f et toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre n sont définies etcontinues en tout point d’un intervalle ouvert contenant x0 alors f admet un développement limité à l’ordre n en x0donné par la formule

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k !
(x − x0)k + (x − x0)nε(x − x0).

1. On pose h = x − 2, alors x = h + 2 et on a √x =
√

2 + h =
√

2
√

1 + h
2 . On se rappelle que, pour u → 0, onpeut écrire √1 + u = 1 + u

2 −
u2
8 + u3

16 + o(u3) ; ici u = h
2 donc √x =

√
2 + h =

√
2
√

1 + h
2 =

√
2
√

1 + u =
√

2
(

1 + u
2 −

u2
8 + u3

16 + o(u3)
)

=
√

2
(

1 + h
4 −

h2
32 + h3

128 + o(h3)
)

=
√

2
(

1 + (x−2)
4 − (x−2)2

32 + (x−2)3
128 + o((x − 2)3)

)
2. Pour calculer le développement limité de sin x en π

3 à l’ordre 3 on utilise la formule de Taylor :
f(x) =

a

k=n∑
k=0

f (k)(a)

k !
(x − a)k + o((x − a)k).

Ici n = 3, a = π
3 et f(x) = sin x d’où

f(x) = sin x, f(a) =

√
3

2
;

f ′(x) = cos x, f ′(a) =
1

2
;

f ′′(x) = − sin x, f ′′(a) = −
√

3

2
;

f ′′′(x) = − cos x, f ′′′(a) = −1

2
;

donc
sin x =

π/3

√
3

2
+

1

2

(
x − π

3

)
−
√

3

4

(
x − π

3

)2
− 1

12

(
x − π

3

)3
+ o

((
x − π

3

)3)
.
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3. Pour calculer le développement limité de cos x en π
6 à l’ordre 3 on utilise la formule de Taylor-Young :

f(x) =
a

k=n∑
k=0

f (k)(a)

k !
(x − a)k + o((x − a)k).

Ici n = 3, a = π
6 et f(x) = cos x d’où

f(x) = cos x, f(a) =

√
3

2
;

f ′(x) = − sin x, f ′(a) = −1

2
;

f ′′(x) = − cos x, f ′′(a) = −
√

3

2
;

f ′′′(x) = sin x, f ′′′(a) =
1

2
;

donc
cos x =

π/6

√
3

2
− 1

2

(
x − π

6

)
−
√

3

4

(
x − π

6

)2
+

1

12

(
x − π

6

)3
+ o

((
x − π

6

)3)
.

4. On pose y = x − 1. Alors ln x
(1+x)2 = ln(1+y)

(2+y)2 . Comme limx→1 y = 0, on calcul le développement limité de ln(1+y)
(2+y)2en zéro. Or,

ln(1 + y) = y − 1

2
y2 + o(y2),

(2 + y)−2 =
1

4

(
1 +

y
2

)−2
=

1

4

(
1− 2

y
2

+
(−2)(−2− 1)

2

y2
22

+ o(y2)

)
=

1

4

(
1− y+

3

2
y2 + o(y2)

)
,

d’où
1

4

(
1− (x − 1) +

3

2
(x − 1)2 + o((x − 1)2)

)
.

5. n = 4, f(x) = x3 et x0 = 1 donc
f(x) = f(1)

(x − 1)0

0!
+ f ′(1)

(x − 1)1

1!
+ f ′′(1)

(x − 1)2

2!
+ f (3)(1)

(x − 1)3

3!
+ f (4)(1)

(x − 1)4

4!

= 1 + 3(x − 1) + 3(x − 1)2 + (x − 1)3.

6. n = 4, f(x) = x3 et x0 = −1 donc
f(x) = f(−1)

(x + 1)0

0!
+ f ′(−1)

(x + 1)1

1!
+ f ′′(−1)

(x + 1)2

2!
+ f (3)(−1)

(x + 1)3

3!
+ f (4)(−1)

(x + 1)4

4!

= −1 + 3(x + 1)− 3(x + 1)2 + (x + 1)3.

7. n = 4, f(x) = x3 et x0 = −2 donc
f(x) = f(−2)

(x + 2)0

0!
+ f ′(−2)

(x + 2)1

1!
+ f ′′(−2)

(x + 2)2

2!
+ f (3)(−2)

(x + 2)3

3!
+ f (4)(−2)

(x + 2)4

4!

= −8 + 12(x + 2)− 6(x + 2)2 + (x + 2)3.

8. n = 4, f(x) = x3 et x0 = 2 donc
f(x) = f(2)

(x − 2)0

0!
+ f ′(2)

(x − 2)1

1!
+ f ′′(2)

(x − 2)2

2!
+ f (3)(2)

(x − 2)3

3!
+ f (4)(2)

(x − 2)4

4!

= 8 + 12(x − 2) + 6(x − 2)2 + (x − 2)3.

9. n = 4, f(x) = x3 et x0 = −3 donc
f(x) = f(−3)

(x + 3)0

0!
+ f ′(−3)

(x + 3)1

1!
+ f ′′(−3)

(x + 3)2

2!
+ f (3)(−3)

(x + 3)3

3!
+ f (4)(−3)

(x + 3)4

4!

= −27 + 27(x + 3)− 9(x + 3)2 + (x + 3)3.
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10. Selon la formule de Taylor, le développement limité à l’ordre n au point x0 de f peut être calculé selon laformule DLn(x0) =
∑k=n

k=0 f (k)(x0) (x−x0)k
k! + o((x − x0)n). Ici f(x) = x4 − 1, x0 = −1 et

f (0)(x) = x4 − 1 f (0)(−1) = 0,
f (i)(x) = 4x3 f (i)(−1) = −4,
f (ii)(x) = 12x2 f (ii)(−1) = 12,
f (iii)(x) = 24x f (iii)(−1) = −24,

donc
x4 − 1 = f (0)(−1)

(x + 1)0

0!
+ f (i)(−1)

(x + 1)1

1!
+ f (ii)(−1)

(x + 1)2

2!
+ f (iii)(−1)

(x + 1)3

3!
+ o((x + 1)3)

= 0
1

1
+ (−4)

(x + 1)

1
+ 12

(x + 1)2

2
+ (−24)

(x + 1)3

6
+ o((x + 1)3)

= −4(x + 1) + 6(x + 1)2 − 4(x + 1)3 + o((x + 1)3).

11. Selon la formule de Taylor, le développement limité à l’ordre n au point x0 de f peut être calculé selon laformule DLn(x0) =
∑k=n

k=0 f (k)(x0) (x−x0)k
k! + o((x − x0)n). Ici f(x) = x4 + 1, x0 = 1 et

f (0)(x) = x4 + 1 f (0)(1) = 2,
f (i)(x) = 4x3 f (i)(1) = 4,
f (ii)(x) = 12x2 f (ii)(1) = 12,
f (iii)(x) = 24x f (iii)(1) = 24,

donc
x4 + 1 = f (0)(1)

(x − 1)0

0!
+ f (i)(1)

(x − 1)1

1!
+ f (ii)(1)

(x − 1)2

2!
+ f (iii)(1)

(x − 1)3

3!
+ o((x − 1)3)

= 2
1

1
+ 4

(x − 1)

1
+ 12

(x − 1)2

2
+ 24

(x − 1)3

6
+ o((x − 1)3)

= 2 + 4(x − 1) + 6(x − 1)2 + 4(x − 1)3 + o((x − 1)3).

Exercice 11.8 Développements limités généralisésCalculer les développements limités suivants :
1. f(x) =

√
x+2√
x en +∞ à l’ordre 3,2. f(x) = x

x−1
√
x2 + 1 en −∞ et en +∞ à l’ordre 1,3. f(x) = e2/x en +∞ à l’ordre 3,4. f(x) = e3/x en +∞ à l’ordre 3,5. f(x) = e−2/x en −∞ à l’ordre 3,

6. f(x) = e−1/x en −∞ à l’ordre 3,7. f(x) = e4/x en +∞ à l’ordre 3,8. f(x) = x2−x
1+x en +∞ à l’ordre 2,

9. f(x) =
√
3+x+x2−

√
2−x+x2

x en +∞ à l’ordre 2.
Solution. Soit f définie sur un intervalle ]A,+∞[ (ou ] − ∞,A[). On dit que f admet un développement limitégénéralisé à l’ordre n en a = +∞ (ou en a = −∞) s’il existe un polynôme P tel que f(x) = P(1/x) + o(1/xn) auvoisinage de ce point. L’expression P(1/x) n’est pas un polynôme, mais a des propriétés similaires. Dans la pratique,on peut obtenir un développement limité de f(x) en a = +∞ (ou en a = −∞) en posant x = 1/t (de sorte que t tendvers 0, avec un signe fixe) et en tentant de développer f(1/t) au voisinage de 0.

1. On pose u = 1
x , ainsi u −−−−→

x→+∞
0. Alors √x+2√

x =
√

x+2
x =

√
1 + 2

x =
√

1 + 2u = 1 + 2u
2 −

(2u)2
8 + (2u)3

16 + o(u3) =

1 + 1
x −

1
2x2 + 1

2x3 + o(x−3)2. B Développement limité asymptotique en +∞ : on pose y = 1
x et on remarque que limx→+∞ y = 0+. Alors

`+(y) =
1

y
y

1− y

√
1 + y2
y2

(y>0)
=

1

y(1− y)

√
1 + y2
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=
1

y
(
1 + y+ y2 + o(y2)

)(
1 +

y2

2
+ o(y2)

)
=

1

y + 1 +
3

2
y+ o(y2)

d’où
`(x) = x + 1 +

3

2

1

x + o(x−1).On en déduit que le graphe de la fonction ` admet la droite d’équation y = x + 1 comme asymptote en +∞.
B Développement limité asymptotique en −∞ : on pose encore y = 1

x et on remarque que limx→−∞ y = 0−.Alors
`−(y) =

1

y
y

1− y

√
1 + y2

y2

(y<0)
= − 1

y(1− y)

√
1 + y2

= − 1

y
(
1 + y+ y2 + o(y2)

)(
1 +

y2

2
+ o(y2)

)
=

1

y + 1 +
3

2
y+ o(y2)

d’où
`(x) = −x − 1− 3

2

1

x + o(x−1).On en déduit que le graphe de la fonction ` admet la droite d’équation y = −x − 1 comme asymptote en
−∞.3. f(x) = e2/x , n = 3 et a = +∞ donc
e2/x = e2t = ey = 1 + y+

y2

2
+
y3

6
+ o

(
y3
)

= 1 + 2t +
4t2
2

+
8t3
6

+ o
(
t3
)

= 1 +
2

x +
2

x2 +
4

3x3 + o
(

1

x3

)
.

4. f(x) = e3/x , n = 3 et a = +∞ donc
e3/x = e3t = ey = 1 + y+

y2
2

+
y3

6
+ o

(
y3
)

= 1 + 3t +
9t2
2

+
27t3

6
+ o

(
t3
)

= 1 +
3

x +
9

2x2 +
9

2x3 + o
(

1

x3

)
.

5. f(x) = e−2/x , n = 3 et a = −∞ donc
e−2/x = e−t = ey = 1 + y+

y2

2
+
y3

6
+ o

(
y3
)

= 1− t +
t2
2
− t

3

6
+ o

(
t3
)

= 1− 2

x +
2

2x2 −
4

3x3 + o
(

1

x3

)
.

6. f(x) = e−1/x , n = 3 et a = −∞ donc
e−1/x = e−t = ey = 1 + y+

y2

2
+
y3

6
+ o

(
y3
)

= 1− t +
t2
2
− t

3

6
+ o

(
t3
)

= 1− 1

x +
1

2x2 −
1

6x3 + o
(

1

x3

)
.

7. f(x) = e4/x , n = 3 et a =∞ donc
e4/x = et = ey = 1 + y+

y2

2
+
y3

6
+ o

(
y3
)

= 1 + t +
t2
2

+
t3
6

+ o
(
t3
)

= 1 +
4

x +
8

x2 +
32

3x3 + o
(

1

x3

)
.

8. On pose y = 1
x . Il s’agit de calculer le développement limité en zéro à l’ordre 3 de la fonction r(y) = 1−y

y(1+y) .Or, 1−y
1+y = (1 − y)(1 − y + y2 − y3 + o(y3)) donc r(y) = 1

y − 2y + 2y2 − 2y3 + o(y3) et finalement f(x) =

x − 2 + 2
x −

2
x2 + o(x−2).9.
f(1/t) = t

(√
3 +

1

t +
1

t2 −
√

2− 1

t +
1

t2

)
=
√

3t2 + t + 1−
√

2t2 − t + 1

= (1− A)
1/2 − (1− B)

1/2 avec A = −t − 3t2 −−→
t→0

0, B = t − 2t2 −−→
t→0

0

=

(
1− 1

2
A+

1

8
A2 + o(A2)

)
−
(

1− 1

2
B +

1

8
B2 + o(A2)

)
=

(
1 +

1

2
t +

3

2
t2 +

1

8
t2 + o(t2)

)
−
(

1− 1

2
t + t2 +

1

8
t2 + o(t2)

)
= t +

1

2
t2 + o(t2)

=
1

x +
1

2x2 + o(1/x2).
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Exercice 11.9 développement limité au voisinage de l’infiniDéterminer les asymptotes de la courbe d’équation
y = 5x + 3

√
x2 − 1.

Préciser la position de la courbe par rapport à ces asymptotes.
Solution. TO DO

Exercice 11.10 développement limité au voisinage de l’infini1. Calculer le développement limité à l’ordre 3 en 0 de ln
(
1 + y+ y2

).2. Calculer le développement limité à l’ordre 2 au voisinage de l’infini de la fonction
f(x) := (2x − 1) ln

x2
1 + x + x2 .

3. Calculer la limite de x2(f(x) + 2
) quand x tend vers +∞.

Solution. TO DO

Exercice 11.11Soit f l’application de R \ {0} dans R définie par f(x) := x3 sin 1
x . Calculer le développement limité à l’ordre 2 en

0 de f puis montrer que f n’admet pas de développement limité à l’ordre 3 en 0.
Solution. On dit qu’une fonction f admet un développement limité à l’ordre n (entier naturel) au point a s’il existeun polynôme P de degré au plus n tel que

f(x) = P(x) + o((x − a)n) = a0 + a1(x − a) + a2(x − a)2 + · · ·+ an(x − a)n + o((x − a)n)

au voisinage de a.Si f est n fois continûment dérivable sur un intervalle I avec n entier positif ou nul, alors pour tout point a ∈ I , f aun développement limité au point a donné par la formule de Taylor-Young
f(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k !
(x − a)k + o((x − a)n).

Dans notre cas, comme f n’admet pas de dérivée seconde en 0, on ne peut pas utiliser la formule de Taylor-Youngpour calculer le développement limité de f en 0 à l’ordre 2.Il est tentant de penser que la réciproque est vraie, c’est-à-dire qu’une fonction qui admet un développement limité àl’ordre n en un point a est dérivable n fois en ce point. C’est effectivement le cas si n = 0 ou n = 1. Dans le premiercas, le développement limité s’écrit juste f(x) = ao + o(1) et donc ao = f(a) par définition d’un o(1). Si n = 1 et
f(x) = ao + a1(x − a) + o(x − a), alors ao = f(a) pour la même raison, et par suite :

f(x)− f(a)

x − a = a1 + o(1)

ce qui implique que l’accroissement fini a une limite égale à a1, ainsi f est bien dérivable en a et a1 = f ′(a). Mais laréciproque est fausse pour n ≥ 2, autrement dit une fonction peut admettre un développement limité à l’ordre n ≥ 2bien qu’elle ne soit pas n fois continûment dérivable.Dans notre cas, on peut utiliser la formule de Taylor-Young pour calculer le développement limité de f en 0 à l’ordre 1 :
f(x) = f(0) + f ′(0)x + o(x) = 0 + o(x).
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Pour calculer le développement limité de f en 0 à l’ordre 2 il suffit de remarquer que
lim
x→0+

x3 sin 1
x

x2 = 0 et lim
x→0−

x3 ln(−x)

x2 = 0,

c’est-à-dire f(x) = o(x2) : le développement limité de f en 0 à l’ordre 2 est f(x) = 0 + o(x2). Remarquons que, enrevanche, il n’existe pas de développement limité de f en 0 à l’ordre 3 car
lim
x→0+

x3 sin 1
x

x3n’existe pas.
Exercice 11.12 Calculs de limitesCalculer les limites suivantes

1. lim
x→0

(
1−cos x
sin x

)
2. lim

x→0

(
arctan x−sin x
tan x−arcsin x

)
3. lim

x→+∞

(
cosh 1

x2
)x2

4. lim
x→0

(
cos x−ex

arcsin x−x2
)

5. lim
x→0

(
1

x−sin x + 1
x−sinh x

)
6. lim

x→0

(
1
x2 ln sin x

x
)

7. lim
x→+∞

(
1 + 7

x
)x

8. lim
x→0

(
1
x −

1
ln(1+x)

)
9. lim

x→0

sin x(tanh x−x)
ln(1+x)

10. lim
x→0

(1+x) 1
x −e

x11. lim
x→+∞

3
√
x3 + x + 1−

√
x2 + x12. lim

x→0

x−sin x
ex−1−x− x2

213. lim
x→0

2(tan x−sin x)−x3
x514. lim

x→a
sin x−sina

x−a15. lim
x→0

x−x cos x
x−sin x16. lim

x→ π
2

(cos x)
π
2−x

17. lim
x→0

ex−e−x−2x
x−sin x18. lim

x→0

x(cosh(x)+cos(x)−2)
sinh(x)+sin(x)−2x

19. lim
x→0

sinh(x)+sin(x)−2x
x(cosh(x)+cos(x)−2)

20. lim
x→0

x(cosh(x)+cos(x)−2)
tanh(x)+tan(x)−2x

21. lim
x→1

x ln x
x2−1

22. lim
x→1

√
3x+1+

√
2−x−

√
2x+7

x2+x−2

23. lim
x→−1

√
1−3x+

√
x+2−

√
7−2x

x2−x−2

24. lim
x→+∞

3
√
x3 + x + 1−

√
x2 + x

25. lim
x→0

1−cos(2x)
ex−1−x

Solution. 1. lim
x→0

1−cos x
sin x = lim

x→0

1−1+ x2
2 +o(x2)

x+o(x2) = lim
x→0

x
2+o(x)
1+o(x) = 0

2. lim
x→0

arctan x−sin x
tan x−arcsin x = lim

x→0

(
x− x3

3 +o(x3)
)
−
(
x− x3

6 +o(x3)
)(

x+ x3
3 +o(x3)

)
−
(
x+ x3

6 +o(x3)
) = lim

x→0

− x3
6 +o(x3)

x3
6 +o(x3)

= −1

3. On pose u = 1
x2 , alors limx→+∞

(
cosh

(
1
x2
))x2

= lim
u→0

(cosh(u))1/u = lim
u→0

exp
(

ln(cosh(u))
u

)
= lim

u→0
exp

(
ln( e

u+e−u
2 )

u

)
=

lim
u→0

exp

(
ln
(
1+ u2

2 +o(u2)
)

u

)
= lim

u→0
exp

(
u2
2 +o(u2)

u

)
= lim

u→0
exp

(u
2 + o(u)

)
= 1

4. lim
x→0

cos x−ex
arcsin x−x2 = lim

x→0

(
1− x2

2 +o(x2)
)
−
(
1+x+ x2

2 +o(x2)
)

(x+o(x))−x2 = lim
x→0

−1−x+o(x)
1+x+o(x) = −1

5. lim
x→0

(
1

x−sin x + 1
x−sinh x

)
= lim

x→0

(
3

x3+o(x3) + 3
x3+o(x3)

)
= lim

x→0

6
x3+o(x3) n’existe pas car 1

x3
±∞−−−→
x→0±6. lim

x→0

1
x2 ln sin x

x = lim
x→0

1
x2 ln

x− x3
6 +o(x3)
x = lim

x→0

1
x2 ln

(
1− x2

6 + o(x2)
)

= lim
u→0

ln(1+u+o(u))
−6u = lim

u→0

u+o(u)
−6u = − 1

67. lim
x→+∞

(
1 + 7

x
)x

= lim
u→0

(1 + 7u)1/u = lim
u→0

exp
(

ln(1+7u)
u

)
= lim

v→0
exp

(
7 ln(1+v)

v

)
= lim

v→0
exp

(
7(v−v2/2+o(v2))

v

)
= lim

v→0
exp (7(1− v/2 + o(v))) = e7

8. Comme 1
x −

1
ln(1+x) = ln(1+x)−x

x ln(1+x) =
x− x2

2 +o(x2)−x
x2+o(x2) d’où lim

x→0

(
1
x −

1
ln(1+x)

)
= − 1

2 .9. En déterminant les développements limité en 0 à l’ordre 3 des fonctions x 7→ sin(x), x 7→ ln(1+x) et x 7→ tanh(x)on obtient
lim
x→0

sin(x)(tanh(x)− x)

ln(1 + x)
= lim

x→0

(x + o(x))(− x33 + o(x3))

x + o(x)
= lim

x→0

(1 + o(1))(− x33 + o(x3))

1 + o(1)
= 0.
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10. Comme (1+x)
1
x = e

ln(1+x)
x et en utilisant le développement limité de ln(1+x) en 0 on a (1+x)

1
x = e

x− x
2
2 +o(x2)

x =

e1− x
2+o(x) d’où lim

x→0

(1+x) 1
x −e

x = − e2 .
11. On note f(x) = 3

√
x3 + x + 1−

√
x2 + x . On réécrit d’abord la fonction comme
f(x) = x

[(
1 +

1

x2 +
1

x3

) 1
3

−
(

1 +
1

x

) 1
2

]
.

On pose y = 1
x . Alors

lim
x→+∞

3
√
x3 + x + 1−

√
x2 + x = lim

y→0

(1 + y2 + y3)
1
3 − (1 + y)

1
2

y .

En utilisant le développement limité de (1 + y)α en 0 on a
lim
y→0

(1 + y2 + y3)
1
3 − (1 + y)

1
2

y = lim
y→0

1 + o(y)− 1− y
2 + o(y)

y = −1

2
.

12. En utilisant les développements limités on a :
lim
x→0

x − sin(x)

ex − 1− x − x2
2

= lim
x→0

x − x + x3
6 + o(x3)

1 + x + x2
2 + x3

6 − 1− x − x2
2 + o(x3)

=

= lim
x→0

x3
6 + o(x3)
x3
6 + o(x3)

= 1.

13. En utilisant les développements limités on a :
lim
x→0

2(tan(x)− sin(x))− x3
x5 = lim

x→0

2
(
x + x3

3 + 2x5
15 − x + x3

6 −
x5
120 + o(x5)

)
− x3

x5 =

= lim
x→0

x5
4 + o(x5)

x5 =
1

4
.

14. lim
x→a

sin(x)−sin(a)
x−a = cos(a). (On s’aperçoit que c’est la définition de la dérivée de sin(x) en x = a.)15. En utilisant les développements limités on a :

lim
x→0

x − x cos(x)

x − sin(x)
= lim

x→0

x − x
(

1− x2
2 + o(x2)

)
x − x + x3

6 + o(x3)
=

= lim
x→0

x3
2 + o(x3)
x3
6 + o(x3)

= 3.

16. On pose y = π
2 − x , alors

lim
x→ π

2

(cos(x)
π
2−x = lim

y→0
(cos(π2 − y))y =

= lim
y→0

(sin(y)y = lim
y→0

ey ln(sin(y)) =

= lim
y→0

ey ln
(
y− y3

6 +o(y3)
)

= lim
y→0

ey ln
(
y(1− y2

6 +o(y2))
)

=

= lim
y→0

ey lnyey ln
(
1− y2

6 +o(y2))
)

= lim
y→0

ey lnyey
(
− y2

6 +o(y2)
)

=

= lim
y→0

ey lnye−
y3
6 +o(y3) = 1.

17. Pour calculer la limite donnée on peut utiliser les développements limités :
lim
x→0

ex − e−x − 2x
x − sin x = lim

x→0

1 + x + x2
2 + x3

6 − 1 + x − x2
2 + x3

6 − 2x + o(x3)

x − x + x3
6 + o(x3)

=
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= lim
x→0

2 x
3

6 + o(x3)
x3
6 + o(x3)

= 2.

Sinon on peut utiliser la règle de L’Hôpital car
n(x) = ex − e−x − 2x, lim

x→0
n(x) = 0;

d(x) = x − sin x, lim
x→0

d(x) = 0.

On a
n′(x) = ex + e−x − 2, lim

x→0
n′(x) = 0;

d′(x) = 1− cos x, lim
x→0

d′(x) = 0;

n′′(x) = ex − e−x , lim
x→0

n′′(x) = 0;

d′′(x) = sin x, lim
x→0

d′′(x) = 0;

n′′′(x) = ex + e−x , lim
x→0

n′′(x) = 2;

d′′′(x) = cos x, lim
x→0

d′′(x) = 1;

donc
lim
x→0

ex − e−x − 2x
x − sin x = lim

x→0

n′′′(x)

d′′′(x)
= 2.

18. sinh(x) + sin(x)− 2x = x + x3
6 + x5

120 + x − x3
6 + x5

120 − 2x + o(x5)

cosh(x) + cos(x)− 2 = 1 + x2
3 + x4

24 + 1− x2
2 + x4

24 − 2 + o(x4)Donc lim
x→0

sinh(x)+sin(x)−2x
x(cosh(x)+cos(x)−2) = lim

x→0

1
60+o(1)
1
12+o(1)

= 1
5 .

19. cosh(x) + cos(x)− 2 = 1 + x2
3 + x4

24 + 1− x2
2 + x4

24 − 2 + o(x4)

sinh(x) + sin(x)− 2x = x + x3
6 + x5

120 + x − x3
6 + x5

120 − 2x + o(x5)Donc lim
x→0

x(cosh(x)+cos(x)−2)
sinh(x)+sin(x)−2x = lim

x→0

1
12+o(1)
1
60+o(1)

= 5.
20. cosh(x) + cos(x)− 2 = 1 + x2

2 + x4
24 + 1− x2

2 + x4
24 − 2 + o(x4) = x4

12 + o(x4),
tanh(x) + tan(x)− 2x = x − x3

3 + 2x5
15 + x + x3

3 + 2x5
15 − 2x + o(x5) = 4x5

15 + o(x5),Donc lim
x→0

x(cosh(x)+cos(x)−2)
tanh(x)+tan(x)−2x = lim

x→0

1
12+o(1)
4
15+o(1)

= 5
16 .

21. On pose y = x − 1 Alors lim
x→1

x ln x
x2−1 = lim

y→0

(1+y) ln(1+y)
y(2+y) = lim

y→0

(1+y)
(
y− y2

2 + y3
3 +o(y3)

)
y(2+y) = lim

y→0

1+ y
2−

y2
6 +o(y2)

2(1+ y
2 )

= 1
2 .

22. Soit f(x) =
√

3x + 1 +
√

2− x −
√

2x + 7 et g(x) = x2 + x − 2. f et g sont continues sur [0; 2], dérivables sur
]0; 2[ et f(1) = g(1) = 0. On a

f ′(x) =
3

2
√

3x + 1
− 1

2
√

2− x
− 1√

2x + 7
, g′(x) = 2x + 1

d’où lim
x→1

f ′(x)
g′(x) = − 1

36 . On en déduit que lim
x→1

f(x)
g(x) = − 1

36 .23. Soit f(x) =
√

1− 3x +
√
x + 2−

√
7− 2x et g(x) = x2 − x − 2. f et g sont continues sur [−2; 0], dérivables sur

]− 2; 0[ et f(−1) = g(−1) = 0. On a
f ′(x) = − 3

2
√

1− 3x
+

1

2
√
x + 2

+
1√

7− 2x
, g′(x) = 2x − 1

d’où lim
x→1

f ′(x)
g′(x) = − 1

36 . On en déduit que lim
x→1

f(x)
g(x) = − 1

36 .24. On commence par factoriser le terme dominant (comme on s’intéresse à la limite lorsque x tend vers +∞, onpeut supposer x > 0) :
f(x) =

3
√
x3 + x + 1−

√
x2 + x = 3

√
x3
(

1 +
1

x2 +
1

x3

)
−

√
x2
(

1 +
1

x

)
= x

[
3

√
1 +

1

x2 +
1

x3 −
√

1 +
1

x

]
.
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On peut alors écrire
g(t) = f(1/t) =

1

t

[(
1 + t2 + t3

) 1
3 − (1 + t)

1
2

]
=

1

t

[
(1 + o(t))−

(
1 +

t
2

+ o(t)
)]

=
1

t

[
−t

2
+ o(t)

]
= −1

2
+ o(1).

Donc lim
x→+∞

f(x) = − 1
2 .25. Pour calculer la limite donnée on peut utiliser les développements limités :

lim
x→0

1− cos(2x)

ex − 1− x = lim
x→0

1− 1 + (2x)2
2 + o(x2)

1 + x + x2
2 − 1− x + o(x2)

=

= lim
x→0

2x2 + o(x2)
x2
2 + o(x2)

= 4.

Sinon on peut utiliser la règle de L’Hôpital car
n(x) = 1− cos(2x), lim

x→0
n(x) = 0;

d(x) = ex − 1− x, lim
x→0

d(x) = 0.

On a
n′(x) = 2 sin(2x), lim

x→0
n′(x) = 0;

d′(x) = ex − 1, lim
x→0

d′(x) = 0;

n′′(x) = 4 cos(2x), lim
x→0

n′′(x) = 4;

d′′(x) = ex , lim
x→0

d′′(x) = 1;

donc
lim
x→0

1− cos(2x)

ex − 1− x = lim
x→0

n′′(x)

d′′(x)
= 4.

Exercice 11.13Écrire
B le développement limité de sin x en 0 à l’ordre 3 ;
B le développement limité de e2x en 0 à l’ordre 3.Puis calculer
B le développement limité de f(x) = sin x × e2x en 0 à l’ordre 3.
B le développement limité de g(x) = sin x

e2x en 0 à l’ordre 3.
Solution. On commence par écrire
B le développement limité de sin x en 0 à l’ordre 3 :

sin x =
0
x − x

3

6
+ o(x3);

B le développement limité de e2x en 0 à l’ordre 3 :
e2x =

0
1 + (2x) +

(2x)2

2
+

(2x)3

6
+ o(x3) = 1 + 2x + 2x2 +

4

3
x3 + o(x3);On peut alors facilement calculer

B le développement limité de f(x) = e2x sin x en 0 à l’ordre 3 :
f(x) =

0

[
x − x

3

6
+ o(x3)

]
×
[
1 + 2x + 2x2 +

4

3
x3 + o(x3)

]
=

= x − x
3

6
+ 2x2 + 2x3 + o(x3) =

= x + 2x2 +
11

6
x3 + o(x3);
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B le développement limité de g(x) = sin x
e2x en 0 à l’ordre 3 :

g(x) =
0

x − x3
6 + o(x3)

1 + 2x + 2x2 + 4
3x3 + o(x3)

u=2x+2x2+ 4
3 x

3+o(x3)︸ ︷︷ ︸
=

=
x − x3

6 + o(x3)

1 + u =

=

[
x − x

3

6
+ o(x3)

] [
1− u+ u2 − u3 + o(u3)

]
=

=

[
x − x

3

6
+ o(x3)

] [
1− (2x + 2x2 +

4

3
x3) + (2x + 2x2 +

4

3
x3)2 − (2x + 2x2 +

4

3
x3)3 + o(x3)

]
=

=

[
x − x

3

6
+ o(x3)

] [
1− 2x − 2x2 − 4

3
x3 + 4x2 + x3 − 8x3 + o(x3)

]
=

=

[
x − x

3

6
+ o(x3)

] [
1− 2x + 2x2 − 8x3 + o(x3)

]
=

= x − 2x2 +
11

6
x3 + o(x3).

Exercice 11.14On considère la fonction f(x) = x +
√
x2 + x .

B Écrire le développement limité de √(1 + 1
x

) en ±∞ à l’ordre 3.
B En déduire le développement asymptotique de f à l’ordre 2 en −∞ et en +∞.
B Écrire les équations des asymptotes pour f en −∞ et en +∞.

Solution. On considère la fonction f(x) = x +
√
x2 + x . On remarque que

f(x) =

x
(

1 +
√

1 + 1
x

)
, si x ≥ 0,

x
(

1−
√

1 + 1
x

)
, si x < 0.

B Pour écrire le développement limité de √1 + 1
x en ±∞ à l’ordre 3 on commence par se ramener à un développementlimité en 0 en posant y = 1/x : il s’agit alors de calculer le développement limité de √1 + y en 0 à l’ordre 3√

1 + y =
0

1 +
1

2
y − 1

8
y2 + o(y2)

d’où √
1 +

1

x =
∞

1 +
1

2x −
1

8x2 + o(x−2)

B On en déduit le développement asymptotique de f à l’ordre 2(i) en −∞ :
f(x) =

−∞
x
(
− 1

2x +
1

8x2 + o(x−2)

)
= −1

2
+

1

8x + o(x−1)

(ii) en +∞ :
f(x) =

+∞
x
(

2 +
1

2x −
1

8x2 + o(x−2)

)
= 2x + 1− 1

4x + o(x−1)

B On en déduit les équations des asymptotes pour f en(i) en −∞ :
y = −1

2(ii) en +∞ :
y = 2x + 1.En effet, le graphe de la fonction est le suivant :
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x

y

−1

−1

0

Exercice 11.151. Écrire le développement limité généralisé de cos
(

1
2x
) en +∞ à l’ordre 3.

2. Écrire le développement limité généralisé de √2 + 1
x en +∞ à l’ordre 3.

3. En déduire le développement limité généralisé de f(x) =
cos
(

1
2x
)√

2 + 1
x

en +∞ à l’ordre 3.
4. Écrire l’équation de l’asymptote de f en +∞.

Solution. Soit f définie sur un intervalle ]A,+∞[. On dit que f admet un développement limité généralisé à l’ordre
n en a = +∞ s’il existe un polynôme P tel que f(x) = P(1/x)+o(1/xn) au voisinage de ce point. L’expression P(1/x)n’est pas un polynôme, mais a des propriétés similaires. Dans la pratique, on peut obtenir un développement limitéde f(x) en a = +∞ en posant x = 1/t (de sorte que t tend vers 0, avec un signe fixe) et en tentant de développer
f(1/t) au voisinage de 0.1. Soit t = 1

2x −−−−→x→+∞
0. Alors

cos

(
1

2x

)
= cos(t) = 1− t

2

2
+ o

(
t3
)

= 1− 1

8x2 + o
(
x−3
)

2. Soit t = 1
2x −−−−→x→+∞

0. Alors√
2 +

1

x =
√

2

√
1 +

1

2x =
√

2
√

1 + t =
√

2

(
1 +

t
2
− t

2

8
+
t3
16

+ o
(
t3
))

=
√

2

(
1 +

1

4x −
1

32x2 +
1

128x3 + o
(
x−3
))

3. Soit t = 1
2x −−−−→x→+∞

0. Alors
cos
(

1
2x
)

√
2
√

1 + 1
2x

=
1− t2

2 + o
(
t3
)

√
2
(

1 + t
2 −

t2
8 + t3

16 + o (t3)
)

Comme
1 − 1

2 t
2 o(t3) 1 + 1

2 t −
1
8 t

2 + 1
16 t

3 + o(t3)

−1 − 1
2 t + 1

8 t
2 − 1

16 t
3 o(t3) 1− 1

2 t −
1
8 t

2 − 1
16 t

3 + o(t3)

− 1
2 t −

3
8 t

2 − 1
16 t

3 o(t3)

1
2 t + 1

4 t
2 + 1

32 t
3 o(t3)

− 1
8 t

2 − 1
32 t

3 o(t3)

1
8 t

2 + 1
16 t

3 o(t3)

1
16 t

3 o(t3)

− 1
16 t

3 o(t3)

o(t3)
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alors
1− t2

2 + o
(
t3
)

√
2
(

1 + t
2 −

t2
8 + t3

16 + o (t3)
) =

1√
2

(
1− 1

2
t − 1

8
t2 − 1

16
t3 + o(t3)

)
=

1√
2

(
1− 1

4x −
1

32x2 −
1

128x3 + o(x−3)

)
4. L’équation de l’asymptote de f en +∞ est y = 1√

2
.

Exercice 11.161. Écrire le développement limité généralisé de sin
(

1
2x
) en +∞ à l’ordre 3.

2. Écrire le développement limité généralisé de √1 + 1
2x en +∞ à l’ordre 3.

3. En déduire le développement limité généralisé de f(x) =
x sin

(
1
2x
)√

1 + 1
2x

en +∞ à l’ordre 3.
4. Écrire l’équation de l’asymptote de f en +∞.

Solution. Soit f définie sur un intervalle ]A,+∞[. On dit que f admet un développement limité généralisé à l’ordre
n en a = +∞ s’il existe un polynôme P tel que f(x) = P(1/x)+o(1/xn) au voisinage de ce point. L’expression P(1/x)n’est pas un polynôme, mais a des propriétés similaires. Dans la pratique, on peut obtenir un développement limitéde f(x) en a = +∞ en posant x = 1/t (de sorte que t tend vers 0, avec un signe fixe) et en tentant de développer
f(1/t) au voisinage de 0.1. Soit t = 1

2x −−−−→x→+∞
0. Alors

sin

(
1

2x

)
= sin(t) = t − t

3

6
+ o

(
t4
)

=
1

2x −
1

48x3 + o
(
x−4
)

2. Soit t = 1
2x −−−−→x→+∞

0. Alors√
1 +

1

2x =
√

1 + t = 1 +
t
2
− t

2

8
+
t3
16

+ o
(
t3
)

= 1 +
1

4x −
1

32x2 +
1

128x3 + o
(
x−3
)

3. Soit t = 1
2x −−−−→x→+∞

0. Alors
x sin

(
1
2x
)√

1 + 1
2x

=
sin (t)

2t
√

1 + t
=

t − t3
6 + o

(
t4
)

2t
(

1 + t
2 −

t2
8 + t3

16 + o (t3)
) =

1− t2
6 + o

(
t3
)

2 + t − t2
4 + t3

8 + o (t3)

Comme
1 − 1

6 t
2 o(t3) 2 + t − 1

4 t
2 + 1

8 t
3 + o(t3)

−1 − 1
2 t − 1

8 t
2 − 1

16 t
3 o(t3) 1

2 −
1
4 t + 5

48 t
2 − 11

96 t
3 + o(t3)

− 1
2 t + 5

24 t
2 − 1

16 t
3 o(t3)

1
2 t + 1

4 t
2 − 1

16 t
3 o(t3)

5
24 t

2 − 1
8 t

3 o(t3)

− 5
24 t

2 − 5
48 t

3 o(t3)

− 11
48 t

3 o(t3)

11
48 t

3 o(t3)

o(t3)alors
1− t2

6 + o
(
t3
)

2 + t − t2
4 + t3

8 + o (t3)
=

1

2
− 1

4
t +

5

48
t2 − 11

96
t3 + o(t3) =

1

2
− 1

8x +
5

192x2 −
11

768x3 + o(x−3)
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4. L’équation de l’asymptote de f en +∞ est y = 1
2 .

Exercice 11.17a) Écrire le développement limité de sin(2x) et de cos(2x) en 0 à l’ordre 3 ; en déduire le développement limitéde tan(2x) = sin(2x)
cos(2x) en 0 à l’ordre 3 soit en utilisant le développement limité en u = 0 de la fonction u 7→ 1

1+usoit en appliquant la technique de la division suivant les puissances croissantes.
Suggestion : comme on connait le développement limité de tan(x) en 0 à l’ordre 3, il est facile de calculer le
développement limité de tan(2x) et de vérifier qu’on a bien fait les calculs.b) En utilisant le développement limité de ln(1 + z) en 0 à l’ordre 3 et le développement limité de tan(2x) en 0à l’ordre 3 calculé au point a), déterminer le développement limité de ln

(
1 + tan(2x)

) en 0 à l’ordre 3.c) En utilisant le développement limité de arcsin(x) en 0 à l’ordre 3 et le développement limité de ln
(
1+tan(2x)

)en 0 à l’ordre 3 calculé au point b), calculer
lim
x→0

ln
(
1 + tan(2x)

)
+ 2x(x − 1)

arcsin(x)− x .

Solution.a) Comme sin(x) = x − x3
6 + o(x3) et cos(x) = 1− x2

2 + o(x3), les développements limités de sin(2x) et cos(2x) en 0à l’ordre 3 sont
sin(2x) = (2x)− (2x)3

6
+ o((2x)3) = 2x − 4x3

3
+ o(x3), cos(2x) = 1− (2x)2

2
+ o((2x)3) = 1− 2x2 + o(x3);

on peux alors utiliser deux méthodes pour calculer le développement limité de tan(2x) = sin(2x)
cos(2x) en 0 à l’ordre 3 :

B la première méthode utilise le développement limité de 1
1+u :

g(x) =
2x − 4x3

3 + o(x3)

1− 2x2 + o(x3)

u=−2x2+o(x3)︸ ︷︷ ︸
=

=
2x − 4x3

3 + o(x3)

1 + u =

=

[
2x − 4x3

3
+ o(x3)

] [
1− u+ u2 − u3 + o(u3)

]
=

=

[
2x − 4x3

3
+ o(x3)

] [
1− (−2x2) + (−2x2)2 − (−2x2)3 + o(x3)

]
=

=

[
2x − 4x3

3
+ o(x3)

] [
1 + 2x2 + o(x3)

]
=

= 2x +
8

3
x3 + o(x3).

B la deuxième méthode applique la technique de la division suivant les puissances croissantes : si f et g ont aupoint a un développement limité à l’ordre n et si g(a) 6= 0, le polynôme d’approximation de f/g à l’ordre ns’obtient en divisant suivant les puissances croissantes à l’ordre n le polynôme d’approximation de f par celuide g. Ici f(x) = 2x − 4x3
3 et g(x) = 1 − 2x2 et on pose la division suivant les puissances croissantes en negardant que les termes de degré inférieur ou égal à 3 :

2x − 4
3x

3 1 −2x2

−2x +4x3 2x 8
3x

3

8
3x

3

− 8
3x

3

0

Le développement limité de tan(2x) à l’ordre 3 en x = 0 est donc 2x + 8
3x

3 + o(x3).
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B Pour vérifier nos calculs on va utiliser le développement limité de tan(z) : comme tan(z) = z + z3
3 + o(x3), ledéveloppement limité de tan(2x) en 0 à l’ordre 3 est bien tan(2x) = 2x + 8x3

3 + o(x3).b) Étant donné que les développements limités en u = 0 à l’ordre 3 de ln(1 + u) et tan(2u) sont
ln(1 + u) = u − u

2

2
+
u3
3

+ o(u3), tan(2u) = 2u+
8u3

3
+ o(u3),

on en déduit le développement limité en x = 0 à l’ordre 3 de ln(1 + tan(2x)) :
ln(1 + tan(2x)) = ln

1 + 2x +
8x3
3

+ o(x3)︸ ︷︷ ︸
=z−−→

x→0
0


= ln(1 + z)

= z − z
2

2
+
z3
3

+ o(z3)

si on remplace z = 2x + 8x3
3 + o(x3) on a

= 2x +
8x3
3
−

(
2x + 8x3

3

)2
2

+

(
2x + 8x3

3

)3
3

+ o(x3)

= 2x +
8x3
3
− 4x2

2
+

8x3
3

+ o(x3)

= 2x − 2x2 +
16

3
x3 + o(x3).

c) Étant donné que les développements limités en u = 0 à l’ordre 3 de arcsin(u) et ln(1 + tan(2u)) sont
arcsin(u) = u+

u3

6
+ o(u3) ln(1 + tan(2u)) = 2u − 2u2 +

16

3
u3 + o(u3)on a

lim
x→0

ln(1 + tan(2x)) + 2x(x − 1)

arcsin(x)− x = lim
x→0

2x − 2x2 + 16
3 x

3 + o(x3) + 2x2 − 2x
x + x3

6 + o(x3)− x
= lim

x→0

16
3 x

3 + o(x3)
x3
6 + o(x3)

= 32.

Exercice 11.181. Soit f(x) :=
(

1−x
1+x

)ln(x). Quel est son domaine de définition ? Est-elle prolongeable par continuité en 0 ?
2. Soit f(x) :=

(
1+x
1−x
)ln(x). Quel est son domaine de définition ? Est-elle prolongeable par continuité en 1 ?

Solution. 1. Pour que f soit bien définie il faut que, pour tout x ∈ R, x vérifie le système suivant
1 + x 6= 0,
1−x
1+x > 0,
x > 0,donc Df =]0; 1[. De plus

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(
1− x
1 + x

)ln(x)
= lim

x→0+
eln(x) ln( 1−x

1+x ) = elimx→0+ ln(x) ln( 1−x
1+x )

et
lim
x→0+

ln
(

1−x
1+x

)
1/ ln(x)

= lim
x→0+

(
1+x
1−x
) −(1+x)−(1−x)

(1−x)2

1/(x ln2(x))
= lim

x→0+

−2x ln2(x)(1 + x)

(1− x)3

=

(
lim
x→0+

−2(1 + x)

(1− x)3

)(
lim
x→0+

x ln2(x)

)
= −2 lim

x→0+
x ln2(x) = 0

donc
lim
x→0+

f(x) = e0 = 1.
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2. Pour que f soit bien définie il faut que, pour tout x ∈ R, x vérifie le système suivant
1 + x 6= 0,
1+x
1−x > 0,
x > 0,

donc Df =]0; 1[. De plus
lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

(
1 + x
1− x

)ln(x)
= lim

x→1−
eln(x) ln( 1+x

1−x ) = elimx→1− ln(x) ln( 1+x
1−x )

et
lim
x→1−

ln
(
1+x
1−x
)

1/ ln(x)
= lim

x→1−

(
1−x
1+x

)
(1−x)+(1+x)

(1−x)2

1/(x ln2(x))
= lim

x→1−

2x ln2(x)

(1− x2)

=

(
lim
x→1−

−2x
1 + x

)(
lim
x→1−

ln2(x)

1− x

)
= −1 lim

x→1−

2 ln(x)

−x = 0

donc
lim
x→1−

f(x) = e0 = 1.

Exercice 11.19Soit f la fonction définie par
f(x) =

{
2 + 3x + 4x2 + x3 sin

(
1
x
) si x 6= 0,

2 si x = 0.Montrez que f admet, au voisinage de 0, un développement limité d’ordre 2 et que, pourtant, f ′′(0) n’existe pas.
Solution. Puisque limx→0 x sin

(
1
x
)

= 0, on peut écrire
f(x) = 2 + 3x + 4x2 + o(x2)

ce qui, par définition, montre que f admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0.D’autre part,
f ′(x) =

{
3 + 8x + 3x2 sin

(
1
x
)
− x cos

(
1
x
) si x 6= 0,

lim
x→0

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0
3 + 4x + x2 sin

(
1
x
)

= 3 si x = 0.

Mais f ′′(0) n’existe pas car le quotient
f ′(x)− f ′(0)

x − 0
= 8 + 3x sin

(
1

x

)
− cos

(
1

x

)
n’a pas de limite quand x tend vers 0.
On sait que, pour qu’une fonction admette un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, il est suffisante
qu’elle soit n fois dérivable en 0. Cet exercice montre que ce n’est pas nécessaire.

Exercice 11.20Soit f : R→ R une application définie par
f(x) =


x3 sin 1

x , si x > 0,
0, si x = 0,
x3 ln|x|, si x < 0.

1. Montrer que f est continue en 0.
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2. Calculer f ′(x) pour x 6= 0, puis f ′(0).3. Étudier la continuité de f ′ en 0.4. Est-ce que f ∈ C1(R) ?5. Calculer la dérivée seconde f ′′(0) si elle existe.6. Peut-on utiliser la formule de Taylor-Young pour écrire le développement limité de f en 0 à l’ordre 2 ?Pourquoi ?7. Écrire le développement limité de f en 0 à l’ordre 2 s’il existe.
Solution. L’application f : R→ R se réécrit

f(x) =


x3 sin 1

x , si x > 0,
0, si x = 0,
x3 ln(−x), si x < 0.

1. f est continue en 0 car
lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x3 sin
1

x = 0 = f(0)

et
lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x3 ln(−x) = 0 = f(0).

2. Comme
lim
x→0+

f(x)− f(0)

x − 0
= lim

x→0+

x3 sin 1
x − 0

x − 0
= 0

et
lim
x→0−

f(x)− f(0)

x − 0
= lim

x→0−

x3 ln(−x)− 0

x − 0
= 0

la dérivée de f est l’application f ′ : R→ R définie par
f ′(x) =


3x2 sin 1

x − x cos 1
x , si x > 0,

0, si x = 0,
3x2 ln(−x) + x2, si x < 0.

3. f ′ est continue en x = 0 car
lim
x→0+

f ′(x) = lim
x→0+

3x2 sin
1

x − x cos
1

x = 0 = f ′(0)

et
lim
x→0−

f ′(x) = lim
x→0+

3x2 ln(−x) + x2 = 0 = f ′(0).

4. f ∈ C1(R) car elle est continue, dérivable et sa dérivée est continue.5. La dérivée seconde de f en x = 0 n’existe pas car
lim
x→0+

f ′(x)− f ′(0)

x − 0
= lim

x→0+

3x2 sin 1
x − x cos 1

x − 0

x − 0
= lim

x→0+

(
3x sin

1

x − cos
1

x

)
n’existe pas.6. TO DO

Exercice 11.21Soit f l’application de R∗ dans R définie par
∀x ∈ R∗ f(x) =

(
1 + x2

) 1
x .1. Calculer le développement limité à l’ordre 3 en 0 de g(x) := ln f(x).2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

On notera ce prolongement f .
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3. Montrer que f est dérivable en tout point de R.4. Montrer que f ′ est continue en tout point de R.
Solution. TO DO
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Chapitre 12
Étude de fonctions

Fonction logarithme népérien.

La fonction “ln” est définie pour x > 0par {
ln(1) = 0

(ln(x))′ = 1
x ∀x > 0.Elle est strictement croissante, de classe C∞(R∗+)et

lim
x→0+

ln(x) = −∞, lim
x→+∞

ln(x) = +∞,

lim
x→0+

x ln(x) = 0, lim
x→+∞

ln(x)

x = 0.

La dérivée en x = 1 étant égale à 1, on a aussi ln(1+x) =
x + o(x2) au voisinage de 0.

x

f(x)

f(x) = ln(x)

1

1

e

L’unique solution de l’équation ln(x) = 1 est notée e(e ≈ 2,718).
Propriétés algébriques ∀a > 0, ∀b > 0, ∀r ∈ Q

ln(ab) = ln(a) + ln(b); ln(ar) = r lna; ln(a/b) = ln(a)− ln(b).

Convexité La fonction ln est concave sur ]0,+∞[ ce qui entraîne
∀x > −1 ln(1 + x) ≤ x.
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Fonction exponentielle.

La fonction exponentielle est la bijection réciproque de lafonction ln ; elle est définie sur R à valeurs dans ]0,+∞[ ;elle est notée exp ou x 7→ ex :
y = ex ⇐⇒ x = ln(y).

Elle est strictement croissante,
lim
x→−∞

ex = 0+, lim
x→+∞

ex = +∞,

lim
x→−∞

xex = 0, lim
x→+∞

ex
x = +∞,

de classe C∞(R∗+) et (ex)′ = ex . La dérivée en x = 0 étantégale à 1, on a aussi ex − 1 = x + o(x2) au voisinage de
0.

x

f(x)
f(x) = ex

y = x

y = ln(x)
1

e

1

L’unique solution de l’équation ex = 1 est x =
0.

Propriétés algébriques ∀a ∈ R, ∀b ∈ R, ∀r ∈ Q

ea+b = ea · eb; era = (ea)r ; e−a =
1

ea ; ea−b =
ea
eb .

Convexité La fonction exp est convexe sur R ce qui entraîne
∀x ∈ R 1 + x ≤ ex .

Logarithme de base a.

La fonction logarithme de base a (a > 0, a 6= 1) est lafonction définie par
∀x > 0 loga(x) :=

ln(x)

ln(a)
.

Sa dérivée est (loga(x))′ = 1
x ln(a) . Ses propriété al-gébriques sont les mêmes que celles de la fonction

ln.

x

f(x) f(x) = loga(x), a > 1

f(x) = loga(x), a < 1

1

1

−1

a

Exponentielle de base a.

La fonction exponentielle de base a (a > 0) est la fonctiondéfinie par
∀x ∈ R ax := ex ln(a).Pour a 6= 1 c’est la fonction réciproque de la fonction

loga :
y = ax ⇐⇒ x = loga(y).Sa dérivée est (ax)′ = ax lna.

Remarquez bien qu’ici la variable est en exposant.
x

f(x)

f(x) = ax , a > 1

f(x) = ax , a < 1

1
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Fonctions puissances.La fonction x 7→ xr pour x > 0 et r ∈ Q est connue. On la généralise pour r ∈ R en posant
∀x ∈ R, xr := er ln x .Les propriétés connues pour les exposants rationnels sont prolongées ; en particulier (xr)′ = rxr−1.

Remarquez bien qu’ici l’exposant est constant.Pour r < 0, la fonction x 7→ xr est décroissante de +∞ à 0.Pour r > 0, la fonction x 7→ xr est croissante de 0 à +∞. Dans ce cas on peut prolonger la fonction par continuitéen 0 ; la fonction prolongée est dérivable en 0 si r > 1.Pour b > 0 on a
lim
x→+∞

ln(x)

xb = 0; lim
x→0+

xb ln x = 0.Pour a > 1 et b ∈ R on a
lim
x→+∞

ax
xb = +∞.Pour a > 1 on a

lim
x→+∞

ln(x)

ax = 0.

Fonctions circulaires et trigonométriques.

Fonctions sinus et cosinus Elles sont définies dans R et à valeurs dans [−1, 1]. Elles sont 2π-périodiques. La fonction
cos est paire, la fonction sin est impaire.Dérivées : (cos(x))′ = − sin(x), (sin(x))′ = − cos(x).
Si x ∈ R est la mesure d’un angle, ces expressions des dérivées ne sont correctes que si x est exprimé en
radians.Limites : limx→0

sin(x)
x = 1, limx→0

1−cos(x)
x = 1

2 .

x

f(x)

−2π − 3π
2

−π −π2 0 π
2

π 3π
2

1

−1

f(x) = cos(x)

f(x) = sin(x)

Fonction tangente Elle est définie sur D := R\{π2 +kπ; k ∈ Z} par tan(x) := sin(x)
cos(x) . Elle est π-périodique et impaire.Dérivée : (tan(x))′ = 1 + tan2(x) = 1

cos2(x) pour tout x ∈ D.Limites : limx→0
tan(x)
x = 1.

x

f(x)

− 3π
2

−π −π2 0 π
2

π 3π
2

f(x) = tan(x)
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Propriétés

x

y

−1 − 1
2

1

−1

− 1
2

1
2

1

α
sin(α)

cos(α)

tan(α) =
sin(α)

cos(α)

x

y

0◦

30◦

60◦
90◦

120◦

150◦

180◦

210◦

240◦
270◦

300◦

330◦

360◦

π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

5π
6

π

7π
6

5π
4

4π
3

3π
2

5π
3

7π
4

11π
6

2π

(√
3
2 ,

1
2

)
(√

2
2 ,
√
2
2

)(
1
2 ,
√
3
2

)
(
−
√
3
2 ,

1
2

)
(
−
√
2
2 ,
√
2
2

)(
− 1

2 ,
√
3
2

)

(
−
√
3
2 ,−

1
2

)
(
−
√
2
2 ,−

√
2
2

)(
− 1

2 ,−
√
3
2

)
(√

3
2 ,−

1
2

)
(√

2
2 ,−

√
2
2

)(
1
2 ,−

√
3
2

)

(−1,0) (1,0)

(0,−1)

(0,1)

cos(π − x) = − cos(x) sin(π − x) = sin(x) tan(π − x) = − tan(x)

cos(π + x) = − cos(x) sin(π + x) = − sin(x) tan(π + x) = tan(x)

cos(π/2− x) = sin(x) sin(π/2− x) = cos(x) tan(π/2− x) = 1/ tan(x)

cos(π/2 + x) = − sin(x) sin(π/2 + x) = cos(x) tan(π/2 + x) = −1/ tan(x)

cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b) cos(a − b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) sin(a − b) = sin(a) cos(b)− cos(a) sin(b)

tan(a+ b) =
tan(a) + tan(b)

1− tan(a) tan(b)
tan(a − b) =

tan(a)− tan(b)

1− tan(a) tan(b)

α

β cos(β )

sin(β
)

sin(α)sin(β )

cos(α
)sin(β

)

cos(α)cos(β )

sin(α
)cos(β

)

si
n(

α
+

β
)

cos(α +β )
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cos(2a) = cos2(a)− sin2(a) = 2 cos2(a)− 1 = 1− 2 sin2(a)

sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)

tan(2a) =
2 tan(a)

1− tan2(a)

cos(a) + cos(b) = 2 cos

(
a − b

2

)
cos

(
a+ b

2

)
cos(a)− cos(b) = −2 sin

(
a − b

2
sin

a+ b
2

)
sin(a) + sin(b) = 2 sin

(
a+ b

2

)
cos

(
a − b

2

)
sin(a)− sin(b) = 2 sin

(
a − b

2

)
cos

(
a+ b

2

)

cos(a) cos(b) =
cos(a+ b) + cos(a − b)

2

sin(a) sin(b) =
cos(a − b)− cos(a+ b)

2

sin(a) cos(b) =
sin(a+ b) + sin(a − b)

2

cos2(a) =
1 + cos(2a)

2
sin2(a) =

1− cos(2a)

2Soit t := tan
(a
2

), alors
cos(a) =

1− t2
1 + t2 sin(a) =

2t
1 + t2 tan(a) =

2t
1− t2

Fonctions circulaires réciproques.

Fonction arc-sinus

C’est la bijection réciproque de la restriction à [−π2 , π2 ]de la fonction sinus :
y = arcsin(x)
−1 ≤ x ≤ 1

}
⇐⇒

{
x = sin(y)
−π2 ≤ y ≤

π
2

Elle est impaire et pour tout x ∈]− 1, 1[ on a
(arcsin(x))′ =

1√
1− x2

.

x

f(x)

−π2

0

π
2

y = x

y = sin(x)

y = arcsin(x)

1−1

Fonction arc-cosinus

C’est la bijection réciproque de la restriction à [0, π]de la fonction cosinus :
y = arccos(x)
−1 ≤ x ≤ 1

}
⇐⇒

{
x = cos(y)
0 ≤ y ≤ π

Pour tout x ∈]− 1, 1[ on a
(arccos(x))′ = − 1√

1− x2
.

x

f(x)

π
2

πy = arccos(x) y = x

y = cos(x)

10−1
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Fonction arc-tangente

C’est la bijection réciproque de la restriction à ]−π2 , π2 [de la fonction tangente :
y = arctan(x)

x ∈ R

}
⇐⇒

{
x = tan(y)
−π2 < y <

π
2

Elle est impaire et pour tout x ∈ R on a
(arctan(x))′ =

1

1 + x2 .

x

f(x)

−π2

π
2

y = tan(x)

y = x

f(x) = arctan(x)

Propriétés

∀x ∈ [−1, 1] arcsin(x) + arccos(x) =
π
2

sin(arccos(x)) =
√

1− x2 = cos(arcsin(x))

∀x > 0 arctan(x) + arctan(1/x) =
π
2

∀x < 0 arctan(x) + arctan(1/x) = −π
2

Fonctions hyperboliques.On définit les fonctions cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique et tangente hyperbolique pour tout x ∈ R respec-tivement par
cosh(x) :=

ex + e−x
2

, sinh(x) :=
ex − e−x

2
, tanh(x) :=

sinh(x)

cosh(x)
=
ex − e−x
ex + e−x =

e2x − 1

e2x + 1
= 1− 2

1 + e2x .

Propriétés : cosh est paire ; sinh et tanh sont impaires et pour tout x ∈ R on a
cosh(x) + sinh(x) = ex ; cosh2(x)− sinh2(x) = 1; 1− tanh2(x) =

1

cosh2(x)
.

Dérivées : pour tout x ∈ R

(sinh(x))′ = cosh(x); (cosh(x))′ = sinh(x); (tanh(x))′ =
1

cosh2(x)
= 1− tanh2(x).

x

f(x)
f(x) = cosh(x)

f(x) = sinh(x)

1

x

f(x)

f(x) = tanh(x)
1

−1
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Fonctions hyperboliques réciproques.

Fonction argument sinus hyperbolique C’est la bijection réciproque de la fonction sinh. Elle est impaire et on a
(argsinh(x))′ =

1√
x2 + 1

.

Fonction argument cosinus hyperbolique C’est la bijection réciproque de la restriction à [0,+∞[ de la fonction cosh(x).Pour tout x ∈ [0,+∞[ on a
(argcosh(x))′ =

1√
x2 − 1

.

Fonction argument tangente hyperbolique C’est la bijection réciproque de la fonction tanh. Elle est impaire et pourtout x ∈]− 1, 1[ on a
(argtanh(x))′ =

1

1− x2 .

Propriétés

∀x ∈ R argsinh(x) = ln(x +
√
x2 + 1)

∀x ∈ [1,+∞[ argcosh(x) = ln(x +
√
x2 − 1)

∀x ∈]− 1, 1[ argtanh(x) =
1

2
ln

(
1 + x
1− x

)

x

f(x)

f(x) = argcosh(x)

f(x) = argsinh(x)

1
x

f(x)
f(x) = argtanh(x)

1−1
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............... Exercices ...............

Exercice 12.1

Un tracteur partant d’un point A situé sur une route rec-tiligne doit atteindre un point B situé dans un champ(voir la figure ci-contre). On connait les distances AC =
` et CB = d et on sait que le tracteur va deux fois moinsvite dans le champ que sur la route. Il quitte la routeen un point D de [AC ] à préciser. Les trajets de A à Det de D à B sont supposés rectilignes. Déterminez lepoint D pour que le temps total soit minimal. Discutezsuivant ` et d.

`

d

90◦A

B

CD

Solution. Soit AD = x avec 0 ≤ x ≤ ` . On a alors DB =
√

(` − x)2 + d2. Si v désigne la vitesse du tracteur dansle champ, sa vitesse sur la route est de 2v et le temps total mis pas le tracteur pour atteindre B depuis A est
t(x) =

x
2v +

√
(` − x)2 + d2

v .

On cherche x ∈ [0; ` ] qui minimise la fonction t. On a
t′(x) =

1

2v +
−2(` − x)

2v
√

(` − x)2 + d2
=

√
(` − x)2 + d2 − 2(` − x)

2v
√

(` − x)2 + d2

donc t′(x) = 0 si et seulement si x = ` − d√
3

et
t′′(x) =

d2

v((` − x)2 + d2)
3
2

> 0.

ce qui implique que t′(x) > 0 si et seulement si x < ` − d√
3
. Par conséquent,

B si ` < d√
3

alors t′(x) < 0 pour tout x ∈ [0; ` ] : la fonction t atteint son minimum en x = 0, c’est-à-dire que letracteur quitte la route en A ;
B si ` > d√

3
alors t′(x) < 0 pour tout x ∈ [0; ` − d√

3
] et t′(x) > 0 pour tout x ∈ [` − d√

3
; ` ] : la fonction t atteint sonminimum en x = ` − d√

3
.

Exercice 12.2 définition des sinus et cosinus hyperboliquesSinus et cosinus hyperbolique sont définies par
sinh(x) :=

ex − e−x
2

, cosh(x) :=
ex + e−x

2
.

1. Vérifier que cosh2− sinh2 = 1 puis que la dérivée de sinh est cosh et la dérivée de cosh est sinh.2. Montrer que sinh est une bijection de R dans R et que sa fonction réciproque (notée argsinh) satisfait
∀y ∈ R argsinh(y) = ln

(
y+

√
1 + y2

) et argsinh′(y) =
1√

1 + y2
.

3. Montrer que cosh est une bijection de [ 0,∞[ dans [ 1,∞[ et que sa fonction réciproque (notée argcosh)satisfait
∀y ∈ [ 1,∞[ argcosh(y) = ln

(
y+

√
y2 − 1

) et ∀y ∈] 1,∞[ argcosh′(y) =
1√
y2 − 1

.
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Solution. TO DO

Exercice 12.3 définition des arcsinus et arccosinus

1. Montrer que l’application f de [−π2 ,+
π
2 ] dans [−1,+1 ] définie par
∀x ∈ [−π

2
,+π

2
] f(x) := sin x,

est bijective. La fonction réciproque f−1 est notée “arcsin”. Montrer que
∀y ∈] − 1,+1 [ arcsin′(y) =

1√
1− y2

.

2. Montrer que l’application g de [ 0, π ] dans [−1,+1 ] définie par
∀x ∈ [ 0,+π ] g(x) := cos x,

est bijective. La fonction réciproque g−1 est notée “arccos”. Montrer que
∀y ∈] − 1,+1 [ arccos′(y) = − 1√

1− y2
.

Solution. TO DO

Exercice 12.4 définition de l’arctangenteMontrer que la fonction f de ] − π
2 ,+

π
2 [ dans R définie par
∀x ∈] − π

2
,+π

2
[ f(x) :=

sin x
cos xest bijective. La fonction réciproque f−1 est notée “arctan”. Montrer que

∀y ∈ R arctan′(y) :=
1

1 + y2 .

Solution. TO DO

Exercice 12.5 application du théorème des accroissements finisSoit I un intervalle ouvert non vide et f une application de I dans R. On suppose que f est dérivable en tout pointde I .1. Montrer que
∀x ∈ I f ′(x) = 0 ⇐⇒ ∃c ∈ R ∀x ∈ I f(x) = c.2. Montrer que pour tout x ∈ R \ {0} on a

arctan(x) + arctan
1

x =

{
π
2 si x > 0,
−π2 si x < 0.

3. Montrer que pour tout x ∈ R \ {1} on a
arctan

(
1 + x
1− x

)
− arctan(x) =

{
π
4 si x > 1,
− 3π

4 si x < 1.
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4. Montrer que pour tout x ∈ [−1,+1] on a
arcsin(x) + arccos(x) =

π
2
.

Solution. TO DO

Exercice 12.6Étudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction
f : R→ R
x 7→ f(x) = x + ln(x2 − 1)

en répondant aux questions suivantes :1. domaine de définition2. comportement aux extrémités du domaine de définition3. extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations4. convexité, concavité5. comportement en ±∞ (recherche d’asymptotes)6. graphe
Solution. 1. Domaine de définition : il faut x2 − 1 > 0 donc

Df =]−∞;−1[∪]1; +∞[.

2. Comportement aux extrémités du domaine de définition :

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x
(

1 +
ln(x2 − 1)

x

)
= −∞,

lim
x→−1−

f(x) = −∞

lim
x→1+

f(x) = −∞

lim
x→+∞

f(x) = +∞

3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations : la dérivée de f est l’application
f ′ : Df → R

x 7→ f ′(x) = 1 +
2x

x2 − 1
=
x2 + 2x − 1

x2 − 1
=

(x + 1 +
√

2)(x + 1−
√

2)

x2 − 1Dans Df on a
f ′(x) > 0 ssi x ∈]−∞;−1−

√
2[∪]1; +∞[,

f ′(x) = 0 ssi x = −1−
√

2,
f ′(x) < 0 ssi x ∈]− 1−

√
2;−1[.On conclut que

B f est strictement croissante sur ]−∞;−1−
√

2[ et sur ]1; +∞[,
B f est strictement décroissante sur ]− 1−

√
2;−1[,

B x = −1−
√

2 est un point de maximum local et on a f(−1−
√

2) = −1−
√

2 + ln(2 + 2
√

2).Le tableau des variations est alors le suivant :
x

f ′(x)

f(x)

−∞ −1−
√
2 −1 1 +∞

+ 0 − +

−∞−∞ −∞ −∞

+∞+∞
−1−

√
2+ln(2+2

√
2)
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4. Convexité, concavité : la dérivée seconde de f est l’application
f ′′ : Df → R

x 7→ f ′′(x) =
2(x2 − 1)− 4x2

(x2 − 1)2
= −1− 2x2

Dans Df on a f ′′(x) < 0. On conclut que la fonction est concave séparemment sur ]−∞;−1[ et sur ]1; +∞[.5. Comportement en ±∞ (recherche d’asymptôtes)

lim
x→±∞

f(x)

x = lim
x→±∞

1 +
ln(x2 − 1)

x = 1,

lim
x→±∞

f(x)− x = lim
x→±∞

ln(x2 − 1) = +∞.

Il n’y a pas d’asymptôtes en ±∞.
f possède une branche parabolique dans la direction asymptôtique x en +∞ et en −∞.6. Graphe

x

y f

−1−
√
2+ ln(2+2

√
2)

−1−
√
2 −1+

√
2

−1 1

Exercice 12.7Étudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction
f : R→ R
x 7→ f(x) = 2x +

√
x2 − 1

en répondant aux questions suivantes :1. domaine de définition et régularité2. comportement aux extrémités du domaine de définition3. extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations4. convexité, concavité5. comportement en ±∞ (recherche d’asymptotes)6. graphe
Solution. 1. Domaine de définition et régularité : il faut x2 − 1 ≥ 0 donc

Df =]−∞;−1] ∪ [1; +∞[ et f ∈ C∞(Df ).2. Comportement aux extrémités du domaine de définition :

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x
(

2 +

√
x2 − 1

x

)
= −∞,

lim
x→−1−

f(x) = f(−1) = −2,

lim
x→1+

f(x) = f(1) = 2,

lim
x→+∞

f(x) = +∞.
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3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations : la dérivée de f est la fonction
f ′ : Df → R

x 7→ f ′(x) = 2 +
1

2

2x√
x2 − 1

=
2
√
x2 − 1 + x√
x2 − 1Dans Df \ {±1} on a

f ′(x) > 0 ssi x ∈]−∞;− 2√
3

[∪]1; +∞[,

f ′(x) = 0 ssi x = − 2√
3
,

f ′(x) < 0 ssi x ∈]− 2√
3

;−1[

et limx→±1± f ′(x) = +∞. On conclut que
B f est strictement croissante sur ]−∞;− 2√

3
[ et sur ]1; +∞[,

B f est strictement décroissante sur ]− 2√
3
;−1[,

B x = − 2√
3

est un point de minimum local et on a f(− 2√
3
) = −

√
3.Le tableau des variations est alors le suivant :

x

f ′(x)

f(x)

−∞ − 2√
3

−1 1 +∞

+ 0 − +

−∞−∞ −2 22

+∞+∞
−
√
3

4. Convexité, concavité : la dérivée seconde de f est la fonction
f ′′ : Df → R

x 7→ f ′′(x) =

√
x2 − 1− x x√

x2−1
x2 − 1

=
−1

x2 − 1Dans Df \ {±1} on a f ′′(x) < 0. On conclut que f est concave sur Df .5. Comportement en ±∞ (recherche d’un asymptôte)
B Si x > 0, en calculant le développement asymptotyque à l’ordre 2 en +∞ on a

f(x)

x = 2 +

√
x2 − 1

x = 2 +

√
1− 1

x2 = 3− 1

2

1

x2 + o(x−2).

On en déduit que la droite d’équation y = 3x est l’asymptôte de f en +∞ (le graphe de f se trouve audessous de cet asymptôte).
B Si x < 0, en calculant le développement asymptotyque à l’ordre 2 en −∞ on a

f(x)

x = 2 +

√
x2 − 1

x = 2−
√

1− 1

x2 = 1 +
1

2

1

x2 + o(x−2).

On en déduit que la droite d’équation y = x est l’asymptote de f en −∞ (le graphe de f se trouve audessous de cet asymptote).6. Graphe
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x

y

− 2√
3

−
√

3

−1 1

y
=

3x

y =
x

Exercice 12.8Étudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction
f : R→ R

x 7→ f(x) =
ln2 x
x2en répondant aux questions suivantes :1. domaine de définition et régularité2. comportement aux extrémités du domaine de définition3. extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations4. convexité, concavité5. comportement en +∞ (recherche d’asymptotes)6. graphe

Solution. 1. Domaine de définition et régularité : il faut {x 6= 0

x > 0
donc

Df =]0; +∞[ et f ∈ C∞(Df ).

2. Comportement aux extrémités du domaine de définition :

lim
x→0+

f(x) = +∞,

lim
x→+∞

f(x) = 0+.

3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations : la dérivée de f est la fonction
f ′ : Df → R

x 7→ f ′(x) = 2
ln x(1− ln x)

x3Dans Df on a
f ′(x) > 0 ssi x ∈]1;e[,
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f ′(x) = 0 ssi x = e,
f ′(x) < 0 ssi x ∈]0; 1[∪]e; +∞[.

On conclut que
B f est strictement croissante sur ]1;e[[,
B f est strictement décroissante sur ]0; 1[ et sur ]e; +∞[,
B x = 1 est un point de minimum absolu, x = e est un point de maximum local et on a f(1) = 0, f(e) = 1

e2 .Le tableau des variations est alors le suivant :
x

f ′(x)

f(x)

0 1 e +∞

− + −

+∞

00
0 e−2

4. Convexité, concavité : la dérivée seconde de f est la fonction
f ′′ : Df → R

x 7→ f ′′(x) = 2
3 ln2 x − 5 ln x + 1

x4Dans Df on a
f ′′(x) > 0 ssi x ∈]0;e 5−

√
13

6 [∪]e
5+
√
13

6 ; +∞[,

f ′′(x) = 0 ssi x = e 5±
√
13

6 ,

f ′′(x) < 0 ssi x ∈]e 5−
√
13

6 ;e
5+
√
13

6 [.

On conclut que
B f est convexe sur ]0;e 5−

√
13

6 [ et sur ]e 5+
√
13

6 ; +∞[,
B f est concave sur ]e 5−

√
13

6 ;e 5+
√
13

6 [,
B x = e 5±

√
13

6 sont des flexes.5. Comportement en +∞ (recherche d’un asymptôte) : y = 0 est asymptôte pour x → +∞.6. Graphe

x

y

e
1
e2

1e 5−
√
13

6 e 5+
√
13

6
1

Exercice 12.9Étudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction
f : R→ R
x 7→ f(x) = ln(x − x5)

en répondant aux questions suivantes :1. domaine de définition2. comportement aux extrémités du domaine de définition3. extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations4. comportement en −∞ (recherche d’asymptotes)5. graphe
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Solution. 1. Domaine de définition de f : il faut x − x5 > 0 donc
Df =]−∞,−1[∪]0,+1[.

2. Comportement de f aux extrémités du domaine de définition :

lim
x→−∞

f(x) = +∞, lim
x→−1−

f(x) = −∞,

lim
x→0+

f(x) = −∞, lim
x→+1+

f(x) = −∞.

3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations de f : la dérivée de f est l’application
f ′ : Df → R

x 7→ f ′(x) =
1− 5x4
x(1− x4)

Dans Df on a
f ′(x) > 0 ssi x ∈]0; 5−1/4[,
f ′(x) = 0 ssi x = 5−1/4,
f ′(x) < 0 ssi x ∈]−∞;−1[∪]5−1/4; 1[.

On conclut que
B f est strictement croissante sur ]0; 5−1/4[,
B f est strictement décroissante sur ]−∞;−1[ et sur ]5−1/4; 1[,
B xM = 5−1/4 est un point de minimum local et on a f(xM) < 0.Le tableau des variations est alors le suivant :

x

f ′(x)

f(x)

−∞ -1 0 5−1/4 +1

− + −

+∞+∞
−∞ −∞ −∞−∞f(xM)

4. Comportement de f en −∞ (recherche d’un asymptôte) :

lim
x→−∞

f(x)

x = −∞.

Il n’y a pas d’asymptôtes en −∞.5. Graphe de f : voir la figure 12.1.
Exercice 12.10Étudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

f : R→ R

x 7→ f(x) =
x2

ln(x2)− 1

en répondant aux questions suivantes :1. domaine de définition2. comportement aux extrémités du domaine de définition3. extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations4. comportement en ±∞ (recherche d’asymptotes)5. graphe
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x

y

xM

f(xM)

−1 0 1

Figure 12.1: f(x) = ln(x − x5).
Solution. La fonction est paire, i.e. f(−x) = f(x) : on étudie donc seul la fonction f+ restriction de f à R+.

1. Domaine de définition de f+ : il faut {ln(x2)− 1 6= 0

x2 > 0
donc

Df+ =]0,
√
e[∪]
√
e,+∞[.

2. Comportement de f+ aux extrémités du domaine de définition :

lim
x→0+

f+(x) = 0−, lim
x→(
√
e)−
f+(x) = −∞,

lim
x→(
√
e)+
f+(x) = +∞, lim

x→+∞
f+(x) = +∞.

3. Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations de f+ : la dérivée de f+ est l’application
(f+)′ : Df+ → R

x 7→ (f+)′(x) =
2x(2 ln x − 1)− x2 2

x
(2 ln x − 1)2

= 4
x(ln x − 1)

(2 ln x − 1)2

Dans Df+ on a
(f+)′(x) > 0 ssi x ∈]e; +∞[,
(f+)′(x) = 0 ssi x = e,
(f+)′(x) < 0 ssi x ∈]0;

√
e[∪]
√
e;e[

et limx→0+ f ′(x) = 0. On conclut que
B f+ est strictement croissante sur ]e; +∞[,
B f+ est strictement décroissante sur ]0;

√
e[ et sur ]

√
e;e[,

B x = e est un point de minimum local et on a f+(e) = e2.Le tableau des variations est alors le suivant :
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x

y

e

e2

−e
−
√
e

√
e0

Figure 12.2: f(x) = x2
ln(x2)−1

x

(f+)′(x)

f+(x)

0
√
e e +∞

− − 0 +

00
−∞

+∞ +∞+∞e2

4. Comportement de f+ en +∞ (recherche d’un asymptote) :

lim
x→+∞

f+(x)

x = +∞.

Il n’y a pas d’asymptotes en +∞.5. Graphe de f : voir la figure 12.2.
Exercice 12.11Soit f : R→ R une application définie par

f(x) =

{
x2 ln |x|, si x 6= 0,
0, si x = 0.
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1. Montrer que f est continue en 0.2. Calculer f ′(x) pour x 6= 0, puis f ′(0).3. Étudier la continuité de f ′ en 0.4. Établir si f ∈ C1(R).5. Calculer les limites de f aux extrémités du domaine de définition.6. Trouver les extrema locaux, sens de variation et tableau des variations.7. Étudier le comportement de f en ±∞ (recherche d’asymptotes).8. Dresser le graphe de f .
Solution. L’application f : R→ R se réécrit

f(x) =


x2 ln x, si x > 0,
0, si x = 0,
x2 ln(−x), si x < 0.

1. f est continue en 0 car
lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x2 ln |x| = 0 = f(0).

2. La dérivée de f est l’application f ′ : R→ R définie par
f ′(x) =


2x ln x + x, si x > 0,
lim
x→0

f(x)−f(0)
x−0 = lim

x→0
x ln |x| = 0, si x = 0,

2x ln(−x) + x, si x < 0,c’est-à-dire
f ′(x) =

{
2x ln |x|+ x, si x 6= 0,
0, si x = 0.3. f ′ est continue en 0 car

lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

2x ln |x|+ x = 0 = f ′(0).

4. f ∈ C1(R) car elle est clairement continue dans R (l’unique point délicat était 0 mais on a vu qu’elle y estcontinue) et de même pour sa dérivée prémière.5. Limites de f aux extrémités du domaine de définition :
lim
x→−∞

f(x) = +∞,

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

6. On a
B f ′(x) = 0 ssi x ∈ {0, ± 1√

e

},
B f ′(x) > 0 ssi x ∈ ]− 1√

e ; 0
[
∪
]

1√
e ; +∞

[,
B f ′(x) < 0 ssi x ∈ ]−∞;− 1√

e

[
∪
]
0; 1√

e

[ ;donc
B f est croissante pour x ∈ ]− 1√

e ; 0
[ et pour x ∈ ] 1√

e ; +∞
[,

B f est décroissante pour x ∈ ]−∞;− 1√
e

[ et pour x ∈ ]0; 1√
e

[,
B f a un maximun (locale) en x = 0 et f(0) = 0,
B f a un minimum (absolue) en x = ± 1√

e et f(± 1√
e ) = − 1

2e .Le tableau des variations est alors le suivant :
x

f ′(x)

f(x)

−∞ − 1√
x 0

1√
x +∞

− + − +

+∞+∞ -- ++ -- +∞+∞− 1
2e 0

− 1
2e
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7. Comportement de f en ±∞ (recherche d’asymptotes).
lim
x→−∞

f(x)

x = +∞,

lim
x→+∞

f(x)

x = −∞.

Il n’y a pas d’asymptotes en ±∞.8. Graphe de f : voir la figure 12.3.

x

y

−
√

1
e

√
1
e

1−1

x

y

−
√

1
e

√
1
e

1−1

zoom

Figure 12.3: Graphe de f .
Exercice 12.12Soit f : R→ R une application définie par

f(x) =

{
(x − 1)2 ln |x − 1|, si x 6= 1,
0, si x = 1.

1. Montrer que f est continue en 1.2. Calculer f ′(x) pour x 6= 1, puis f ′(1).3. Étudier la continuité de f ′ en 1.4. Écrire l’équation de la tangente au graphe de f au point (1, 0). Écrire l’équation de la tangente au graphede f au point (2, 0).5. Établir si f ∈ C1(R).6. Calculer les limites de f aux extrémités du domaine de définition.7. Trouver les extrema locaux, sens de variation et tableau des variations.8. Dresser le graphe de f .
Solution. L’application f : R→ R se réécrit

f(x) =


(x − 1)2 ln(x − 1), si x > 1,
0, si x = 1,
(1− x)2 ln(1− x), si x < 1.

1. f est continue en 1 car
lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(x − 1)2 ln |x − 1| = 0 = f(1).

2. La dérivée de f est l’application f ′ : R→ R définie par
f ′(x) =


2(x − 1) ln(x − 1) + (x − 1), si x > 1,
lim
x→1

f(x)−f(1)
x−1 = lim

x→1
(x − 1) ln |x − 1| = 0, si x = 1,

2(1− x) ln(1− x) + (1− x), si x < 1,
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c’est-à-dire
f ′(x) =

{
(1 + 2 ln |x − 1|)|x − 1|, si x 6= 1,
0, si x = 1.

3. f ′ est continue en 1 car
lim
x→1

f ′(x) = lim
x→1

(1 + 2 ln |x − 1|)|x − 1| = 0 = f ′(1).

4. L’équation de la tangente au graphe de f au point (x0, f(x0)) est y = mx +q où m = f ′(x0) et q = f(x0)−mx0.Par conséquent l’équation de la tangente au graphe de f au point (1, 0) est y = 0 et l’équation de la tangenteau graphe de f au point (2, 0) est y = x − 2.5. f ∈ C1(R) car elle est clairement continue dans R (l’unique point délicat était 1 mais on a vu qu’elle y estcontinue) et de même pour sa dérivée première.6. Limites de f aux extrémités du domaine de définition :
lim
x→−∞

f(x) = +∞,

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

7. On a
B f ′(x) = 0 ssi x ∈ {0, 1± 1√

e

},
B f ′(x) > 0 ssi x ∈ ]1− 1√

e ; 0
[
∪
]
1 + 1√

e ; +∞
[,

B f ′(x) < 0 ssi x ∈ ]−∞; 1− 1√
e

[
∪
]
0; 1 + 1√

e

[ ;donc
B f est croissante pour x ∈ ]1− 1√

e ; 0
[ et pour x ∈ ]1 + 1√

e ; +∞
[,

B f est décroissante pour x ∈ ]−∞; 1− 1√
e

[ et pour x ∈ ]0; 1 + 1√
e

[,
B f a un maximun (locale) en x = 1 et f(0) = 0,
B f a un minimum (absolue) en x = 1± 1√

e et f(1± 1√
e ) = − 1

2e .Le tableau des variations est alors le suivant :
x

f ′(x)

f(x)

−∞ 1− 1√
x 1 1 + 1√

x +∞

− + − +

+∞+∞ -- ++ -- +∞+∞− 1
2e 0

− 1
2e

8. Graphe de f : voir la figure 12.4.

x

y

1−
√

1
e 1 +

√
1
e

20

x

y

1−
√

1
e 1 +

√
1
e

20

zoom

Figure 12.4: Graphe de f .
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Exercice 12.13On considère la fonction f : R→ R définie par
f(x) = 2x +

√
x2 + 2x − 2.

1. Trouver le domaine de définition Df de f .2. Calculer les limites de f aux extrémités du domaine de définition.3. Calculer la dérivée f ′(x) de f , son domaine de définition et étudier son signe.4. En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de f .5. Établir le développement limité à l’ordre 2 de la fonction x 7→ f(x)
x en −∞ puis en +∞ et préciser la positionde la courbe représentative de f par rapport à ces asymptotes.6. Tracer les asymptotes et l’allure de la courbe de f .

Solution. 1. La fonction ? 7→ √? n’est définie que si ? ≥ 0 donc
Df =

{
x ∈ R : x2 + 2x − 2 ≥ 0

}
=
]
−∞;−1−

√
3
]
∪
[
− 1 +

√
3; +∞

[
.

2. Observons d’abord que f(x) = 2x +
√
x2 + 2x − 2 = 2x + |x|

√
1 + 2

x −
2
x2 donc

lim
x→−∞

2x +
√
x2 + 2x − 2 = lim

x→−∞
x
(

2−
√

1 +
2

x −
2

x2

)
= −∞,

lim
x→−1−

√
3

2x +
√
x2 + 2x − 2 = f(−1−

√
3) = −2− 2

√
3,

lim
x→−1+

√
3

2x +
√
x2 + 2x − 2 = f(−1 +

√
3) = −2 + 2

√
3,

lim
x→+∞

2x +
√
x2 + 2x − 2 = lim

x→+∞
x
(

2 +

√
1 +

2

x −
2

x2

)
= +∞.

3. f ′(x) = 2+
x + 1√

x2 + 2x − 2
donc Df ′ = Df \{−1±

√
3} (car il faut exclure les x ∈ Df qui annulent le dénominateur).Pour en étudier le signe on se rappelle que

Solutions del’équation
A(x) = n

√
B(x)

Solutions del’inégalité
A(x) > n

√
B(x)

Solutions de l’inégalité A(x) < n
√
B(x)

Si n est im-pair (A(x))n = B(x) (A(x))n > B(x) (A(x))n < B(x)

Si n estpair
{
A(x) ≥ 0

(A(x))n = B(x)


B(x) ≥ 0

A(x) > 0

(A(x))n > B(x)

{
A(x) < 0

B(x) ≥ 0
∨
{
A(x) ≥ 0

(A(x))n < B(x)

donc
f ′(x) = 0 ⇐⇒ 2

√
x2 + 2x − 2 + x + 1 = 0 ⇐⇒ −x + 1

2︸ ︷︷ ︸
A(x)

=
√
x2 + 2x − 2︸ ︷︷ ︸√

B(x)

⇐⇒
{
− x+1

2 ≥ 0,
x2 + 2x + 1 = 4x2 + 8x − 8,

⇐⇒
{
x ≤ −1,
x2 + 2x − 3 = 0,

⇐⇒ x = −3

et
f ′(x) > 0 ⇐⇒ x + 1 + 2

√
x2 + 2x − 2√

x2 + 2x − 2
> 0 ⇐⇒ x + 1 + 2

√
x2 + 2x − 2 > 0

⇐⇒ −x + 1

2︸ ︷︷ ︸
A(x)

<
√
x2 + 2x − 2︸ ︷︷ ︸√

B(x)

⇐⇒
{
− x+1

2 < 0,
x2 + 2x − 2 ≥ 0

∪
{
− x+1

2 ≥ 0,
x2 + 2x + 1 < 4x2 + 8x − 8,

⇐⇒ x > −1+
√

3.
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4. Tableau de variation de f :
x −∞ −3 −1−

√
3 −1 +

√
3 +∞

f ′(x) + 0 − +

f(x)

−∞

−5

−2− 2
√

3 −2 + 2
√

3

+∞

5. On a
f(x)

x =

2 +
√

1 + 2
x −

2
x2 si x > 0,

2−
√

1 + 2
x −

2
x2 si x < −1−

√
3 ∪ −1 +

√
3 ≤ x < 0,donc

B le développement limité de f(x)
x en −∞ à l’ordre 2 est

g(t) = tf(1/t) = 2−
√

1 + 2t − 2t2 = 2− 1−
(
2t − 2t2

)
2

+

(
2t − 2t2

)2
8

+ o(t2) = 1− t +
t2
2

+ o(t2)

donc 1− 1
x + 1

2x2 +o(x−2) est le développement limité de f(x)/x en −∞ à l’ordre 2. On conclut que y = x − 1est l’équation de l’asymptote oblique au graphe de f en −∞ ; l’asymptote est en dessous de la courbe ;
B le développement limité de f(x)

x en +∞ à l’ordre 2 est
g(t) = tf(1/t) = 2 +

√
1 + 2t − 2t2 = 2 + 1 +

(
2t − 2t2

)
2

−
(
2t − 2t2

)2
8

+ o(t2) = 3 + t − t
2

2
+ o(t2)

donc 3+ 1
x −

1
2x2 +o(x−2) est le développement limité de f(x)/x en +∞ à l’ordre 2. On conclut que y = 3x+1est l’équation de l’asymptote oblique au graphe de f en +∞ ; l’asymptote est au dessus de la courbe.6. On a le graphe suivant

y = x − 1

y = 3x + 1

x

y

−3

−5

−1−
√

3

−2− 2
√

3

−1 +
√

3

−2 + 2
√

3

Exercice 12.14On considère la fonction f : R→ R définie par
f(x) =

x2
x + 1

e 1
x .

1. Trouver le domaine de définition Df de f .
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2. Calculer les limites de f aux extrémités du domaine de définition.3. Préciser les asymptotes éventuelles et la position de la courbe par rapport aux asymptotes.4. Calculer la dérivée f ′(x) de f et étudier son signe.5. En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de f .6. Tracer les asymptotes et l’allure de la courbe de f .
Solution. 1. Le domaine de définition Df de f est l’ensemble Df = { x ∈ R | x 6= −1 et x 6= 0 }.2. On a

lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→−1∓

f(x) = ∓∞, lim
x→0−

f(x) = 0, lim
x→0+

f(x) = +∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞.

3. Rechercher l’existence d’une asymptote revient à rechercher un développement limité au voisinage de 0 de lafonction g(t) = f(1/t) :
g(t) =

1

t
1

1 + t e
t =

1

t
(
1− t + t2 + o(t3)

)(
1 + t +

t2
2

+ o(t2)

)
=

1

t +
t
2

+ o(t)

d’où f(x) = x + 1
2x +o(1/x). La courbe y = f(x) admet donc la droite d’équation y = x pour asymptote à la foislorsque x tend vers −∞ et lorsque x tend vers +∞.Lorsque x tend vers ±∞, f(x)− x est du signe de 1

2x : la courbe est donc en-dessous de l’asymptote lorsque xtend vers −∞ et au-dessus lorsque x tend vers +∞.4. La dérivée f ′(x) de f est
f ′(x) =

2x(x + 1)− x2
(x + 1)2

e 1
x +

x2
x + 1

(
− 1

x2

)
e 1
x =

x2 + x − 1

(x + 1)2
e 1
x

donc le domaine de définition Df ′ de f ′ est encore l’ensemble Df et
B f ′(x) = 0 si x = −1−

√
5

2 ou x = −1+
√
5

2 ,
B f ′(x) > 0 si x < −1−

√
5

2 ou x > −1+
√
5

2 ,
B f ′(x) < 0 si −1−√52 < x < −1+

√
5

2 ,
B limx→0− f ′(x) = 0.5. Tableau de variation de f :

x −∞ −1−
√
5

2
−1 0 −1+

√
5

2
+∞

f ′(x) + 0 − − − 0 +

f(x)
−∞

≈ −2.283253698

−∞

+∞

0

+∞

≈ 1.190529914

+∞

On en déduit que
B f est croissante sur [−∞; −1−

√
5

2

] et sur [−1+√52 ; +∞
],

B f est décroissante sur [−1−√52 ;−1
], sur [−1; 0] et sur [0; −1+

√
5

2

],
B x = −1−

√
5

2 est un maximum local, x = −1+
√
5

2 un minimum local.6. Allure de la courbe de f :
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x

y
y = x

x =
−1

x =
0

−1−
√
5

2

−1+
√
5

2

Exercice 12.15Soit f : R→ R la fonction définie par
f(x) =


2− 7

7x−27 si x ≤ −4,
1− (x + 2)3 si − 4 < x ≤ 0,
x +

√
|x2 − 3x| si x > 0,

dont le graphe est représenté dans la figure ci-dessous.

x

y y = 2x − 3
2

3

3

−7

9

−4

1

−2

2

Répondre aux questions suivantes (pour la plupart des questions il n’est pas nécessaire de faire des calculs maisil faut justifier la réponse) :1. Quel est le domaine de définition de f ?2. Étudier la continuité et la dérivabilité de f en x = −4, en x = −2, en x = 0 et en x = 3. Donner, lorsqu’ilest possible, la valeur de f ′ en chacun de ces point.
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3. Quel est l’équation de la droite tangente au graphe de f en x = −2 ? Et en x = 4 ?4. Quel est le signe de f ′(x) pour x ∈ Df ′ ?5. Quel est le signe de f ′′(x) pour x ∈ Df ′′ ?6. Calculer limx→−∞ f(x).7. Calculer limx→+∞ f(x).8. Qui est le développement limité asymptotique en +∞ de f(x) au premier ordre ? Et en −∞ ?
Solution.1. Df = R.2. Considérons chaque point séparément :

B f est continue en−4 et f(−4) = 9 ; elle n’est pas dérivable en x = −4 car lim
h→0−

f(−4+h)−f(−4)
h = lim

h→0−

2− 7
7(h−4)−27−9

h =

49
(55)2 tandis que lim

h→0+

f(−4+h)−f(−4)
h = lim

h→0+

1−(−4+h+2)3−9
h = −12 ;

B f est continue en −2 et f(−2) = 1 ; f est dérivable en −2 et f ′(−2) = 0 ;
B f n’est pas continue en x = 0 car f(0) = 1− (−4 + 2)3 = −7 mais lim

h→0+
f(x) = lim

h→0+
x +

√
|x2 − 3x| = 0 ;

B f est continue en x = 3 et f(3) = 3 ; elle n’est pas dérivable en x = 3 car lim
h→0−

f(3+h)−f(3)
h = lim

h→0−

h+3+
√

3(h+3)−(h+3)2

h =

lim
h→0−

h+3+
√
−h(h+3)

h =∞ et de même lim
h→0+

f(3+h)−f(3)
h = lim

h→0+

h+3+
√

(h+3)2−3(h+3)

h = lim
h→0+

h+3+
√
h(h+3)

h =∞.3. L’équation de la droite tangente en x0 au graphe d’une fonction f dérivable en x0 est y = f ′(x0)(x − x0) + f(x0).Par conséquente l’équation de la droite tangente au graphe de f en x = −2 est y = 1 et en x = 4 est
y = f ′(4)(x − 4) + f(4) = 9

4x − 3.4. f ′(x) = 0 pour x = −2 et x = 3
2

(
1 + 1√

2

), f ′(x) n’existe pas pour x ∈ {−4, 0, 3}, f ′(x) > 0 pour x ∈ ]−∞;−4
[
∪]

0; 3
2

(
1 + 1√

2

) [
∪
]
3; +∞

[ et f ′(x) < 0 pour x ∈ ]− 4;−2
[
∪
]
− 2; 0

[
∪
]
3
2

(
1 + 1√

2

)
; 3
[.5. f ′′(x) = 0 pour x = −2, f ′′(x) n’existe pas pour x ∈ {−4, 0, 3}, f ′′(x) > 0 pour x ∈] − ∞;−4[∪] − 4;−2[ et

f ′′(x) < 0 pour x ∈]− 2; 0[∪]0; 3[∪]3; +∞[.6. limx→−∞ f(x) = 1 donc y = 1 est asymptote en −∞.7. limx→+∞ f(x) = +∞.8. Le développement limité asymptotique en +∞ de f(x) au premier ordre coïncide avec l’équation de l’asymptoteoblique, donc c’est 2x − 3
2 + o(x−1).9. Le développement limité asymptotique en −∞ de f(x) au premier ordre coïncide avec l’équation de l’asymptote,donc c’est 1 + o(x−1).

Exercice 12.16Considérons la fonction f : A ⊂ R→ R définie par
f(x) =

e3x+1

x2 − 2x .1. Trouver l’ensemble de définition A.2. Trouver le signe de f .3. Trouver les limites où f n’est pas définie et pour x → ±∞.4. Trouver la dérivée de f et où f est croissante ou décroissante.5. Dessiner le graphe de f .
Solution.1. Pour que 1

? soit définie il faut que ? 6= 0 donc
A = {x ∈ R | x2 − 2x 6= 0} = ]−∞; 0[ ∪ ]0; 2[ ∪ ]2; +∞[ = R \ {0; 2}.
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2. Comme e? > 0 pour tout ? ∈ R, le signe de f coïncide avec le signe du dénominateur et on a
f(x) = 0 ⇐⇒ x2 − 2x = 0 ⇐⇒ x(x − 2) = 0 ⇐⇒ 6 ∃ x ∈ A,
f(x) > 0 ⇐⇒ x2 − 2x > 0 ⇐⇒ x(x − 2) > 0 ⇐⇒ x ∈]−∞; 0[∪]2; +∞[,
f(x) < 0 ⇐⇒ x2 − 2x < 0 ⇐⇒ x(x − 2) > 0 ⇐⇒ x ∈]0; 2[.

3. Trouver les limites où f n’est pas définie et pour x → ±∞.
lim
x→−∞

f(x) = 0+ lim
x→0∓

f(x) = ±∞

lim
x→2∓

f(x) = ∓∞ lim
x→+∞

f(x) = +∞

donc y = 0 est asymptote horizontale à−∞, y = 0 et y = 2 sont asymptotes verticales et comme limx→+∞
f(x)
x =

+∞ il n’y a pas d’asymptotes à +∞.
4. f ′(x) =

(e3x+1)′(x2 − 2x)− (e3x+1)(x2 − 2x)′

(x2 − 2x)2
=

3(e3x+1)(x2 − 2x)− (e3x+1)(2x − 2)

(x2 − 2x)2
=

e3x+1

(x2 − 2x)2
(3x2−8x+2).

Comme e3x+1

(x2−2x)2 > 0 pour tout x ∈ A, le signe de f ′ coïncide avec le signe de 3x2 − 8x + 2 et on a
3x2 − 8x + 2 = 0 ⇐⇒ x1,2 =

8±
√

40

6
=

4±
√

10

3
,

3x2 − 8x + 2 > 0 ⇐⇒ x ∈
]
−∞;

4−
√

10

3

[
∪
]

4 +
√

10

3
; +∞

[
,

3x2 − 8x + 2 < 0 ⇐⇒ x ∈
]

4−
√

10

3
;

4 +
√

10

3

[
.

5. Le graphe de f (non à l’échelle) est le suivant :

x

y

0

2

4−
√
10

3

f
(

4−
√
10

3

) 4+
√
10

3

f
(

4+
√
10

3

)
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Exercice 12.17Tracer le graphe de la fonction
f(x) =

x
x2 − 5x + 4en détaillant1. son domaine et son signe,2. les limites pour x → ±∞,3. étudier la dérivée de f .

Solution.1. Pour que 1
? soit défini il faut que ? 6= 0 donc le domaine de définition A de f est l’ensemble

A = {x ∈ R | x2 − 5x + 4 6= 0} = ]−∞; 1[ ∪ ]1; 4[ ∪ ]4; +∞[ = R \ {1; 4}.

Étude du signe de f :

signe du numérateur
signe du dénominateur

signe de f(x)

−∞ 0 1 4 +∞

R

− 0 + + +

+ + 0 − 0 +

− 0 + − +

2. Limites de f pour x → ±∞ (et où f n’est pas définie) :
lim
x→−∞

f(x) = 0− lim
x→1∓

f(x) = ±∞

lim
x→4∓

f(x) = ∓∞ lim
x→+∞

f(x) = 0+

donc
B y = 0 est asymptote horizontale à −∞ et à +∞,
B y = 1 et y = 4 sont asymptotes verticales.3. Dérivée première :

f ′(x) =
(x)′(x2 − 5x + 4)− x(x2 − 5x + 4)′

(x2 − 5x + 4)2
=

(x2 − 5x + 4)− x(2x − 5)

(x2 − 5x + 4)2
=

−x2 + 4

(x2 − 5x + 4)2
.

Comme (x2 − 5x + 4)2 > 0 pour tout x ∈ A, le signe de f ′ coïncide avec le signe de −x2 + 4 et on a
f ′(x) = 0 ⇐⇒ x = ±2,
f ′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]2; 4[ ∪ ]4; +∞[ ,
f ′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈ ]−2; 1[ ∪ ]1; 2[ .

Ainsi, le graphe de f est le suivant :
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x

y

1 42

f(2) = −1

−2
f(−2) = − 1

9

Exercice 12.18
Soit a et b deux réels et f la fonction définie sur R \ { −b } telle que f(x) =

ax2 − 4

x + b . On note G la courbereprésentative de f .1. Pour tout a ∈ R, f est prolongeable par continuité en x = −b.2. Si b = −2/
√
a et a > 0 alors f est prolongeable par continuité en x = −b.3. Si b = 2/

√
a et a > 0 alors f est prolongeable par continuité en x = −b.4. G admet une asymptote verticale pour tout a et b.5. Il existe au moins une valeur de a telle que G admet une asymptote horizontale.6. Il existe au moins une valeur de a 6= 0 telle que G admet une asymptote oblique.7. Soit a = b = 1, alors G est au-dessus de son asymptote au voisinage de +∞.8. Soit a = −1 et b = 1, alors G est au-dessus de son asymptote au voisinage de +∞.

Solution. � 1. Faux : si a = 0, f(x) = −4
x+b et limx→−b± f(x) = ∓∞

� 2. Vrai : si a > 0, on peut écrire f(x) = a
(
x− 2√

a

)(
x+ 2√

a

)
x+b , donc si b = −2/

√
a alors f(x) = a

(
x + 2√

a

) et
limx→−b f(x) = 4

√
a

� 3. Vrai : si a > 0, on peut écrire f(x) = a
(
x− 2√

a

)(
x+ 2√

a

)
x+b , donc si b = 2/

√
a alors f(x) = a

(
x − 2√

a

) et limx→−b f(x) =

−4
√
a

� 4. Faux : si b = ±2/
√
a et a > 0, f(x) = a

(
x ∓ 2√

a

) donc G n’admet d’asymptote verticale
� 5. Vrai : si a = 0 alors f(x) = −4

x+b et limx→±∞ f(x) = 0 donc y = 0 est asymptote horizontale de G.
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� 6. Vrai : pour tout a 6= 0, la droite d’équation y = ax − ab est asymptote oblique de G car limx→±∞ f(x)/x = a et
limx→±∞ f(x)− ax = −ab.

� 7. Faux : si a = b = 1, alors f(x) = x2−4
x+1 = x − 1− 3

x+1 et son asymptote oblique est y = x − 1 donc f(x) < x − 1pour x → +∞ : G est en-dessous de son asymptote au voisinage de +∞.
� 8. Faux : si a = −1 et b = 1, alors f(x) = −x2−4

x+1 = −x + 1− 5
x+1 et son asymptote oblique est y = −x + 1 donc

f(x) < −x + 1 pour x → +∞ : G est en-dessous de son asymptote au voisinage de +∞.
Exercice 12.19

Soit f l’application définie sur R dont le tableau de va-riations est
x −∞ 0 +∞

f(x)
+∞

1

+∞

Alors l’expression de f peut être. . .1. f(x) = |x|+ 12. f(x) = ex − x3. f(x) = x2+1
|x|+14. f(x) =
√
x2 + 15. f(x) = ln(x2 + 1)

Solution. � 1. Vrai : f(0) = 1, limx→±∞ f(x) = +∞, f est paire et f ′(x) > 0 pour x > 0

� 2. Vrai : f(0) = 1, limx→±∞ f(x) = +∞, f ′(x) = ex − 1 et ex = 1 ssi x = 0, ex > 1 si x > 0, ex < 1 si x < 0

� 3. Faux : f(x) = x2+1
|x|+1 =

{
x2+1
x+1 si x ≥ 0
x2+1
−x+1 si x < 0

donc f ′(x) =

{
x2+2x−1
(x+1)2 = (x−(−1−

√
2))(x−(−1+

√
2))

(x+1)2 si x ≥ 0

− x2−2x−1(x−1)2 = − (x−(1−
√
2))(x−(1+

√
2))

(x−1)2 si x < 0
ainsi

x −∞ 1−
√

2 0 −1 +
√

2 +∞

f(x)
+∞

(2−
√

2)
√

2

1

(2−
√

2)
√

2

+∞

� 4. Vrai : f(0) = 1, limx→±∞ f(x) = +∞, f est paire et f ′(x) > 0 pour x > 0

� 5. Faux : f(0) = ln(1) = 0 6= 1
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Chapitre 13
Primitives et intégrales

Primitives

PrimitiveSoit I un intervalle de R. Une fonction f : I → R est intégrable s’il existe une fonction dérivable F : I → R telleque pour tout x ∈ I , F ′(x) = f(x). Une telle fonction F est une primitive (ou intégrale indéfinie) de f .
Existence des primitivesSoit I un intervalle de R et f : I → R une fonction continue. Alors f est intégrable.
Propriété
B Si F est une primitive de f alors, pour tout réel c, la fonction F + c est aussi une primitive de f .
B Toute primitive de f est nécessairement de la forme F + c pour une certaine constante c.
NotationL’ensemble des primitives d’une fonction f est noté ∫ f ou encore ∫ f(x) dx .
RemarqueSi a ∈ I alors F (x) =

∫ x
a f(t) dt est l’unique primitive qui s’annule en a.

LinéaritéSoit I un intervalle de R, f et g : I → R deux fonctions intégrables et k ∈ R. Alors∫
(f(x) + g(x)) dx =

∫
f(x) dx +

∫
g(x) dx et ∫

kf(x) dx = k
∫
f(x) dx.

Calcul des primitives

Intégration directeDans le tableau qui suit on sous-entend que l’intégration est réalisée sur un intervalle contenu dans l’ensemblede définition de la fonction à intégrer.
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∫
xn dx = xn+1

n+1 + c =⇒
∫

[f(x)]nf ′(x) dx = [f(x)]n+1

n+1 + c pour n 6= −1∫
1
x dx = ln(x) + c =⇒

∫
f ′(x)
f(x) dx = ln(|f(x)|) + c∫

ex dx = ex + c =⇒
∫
ef(x)f ′(x) dx = ef(x) + c∫

ax dx = (loga e)ax + c =⇒
∫
af(x)f ′(x) dx = (loga e)af(x) + c∫

sin(x) dx = − cos(x) + c =⇒
∫

sin(f(x))f ′(x) dx = − cos(f(x)) + c∫
cos(x) dx = sin(x) + c =⇒

∫
cos(f(x))f ′(x) dx = sin(f(x)) + c∫

1
cos2(x) dx = tan(x) + c =⇒

∫
f ′(x)

cos2(f(x)) dx = tan(f(x)) + c∫
1√

1−x2 dx = arcsin(x) + c = − arccos(x) + c =⇒
∫

f ′(x)√
1−(f(x))2

dx = arcsin(f(x)) + c = − arccos(f(x) + c∫
1

1+x2 dx = arctan(x) + c =⇒
∫

f ′(x)
1+(f(x))2 dx = arctan(f(x)) + c∫

cosh(x) dx = sinh(x) + c =⇒
∫

cosh(f(x))f ′(x) dx = sinh(f(x)) + c∫
sinh(x) dx = cosh(x) + c =⇒

∫
sinh(f(x))f ′(x) dx = cosh(f(x)) + c∫

1
cosh2(x) dx = tanh(x) + c =⇒

∫
f ′(x)

cosh2(f(x)) dx = tanh(f(x)) + c

Intégration par changement de variableSoit F une primitive de f et g une fonction dérivable. Alors la fonction f(g(x))g′(x) est intégrable et l’on a∫
f(g(x))g′(x) dx = F (g(x)) + c.

Autrement dit, en posant u = g(x) on obtient du
dx = g′(x), soit encore du = g′(x) dx et donc∫

f(g(x))g′(x) dx =

∫
f(u) du = F (u) + c.

Intégration par partiesSoit f et g deux fonctions dérivables. Alors∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx.
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ExempleCalculer une primitive de ln x
x avec les trois méthodes décrites ci-dessus.

Intégration directe :comme ∫ ln x
x dx =

∫
f(x)f ′(x) dx avec f(x) = ln(x) et comme ∫ f(x)f ′(x) dx = [f(x)]2

2
on conclut que ∫ ln x

x dx = ln2(x)
2

+c.
Intégration par changement de variable :on pose u = ln(x) donc du = dx

x et ∫ ln x
x dx =

∫
u du = u2

2
+ c = ln2(x)

2
+ c.

Intégration par parties :si on pose g(x) = ln(x) et f ′(x) = 1
x alors g′(x) = 1

x et f(x) = ln(x) donc ∫ ln x
x dx = ln2(x)−

∫
ln x
x dx , i.e. 2

∫
ln x
x dx =

ln2 x + c et finalement ∫ ln x
x dx = ln2(x)

2
+ k .

Fonctions rationnelles

Fonction rationnelleSoit N(x) et D(x) deux polynômes de degré respectivement ν et δ . Toute fonction du type P(x) = N(x)
D(x) est dite

fonction rationnelle.
B Si ν ≥ δ on dit que P est une fonction rationnelle impropre.
B Si ν < δ on dit que P est une fonction rationnelle propre.
PropriétéSoit P(x) = N(x)

D(x) une fonction rationnelle impropre avec N et D deux polynômes de degré respectivement ν et δ(ainsi ν ≥ δ). Alors, en effectuant la division euclidienne de N par D, on peut réécrire P comme
P(x) = Q(x) +

R(x)

D(x)

où Q est un polynôme de degré ν − δ et R un polynôme de degré au plus δ − 1, ainsi R(x)
D(x) est une fonctionrationnelle propre.

On en déduit que ∫
P(x) dx =

∫ N(x)

D(x)
dx =

∫
Q(x) dx +

∫ R(x)

D(x)
dx.

L’intégration de Q étant triviale, on conclut que la difficulté de l’intégration d’une fonction rationnelle se réduit àl’intégration d’une fonction rationnelle propre.
PropriétéSi R(x)

D(x) est une fonction rationnelle propre et si D(x) possède
B k racines réelles ak chacune de multiplicité mk et
B h couples de racines complexes conjuguées qui sont racines du polynôme x2 +bhx+dh chacune de multiplicité
nh (ainsi ∆ = b2h − 4dh < 0 pour tout h),alors D s’écrit
D(x) = c(x − a1)m1(x − a2)m2 . . . (x − ak)mk (x2 + b1x + d1)n1(x2 + b2x + d2)n2 . . . (x2 + bhx + dh)nh

et R(x)
D(x) se décompose en fractions simples sous la forme

R(x)

D(x)
=

A1,1
x − a1

+
A1,2

(x − a1)2
+ · · ·+ A1,m1

(x − a1)m1

+
A2,1
x − a2

+
A2,2

(x − a2)2
+ · · ·+ A2,m1

(x − a2)m2

+ · · ·+

+
Ak,1
x − ak

+
Ak,2

(x − ak)2
+ · · ·+ Ak,mk

(x − ak)mk

+
B1,1x + C1,1
x2 + b1x + d1

+
B1,2x + C1,2

(x2 + b1x + d1)2
+ · · ·+ B1,n1x + C1,n1

(x2 + b1x + d1)n1

© G. Faccanoni 189



13 Primitives et intégrales Mercredi 11 janvier 2012

+
B2,1x + C2,1
x2 + b2x + d2

+
B2,2x + C2,2

(x2 + b2x + d2)2
+ · · ·+ B2,n2x + C2,n2

(x2 + b2x + d2)n2

+ · · ·+

+
Bh,1x + Ch,1
x2 + bhx + dh

+
Bh,2x + Ch,2

(x2 + bhx + dh)2
+ · · ·+ Bh,nhx + Ch,nh

(x2 + bhx + dh)nk

où les Ai,j , Bi,j et Ci,j sont des constantes.Pour intégrer une fonction rationnelle il suffit alors de connaître les primitives des fractions simples
f1(x) =

A
x − a, f2(x) =

A
(x − a)n

, f3(x) =
Bx + C

x2 + bx + d, f4(x) =
Bx + C

(x2 + bx + d)n
.

Intégration des fractions simplesSupposons
B A,B, C, a, b, d ∈ R
B n ∈ N, n > 1
B ∆ = b2 − 4d < 0alors1. la primitive de f1(x) = A

x−a est ∫ A
x − a dx = A ln |x − a|+ cnst;

2. la primitive de f2(x) = A
(x−a)n est∫ A

(x − a)n
dx =

A
(1− n)(x − a)n−1

+ cnst;
3. la primitive de f3(x) = Bx+C

x2+bx+d est∫ Bx + C
x2 + bx + d dx =

∫ Bx + C(
x + b

2

)2
+
(
d − b2

4

) dx

=
1√
d − b2

2

∫ B
(√

d − b2
4 t −

b
2

)
+ C

t2 + 1
dt

=
B
2

∫
2t

1 + t2 dt +
C − B b2√
d − b2

4

∫
1

1 + t2 dt

=
B
2

ln |1 + t2|+
C − B b2√
d − b2

4

arctan(t) + cnst =
B
2

ln

∣∣∣∣∣1 +

(
x + b

2

)2
d − b2

4

∣∣∣∣∣+
C − B b2√
d − b2

4

arctan

 x + b
2√

d − b2
4

+ cnst;

x + b
2 =

√
d − b2

4 t

dx =
√
d − b2

4 dt

4. la primitive de f4(x) = Bx+C
(x2+bx+d)n est∫ Bx + C

(x2 + bx + d)n
dx =

B
2

∫
2x + b

(x2 + bx + d)n
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

(
C − Bb

2

)∫
1

(x2 + bx + d)n
dx︸ ︷︷ ︸

I2avec
I1 =

B
2

1

(1− n)(x2 + bx + d)n−1

I2 =

∫
1

(x2 + bx + d)n
dx

=

(
d − b

2

4

) 1
2−n ∫ 1

(1 + t2)n
dt︸ ︷︷ ︸

In
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x + b
2 =

√
d − b2

4 t

dx =
√
d − b2

4 dt

et l’intégrale In se calcule par récurrence
In =

t
2(n − 1)(1 + t2)n−1

+
2n − 3

2(n − 1)
In−1.

Exemple1. On veut intégrer la fonction rationnelle propre f(x) = x−3
x2−4x+5

. Comme ∆ = 42 − 4 × 5 < 0 il s’agit d’un intégrale dutype ∫ Bx+C
x2+bx+d dx . Le dénominateur se décompose comme x2 − 4x + 5 = (x − 2)2 + 1 et l’intégrale s’écrit∫

f(x) dx =

∫ x − 3

(x − 2)2 + 1
dx =

∫
(t + 2)− 3

t2 + 1
dt =

1

2

∫
2t

t2 + 1
dt −

∫
1

t2 + 1
dt

=
1

2
ln(1 + t2)− arctan(t) + cnst =

1

2
ln((x + 2)2 + 1)− arctan(x − 2) + cnst

2. On veut intégrer la fonction rationnelle propre f(x) = 3x+1
x3−4x . On doit d’abord la décomposer en fractions simples ; comme

x3 − 4x = x(x2 − 4) = x(x − 2)(x + 2) la fonction admet la décomposition
f(x) =

3x + 1

x(x − 2)(x + 2)
=
A1

x +
A2

x − 2
+

A3

x + 2Pour calculer les constantes Ai on peut utiliser le principe d’identité des polynômes :
3x + 1

x(x − 2)(x + 2)
=
A1(x − 2)(x + 2) + A2x(x + 2) + A3x(x − 2)

x(x − 2)(x + 2)
=

(A1 + A2 + A3)x2 + (2A2 − 2A3)x − 4A1

x(x − 2)(x + 2)
⇐⇒


A1 + A2 + A3 = 0

2A2 − 2A3 = 3

−4A1 = 1

ainsi ∫
f(x) dx = −1

4

∫
1

x dx − 5

8

∫ A2

x − 2
dx +

7

8

∫ A3

x + 2
dx = −1

4
ln |x| − 5

8
ln |x − 2|+ 7

8
ln |x + 2|+ c.

3. On veut intégrer la fonction rationnelle impropre f(x) = 3x3+2x−5
3x2−5x−2 . On effectue d’abord la division euclidienne

3x3 +2x −5 3x2 − 5x − 2

−3x3 +5x2 +2x x + 5
3

5x2 +4x −5

−5x2 + 25
3
x + 10

3

37
3
x − 5

3

ainsi f(x) = x + 5
3

+
37
3 x− 5

3
3x2−5x−2 . Maintenant on décompose le terme 37

3 x− 5
3

3x2−5x−2 en fractions simples : on a 3x2 − 5x − 2 =
(x + 1

3
)(x − 2) et on doit chercher les deux constantes A1 et A2 telles que

37
3
x − 5

3

3x2 − 5x − 2
=

A1

x + 1
3

+
A2

x − 2

En utilisant le principe d’identité des polynômes on a
37
3
x − 5

3

3x2 − 5x − 2
=
A1(x − 2) + A2(x + 1

3
)

3x2 − 5x − 2
=

(A1 + A2)x − 2A1 + A2
3

3x2 − 5x − 2
⇐⇒

{
A1 + A2 = 37

3

−2A1 + A2
3

= − 5
3On conclut que

f(x) = x +
5

3
+

52/63

x + 1
3

+
207/63

x − 2et ∫
f(x) dx =

x2
2

+
5

3
x +

52

63
ln

∣∣∣∣x +
1

3

∣∣∣∣+
207

63
ln |x − 2|+ c.

4. On veut intégrer la fonction rationnelle propre f(x) = x−4
x3−x2−5x−3 . On doit d’abord la décomposer en fraction simples ;comme x3 − x2 − 5x − 3 = (x − 3)(x + 1)2 la fonction f admet la décomposition

f(x) =
A1,1

x − 3
+
A2,1

x + 1
+

A2,2

(x + 1)2
.

On détermine les constantes en utilisant le principe d’identité des polynômes
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x − 4

x3 − x2 − 5x − 3
=
A1,1(x + 1)2 + A2,1(x − 3)(x + 1) + A2,2(x − 3)

x3 − x2 − 5x − 3

=
(A1,1 + A2,1)x2 + (2A1,1 − 2A2,1 + A2,2)x + A1,1 − 3A2,1 − 3A2,2

x3 − x2 − 5x − 3
⇐⇒


A1,1 + A2,1 = 0

2A1,1 − 2A2,1 + A2,2 = 1

A1,1 − 3A2,1 − 3A2,2 = −4

On conclut que
f(x) =

−1/16

x − 3
+

1/16

x + 1
+
−5/4

(x + 1)2et ∫
f(x) dx = − 1

16
ln |x − 3|+ 1

16
ln |x + 1| − 5

4(x + 1)
+ c.

5. On veut intégrer la fonction rationnelle propre f(x) = x2+2
(x2−2x+5)2

. Comme ∆ = 4 − 20 < 0, la fonction f se décomposecomme
f(x) =

B1x + C1

x2 − 2x + 5
+

B2x + C2

(x2 − 2x + 5)2
.

On détermine les constantes en utilisant le principe d’identité des polynômes
x2 + 2

(x2 − 2x + 5)2
=

B1x + C1

x2 − 2x + 5
+

B2x + C2

(x2 − 2x + 5)2

=
B1x3 + (C1 − 2B1)x2 + (5B1 − 2C1 + B2)x + 5C1 + C2

(x2 − 2x + 5)2
⇐⇒


B1 = 0

C1 − 2B1 = 1

5B1 − 2C1 + B2 = 0

5C1 + C2 = 2

On obtient alors que ∫
f(x) dx =

∫
1

x2 − 2x + 5
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫
2x − 3

(x2 − 2x + 5)2
dx︸ ︷︷ ︸

I2

.

B On calcule I1 : ∫
1

x2 − 2x + 5
dx =

∫
1

(x − 1)2 + 4
dx

=
1

2

∫
1

t2 + 1
dt

=
1

2

∫
1

1 + t2 dt =
1

2
arctan(t) + c =

1

2
arctan

(
x − 1

2

)
+ c;

x − 1 = 2t
dx = 2 dt

B On calcule I2 :∫
2x − 3

(x2 − 2x + 5)2
dx =

∫
2x − 2

(x2 − 2x + 5)2
dx −

∫
1

(x2 − 2x + 5)2
dx = − 1

x2 − 2x + 5
−
∫

1

(x2 − 2x + 5)2
dx

= − 1

x2 − 2x + 5
−
∫

1

((x − 1)2 + 4)2
dx = − 1

x2 − 2x + 5
− 1

8

∫
1

(t2 + 1)2
dt

= − 1

x2 − 2x + 5
− 1

8

(
1

2

t
1 + t2 +

1

2

∫
1

1 + t2 dt
)

= − 1

x2 − 2x + 5
− 1

16

(
t

1 + t2 + arctan(t)
)

= − 1

x2 − 2x + 5
− 1

16

(
2(x − 1)

x2 − 2x + 5
+ arctan

(
x − 1

2

))
+ c

= − x + 7

8(x2 − 2x + 5)
− 1

16
arctan

(
x − 1

2

)
+ c.

On conclut que ∫
f(x) dx =

7

16
arctan

(
x − 1

2

)
− x + 7

8(x2 − 2x + 5)
+ c.

6. On veut intégrer la fonction rationnelle propre f(x) = 1
x3(x2+1)2

qui se décompose comme
f(x) =

A1

x +
A1

x2 +
A1

x3 +
B1x + C1

x2 + 1
+
B2x + C2

(x2 + 1)2
.

On détermine les constantes en utilisant le principe d’identité des polynômes
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1

x3(x2 + 1)2
=
A1

x +
A2

x2 +
A3

x3 +
B1x + C1

x2 + 1
+
B2x + C2

(x2 + 1)2

=
(A1 + B1)x6 + (A2 + C1)x5 + (2A1 + A3 + B1 + B2)x4 + (2A2 + C1 + C2)x3 + (A1 + 2A3)x2 + (A2)x + (A3)

x3(x2 + 1)2

⇐⇒



A1 + B1 = 0

A2 + C1 = 0

2A1 + A3 + B1 + B2 = 0

2A2 + C1 + C2 = 0

A1 + 2A3 = 0

A2 = 0

A3 = 1

On obtient alors que ∫
f(x) dx = −2

∫
1

x dx +

∫
1

x3 dx +

∫
2x

x2 + 1
dx +

∫ x
(x2 + 1)2

dx

= −2 ln |x| − 1

2x2 + ln |x2 + 1|+ 1

2

∫
2x

(x2 + 1)2
dx

= −2 ln |x| − 1

2x2 + ln |x2 + 1| − 1

2

2x
(x2 + 1)

+ c.

Intégrales définies

Théorème fondamentale du calcul différentiel et intégralSoit f une fonction continue sur [a;b] et F une primitive de f sur [a;b]. Alors1. la dérivée de g(x) =
∫ x
a f(x) dx existe et est égale à f(x) ;2. ∫ ba f(x) dx = F (b)− F (a).L’expression F (b)− F (a) se note aussi [F (x)]ba ou encore F (x)|ba.

RemarqueSi f est de classe C1 sur [a;b] alors g(x) = f(x)− f(a) =
∫ x
a f
′(x) dx .

Interprétation géométriqueL’intégrale définie ∫ ba f(x) dx correspond à l’aire dudomaine du plan situé entre le graphe de f et l’axedes abscisses, compté positivement pour la partie si-tuée au-dessus de l’axe des abscisses et négativementpour la partie située en dessous.
+

−

+

a b

© G. Faccanoni 193



13 Primitives et intégrales Mercredi 11 janvier 2012

∫ 3/2

0

x2dx

x

f(x)

1 1 1
2

2 3

1

2

2 1
4

3

x2

Calcul d’airesSoit f et g deux fonctions intégrables sur [a;b] telles que f(x) ≥ g(x) sur [a;b]. L’aire de la surface compriseentre les graphes de f et g entre a et b est définie par l’intégrale ∫ ba (f(x)− g(x)) dx .

PropriétéSoit [a;b] un intervalle de R avec a < b, f et g : [a;b]→ R deux fonctions intégrables.
B Relation de Chasles : ∫ ba f(x) dx =

∫ c
a f(x) dx +

∫ b
c f(x) dx .

B Relation d’ordre : si f(x) ≤ g(x) pour toute x ∈ [a;b] alors ∫ ba f(x) dx ≤
∫ b
a g(x) dx .

B Si f est continue sur [a;b] et f(x) ≥ 0 pour toute x ∈ [a;b] alors ∫ ba f(x) dx = 0 si et seulement si f(x) ≡ 0.
B Valeur absolue : |∫ ba f(x) dx| ≤

∫ b
a |f(x)| dx .

B Moyenne : si m ≤ f(x) ≤ M pour toute x ∈ [a;b] alors m ≤ ∫ b
a f(x) dx
b−a ≤ M . Le nombre ∫ b

a f(x) dx
b−a est la valeurmoyenne de f sur [a;b].

Intégrales généralisées

Étudier la nature d’une intégrale généralisée (ou impropre) c’est préciser si elle est convergente ou divergente.
Cas d’une fonction bornée sur un intervalle non bornéSoit f une fonction définie sur [a; +∞[ et intégrable sur tous les intervalles [a;b] pour b ≥ a. L’intégralegénéralisée de première espèce de f sur [a; +∞[ est égale, lorsqu’elle existe, à la limite

∫ +∞

a
f(x) dx = lim

b→+∞

∫ b

a
f(x) dx.
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On définit de manière analogue l’intégrale généralisée sur l’intervalle ] − ∞;a]. Si la limite existe on dit quel’intégrale est convergente, dans le cas contraire, on dit qu’elle est divergente.
Règles de convergence
B Condition nécessaire de convergence sur [a; +∞[ : si l’intégrale ∫ +∞

a f(x) dx converge et si limx→+∞ f(x)existe alors limx→+∞ f(x) = 0.
B Comparaison de fonctions positives : soit f et g deux fonctions définies sur [a; +∞[ telles que 0 ≤ f(x) ≤ g(x)sur [a; +∞[ et intégrables sur tous les intervalles [a;b] pour b ≥ a.

B Si ∫ +∞
a g(x) dx converge alors ∫ +∞

a f(x) dx converge aussi.
B Si ∫ +∞

a f(x) dx diverge alors ∫ +∞
a g(x) dx diverge.

Exemple1. Soit a > 0. Alors ∫ +∞
a

1
xα dx converge si et seulement si α > 1 car

∫ +∞

a

1

xα dx =

 lim
c→+∞

[
x1−α
1−α

]c
a

si α 6= 1,

lim
c→+∞

[ln(x)]ca si α = 1,
=

 lim
c→+∞

c1−α−1
1−α si α 6= 1,

lim
c→+∞

ln(c) si α = 1,
=


1

1−α si α > 1,
+∞ si α < 1,
ln(c) si α = 1.

2. L’intégrale ∫ +∞
1

arctan(x)
x2 dx converge tandis que l’intégrale ∫ +∞

1
arctan(x)

x dx diverge. En effet, comme π
4
≤ arctan(x) ≤ π

2pour tout x ∈ [1; +∞[, alors∫ +∞

1

arctan(x)

x2 dx ≤
∫ +∞

1

π
2x2 dx < +∞,

∫ +∞

1

arctan(x)

x dx ≥
∫ +∞

1

π
4x dx > +∞.

3. L’intégrale ∫ +∞
1

cos(x)
x2 dx converge car − ∣∣∣∫ +∞

1
cos(x)
x2 dx

∣∣∣ ≤ ∫ +∞
1

cos(x)
x2 dx ≤

∣∣∣∫ +∞
1

cos(x)
x2 dx

∣∣∣ et∣∣∣∣∫ +∞

1

cos(x)

x2 dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

1

∣∣∣∣cos(x)

x2

∣∣∣∣ dx ≤
∫ +∞

1

1

x2 dx = 1.

Cas d’une fonction non bornée sur un intervalle bornéSoit f une fonction définie sur ]a;b] sans être définie au point a et intégrable sur tous les intervalles [c;b] pour
c ∈]a;b[. L’intégrale généralisée de deuxième espèce de f sur ]a;b] est égale à la limite∫ b

a
f(x) dx = lim

c→a+

∫ b

c
f(x) dx

lorsqu’elle existe. Si la limite existe on dit que l’intégrale est convergente, dans le cas contraire, on dit qu’elleest divergente.
ExempleSoit a 6= 0. Alors ∫ a

0
1
xα dx converge si et seulement si α < 1 car

∫ a

0

1

xα dx = lim
c→0+

∫ a

c

1

xα dx =

 lim
c→0+

[
x1−α
1−α

]a
c

si α 6= 1

lim
c→0+

[ln(x)]ac si α = 1
=

 lim
c→0+

[
a1−α−c1−α

1−α

] si α 6= 1

lim
c→0+

[ln(a)− ln(c)] si α = 1
=


∞ si α > 1
a1−α
1−α si α < 1

+∞ si α = 1.

Définition1. Si f est intégrable sur tous les intervalles [c;d] contenus dans ]a, b[ mais n’est pas définie ni en a ni en b,on pose ∫ b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx +

∫ b

c
f(x) dx

avec c ∈]a, b[ quelconque. On dit que l’intégrale ∫ b

a
f(x) dx converge si et seulement si les deux intégrales
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∫ c

a
f(x) dx et ∫ b

c
f(x) dx convergent.

2. Si f est intégrable sur tous les intervalles [c;d] contenus dans ]a,+∞[ mais elle n’est pas définie en a, onpose ∫ +∞

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx +

∫ +∞

c
f(x) dx

avec c ∈]a,+∞[ quelconque. On dit que l’intégrale ∫ +∞

a
f(x) dx converge si et seulement si les deux

intégrales ∫ c

a
f(x) dx et ∫ +∞

c
f(x) dx convergent.

3. Si f est intégrable sur tous les intervalles [c;d] contenus dans R, on pose∫ +∞

−∞
f(x) dx =

∫ c

−∞
f(x) dx +

∫ +∞

c
f(x) dx

avec c ∈ R quelconque. On dit que l’intégrale ∫ +∞

−∞
f(x) dx converge si et seulement si les deux intégrales∫ c

−∞
f(x) dx et ∫ +∞

c
f(x) dx convergent.

Fonctions définies par une intégrale

DéfinitionConsidérons la fonction I : J ⊂ R→ R définie par I(x) =
∫ x
a f(t) dt où f est une fonction intégrable sur J (i.e. ellepeut être discontinue mais elle doit être bornée).

Propriété
B I(a) = 0

B I(b) =
∫ b
a f(t) dt =constante

B I est continue
B Si f est positive (resp. négative) dans un intervalle [p, q] qui contient a,

B si x > a alors f et I ont même signe
B si x < a alors f et I ont signe opposé

B Si f est continue alors I est continue et dérivable ; si f est dérivable alors I ′ est continue et dérivable. Eneffet, si f ∈ Ck(J) alors I ∈ Ck+1(J) car f (k)(x) = I(k+1)(x). De plus
B si f(x) = 0 alors I a tangente horizontale
B si f(x) > 0 alors I est croissante
B si f(x) < 0 alors I est décroissante
B si f(c) = 0 et f ′(c) > 0 alors c est un minimum pour I
B si f(c) = 0 et f ′(c) < 0 alors c est un maximum pour I

PropositionSi u et v sont deux fonctions dérivables de J dans R, alors la fonction I(x) =
∫ v(x)
u(x) f(x, t) dt est dérivable et

I ′(x) =

∫ v(x)

u(x)
fx(x, t) dt + f(x, v(x))v ′(x)− f(x, u(x))u′(x).

En particulier, si f ne dépend que de t, c’est-à-dire si I(x) =
∫ v(x)
u(x) f(t) dt alors

I ′(x) = f(v(x))v ′(x)− f(u(x))u′(x).
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............... Exercices ...............

Exercice 13.1 Intégration directeCalculer les intégrales suivants :
1. ∫ 2x3 − 3x + 1 dx

2. ∫ √x + 3
√
x dx

3. ∫ 1√
x + 1

dx

4. ∫ √2x + 1 dx

5. ∫ e2x+1 dx

6. ∫ 4
√

(x − 1)3 dx

7. ∫ x
x + 1

dx

8. ∫ x
√

5 + x2 dx

9. ∫ ex
1 + ex dx

10. ∫ e
√
x

√
x

dx

11. ∫ e−1/x
x2 dx

12. ∫ xex2 dx

13. ∫ ln3 x
x dx

14. ∫ 1

x ln3 x
dx

15. ∫ x2ex3 dx

16. ∫ 1 + cos x
x + sin x dx

17. ∫ x3
1 + x3 dx

18. ∫ sin(2x)

1 + sin2 x
dx

19. ∫ 1

x 3
√
x

dx

20. ∫ sin3 x cos x dx

21. ∫ sin(3x) dx

22. ∫ 1

sin x cos x dx

23. ∫ sin
√
x√
x

dx

24. ∫ x(x2 + 1)2 dx

25. ∫ 1
3
√
x2 + 3

dx

26. ∫ etan x
cos2 x dx

27. ∫ (ax + b)n dx avec
a 6= 0 et n 6= 1

28. ∫ 1

(ax + b)n
dx avec

ax + b 6= 0, a 6= 0 et n > 1

29. ∫ x3 + x + 1

x2 + 1
dx

30. ∫ (1 + 2x3)2 dx

31. ∫ (1 + cos x)2 dx

32. ∫ 1− 2x√
1− x2

dx

33. ∫ 1

sin2 x cos2 x
dx

34. ∫ 1

1 + ex dx

35. ∫ cos2 x
1− sin x dx

36. ∫ 1

sin(4x)
dx

Solution. 1. 1

2
x(x3 − 3x + 2) + c

2. 1

12
(8 3
√
x + 3)x4/3 + c

3. 2
√
x + 1 + c

4. √(2x + 1)3

3
+ c

5. e2x+1

2
+ c

6. 4

7
(x − 1)7/4 + c7. x − ln(x + 1) + c

8. 1

3
(5 + x2)3/2 + c9. ln(1 + ex) + c10. 2e
√
x + c11. e−1/x + c

12. ex2
2

+ c

13. ln4 x
4

+ c

14. − 1

2 ln2 x
+ c

15. ex3
3

+ c16. ln |x + sin x|+ c

17. arctan(x4)

4
+ c18. ln(1 + sin2 x) + c19. − 3

3
√
x

+ c

20. sin4 x
4

+ c

21. −1

3
cos(3x) + c22. ln | tan x|+ c23. −2 cos
√
x + c

24. (x2 + 1)3

6
+ c

25. 3

4
3
√

(x2 + 3)2 + c26. etan x + c

27. 1

a
(ax + b)n+1

n+ 1
+ c

28. 1

a
(ax + b)−n+1

−n+ 1
+ c

29. x2
2

+ arctan x + c

30. 4

7
x7 + x4 + x + c

31. 3

2
x + 2 sin x +

sin x cos x
2

+ c

32. arcsin x + 2
√

1− x2 + c33. tan x − 1

tan x + c34. x − ln(1 + ex) + c35. x − cos x + c36. 1
4 ln | tan(2x)|+ c
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Exercice 13.2 Intégration par partiesCalculer les intégrales suivants :
1. ∫ ln(x)

x2 dx

2. ∫ ln(ln(x))

x dx

3. ∫ ln(1 + x) dx

4. ∫ x2ex dx

5. ∫ ln x√
x

dx

6. ∫ x sin x dx

7. ∫ x ln x dx

8. ∫ x2 cos x dx

9. ∫ x arcsin x√
1− x2

dx

10. ∫ sin x
cos3 x e

tan x dx

11. ∫ x3 sin x2 dx

12. ∫ e2x sin(3x) dx

13. ∫ e−3x cos(2x) dx

14. ∫ x3 ln x dx

15. ∫ ln x
4
√
x

dx

16. ∫ ln2 x dx

17. ∫ x sin2 x dx

Solution. 1. Comme f(x) = ln(x) ⇒ f ′(x) = 1
x et g(x) = − 1

x ⇐ g′(x) = 1
x2 on obtient − 1+ln x

x + c2. Comme f(x) = ln(ln(x)) ⇒ f ′(x) = 1
x ln x et g(x) = ln(x) ⇐ g′(x) = 1

x on obtient (ln(ln(x))− 1) ln(x) + c3. Comme f(x) = ln(1 + x) ⇒ f ′(x) = 1
1+x et g(x) = x ⇐ g′(x) = 1 on obtient (1 + x) ln(1 + x)− x + c4. Comme f(x) = x2 ⇒ f ′(x) = 2x et g(x) = ex ⇐ g′(x) = ex on obtient ex((x − 2)x + 2) + c5. Comme f(x) = ln x ⇒ f ′(x) = 1

x et g(x) = 2
√
x ⇐ g′(x) = 1√

x on obtient 2
√
x(ln x − 2) + c6. Comme f(x) = x ⇒ f ′(x) = 1 et g(x) = − cos x ⇐ g′(x) = sin x on obtient −x cos x + sin x + c

7. Comme f(x) = ln x ⇒ f ′(x) = 1/x et g(x) = x2/2 ⇐ g′(x) = x on obtient x2
2

ln x − 1

4
x2 + c8. Comme f(x) = x2 ⇒ f ′(x) = 2x et g(x) = sin x ⇐ g′(x) = cos x on obtient x2 sin x − 2[−x cos x + sin x] + c9. Comme f(x) = arcsin x ⇒ f ′(x) = 1√

1−x2 et g(x) = −
√

1− x2 ⇐ g′(x) = x√
1−x2 on obtient −√1− x2 · arcsin x +

x + c10. Comme f(x) = sin x/cos x ⇒ f ′(x) = 1/cos2x et g(x) = etan x ⇐ g′(x) = etan x/x2 on obtient etan x(tan x − 1) + c

11. Comme f(x) = sin(x2) ⇒ f ′(x) = 2x cos(x2) et g(x) = x4/4 ⇐ g′(x) = x3 on obtient −x2 cos(x2) + sin(x2)

2
+ c

12. Comme f(x) = sin(3x) ⇒ f ′(x) = 3 cos(3x) et g(x) = e2x/2 ⇐ g′(x) = e2x on obtient 2e2x(sin(3x)− 3
2 cos(3x))

13 + c13. Comme f(x) = cos(2x)⇒ f ′(x) = −2 sin(2x) et g(x) = −e−3x
3 ⇐g′(x) = e−3x on obtient − 3e−3x(cos(2x)− 2

3 sin(2x))
13 +c

14. Comme f(x) = ln x ⇒ f ′(x) = 1
x et g(x) = x4

4 ⇐ g′(x) = x3 on obtient x4(4 ln x − 1)

16
+ c

15. Comme f(x) = ln x ⇒ f ′(x) = 1
x et g(x) = 4x3/4

3 ⇐ g′(x) = 1
4
√
x on obtient 4

3
x3/4

(
ln x − 4

3

)
+ c16. Comme f(x) = ln x ⇒ f ′(x) = 1

x et g(x) = x ln x − x ⇐ g′(x) = ln x on obtient x(ln2 x − 2 ln x + 2) + c17. Comme f(x) = sin2 x ⇒ f ′(x) = 2 sin x cos x = sin(2x) et g(x) = x2
2 ⇐ g′(x) = x on obtient 1

4 (x2 − x sin(2x) −
1
2 cos(2x)) + c

Exercice 13.3 Intégration par changement de variableCalculer les intégrales suivants :
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1. ∫ sin(ln(x))

x dx

2. ∫ 1 + e
√
x

√
x

dx

3. ∫ 1

x −
√
x

dx

4. ∫ 1√
x(1 +

√
x)

dx

5. ∫ ex
1 + ex dx

6. ∫ 1

x ln x dx

7. ∫ 1

x
√

ln 1
x

dx

8. ∫ ex ln(1 + ex) dx

9. ∫ 1

x(2 + ln2 x)
dx

10. ∫ x3√
1− x2

dx

11. ∫ x5√
x3 − 1

dx

12. ∫ √ex − 1 dx

13. ∫ ln x
x dx

14. ∫ 1

ex + e−x dx

15. ∫ etan x
cos2 x dx

16. ∫ sin(ln x)

x dx

17. ∫ x√
1 + x2

dx

18. ∫ x
√
a+ x2 dx

19. ∫ 1

x
√

1− ln2 x
dx

20. ∫ e1/x

x2 dx

21. ∫ cos x
1 + sin x dx

22. ∫ 1

x2 cos
1

x dx

23. ∫ x3√
1 + x2

dx

Solution. 1. Si on pose t = ln(x) alors 1
x dx = dt et on obtient − cos(ln(x)) + c2. Si on pose t =

√
x alors dx = 2t dt et on obtient 2(

√
x + e

√
x) + c3. Si on pose t =

√
x alors dx = 2t dt et on obtient 2 ln(

√
x − 1) + c

4. Si on pose t = 1 +
√
x alors dx = 2(t − 1) dt et on obtient 4

√
x3/2 + x√
x

+ c

5. Si on pose t = ex alors ex dx = dt et on obtient ln(1 + ex) + c6. Si on pose t = ln x alors 1
x dx = dt et on obtient ln | ln x|+ c

7. Si on pose t = ln 1
x alors − 1

x dx = 2t dt et on obtient −2

√
ln

1

x + c

8. Si on pose t = 1 + ex alors ex dx = dt et on obtient (1 + ex) ln(1 + ex)− ex + c

9. Si on pose t = ln x alors 1
x dx = dt et on obtient arctan

(
ln x√
2

)
√

2
+ c

10. Si on pose t2 = 1− x2 alors −x dx = t dt et on obtient − (x2 + 2)
√

1− x2
3

+ c

11. Si on pose t2 = x3 − 1 alors 3x2 dx = 2t dt et on obtient 2(x3 + 2)
√
x3 − 1

9
+ c12. Si on pose t2 = ex − 1 alors dx = 2t

t2+1 dt et on obtient 2
(√
ex − 1− arctan(

√
ex − 1))

)
+ c

13. Si on pose t = ln x alors dx = et dt et on obtient ln2 x
x + c14. Si on pose t = ex alors dx = 1

t dt et on obtient arctanex + c15. Si on pose t = tan x alors dx = 1
1+t2 dt et on obtient etan x + c16. Si on pose t = ln x alors dx = et dt et on obtient − cos(ln x) + c17. Si on pose t =

√
1 + x2 alors 2x dx = 2t dt et on obtient √1 + x2 + c

18. Si on pose t =
√
a+ x2 alors 2x dx = 2t dt et on obtient √(a+ x2)3

3
+ c19. Si on pose t = ln x alors 1

x dx = dt et on obtient arcsin(ln x) + c20. Si on pose t = 1
x alors − 1

x2 dx = dt et on obtient −e1/x + c21. Si on pose t = 1 + sin x alors cos x dx = dt et on obtient ln |1 + sin x|+ c22. Si on pose t = 1
x alors − 1

x2 dx = dt et on obtient − sin
1

x + c

23. Si on pose t2 = 1 + x2 alors x dx = t dt et on obtient (x2 − 2)

3

√
x2 + 1 + c
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Exercice 13.4 Intégration de fonction rationnelleCalculer les intégrales suivants :
a) ∫ a

x − b dx

b) ∫ a
(x − b)n

dx, n 6= 1

c) ∫ 2x − 1

(x − 1)(x − 2)
dx

d) ∫ 3x + 1

x3 − 4x dx

e) ∫ 3x2 + 2x − 5

3x2 − 5x − 2
dx

Solution. a) a ln |x − b|+ cb) a
(1− n)(x − b)n−1

+ c

c) ln
∣∣∣ (x−2)3x−1

∣∣∣+ c

d) Comme 3x+1
x3−4x = −1/4

x + −5/8
x+2 + 7/8

x−2 alors on a − ln |x|
4 −

5 ln |x+2|
8 + 7 ln |x−2|

4 + c

e) Comme 3x2+2x−5
3x2−5x−2 = x + 5

3 +
37
3 x−

5
3

3x2−5x−2 = x + 5
3 + 1

9

(
52/7
x+1

3

+ 207/7
x−2

) alors on a x2
2 + 5

3 + 52
63 ln

∣∣∣x + 1
3

∣∣∣+ 23
7 ln |x − 2|+ c

Exercice 13.5Calculer
A =

∫ 1

−1

1

1 + x2 dx, B =

∫ 1/
√
3

−1/
√
3

1

1 + 3x2 dx, C =

∫ 1

−1

2x − 5

x2 − 5x + 6
dx.

Solution.

A = [arctan(x)]1−1 = arctan(1)− arctan(−1) =
π
4
− −π

4
=
π
2
,

B =
1√
3

∫ 1

−1

1

1 + t2 dt =
A√

3
=

π
2
√

3
,

C =

∫ 1

−1

2x − 5

x2 − 5x + 6
dx =

[
ln |x2 − 5x + 6|

]1
−1 = ln(2)− ln(12) = ln(2)− ln(3)− 2 ln(2) = − ln(2)− ln(3).

Exercice 13.6 Vitesse et accélérationUne voiture roule à une vitesse de v(t) = v0t(1− t) km h−1 durant l’intervalle de temps 0 ≤ t ≤ 1 h. Quelle a étésa vitesse maximale ? Quelle distance a-t-elle parcouru ?
Solution. B Vitesse maximale : v(t) = v0t(1− t), v ′(t) = 1− 2t, v ′(t) = 0 ssi t = 1/2 et v(1/2) = v0/4.
B Distance parcourue : v(t) = x ′(t) donc xparcourue =

∫ 1

0

v(t) dt = v0/6.
Exercice 13.7 Calcul de l’aireCalculer l’aire comprise entre le graphe de la fonction f(x) et le graphe de la fonction g(x) :
a) f(x) = −x2 + x + 2 et g(x) = x2 − 3x + 2 b) f(x) = x3

4 et g(x) = x2 − x

Solution. a) Comme f(x) = g(x) ssi x ∈ {0, 2} et f(x) ≥ g(x) pour x ∈ [0, 2], l’aire comprise entre le graphe de lafonction f(x) et le graphe de la fonction g(x) est ∫ 2

0

(f(x)− g(x)) dx =

∫ 2

0

−2x2 + 4x dx =

[
−2
x3
3

+ 4
x2
2

]2
0

=
8

3
.

b) Comme f(x) = g(x) ssi x ∈ {0, 2} et f(x) ≥ g(x) pour x ∈ [0, 2], l’aire comprise entre le graphe de la fonction
f(x) et le graphe de la fonction g(x) est ∫ 2

0

(f(x)− g(x)) dx =

∫ 2

0

x3
4
− x2 + x dx =

[
x4
16
− x

3

3
+
x2
2

]2
0

=
1

3
.
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f (x)

g(x)
x

y

1 2

−1

2

(a) f(x) = −x2 + x + 2 et g(x) = x2 − 3x + 2

f (x)

g(x)

x

y

1 2

−1

2

(b) f(x) = x3
4 et g(x) = x2 − x

Figure 13.1: Exercice 13.
Exercice 13.8 Calcul de l’aireCalculer l’aire de A et de B ainsi définis :

A =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ 0 ≤ x ≤ 2π, 1

8
≤ y ≤ cos3 x

}
, B =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ −π ≤ x ≤ π, 1

8
≤ y ≤ cos3 x

}
.

Solution. Remarquons d’abord que∫
cos3(x) dx cos2(x)=1−sin2(x)

=

∫
(1− sin2(x)) cos(x) dx =

=

∫
cos(x)− cos(x) sin2(x) dx = sin x −

∫
cos x sin2 x dx

t=sin x
dt=cos x dx=

= sin x −
∫
t2dt = sin x − t

3

3
+ k = sin x − sin3 x

3
+ k , k ∈ R.

Comme cos3 x =
(
1
8

) ssi x = π
3 ou x = π

(
5
3

) alors
Aire (A) = 2

 ds
∫ π

3

0

cos3 x dx −

(π
3
− 0
)

8

 = 2

(√
3

2
−
√

3

8
− π

24

)
=

9
√

3− π
12

et
Aire (B) = ds

∫ π
3

− π
3

cos3 x dx − 2 ·

(π
3
− 0
)

8
= 2

(√
3

2
−
√

3

8
− π

24

)
=

9
√

3− π
12

.

Exercice 13.9 Intégrales généraliséesPour α et β positifs calculer, lorsqu’elles existent, les intégrales généralisés suivants :
a) ∫ a

0

1

xα lnβ x
dx avec a > 0

b) ∫ +∞

a

1

xα lnβ x
dx avec a > 0

c) ∫ +∞

0

sin(x)

x dx

d) ∫ 1

0

1√
x + 5x3

dx
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Solution. a) Si α ≥ 1 elle diverge pour tout β ≥ 0 ; si α < 1, elle converge si β < 1 et diverge si β ≥ 1.b) Si α > 1 elle converge pour tout β ≥ 0 ; si α < 1, elle diverge pour tout β ≥ 0 ; si α = 1, elle converge si β > 1et diverge si β ≤ 1.
c) ∫ +∞

0

sin(x)

x dx =

∫ 1

0

sin(x)

x dx +

∫ +∞

1

sin(x)

x dx . Comme limx→0
sin(x)
x = 1 alors ∫ 1

0

sin(x)

x dx < +∞. Pour
l’autre intégrale, en intégrant par parties on obtient ∫ +∞

1

sin(x)

x dx = lim
c→+∞

{[
−cos(x)

x

]c
1

−
∫ c

1

cos(x)

x2 dx
}

=

cos(1)− lim
c→+∞

∫ c

1

cos(x)

x2 dx . Puisque ∣∣∣ cos(x)x2

∣∣∣ ≤ 1
x2 et ∫ +∞

1

1

x2 dx < +∞ alors limc→+∞

∫ c

1

cos(x)

x2 dx < +∞. Donc
l’intégrale ∫ +∞

0

sin(x)

x dx est convergente.
d) Comme f(x) = 1√

x+5x3 est positive, continue et f(x) < 1√
x dans ]0; 1] et comme ∫ 1

0

1√
x

dx converge, alors∫ 1

0

1√
x + 5x3

dx converge aussi.
Exercice 13.10 Fonction intégraleCalculer les points de changement de concavité de la fonction

F (x) =

∫ x

0

t2(1 + t) dt.

Solution. Soit f(t) = t2(1 + t). Comme f est de classe C∞(R) , la fonction F est elle aussi de classe C∞(R). Donc
F ′(x) = f(x) = x2(1 + x),
F ′′(x) = f ′(x) = 3x2 + 2x.

Donc
F ′(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {−1; 0}, F ′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈]−∞;−1[∪]0; +∞[, F ′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈]− 1; 0[,
F ′′(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ {−2/3; 0}. F ′′(x) > 0 ⇐⇒ x ∈]−∞;−2/3[∪]0; +∞[, F ′′(x) < 0 ⇐⇒ x ∈]− 2/3; 0[,

Donc x = 0 est un point de changement de concavité et à tangente horizontale, x = −2/3 est un point de changementde concavité
Exercice 13.11 Intégrales, intégrales généralisées1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.2a.2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.2b.

Solution. 1. On a ln x
x2 = 0 ssi x = 1 et ln x

x2 = 1
x2 ssi x = e. Donc

Surface =

∫ e

1

ln x
x2 dx =

[
− ln x
x

]e
1

+

∫ e

1

1

x2 dx =

[
− ln x
x −

1

x

]e
1

= 1− 2

e.

2. Il suffit de rajouter à la surface calculée au point précédent l’intégrale généralisé suivant∫ +∞

e

1

x2 dx = lim
a→+∞

[
−1

x

]a
e

=
1

e.

Donc la surface plane infinie mesure 1− 1
e .
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x

y y = 1
x2

y = lnx
x2

(a)

x

y y = 1
x2

y = lnx
x2

(b)
Figure 13.2: Exercice 13 : intégrales.

x1 e

y

y = lnx
x2

x1 e

y

y = 1
x2

y = lnx
x2

Figure 13.3: Solution de l’exercice 13.
Exercice 13.12 Intégrales, intégrales généralisées1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.4a.2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.4b.

x

y
y = 1

x

y = ln x
x

(a)

x

y
y = 1

x

y = ln x
x

(b)
Figure 13.4: Exercice 13 : intégrales.

Solution. 1. On a ln x
x = 0 ssi x = 1 et ln x

x = 1
x ssi x = e. Donc

Surface =

∫ e

1

ln x
x dx =

[
1

2
ln2 x

]e
1

=
1

2
.
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2. Il suffit de rajouter à la surface calculée au point précédent l’intégrale généralisé suivant∫ +∞

e

1

x dx = lim
a→+∞

[ln(x)]ae = +∞.

Donc la surface plane infinie mesure +∞.

x1 e

y
y = 1

x

y = ln x
x

x1 e

y

y = 1
x

y = ln x
x

Figure 13.5: Solution de l’exercice 13.
Exercice 13.13 Intégrales, intégrales généralisées1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.6a.2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.6b.

x

y y = 1
x2

y = ln x2
x2

(a)

x

y y = 1
x2

y = ln x2
x2

(b)
Figure 13.6: Exercice 13 : intégrales.

Solution. 1. On a ln x2
x2 = 0 ssi x = 1 et ln x2

x2 = 1
x2 ssi x =

√
e. Donc

Surface =

∫ √e
1

ln x2
x2 dx =

[
− ln x2

x

]√e
1

+

∫ √e
1

2

x2 dx =

[
− ln x2

x − 2

x

]√e
1

= 2− 3√
e
.

2. Il suffit de rajouter à la surface calculée au point précédent l’intégrale généralisé suivant∫ +∞

√
e

1

x2 dx = lim
a→+∞

[
−1

x

]a
√
e

=
1√
e
.

Donc la surface plane infinie mesure 2− 2√
e .
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x1 √
e

y y = 1
x2

y = ln x2
x2

x1 √
e

y

y = 1
x2

y = ln x2
x2

Figure 13.7: Solution de l’exercice 13.
Exercice 13.14 Intégrales, intégrales généralisées1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.8a.2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.8b.

x

y
y = 1

x3

y = ln x3
x3 (a)

x

y
y = 1

x3

y = ln x3
x3 (b)

Figure 13.8: Exercice 13 : intégrales.
Solution. 1. On a ln x3

x3 = 0 ssi x = 1 et ln x3
x3 = 1

x3 ssi x = 3
√
e. Donc

Surface =

∫ 3
√
e

1

ln x3
x3 dx =

[
− ln x3

2x2

] 3
√
e

1

+

∫ 3
√
e

1

3

2x3 dx =

[
− ln x3

2x2 −
3

4x2

] 3
√
e

1

=
3

4
− 5

4
3
√
e2
.

2. Il suffit de rajouter à la surface calculée au point précédent l’intégrale généralisé suivant∫ +∞

3
√
e

1

x3 dx = lim
a→+∞

[
− 1

2x2

]a
3
√
e

=
1

2
3
√
e2
.

Donc la surface plane infinie mesure 3
4 −

3

4
3√e2

.
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x1 3
√
e

y
y = 1

x3

y = ln x3
x3

x1 3
√
e

y

y = 1
x3

y = ln x3
x3

Figure 13.9: Solution de l’exercice 13.
Exercice 13.15 Intégrales, intégrales généralisées1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.10a.2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.10b.

x

y

y = x2e−x

Maximum

(a)
x

y

y = x2e−x

(b)
Figure 13.10: Exercice 13 : intégrales.

Solution. Calculons d’abord les primitives de la fonction f(x) = x2e−x :
F (x) =

∫
x2e−x dx

= −x2e−x + 2

∫
xe−x dx

= −x2e−x + 2

(
−xe−x +

∫
e−x dx

)
= −x2e−x + 2 (−xe−x − e−x) + C
= −

(
x2 + 2x + 2

)
e−x + C

f(x) = x2 ⇒ f ′(x) = 2x
g′(x) = e−x ⇒ g(x) = −e−x

f(x) = x ⇒ f ′(x) = 1
g′(x) = e−x ⇒ g(x) = −e−x

avec C ∈ R.
1. La surface de la région plane coloriée en figure 13.10a correspond à F (M) − F (0) où M est l’abscisse dumaximum pour f . Comme f ′(x) = x (2− x)e−x , alors M = 2 et la surface mesure F (M)− F (0) = −10e−2 + 2.2. La surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.10b correspond à

lim
b→+∞

(F (b)− F (0)) = lim
b→+∞

(
−
(
b2 + 2b+ 2

)
e−b + 2

)
= 2.

Exercice 13.16 Intégrales, intégrales généralisées1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.11a.2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.11b.
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x

y

y = x2ex

Maximum

(a)
x

y

y = x2ex

(b)
Figure 13.11: Exercice 13 : intégrales.

Solution. Calculons d’abord les primitives de la fonction f(x) = x2ex :
F (x) =

∫
x2ex dx

= x2ex − 2

∫
xex dx

= x2ex − 2

(
xex −

∫
ex dx

)
= x2ex − 2 (xex − ex) + C
=
(
x2 − 2x + 2

)
ex + C

f(x) = x2 ⇒ f ′(x) = 2x
g′(x) = ex ⇒ g(x) = ex

f(x) = x ⇒ f ′(x) = 1
g′(x) = ex ⇒ g(x) = ex

avec C ∈ R.
1. La surface de la région plane coloriée en figure 13.11a correspond à F (0) − F (M) où M est l’abscisse dumaximum pour f . Comme f ′(x) = x (2 + x)ex , alors M = −2 et la surface mesure F (0)− F (M) = −10e2 + 2.2. La surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.11b correspond à

lim
b→−∞

(F (0)− F (b)) = lim
b→−∞

(
2−

(
b2 − 2b+ 2

)
eb
)

= 2.

Exercice 13.17 Intégrales, intégrales généralisées1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.12a.2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.12b.

x

y f(x) = 1
(x+1) ln2(x+1)

f(1)

f( 1
2 )

11
2 (a)

x

y f(x) = 1
(x+1) ln2(x+1)

f(1)

1 (b)
Figure 13.12: Exercice 13 : intégrales.
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Solution. Calculons d’abord une primitive de la fonction f(x) = 1
(x+1) ln2(x+1)

: si on pose h(x) = ln(x + 1) on peutintégrer directement car
F (x) =

∫
1

(x + 1) ln2(x + 1)
dx =

∫
[h(x)]−2h′(x) dx = −[h(x)]−1 = − 1

ln(x + 1)

1. Surface de la région plane coloriée en figure 13.12a :(
f
(

1

2

)
− f(1)

)
1

2
+

∫ 1

1
2

1

(x + 1) ln2(x + 1)
dx−

(
1− 1

2

)
f(1) =

1

3 ln
(
3
2

)+F (1)−F
(

1

2

)
− 1

2 ln(2)
=

4

3 ln
(
3
2

)− 3

2 ln(2)

2. Surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.12b.∫ 1

0

1

(x + 1) ln2(x + 1)
dx − (1− 0)f(1) = F (1)− lim

c→0+
F (c)− f(1) = − 1

ln(2)
+ lim
c→0+

1

ln(c) −
1

2 ln(2)
= − 3

2 ln(2)

Exercice 13.18 Intégrales, intégrales généralisées1. Calculer la surface de la région plane coloriée en figure 13.13a.2. Calculer la surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.13b.

x

y
f(x) = x

(x2+1) ln2(x2+1)

f(1)

f( 2
3 )

12
3 (a)

x

y
f(x) = x

(x2+1) ln2(x2+1)

f(1)

1 (b)
Figure 13.13: Exercice 13 : intégrales.

Solution. Calculons d’abord une primitive de la fonction f(x) = x
(x2+1) ln2(x2+1)

: si on pose h(x) = ln(x2 + 1) onpeut intégrer directement car
F (x) =

∫ x
(x2 + 1) ln2(x2 + 1)

dx =
1

2

∫
[h(x)]−2h′(x) dx = −1

2
[h(x)]−1 = − 1

2 ln(x2 + 1)

1. Surface de la région plane coloriée en figure 13.13a :∫ 1

2
3

x
(x2 + 1) ln2(x2 + 1)

dx −
(

1− 2

3

)
f(1) = F (1)− F

(
2

3

)
− 1

6 ln2(2)
= − 1

2 ln(2)
+

1

2 ln(13/9)
− 1

6 ln2(2)
.

2. Surface de la région plane infinie coloriée en figure 13.13b.∫ 1

0

x
(x2 + 1) ln2(x2 + 1)

dx−(1−0)f(1) = F (1)− lim
c→0+

F (c)−f(1) = − 1

2 ln(2)
+ lim
c→0+

1

2 ln(c2 + 1)
− 1

2 ln2(2)
= +∞.
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Exercice 13.19 Fonction intégrale

Celui en figure est le graphe de la fonction f conti-nue sur l’intervalle ]− 9, 9[. Tracer un graphe plau-sible de la fonction F (x) =
∫ x
−6 f(t) dt en surlignantnotamment les éventuels points de changement deconcavité. Préciser ensuite, en fournissant une adé-quate explication, combien de solutions a l’équation

F (x) = 15.
x

y

-9 -6 0 3 6 9
1

2

3

Solution.
F est clairement continue.De plus f(x) > 0 donc F est croissante et

F (x) < 0 si x < −6,
F (x) = 0 si x = −6,
F (x) > 0 si x > −2.

Enfin, f est croissante pour x ∈ [−9, −6) ∪ (0, 6) etdécroissante pour x ∈ (−6, 0) ∪ (6, 9) donc F estconvexe sur [−9, −6) et sur (0, 6), concave sur (−6, 0)et sur (6, 9) ; x = −6 et x = 6 sont points de max et
x = 0 est point de min pour f donc ils sont des pointsde changement de concavité pour F .Puisque F (6) > 15, l’équation F (x) = 15 a exacte-ment une solution. x

y

-9 -6 6 9

6
9

15
Points dechangementde concavité

Exercice 13.20 Fonction intégrale

Celui en figure est le graphe de la fonction f : R→ R dé-finie par f(t) = −1 si t ≤ 0, f(t) = e−t2 si t > 0. Tracerun graphe plausible de la fonction F : [−1; 1] → R défi-nie par F (x) =
∫ x
−1 f(t) dt sans calculer la primitive de f ,en surlignant notamment les éventuels points de non dé-rivabilité. Préciser ensuite, en fournissant une adéquateexplication, combien de solutions a l’équation F (x) = − 1

2 . t

y

−1 0 1√
2
1 2

−1

1/
√
e

1

Changementde concavité

Solution.Comme f n’est pas continue en x = 0 alors F est continue mais non dérivable en x = 0 ; plus précisément la pente de latangente au graphe de F à gauche de x = 0 est −1 tandis que la pente de la tangente à droite de x = 0 est 1. De plus
B F (−1) = 0
B F (0) = −1 (il suffit un simple calcule d’aire, voir figure ci-contre)
B F est linéaire pour x ∈ [−1; 0] avec pente −1 car sa dérivée est la constante −1
B comme f(x) > 0 pour x ∈ [0, 1], F est monotone croissante pour x ∈ [0, 1]
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B comme f ′(x) < 0 pour x ∈ [0, 1], F est concave pour x ∈ [0, 1]
B comme f(1) = 1/e et ∫ 1

0

f(t) dt < 1√
2

+

(
1− 1√

2

)
f(1) +

(
1− 1√

2

)(
1√
e
− f(1)

)
1

2
< 1

(calculer l’aire à l’aide du dessin ci-contre en sachant que pour x ∈ [ 1√
2
; 1
] la fonction f est convexe), alors

F (1) =

∫ 0

−1
f(t) +

∫ 1

0

f(t) < −1 + 1 = 0

B comme ∫ 1

0

f(t) dt > 1√
2

1√
e

+

(
1− 1√

2

)
f(1) > 1

2(calculer l’aire), alors l’équation F (x) = − 1
2 admet 2 solutions : une solution appartient à l’intervalle ]− 1; 0[ car

F (−1) = 0, F (0) = −1 et F est linéaire, l’autre solution appartient à l’intervalle ]0; 1[

x

y

F (x)

−1 0 1

− 1
2

−1

Exercice 13.21 Fonction intégrale

Celui en figure est le graphe de la fonction f : [0; 5] →
[−1; 2]. Tracer un graphe plausible de la fonction
F : [0; 5] → R définie par F (x) =

∫ x
1 f(t) dt. Préciser en-suite, en fournissant une adéquate explication, combiende solutions a l’équation F (x) = 1

2 . t

y

affine constante
f(t)

1 2 3 4 5

−1

0

1

2

Solution. B F est de classe C1([0; 5]) car f est continue.
B F (1) =

∫ 1

1 f(t)dt = 0.
B F est décroissante pour x < 1 et croissante pour x > 1, x = 1 est un minimum pour F (car f est la dérivée de F ).
B Si x < 1 alors F (x) > 0 car ∫ x1 f(t)dt = −

∫ 1

x f(t)dt et comme f(x) < 0 alors ∫ 1

x f(t)dt < 0. De plus, par un calculde surface on a l’estimation 1
2 < F (0) =

∫ 0

1 f(t)dt < 1.
B Comme F est continue, F (0) > 1

2 , F (1) = 0 et F est monotone dans [0, 1] alors l’équation F (x) = 1
2 admet une etune seule solution dans l’intervalle [0, 1].

B Comme F (2) =
∫ 2

1 f(t)dt avec f la droite d’équation y = x − 1 alors F (2) =
[
x2
2 − x

]2
1

= 1
2 .

B Comme F est continue, F (1) = 0, F est monotone dans [1, 5] et F (5) > 1
2 alors l’équation F (x) = 1

2 admet une etune seule solution dans l’intervalle [1, 5] qui est la solution trouvée au point précédent, c’est-à-dire x = 2.
B F est convexe pour x ∈ [−1, 5/3], concave pour x ∈ [5/3, 3] ∪ [4, 5], affine pour x ∈ [3, 4] (car f ′ est la dérivéeseconde de F ).
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x

y

f(x)

1 2 3 4 5

−1

0

1

2

x

y

affine
F (x) =

∫ x
1 f(t)dt

1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

1
2

Exercice 13.22 Fonction intégrale

Celui en figure est le graphe de la fonction f : [0; 5] →
[−1; 2]. Tracer un graphe plausible de la fonction
F : [0; 5] → R définie par F (x) =

∫ x
1 f(t) dt. Préciser en-suite, en fournissant une adéquate explication, combiende solutions a l’équation F (x) = 1

2 . t

y

affine constante
f(t)

1 2 3 4 5

−1

0

1

2

Solution. B F est de classe C1([0; 5]) car f est continue.
B F (1) =

∫ 1

1 f(t)dt = 0.
B F est décroissante pour x < 1 et croissante pour x > 1, x = 1 est un minimum pour F (car f est la dérivée de F ).
B Si x < 1 alors F (x) > 0 car ∫ x1 f(t)dt = −

∫ 1

x f(t)dt et comme f(x) < 0 alors ∫ 1

x f(t)dt < 0. De plus, par un calculde surface on a l’estimation 1
2 < F (0) =

∫ 0

1 f(t)dt < 1.
B Comme F est continue, F (0) > 1

2 , F (1) = 0 et F est monotone dans [0, 1] alors l’équation F (x) = 1
2 admet une etune seule solution dans l’intervalle [0, 1].

B Comme F (2) =
∫ 2

1 f(t)dt avec f la droite d’équation y = x − 1 alors F (2) =
[
x2
2 − x

]2
1

= 1
2 .

B Comme F est continue, F (1) = 0, F est monotone dans [1, 5] et F (5) > 1
2 alors l’équation F (x) = 1

2 admet une etune seule solution dans l’intervalle [1, 5] qui est la solution trouvée au point précédent, c’est-à-dire x = 2.
B F est convexe pour x ∈ [−1, 2]∪ [5/2, 3], concave pour x ∈ [2, 5/2]∪ [4, 5], affine pour x ∈ [3, 4] (car f ′ est la dérivéeseconde de F ).

x

y

f(x)

1 2 3 4 5

−1

0

1

2

x

y

affine
F (x) =

∫ x
1 f(t)dt

1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

1
2
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−1

1√
2

1

−1

1/e

1/
√
e

1

x

y
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