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! atrcces

Déﬁnition : matrice

On appelle MATRICE m x n (ou d'ordre m x n) a coefficients dans K tout tableau de m lignes et n colonnes
d'éléments de K. L'ensemble des matrices m x n a coefficients dans K est noté M, ,(K).

St m = n on dit qu'on a une MATRICE CARREE. L'ensemble des matrices carrées n a coefficients dans K est noté
M, (K).

Une matrice m x 1 est appelée VECTEUR-COLONNE et une matrice 1 x n est appelée VECTEUR-LIGNE.

On convient de noter a;; I'élément de la matrice situé sur la i-éme ligne et j-éme colonne (1 < i< metl < j< n).
Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux crochets :

ail Cllj d1p aiy Cllj' ... dip
A= a1 G,’j din ou A= a1 Cll‘j din
am1 ... dmj ... dpp Om1 .. dmj ... dpp
ou encore
A = (aij)1<i<m ou A = [ajjli<icm
1<j<n 1<j<

Nous travaillerons avec K = R, Q ou Z.

ExempLE. La matrice

est carrée et d'ordre 3.

- e e, g .
Deﬁnltlon : addition de matrices
St A= (a[j)%éié"’ et B = (b,-j)%gém sont deux matrices m x n, on définit 'ADDITION des matrices par
sjsn <j<n

1<j<n

La MATRICE NULLE, notée Oy, ,, est la matrice dont tous les éléments sont nuls.

La MATRICE OPPOSEE D'UNE MATRICE A est notée —A. Si A = (aj)1<i<m alors —A = (—ajj)1<i<m.
1<j<n 1<j<n

La somme de deux matrices d'ordres différents n‘est pas définie.

ExempLE. Soient les matrices

3 4 2 6 1 9
A(1 3 >) E(Q 0 3)'

On obtient )

346 4+1 249 (9 5 11
C — - =
LAt (1+2 340 5+3) (3 38

Propriété
Si A, B et C sont des matrices de méme ordre, alors nous avons
> A+ B =DB+ A (commutativité),
> A+ (B+C) = (A+B)+ C (associativité).
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ExempLE. Soient les matrices

_ _r
A_(§ 01)' B_(g 1))
On a alors
AR (i(z) _01+_15) - (i _16)
et
b= ((Q)i§ 15+01) - (Z) 1())

ExempLE. Soient les matrices

On obtient ]
A+B= (g _0) et (A+B)+C= (7 _4).

On obtient aussi i )
IBH—(Cz( _5) et A—O—(IBH—(C):( _4)-

- ype ey

Deﬁnltlon

On appelle MATRICE DIAGONALE toute matrice carrée D = (d;j)1<ij<n telle que i # j = d;; = 0. Si on note
d; = d;, une matrice diagonale est de la forme

di 0 0 0

0 C/2 0 0
]D)n = :

0 O d,-1 0

0 0 d,

On la note Diag(dy, ds, ..., d,).
La maTRICE IDENTITE d'ordre n, notée I, est la matrice diagonale Diag(1,1,...,1).

> y e g0

Deﬁnltlon

On dit qu’'une matrice carrée A = (Cll‘j)lgi,jgn est TRIANGULAIRE SUPERIEURE (resp. INFERIEURE) si { > j = aij=10
(resp.sii<j = a;=0).

Une matrice triangulaire supérieure et inférieure est une matrice diagonale.

- ype _ege . . .
Deﬁnltlon : produit d’'une matrice par un scalaire

St A = (ayj)1<i<m est une matrice m x n et si a € K, on définit le PRODUIT D'UNE MATRICE PAR UN SCALAIRE par
1<j<n

a-A=(a-aj)i<icm
1<j<n
(@ Propriété

Soient A et B deux matrices de méme ordre et o € K un scalaire, on a
> o (A+B)=a-A+ a-B (distributivité).

EXEMPLE.

On obtient

6 © G. FACCANONI
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- yfe e . .
Deﬁnltlon : produit de matrices

St A = (aik)1<icm est une matrice m x n et si B = (bk,)1<k<n est une matrice n x p, on définit le PRODUIT DES
1<k<n 1<j<p
MATRICES par

AxB= (Z Clikbkj)
1<i<m

k=1

1<j<p

Clest une matrice m x p.

‘]BS : n lignes p colonnes‘

Clj . Clp
Y
@ Ci1 Cip
ami -+ Omk  --- COmp Cmi -+ Cmk - Cmp
A : m lignes n colonnes‘ C = A xB : m lignes p colonnes

ExempLE. Soient les deux matrices

o 1 2 0
ALL f g) et B=[0 2 3
0 -1 —2

La matrice A est d'ordre 2 x 3, la matrice B est d'ordre 3 x 3, donc la matrice produit A x B est une matrice d'ordre
2% 3:

AxBo [ 1X1+3x04+0x0 Ix24+3x2+0x(-1) 1><0+3><3+0><(—2))(1 7 9)

—1x141x042x0 —1x24+1x24+2x(=1) —1x0+1x3+2x (=2) -1 -2 -1

Propriété
StA e My,n(K),Be M,,K) Ce M,qK), alors
> A x (B xC)= (A xB) x C (associativité);
A(x(B+C)=A xB+ A x C (distributivité) ;
SlAGM()almsAan—]I x A = A.

© G. FACCANONI 7
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I’LL MULTIPLY

YOU'RE TOO BY MYSELF THEN.

SMALL FOR ME.

P Attention
| AxB+#BxA en général (non commutativité).

Prenons le cas général avec A dordre m x p et B dordre p x n. Le produit A x B est défini, c'est une matrice d'ordre

m x n. Quen est-il du produit B x A 7 Il faut distinguer trois cas :

> sim < n le produit B x A n'est pas défini;

> si m=n mais p # n, le produit A x B est défini et c'est une matrice d'ordre m x n tandis que le produit B x A
est défini mais c'est une matrice dordre p x p donc A xB # B x A;

> sim=n = p, A et B sont deux matrices carrées dordre m. Les produits A x B et B x A sont aussi carrés et
d'ordre m mais la encore, en général, A x B + B x A;

ExeEmMPLE. Soient les matrices

On obtient

4 -6 -9 —6
AXIB%_(18 _15) et IB%XA_( )

- ype _ege o y
Deﬁmtlon : matrice transposée

| St A = (aj)1<i<m est une matrice m x n, on définit la matrice TRANSPOSEE de A, notée AT, par A = (aji)1<j<n.
12/<n 1<i<m

C'est donc une matrice n x m obtenue en échangeant lignes et colonnes de la matrice initiale.
ExempLE. Soit la matrice A d'ordre 2 x 3 suivante

1 -1 5
=3 5 3)

Sa transposée est la matrice A7 d'ordre 3 x 2 suivante

1 3
A=(-1 0
5 7

Propriété
> (ANT =Asi A € M, ,(K),
> (@A) = aAT sia € Ket A € M, ,(K),
> (A+B) =AT+B7 si A,B € M, ,(K),
> (AxB) =B" x AT si A € M;y,(K) et B € M, ,(K).

- e e o o . . v e
Deﬁmtlon : matrice symétrique, matrice anti-symétrique

> Une matrice A est dite SYMETRIQUE si AT = A.
> Une matrice A est dite ANTI-SYMETRIQUE si AT = —A.

8 © G. FACCANONI
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EXEMPLE.
1 5 =9
A=[5 4 0 est une matrice symétrique.
-9 0 7
1 5 =9
B=(-5 4 0 est une matrice anti-symétrique.
9 0 7

- ype ey . . . . . Y
Deﬁnltlon : matrice inversible, matrice sinquliére

Une matrice carrée A € M,(K) est dite INVERSIBLE ou réguliére si elle est symétrisable pour le produit matriciel,
autrement dit s'il existe une matrice B € M, (K) telle que A x B =B x A = [,. Une matrice non réguliére est
dite SINGULIERE.

L'inverse, s'il existe, d'une matrice A est noté A—1,

Proposition
Soit A et B deux matrices 'Lnlversibles, alors
> A7 lest aussi et (A™') = A,

> AT lest aussi et (AT)_1 = (A_I)T,
> A x B lest aussi et (A x B) " =B~! x AL,

Déﬁnition : trace

Si A est une matrice carrée d'ordre n, on définit la TRACE de A comme la somme des éléments de la diagonale

principale :
n
tI'(A) = Z aii.
i=1

ExemprLE. La trace de la matrice A suivante

1 2 0
0 2 3
0 -1 -2

esttr(A) =an +ap+a33=1+24+(-1)=2.

Propriété
Si A et B sont deux matrices carrées d'ordre n, alors
> tr(AT) = tr(A),
> tr(A+B) = tr(A) + tr(B).
St A est une matrice m x n et B une matrice n x m, alors
> tr(A x B) = tr(B x A).

Opérations élémentaires sur les matrices

- yfe e
Deﬁnltlon
Les opérations (ou manipulations) élémentaires sur les lignes d'une matrices sont
> la multiplication d’'une ligne par un scalaire non nul :
Li « al;;
> l'addition d'un multiple d'une ligne a une autre ligne :
Ly« L+ O(Lj;

> l'échange de deux lignes :

Ll' g Lj

Ces transformations sont équivalentes ¢ la multiplication ¢ gauche (pré-multiplication) par la matrice inversible
obtenue en appliquant a la matrice identité la transformation correspondante.

© G. FACCANONI 9
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Les opérations analogues sur les colonnes sont
> la multiplication d’'une colonne par un scalaire non nul :

G« aCy
> laddition d'un multiple d'une colonne ¢ une autre colonne :
C[ — C[ + Q’C/
> [échange de deux colonnes :
C,' — Cj.
Elles sont équivalentes & la multiplication ¢ droite (post-multiplication) par la matrice inversible obtenue en appli-
quant a la matrice identité la transformation correspondante.
14 “
Théoréme

En partant d'une matrice A, l'utilisation d'un nombre fini d'opérations élémentaires conduit a une matrice équi-
valente.

Calcul pratique d’un déterminant

- Yo e, y . .
Deﬁnltlon : déterminant d’'une matrice d'ordre n

Soit A une matrice carrée d'ordre n.

Etant donné un couple (i, ) d'entiers, 1 < i,j < n, on note A; la matrice carrée d'ordre n — 1 obtenue en
supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A.

On défini le DETERMINANT de A, et on le note det(A), par récurrence sur l'ordre de la matrice A :

> sin=1:le déterminant de A est le nombre

det(A) =di1,

> sin>1:ledéterminant de A est le nombre

det(A) = Z(—l)iJrjaij det(Aj) quelque soit la ligne i, 1 < i < n,
j=1

ou, de maniere équivalente, le nombre
n

det(A) = Z(—l)iJrfaij det(Ay;) quelque soit la colonne j, 1 < j < n.
i=1

/‘Astuce

Pour se souvenir des signes de ces deux formules, on peut remarquer que la distribution des signes + et — avec
la formule (—1)"/ est analogue a la distribution des cases noirs et blanches sur un damier :

EXeEmMPLE. Soit la matrice
A= ( aip  di2 )
o1 29
alors
det(A”) = 0929, (1et(A]2) = dad9q, det(Ag'l) = a2, det(Agg) = d11,

donc on peut calculer det(A) par l'une des formules suivantes :

> ay1det(Aqr1) — aradet(Ar2) = a11022 — a12021 (développement suivant la ligne i = 1)

> —agy det(Agy) + ago det(Ags) = —as1a12 + a22011 (développement suivant la ligne i = 2)
> aq1det(Aqy) — agy det(Ag1) = a11022 — a21d12 (développement suivant la colonne j = 1)

10 © G. FACCANONI
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> —aiodet(As) + ago det(Ags) = —ai2a91 + assaq; (développement suivant la colonne j = 2)

Ces formules donnent bien le méme résultat.

ExXemMpPLE. Soit la matrice

ajx 412 di13
A= |as ay dss
a3y 392 a33

alors

o2 d2

det(Aq11) = det ) = axass — axass,
as2 as3
aoq o

det(Aq2) = det 3) = ag1a33 — assas;,
asy (33
as a:

det(Alg) = det 2 2 = d9210d32 — d22d371,
as1  ds32
a an:

det(Agy) =det [ 2 ") = aip033 — a13032,
as32 33
ajp dq

det(Ags) = det *) = an1as3 — a13031,
asy  ds3
aq1 a2

det(Agz) = det = 011032 — d12037,
as1  d32
aqe aq

det(Agy) = det ’ ) = a12023 — @130,
ao2 o3
a a

dCt(Agg) = det H s = d11023 — d13d21,
91 o3
ajp di2

det(Agz) = det = d11022 — d12d21,
aaq 922

donc on peut calculer det(A) par l'une des formules suivantes :

ai1 det(An) — a2 det(Alg) “+ a3 det(Als)
—dad21 dCt(Agl) + d99o dCt(Agg) — a3 dCt(AQ
a3y det(Agl) — d32 det(Agg) —+ as33 det(Agg)
—dadq1 det(AH) + a9 det(Agl) — a3 det(Ag
a1z det(Aq2) — age det(Ags) + azo det(Ags)
—di3 det(Alg) + do3 det(Agg) — ds3 det(Ag
uelques calculs montrent que ces formules

QV VvV VVV

Astuce

(développement suivant la ligne i = 1)
3) (développement suivant la ligne i = 2)
(développement suivant la ligne i = 3)

1) (développement suivant la colonne j = 1)
(développement suivant la colonne j = 2)
3) (développement suivant la colonne j = 3)

donnent bien le méme résultat.

Il convient d'utiliser cette définition aprés avoir fait apparaltre sur une méme rangée le plus possible de zéro

sachant que

> si deux colonnes (resp. deux lignes) sont identiques ou proportionnelles, alors det(A) = 0;
> si on échange deux colonnes (resp. deux lignes), alors le déterminant est changé en son opposé;

> on ne change pas un déterminant si on ajoute a une colonne (resp. une ligne) une combinaison linéaire des

autres colonnes (resp. lignes).

ExempLE. Soit la matrice

alors

2 0
dCt(All) = det (3 5) = 10,

0 1 .
det(Agy) = det (3 5) = -3,

© G. FACCANONI

1 0 1
A=10 2 0
0 3 5
0 0
dOt(Alg) = det (0 5) = O,
1 1
det(Ags) = det (0 5) =5,

dCt(Alg) = det

det(Aq3) = det (

O =

11
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0 1 11 1 0
det(Agl) = det (2 0) — —2, det(Agg) = det (O O) — 0, det(Agg) = det (O 2) — 2,

donc on peut calculer det(A) par l'une des formules suivantes :

> 1det(Aq;) + 0det(Ara) + 1det(Ar3) = 10+ 0+0 = 10

> 0det(Ag;) + 2det(Agz) + 0det(Agz) = 0+ 2 x 540 = 10 «-- formule pratique car il n'y a qu'un déterminant a
calculer

Odet(Agl) + 3det(A32) + 5d€t(A33) =04+04+5x2=10

1det(A11)+0det(As;)+0det(As;) = 104 0+0 = 10 «-- formule pratique car il n'y a qu'un déterminant a calculer

0det(As) + 2det(Ags) + 3det(As) =0+2 x5+ 0 =10

1det(Ags) + 0det(Aas) + 5det(As3) =04+ 0+5x2=10

\YARVARVARY,

Déterminant d'une matrice d'ordre 2
Soit A une matrice carrée d'ordre n = 2.

aii 012
det(A) = det = 11022 — 012021.
021 022

ExemMpPLE. Soit la matrice
5 7
a= (53]

det(A) =5x3—7x4=15—28=—13.

alors

Régle de Sarrus
Soit A une matrice carrée d'ordre n = 3.

a1l aiz2 013
det(A) =det | a21 a2 a3 | = (011022033 + a21032013 + 031012033) - (013022031 + d23032011 + 033012031)
a31 a3z 433

ExXemMpPLE. Soit la matrice

1 01
A=(0 2 0
0 3 5

12 © G. FACCANONI
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alors

det(A) =(1x2x54+40x0x0+0x0x0)—(1x2x0+0x3x1+5x%x0x0)=10.

ExempLE. Soit la matrice

5 7 1
A=14 3 2
2 1 6

alors

det(A) =(5Xx3x64+4x1x1+2x7Tx2)—(1x3x2+2x1x54+7x4x6)=—62.

Propriété

| Le déterminant d’'une matrice trianqulaire est égal au produit des éléments diagonaux.
A Théoréme

| A estinversible si et seulement si det(A) # 0.

(@ Propriété

> det(AT) = det(A),

> det(A™1) = m,

> det(A x B) = det(A) - det(B).

- ype _ege
Deﬁnltlon : rang
Le RANG d'une matrice quelconque A est égal au plus grand entier s tel que l'on puisse extraire de A une matrice

carrée d'ordre s inversible, c'est-a-dire de déterminant non nul. Les opérations élémentaires sur les lignes ou les
colonnes d'une matrice ne modifient pas le rang.

1 3 2
A (1 3 1)'
Le rang de A est 2 :

> A est d'ordre 2 x 3 donc s < min{2,3} donc s =0, 1 ou 2;

> comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiere et de la deuxieme colonne est nul, on ne peut
pas conclure;

> comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiere et de la troisieme colonne est non nul, alors
s=2.

ExempLE. Soit A la matrice suivante

ExempLE. Soit A la matrice suivante

1 0 1
A=10 5 -1
-1 0 -1

> A est d'ordre 3 x 3 doncs <3
> le déterminant de A est 0 donc s #+ 3

> le déterminant de la sous-matrice ( 5 ) est 5, donc s = 2.

VVIVVVVIVVVIVIVVVIVVNVIDIVVIIINDININVINNDNNDNIIDINDINDIDIDDDYD

Exercice 1.1

Soient les matrices

1. Trouver une matrice C telle que A —2B — C = Q.

G. FACCANONI 13
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2. Trouver une matrice D telle que A+ B+ C —4D = Q.

SoLuTION. 1. On cherche C telle que C = A — 2B, ie.
C11 Ci12 -3 2 1 2 —3—-2x1 2—2x2 -5 =2
c1 C2| =10 4 | =210 1] = 0-2x0 4—-2x1 |1=10 2
C31 C3o 1 -1 11 1—-2x1 —-1-2x1 ~1 -3
A-2B-C=0.
2. On cherche D telle que D=1(A+B+C) = 1(A+B+A —2B) = 1A — 1B, ie.
dy1 dio 1 -3 2 1 1 2 %x(—?))—ixl %X?—%X? —Tls 12
do; dox | ==1 0 4 1 0 1] = %XO—%XO sx4d—7x1 = 0 /4
ds1  dso 1 -1 1 1 sx1—73x1 % x (—1) — 411 x 1 Yo =34
Exercice 1.2
Effectuer les multiplications suivantes
2 1 -1 0
o (33 (s 0 0
0 -5 3 4
2
@ (-3 0 5)x|—4
-3
2
® |—4|x (-3 0 5)
-3
SoLuTION.
3x4
2x3
3 1 5 2 1 -1 0
9 7 o] % 3 0 1 8
0 -5 3 4
2x4

C[3x241x34+5%x0 3x1+1x04+5x(=5) 3x(-1)+1x1+5x3 3x0+1x8+5x4
Tl2x247x340%x0 2x147x040x(=5) 2x(-1)+7x14+0x3 2x0+7x8+0x4
_(9 —22 13 28)

25 2 5 96

3x1
1x3 1x1
e N 2
(=3 0 5)x | —4|=(-3x2+0x(—4)+5x(-3))=-21
-3
3x1 3x3
1x3 = .
2 —_— 2x(=3) 2x0 2x5 -6 0 10
—4 | x(=3 0 5)=|[—-4x(-3) —4x0 —4x5|=[12 0 =20
-3 —3x(=3) —=3x0 —-3x5 9 0 -—15

Exercice 1.3
[ . . . . .
On dit que deux matrices A et B commutent si A x B = B x A. Trouver toutes les matrices qui commutent avec

14 © G. FACCANONI
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A
1 0 0
A=(0 3 0
0 0 5
SoruTioN. On cherche B telle que
100 bir b1z bz b1 b1z bis 100
0 3 0] x |bay bas bas| =|bay bay bag| x |0 3 0
0 0 5 bs1  bza b3 bsy  bza  bas 0 0 5
Comme
10 0 bii biz bis bii bz biz
0 3 0 x| bar bay baz| =|3ba1 3baa 3ba3
0 0 5 bsy  bsa b3 5bs1  5bza  bHbss
et
bir b1z bz 100 b1 3b12 5bis
bor bas bag | x |0 3 0| = | bar 3baa 5bas
bs1  bza  bss 0 0 5 bz1  3bza  5bsz
il faut que
(b11 = b1y,
bia = 3b12,
b1z = 5b13,
3ba1 = Doy, ki 0 0
3 3bgs = 3bag, = B=|10 « 0 avec Ki, Ka, k3 € R.
3b23 = 5bag, 0 0 «
5b3; = by,
5b3z = 3b32,
L 5b33 = 5bss,

Exercice 1.4

Pour quelle valeur de x la trace de la matrice A est minimale ? Et pour quelle valeur de x est-elle maximale ?

2x% 4 1
A= 0 3x? 2
5 6 —12x

SoruTioN. Notons y: x +— tr(A); on a

y(x) = 2x3 + 3x* — 12x

Une bréve étude de la fonction montre que

> limyae0 Y(x) = £00

> y'(x) = 6(x®+x —2)

D> y est croissante pour x < —2 et x > 1, décroissante pour —2 < x < 1,

par conséquent on a un maximum local pour x = —2 et un minimum local pour x = 1.

Exercice 1.5
Calculer a, b, c et d tels que

I.

(o2 (e

© G. FACCANONI
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SorutioN. Comme
1 3 a b\ [a+3c b+3d
2 8] *\c d)] = \2a +8c 2b+8d

il faut que

a+3c=1,
b+3d=0, . (a b)(4 —3/2)
20 + 8¢ =0, c d -1 1/2
2b+8d =1,

Exercice 1.6 (Janvier 2011)

Trouver pour quelles valeurs de t la matrice suivante est inversible

t+3 -1 1
5 t—3 1
6 -6 t+4

SoLUTION.
t+3 -1 1
det 5 t—3 1
6 —6 t+4
- ((t+3)x(t—3) X (t4+4)+5% (—6) x 1 +6x (1) ><1) - (1><(t—3)><6+1><(—6) % (t+3) + (t+4) x (—1) ><5)

=344t 4t —16= (t +4)(t —2)(t + 2).

La matrice est inversible pour tout t € R\ { —4,-2,2 }.

Exercice 1.7 (Calculs de déterminants)

Soit a, b et c trois réels quelconques, calculer les déterminants suivants :

1 1 1
1. Dy=det|{ a b ¢
a? b% 2
1+a 1 1
2. Dgzdet 1 1+CI 1
1 1 1+a

SovruTioN. Pour calculer un déterminant comportant des parameétres, il est souvent intéressant de faire apparattre
des zéros dans une ligne ou une colonne (ne pas oublier que si l'on permute deux lignes ou deux colonnes d'un
déterminant, on change le déterminant en son opposé).

1 1 1 gzhgz—% 1 0 0 b—a o
Di=det| a b c¢| =L det|a b-oa c—a det(bQ_a2 C2—CI2)
a? b? 2 a? b?—a? % —ad?
=(b—a)(c*=ad*)—(c—a)(b?*—a*) = (b—a)(c— a)((c +a)—(b+ a)) =(b—a)(c—a)(c—Db);
1+a 1 1
Dy = det 1 1+a 1 =(1+aP+1+1—(1+a)—(1+a)—(1+a)=(1+a)*—-3(1+a)+2
1 1 1+a

= ((1+a)—1)((1+a)2+(1+a)—2) = ((1+CI)—1) ((1+c1)+2)((1+c1)—1) =ad*(3+a).

Exercice 1.8

Calculer les déterminants des matrices suivantes :
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1 Matrices

1 3
e (L)
2 3 3
2B=|5 15 7
0 -2 0
2 -1 3 —4
2 0 4 -5
3.C= -2 4 3 1
0 -3 1 -1
SOLUTION.

1. det(A) =1x5—-3x (=7) = 26.

2. En développant par rapport a la derniére ligne qui contient deux zéros on trouve

det(B) = (—1)3+2 x (—2) x det (g

3
7

3. On fait apparaltre des zéros par opérations élémentaires :

2 -1
2 0
det(C) = det 9 4
0 -3

3
3
1

= (=)' x (2) x det

=2x [ (=)' x 1 x det (

Exercice 1.9 (Octobre 2011)

1

3
-3 1

Lo«—Lo—Ly

Lze—L3+Ly
—_

1 -1
6 —3
—1
3 0

4 —4

1. Pour quelles valeurs de k € R la matrice A =

2. Calculer le rang de la matrice B =

3. Calculer le rang de la matrice C =

4. Calculer le déterminant de la matrice D =

5. Calculer le déterminant de la matrice E =

SOLUTION.

O = = 00N
LR N N
= oo O

—
o @R

—
[\

SO O WO

det

-1 3 —4
1 1 -1
0 3 6 -3
0 -3 1 -1
1 1 -1
=2xdet| 3 6 =3
-3 1 -1

W I O wo

K . .
3) est inversible ?

1 0
7 4
12 0
-5 0
3 4
12 -5
1 0
0 0

1. La matrice A est inversible pour k # é car det(A) = 3 — 2«.

Loe—Lo—3L4

L3L3+3Ly
-

))2><(3><(4)0><4)24.

)2><(2><7—3><5)—2.

1 1
2xdet |0 3
0 4

—1
0
—4

2. Sans faire de calcul on peut déja affirmer que 1 < rg(B) < 3. Comme det(B) = 0 (sans faire de calcul, il suffit

1
de remarquer que C3 = 4(,), alors 1 < rg(B) < 2. Comme det (

© G. FACCANONI

2
2 1

) = —3 # 0, on conclut que rg(B) = 2.
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3. Sans faire de calcul on peut déja affirmer que 1 < rg(C) < 3. Comme det(C) = 0 (sans faire de calcul, il suffit

1

de remarquer que Ly = 41,), alors 1 < rg(C) < 2. Comme det (? 2) =3 +#0, on conclut que rg(C) = 2.

4. det(D) = det

5. det(E) = det

18

SO O WO

=W I O wo

1
7
12
-5

3
12
1

0

AR
0l = det |3 1
0 4 0
- 2

= —det |3
. 4
0

4 .

0| =4det (5 4):—16.
1 0

0

3 4

1 0| =—4det (‘i 3)16.

0 0

© G. FACCANONI



2 Systémes linéacres

<>

&

Soit n, p, > 1 des entiers. Un SYSTEME LINEAIRE 1 X p est un ensemble de n équations linéaires a p inconnues de

la forme
aynxy + ... + Cllep = bl,
(5) : : .
anmixy + ... + aanp = /3,7.
D> Les COEFFICIENTS a;; et les SECONDES MEMBRES b; sont des éléments donnés de K. Les INCONNUES x1, X2, ..., X

sont a chercher dans K.

> Le SYSTEME HOMOGENE associé a (S) est le systéme obtenu en remplagant les b; par 0.

> Une soLuTioN de (S) est un p-uplet (xq, x2, ..., X,) qui vérifie simultanément les n équations de (S). Résoudre
(S) signifie chercher toutes les solutions.

> Un systéme est IMPOSSIBLE, ou incompatible, s'il n'admet pas de solution. Un systéme est POSSIBLE, ou compa-
tible, s'il admet une ou plusieurs solutions.

> Deux systémes sont EQUIVALENTS s'ils admettent les mémes solutions.

Ecriture matricielle
Si on note

X1 b1 aip . Cllp

Xp b, Gnl ... GOpp

le systéme (S) est équivalent a Uécriture matricielle Ax = b.

Méthodes de résolution

<>

&

Un systéme (S) est EN ESCALIER, ou ECHELONNE, si le nombre de premiers coefficients nuls successifs de chaque
équation est strictement croissant.

Autrement dit, un systeme est échelonné si les coefficients non nuls des équations se présentent avec une sorte
d'escalier a marches de longueurs variables marquant la séparation entre une zone composée uniquement de zéros
et une zone ou les lignes situées a droite de l'escalier commencent par des termes non nuls, comme dans l'exemple
suivant de 5 équations a 6 inconnues :

( 5x1 —Xo —x3 +2x4 +x¢ = by
3x3 —x4 +2x3 = by

3 —X5 +Xx¢ = bgs
5x¢ = by

0 = bs

19
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Réduction
Quand un systéme contient une équation du type

Ox; +--- 4 0x, = b,

> si b # 0 le systéme est impossible,
> si b =0, on peut supprimer cette équation, ce qui conduit a un systéme équivalent a (S) dit SYSTEME REDUIT.

- ype ey . y
Deﬁnltlon : matrice augmentée

Si on ajoute le vecteur-colonne des seconds membres b a la matrice des coefficients A, on obtient ce qu'on
appelle la matrice augmentée que l'on note [A|b].

Méthode du pivot de Gauss
Soit A = (ajj)1<i<n la matrice des coefficients du systéme (S). En permutant éventuellement deux lignes du
15<p

systeme, on peut supposer a; # 0 (appelé pivot de l'étape i).
Etape j : pour i > j, les transformations

aii

L,‘ — L[ - —ILJ
P
Jj

éliminent l'inconnue x; dans les lignes L;.
En réitérant le procédé pour i de 1 a n, on aboutit a un systeme échelonné.

ExempLE. Soit le systéme linéaire
X1 +2X2+3X3+4X4: 1,
2X1 +3X2+4X3+X4 = 2,
3X1+4X2+X3 +2X,1: 3,
4X1+X2 +2X3+3X4: 4.

1. Résolution par la méthode du pivot de Gauss :

X14+2x2+3x3+4x4=1 fﬂ*i’z:%él X14+2x2 +3x3 +4x4=1
2x1+3x9+4x3 +x4= 2 L lo—al, —Xo —2x3 —Tx4=0
3X1+4X2 +X3+2X,/1:3 72X2 78X3710X4:0
4X1 +X2+2X3+3X4:4 77X2710X3713X4: 0
X1+2x0+3x3 +4x4=1 X1+2x0+3x3+4x,=1
LyLz—2Ly
Lyae—Lg4—TLo —X2—2X3 —7X,/1:U LyLs+L3 —X2—2X3—7X,1: 0
74X3 Jr—lX_l: 0 74X3+4X4: 0
4X3+36X4: 0 40X4: 0
donc
X,,1:0, X;;ZO, X2:0, X1:1.
2. Résolution par la méthode du pivot de Gauss en écriture matricielle :
1 2 3 411 éz*iz:%él 1 2 3 4 1
(Alb] = 2 3 4 1|2 | Lelh-a, [ 0 =1 =2 =710
13 41 213 0 —2 -8 =100
4 1 2 3|4 0 -7 —10 =130
I 1 2 3 4 |1 1 2 3 4 |1
el [ 0 =1 =2 —=7]0 | ettt | 0 =1 =2 =70
0 0 —4 410 0 0 —4 410
0 0 4 3610 0 O 0 4010
donc
X4:0, X3:0, XZZO, Xl—]

- ype _ege

Deﬁnltlon : rang

Le nombre d'équations du systéme réduit en escalier obtenu par la méthode de Gauss est le RANG I DE LA MATRICE
A, ou pu sYSTEME (S).

20 © G. FACCANONI
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A Théoréme
Un systéme Ax = b de m équations a n inconnues est compatible si et seulement si rg(A) = rg([A|b]).
1. Si le systéme a n équations et n inconnues, la matrice A est carrée d'ordre n.
1.1. Sirg(A) = n (ie. st det(A) # 0) alors rg(A) = rg([Alb]) et la solution est unique.
1.2. Sirg(A) = rg([A|b]) < n il y a une infinité de solutions.
1.3. Sirg(A) # rg([A]b]) il 'y a pas de solution.
2. Si le systéme a m équations et n inconnues avec m > n alors
2.1. Sirg(A) =rg([Alb]) = n la solution est unique.
2.2. Sirg(A) =rg([Alb]) < n il y a une infinité de solutions.
2.3. Sirg(A) # rg([Alb]) il n'y a pas de solution.
3. Si le systéme a m équations et n inconnues avec m < n alors
3.1, Sirg(A) =rg([Ab]) < m < n il y a une infinité de solutions.
3.2. Sirg(A) # rg([Alb]) il n'y a pas de solution.

* Remarque

Soit A = (ajj)1<i<n la matrice des coefficients du systeme (S). Alors
1<j<p

0<rg(A)<min{n,p}
rg(A) < rg([Ab]) <min{n,p+1}.

EXEMPLE. 1. n équations et n inconnues :

1 2 3 12

11.A=|1 =3 =7|,b=|[-26].0narg(A) =23 (car det(A) # 0) donc rg(A) = rg([A|b]) et la solution
—6 4 -2 —4

est unique.

1 2 3 14

122 A=|1 =3 —=7],b=|-26|.0narg(A)=rg([A|b]) =2 < 3 donc il y a une infinité de solutions.
3 -2 =7 —22
1 2 3 14

13.A=|1 =3 —=7|,b=1|-26].0narg(A)=2%+rg([A|b]) =3 doncil n'y a pas de solution.
3 =2 -7 —20

2. m équations et n inconnues avec m > n :

2 4 4

21. A= (2 =3],b=[18].0n arg(A)=rg([A|b]) =2 donc la solution est unique.
1 —4 14
2 =2 2 6
-1 2 3 0 . ; . S .

22. A= 0 —1 —4] b= s On a rg(A) = rg([A|b]) = 2 < 3 donc il y a une infinité de solutions.
-2 3 2 -3
2 =2 2 6
-1 2 3 0 . S .

23. A= 0 —1 -4l b= 4l On a rg(A) = 2 # rg([A|b]) = 3 donc il n'y a pas de solution.
—2 3 2 —3

3. m équations et n inconnues avec m < n :

31. A= (21 _21 i) b= (3) On a rg(A) = rg([Alb]) =2 < 3 donc il y a une infinité de solutions.

32. A= (i :; é) b= (}L) On arg(A) =1 # rg([A|b]) = 2 donc il n'y a pas de solution.

G. FACCANONI 21
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WMéthode de Gauss-Jordan

au-dessus et en-dessous du pivot.
Etape j : pour i # j, les transformations

1

éliminent l'inconnue x; dans les lignes L;.
En réitérant le procédé pour i de 1 a n, on aboutit a un systéme diagonal.

ExempLE. Résoudre le systéme linéaire
1 2 3 4 X1 1
2 3 41 x2 | |2
3 41 2 x3 | |3
4 1 2 3 X4 4

par la méthode de Gauss-Jordan.

128 41 prph (1023 4|1\ bl (100
[Alb] = 2 3 4 1|2 LyeLy—4l, -1 72 f7 0 LyeLy—T7L5 0 -1
3 41 2|3 0 -2 -8 —-1010 0 O
4 1 2 3|4 0 -7 —-10 —-1310 0 0
nopten (L0 0 d LA ettt [ L
Ly—Ly+Lls 0O -1 0 =710 LyL3+4L4/40 0
0O 0 —4 4 1|0 0
0 O 0 40 (0 0
donc
X1:1, XQ—U, X;g:(), X4—0

Déﬁnition : systéme de Cramer

I Un sysTEME est dit bE CRAMER s'il a une solution, et une seule.
@ Propriété

équivalentes suivantes est remplie :
1. A est inversible;
2. rg(A) =n;
3. le systeme homogéne Ax = 0 admet seulement la solution nulle.

Méthode de Cramer
La solution d'un systéeme de Cramer d'écriture matricielle Ax = b est donnée par

. det(Aj)

= 1< <L
N7 det(A) SJ/sn

Dans cette variante de la méthode du pivot de Gauss, a chaque étape on fait apparaltre des zéros a la fois

—10 |1
-7 10
4 10
36 [0
0 0|1
0 010
-4 010
0 4010

Considérons un systeme carré d'ordre n a coefficients réels. Le systéme est de Cramer st une des conditions

ol A; est la matrice obtenue a partir de A en remplagant la j-éme colonne par la colonne des seconds membres b.

Cette formule est cependant d’'une utilité pratique limitée ¢ cause du calcul des déterminants qui est trés couteux.

ExempLE. [Systéme d'ordre 2] On veut résoudre le systéme linéaire
ay1  dis x1\ (b
o1 d22 x2|  \b2

det(A) = a11a90 — a12021,

par la méthode de Cramer. On a

aqq aqi2
A= ,
aoq o2

22
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(b1 a1z
Al(bz az |’

_ [ d11 by
Bz = (021 /32)'

donc
blC[22 — Cllgbg
X = ",
11022 — d12021
ExempLE. On veut résoudre le systéeme linéaire
1 -1
2 1
3 2
par la méthode de Cramer. On a
1 -1 2
A=1(2 1 0],
3 2 0
2 =1 2
A=|-1 1 0],
1 2 0
1 2 2
Ar=12 -1 0},
3 1 0
1 -1 2
As=12 1 -—-1],
3 2 1
donc
—6
_7:—31
T

Définition : cofacteur

det(Al) = blCIQQ — Cllgbg,

d()t(Ag) = Clllbg — /31021,

a11ba — biax

Xo = ————————.
ai1022 — d120d21
2\ /[x 2
0/ \z 1
det(A) = 2,
det(Ay) = —6,
det(Ag) = 10,
det(Ag) = 10,
10 10
y=-5=5 Ty 0

Soit A une matrice carrée d'ordre n. Etant donné un couple (i, j) d'entiers, 1 < i,j < n, on note A;; la matrice
carrée d'ordre n — 1 obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne de A. On appelle corFacTEUR de

lélément a;; le nombre (—1)"/ det(A;)).

ExempLe. Soit A = (¢ 5). Alors la matrice des cofacteurs de A est la matrice ( 9 ).

cd

© G. FACCANONI
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WCalcul de A!
A étant inversible, pour obtenir A™1 il suffit de résoudre le systéme Ax = b qui admet pour solution x = A~h.
On peut alors calculer A1 en résolvant n systémes linéaires de termes sources (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ...,
(0,0,0,...,1). Les méthodes suivantes résolvent ces n systémes linéaires simultanément.
Premiére méthode.

1. On calcul la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A;

2. on transpose la comatrice de A;

3. on divise par det(A).

Cette méthode est quasi-impraticable dés que n > 3.

Deuxiéme méthode.
La matrice A est inversible si et seulement si on obtient par opérations élémentaires sur les lignes de
A une matrice triangulaire sans zéros sur la diagonale; non inversible si et seulement si on obtient une
matrice triangulaire avec un zéro sur la diagonale. Si A est inversible, on effectue les mémes opérations
sur la matrice [A|L,] jusqu'a obtenir [I,|A!] :

] Opérations élémentaires [

(AL, I,JA™Y).

ExempLe. Soit A = (¢ 5) avec det(A) = ad — bc # 0. Alors
Al 1 d —b
ad —bc \—c a |’

ExempLE. Calculer linverse de la matrice

Premiére méthode.
1. On calcule la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A :

(71>1+1 1 1 (71>1+2 -1 1 (71)1+3 -1 1
-1 1 1 1 1 -1
1 -1 1 -1 1 1 220
comatrice = | (—1)%+1 (—1)22 | (—=1)2+3 =10 2 2
1 1 1 1 1 -1 ) :
1 1 1 1 1 1 202
_1)3+1 - _1)3+42 - 343
i s IR O ISV R
2. on transpose la comatrice de A :
2 0 2
comatrice’ = [2 2 0
0 2 2
3. on divise par det(A) :
1 2 0 2 2 0 12
AT = 122 0)=|% 1 o
S\0 2 2 0 12 12
Deuxiéme méthode.
1 1 =111 0 0 LoeLy+Ly 1 1 =1} 1 0 0
A= -1 1 1 ]o 10 |ty o]l 2 o1 10
1 -1 1]0 01 0] -2 2 |-1 01
/1 1 =11 0 0\ heb-L 1 [0o] -1]1% -2 0
Laclal2 01 12 0 Leclst2l: (g 7 1o 1 0
0 —2 2 |-1 0 1 ofo] 2fo0 1 1
10 —1|1 =12 0 1 0 [o][1 0 1
L3«L3/2 k . Li—Li+L3 —1
=250 0 e Y2 0| 2 g 1 [o|1e e 0 | =[s]ATY).
00 0 12 12 00 1[0 1o 1
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Factorisation LU

La méthode du pivot de Gauss transforme le systéme Ax = b en un systéme équivalent (c'est-a-dire ayant la
méme solution) de la forme Ux = y, ol U est une matrice trianqulaire supérieure et y est un second membre
convenablement modifié. Enfin on résout le systéme triangulaire Ux = y. St on a plusieurs systémes dont seul le
second membre change, il peut étre utile de factoriser une fois pour toute la matrice A et résoudre ensuite des
systemes triangulaires.

1. On factorise la matrice A € M,(R) sous la forme d'un produit de deux matrices A = LU ainsi calcu-
lées
fork=1ton—1do
for i =k —!—k)l to n do

Yik
li al(k)

kk
for j=k+1tondo
CIEJHD — CIEf) - i(,f)af(l;)
end for
end for

end for

A la fin de la procédure les éléments de la matrice triangulaire supérieure U sont donné par u;; = a;; pour
i=1,...,netj=1i...,n Dans lalgorithme on n'a pas calculé les éléments diagonaux de L car ils sont tous
égaux a 1.

2. Une fois calculées les matrices L et U, résoudre le systéme linéaire consiste simplement a résoudre successi-
vement

2.1. le systéme triangulaire inférieur Ly = b par l'algorithme

b 1 i—1
1 .
UIZE: yi:a b[—;:l&jyj , (=2,...,n

2.2. le systéme triangulaire supérieure Ux = y par l'algorithme

P Attention
(k)

Dans cet algorithme les pivot a;,’, doivent étre différents de zéro. Si la matrice est inversible mais un pi-
vot est zéro, on peut permuter deux lignes avant de poursuivre la factorisation. L'algorithme modifié s'écrit
alors
fork=1ton—1do
fori=k+1tondo

Chercher 7 tel que |a§i)| = max,—, . r,|al(,i)| et échanger la ligne k avec la ligne 7
()

Oy %

for j=k+1tondo

alg('H) — af;() — €[(k)a,(<l;)
end for
end for
end for

Une fois calculées les matrices L et U et la matrice des permutations P (i.e. la matrice telle que PA = LU),
résoudre le systéme linéaire consiste simplement a résoudre successivement le systéme triangulaire inférieur
Ly = Pb puis le systéme triangulaire supérieure Ux = y.

(@ Propriété
La factorisation LU permet de calculer le déterminant de A facilement :

det(A) = det(L) det(U) = |L| Ukk-

k=1

G. FACCANONI 25
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Proposition
Le calcul explicite de l'inverse d'une matrice peut étre effectué en utilisant la factorisation LU comme suit. En
notant X l'inverse d’'une matrice réguliere A € M, (R), les vecteurs colonnes de X sont les solutions des systémes
linéaires

Ax; = e, pouri=1,...,n.
En supposant que PA = LU, ou P est la matrice de changement de pivot partiel, on doit résoudre 2n systemes

triangulaires de la forme
Ly; = Pe;, Ux; =y, pouri=1,...,n.

c'est-a-dire une suite de systémes linéaires ayant la méme matrice mais des seconds membres différents.

ExempLE. Soit les systemes linéaires

1 2 3 4\ /x 1 1 2 3 4\ /x 10
2 3 4 1| x| |2 2 3 4 1| [x 10
341 2| |3 et 341 2| |xs 10
41 2 3/ \x 4 41 2 3) \x 10

1. Résoudre les systemes linéaires par la méthode du pivot de Gauss.
2. Factoriser la matrice A (sans utiliser la technique du pivot) et résoudre les systemes linéaires.

3. Calculer le déterminant de A.

1. Résolution par la méthode du pivot de Gauss du premier systeme

1 2 3 4|1 fz‘*fz:%il 1 2 3 4 1 T 1 2 3 4 |1
(Alb] = 2 3 4 1|2 | dei—an [ 0 =1 =2 =7 |0 | Leli—70 0 -1 -2 =710
13 41 213 0 -2 -8 =100 0 0 —4 410
4 1 2 3|4 0 -7 —10 =130 0O 0 4 36 1|0
1 2 3 4 |1
LyeLg+1lg 0O -1 -2 =710
0 0 —4 410
0 0 0 4010
donc
x;, =0, x3=0, x90=0, x3=1.
Résolution par la méthode du pivot de Gauss du second systéme
1 2 3 410 iae%:?}in 1 2 3 4 10 T 1 2 3 4 10
(Alb) = 2 3 4 110 | fheti-a; | 0 =1 =2 =7 | =10 | Lieii-7L 0 -1 —2 —-7]-10
o 3 4 1 2|10 0 -2 -8 —10]| —20 0 0 -4 4 0
4 1 2 3|10 0 -7 —10 —13| =30 0 O 4 36 | 40
1 2 3 4 10
LyeLy+ls o -1 -2 —-71]-10
0 0 —4 4 0
0 0 0 40 | 40
donc

X1 + 2)(2 -+ 3X3 + 4X4 =10
—X9 — 2X3 - 7X4 =—-10

- x1=1, x3=1, xx=1, xx =1
Cdxs 4 Axs = 0 4 3 2 1
40X4:40
2. Factorisation de la matrice A :

1 2 3 4\ beb2t /12 3 b, (V2 3 4 1 2 3 4
2 3 4 Lieli-aly, |2 —1 —2 =7 | Gehi-ti 2 -1 =2 —7| Lelitts |2 -1 =2 =7
3 4 1 2 3 -2 -8 -—10 3 2 —4 4 3 2 —4 4
4 1 2 3 4 -7 =10 -—13 4 7 4 36 4 7 =1 40
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donc
1 0 0 O 1 2 3 4
21 0 0 0o -1 -2 -7
L= 32 1 0 U= 0O 0 -4 4
4 7 -1 1 0 O 0 40

Pour résoudre le premier systéme linéaire on résout les systémes triangulaires Ly = b

1 0 0 0 Y1 1
2 1.0 0| ys 2 o B B B
321 0f|ys 3 = y1=1 y2=0 ys=0ys=0
471 1) \ys 4
etUx=y
1 2 3 4 X1 1
0 -1 =2 —7|[x]| |0 B B B -
0 0 —4 4 xs| ~ |0 - x4=0, x3=0, x0=0, x;=1
0 O 0 40 X4 0

Pour résoudre le second systéme linéaire on résout les systémes triangulaires Ly = b

1 0 0 O Y1 10
2 1 0 0 y2 | |10 o o _ .y
3 9 1 0 ys = 10 i Yy, = 10, Y2 = 10, Yys = 0, Yg = 40
4 7 1 1 Yy 10

etUx =y
1 2 3 4 X1 10
o -1 -2 -7 x2 | | =10
0 0 —4 4 xs| = | o = x1=1, x3=1, xx=1 x =1
0 O 0 40 X4 40

3. Le déterminant de A est ujjussusstgs =1 x (—1) x (—4) x 40 = 160.

Fersrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrsrs

Astuce

Soit r le rang du systéme (S) et p le nombre d’inconnues.

> Sir=p, (S) a une unique solution,

> st r < p, (S) a une infinité de solutions. Les r inconnues qui figurent au début des r équations issues de
la méthode du pivot de Gauss sont les inconnues principales. Elles peuvent se calculer de facon unique en
fonction des p — r inconnues.
Le choix des inconnues principales d’un systéme est arbitraire, mais leur nombre est toujours le méme.

Astuce

Pour résoudre un systéme (S) de m équations a n inconnues oli m > n on considére un sous-systéme carré (S’)

de n équations a n inconnues et on résout ce systéme :

> si (S') n'admet pas de solution, alors (S) non plus;

> si (S') admet une unique solution (c1, ¢2,...,c,), alors on vérifie si cette solution vérifie les autres m — n
équations du systéme (S) :
> si oui, alors (S) admet lunique solution (¢y, ¢a, ..., ¢y),
> si non, alors (S) n‘admet pas de solution;

> si (S) admet une infinité de solutions, on cherche parmi ces solutions celles qui vérifient également les autres
équations de (S).
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Exercice 2.1
Vrat ou faux?

® Un systéme linéaire de 3 équations a 4 inconnues dont les secondes membres sont nuls a des solutions non
nulles.

@ Un systéme linéaire de 4 équations a 3 inconnues dont les secondes membres sont nuls n'a que la solution
nulles.

SoLuTION. @ Vrai : le systéme est de rang < 3.

® Faux. Contrexemple : un systeme linéaire ou toutes les équations sont identiques.

Exercice 2.2

Résoudre le systeme linéaire
X1 + 2x9 — x3 = 2,
X1 — 2x9 — 3x3 = —6,
X1 + 4x9 + 4x3 = 3.

SoLUTION.
X1+2x9 —x3 = 2, LzFéQ*F X1+2x0 —x3 = 2, Lolatly] X1+2x9 —Xx3 = 2,
. gL3z— 3¢L3+L2/2 )
X1 —2xp—3x3= —6, —— —4xp—2x3= —8, =—25 —4dxy—2x3= =8,
x1+4xo+4x3 = 3. 2x9+5x3 = 1. dx3= —3.
_ -3 _ 19 _ =T
donc x3 = 3, xo = T etxy =5

Exercice 2.3

Résoudre le systéme linéaire
—Xx1 + X2 + 3x3 = 12,
2x1 — X9 + 2x3 = =8,
4x1 + x9 — 4x3 = 15.

SoLUTION.
—Xx1+Xo+3x3 =12 ég&fﬁ»ﬁ. —Xx1+x2+3x3=12 I —Xx1+x2 +3x3 =12
2X1 —xo+2x3= —8 L8N, Xo+8x3= 16 L2202 X3 +8x3 = 16
4x1+xo—4x3 =15 dx2+8x3= 63 —32x3= —17
donc x3 = % X9 = g et x; = %

Exercice 2.4 (Résolution d’un systéme 2 x 2 avec paramétre)

Discuter et résoudre le systéme

(S) (4m? — D)x + (2m —1)%y = (2m + 1)?,
" 2m + Dx + (dm — 1)y = 4m? — 1,
( X+ ( )y

d'inconnue (x,y) € R? et de paramétre m € R.

SorutioN. Comme le systéme contient un paramétre, on commence par calculer le déterminant de la matrice asso-
ciée : ‘
4m? —1 (2m —1)2
2m+1 4m—1

Le systéeme est de Cramer si et seulement si ce déterminant est non nul, donc

= (4m? = 1)(4m —1) — 2m = 1)?)(2m + 1) = 2m(2m — 1)(2m + 1).

1 1
(Sm) est un systéme de Cramer si et seulement si m € R\ { 75,(), 3 } .
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> Etude du cas m = —%. Le systéme s'écrit
4y =0, x € R,
(S-11) { / = {
—3y =0, y=20
> Etude du cas m = 0. Le systéme s'écrit
—x+y=1, y €R,
(S0) { ! = {J
x—y=-1, x=—-1+y.

> Etude du cas m = % Le systéme s'écrit

0=4,
(51/2) {2 -
x+y =0,

qui n‘admet pas de solutions.
> Etude du cas m € R\ { —%, 0, % } On utilise la méthode de Cramer : l'unique solution est donnée par

—2(2m? —5m + 1

1 '(Qm +1)2 (2m —1)?

X om@em—1)2m + 1) | 4m>—1  4m—1 om—1
L 1 4am? —1 (2m+1)2|  (2m+1)(2m — 3)
Yo om@m—D@m+1) |2m+1  4m2—1|" om—1
Donc si on note .7 l'ensemble des solutions,
{(x,0)| xR} sim = —1Jz,
, {(-1+y.y)|yeR} sim =0,
S = .
g sim=0,
—2(2m?—5m+1  (2m+1)(2m—3) .
{ ( ,27111—1”1 ! - 2m—1m ) } sthon.
Exercice 2.5
Résoudre le systéme linéaire
—2u—4v4+3w=-1
2v —w=1
u +v—3w=—6
SovrutioN.  On utilise la méthode du pivot de Gauss :
—2u—4v4+3w=-—1 —2u—4v+3w=-1 —2u—4v+3w=—1
Lgelg+Lq/2 Lgelg+Ls/2
v —w=l —————> 2v —w=1 _— 2v —w=1
u +v—3w=-—06 —v—%w:—lfﬂ/z —2w=—6
doncw =3, v=2etu=1.
Exercice 2.6
Résoudre le systéme linéaire
—2x y +z=0
x—2y +z=0
x +y—2z=0
SorutioN. On utilise la méthode du pivot de Gauss :
—2x y +z=0 ﬁzeéﬁﬁl/z —2x y +z=0 T —2x —y +z=0
x—2y +z=0 Laclathi/2, —3f2y+3/22=0 Laclotly, —5/2y+3/22=0
X +y—2z=0 3)2y—3/2z=0 0z=0

doncz=xkeR y=zetx =2z
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Exercice 2.7

Résoudre le systeme linéaire
—2x —y +4t=2
2x+3y+3z-+2t=14
x+2y +z +t=7
—X —z +t=-1

SoruTioN. On utilise la méthode du pivot de Gauss :

—2x -y +4t=2 ézhfzifu —2X—y +4t=2
2X+3y+3z4+2t=14 L[ Ly L1)2 2y+3z+6t=16
. —_— 3
x+2y +z +t=7 %y +z43t=8
—X —z +t=—1 5y —z —t==2
Ll s —2x—y +4t=2 —2x—y +4t=2
Ly Ly—La/d 2 +32+6t=16 LyL4—7Ls/5 2y +3z+6t=16
— 5, 3 — 5,3
fnggt:f6 fgtzfé
donct=4,z=2y=2etx=0.
Exercice 2.8
Résoudre le systeme linéaire
1 2 3 4 X1 10
2 3 41 x2| [10
3 41 2 x3 | |10
4 1 2 3 X4 10
par la méthode du pivot de Gauss.
SoLuTION.
1 2 3 4110 ﬁz%ég:%il 1 2 3 4 10
(AJb] = 2 3 4 110 | fhelz—1; | 0 =1 =2 =7 | =10
a 3 4 1 2110 0 -2 -8 —=10]| —20
4 1 2 3|10 0 -7 —-10 —-13| —-30
T 1 2 3 4 10
Ll [ 0 =1 =2 —7]-10
0o 0 -4 4 0
0 0 4 36| 40
1 2 3 4 10
LyeLa+Ls 0 -1 -2 —7|-10
0o 0 -4 4 0
0 0 0 40| 40
donc
X1 + 2X2 + 3X3 + 4X4 =10
—X2—2X3—7X4:—10
- x,=1, x3=1, x9o=1, x31 =1
—4X3+4X4:0
40x4 = 40

Exercice 2.9 (Résolution d’'un systéme 3 x 3 avec paramétre.)

Discuter et résoudre le systéme

l+a)x+y+z=0,
(Sa) x+(1+a)y+z=0,
x+y+(1+a)z=0,
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d'inconnue (x,y, z) € R? et de paramétre a € R.

.

SorutioN. Comme le systéme contient un paramétre, on commence par calculer le déterminant de la matrice asso-
ciée :

l+a 1 1
1 14a 1 |=0+aP+1+1-(14+a)—(1+a)—(1+a)=(1+a)*-3(1+a)+2
1 1 1+4+a

:((1 +a)— 1) ((1 +a)?+(1+a) —2) = ((1 +a)— 1) ((1 +a) +2) ((1 +a)— 1) =ad*(3+a).
Le systéeme est de Cramer si et seulement si ce déterminant est non nul, donc
(Sq) est de Cramer si et seulement a € R\ {—3,0}.

Notons . l'ensemble des solutions.

> Etude du cas a = —3. Le systéme s'écrit
—2x+y+2z=0,
(5-3) x—2y+z=0,
xX+y—2z=0,
On utilise la méthode du pivot de Gauss :

—2x y +z=0 £2<_£2+£1/§ —2x y +z=0 o —2x —y +z=0
X_2U +z=0 LN, _gy_f_%zz() 3<L3+Lo _g]+%2:0
x y—2z=0 éy—éz:() 0z=0

doncz=k R, y=2zet x =7z ainsi
S={(kk k)| keR}.

> Etude du cas a = 0. Le systéme s'écrit

x+y+z=0,
(So) {x+y+z=0,
x+y+z=0,

doncz=k1 ER, y =Ko € Ret x = —«ky — ko, ainsi
S = { (—Kl — KQ,KQ,Kl) | (Kl,KQ) S R2 }
> Ftude du cas a € R\ {—3,0}. Il s'agit d'un systéme de Cramer homogéne, donc 'unique solution est (0,0,0) :

7 =1{(0,0,0)}.

Exercice 2.10 (Résolution d’un systéme 3 x 3 avec paramétre.)

Discuter et résoudre le systéme
x+ay+(a—1)z=0,
(Sa) 3x+2y+az=3,
(a—1)x+ay+(a+1)z=a,

d'inconnue (x,y,z) € R? et de paramétre a € R.

SorutioN. Comme le systéme contient un paramétre, on commence par calculer le déterminant de la matrice asso-
ciée :
1 a a-—1
3 2 a |=2(a+1)+ad*(a—1)+3a(a—1)—2(a—1)*>—a?—=3a(a +1) = a*(a —4).
a—1 a a+1

Le systéeme est de Cramer si et seulement si ce déterminant est non nul, donc
(Sy) est de Cramer si et seulement a € R\ {0,4}.

Notons .¥ l'ensemble des solutions.
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> Etude du cas a = 0. Le systéme s'écrit

3—3k

doncz=keR, y= 5+ et x = k, ainst

> Etude du cas a = 4. Le systéme s'écrit
(54)

On utilise la méthode du pivot de Gauss :

x+4y+3z=0, Lr—l>-3L
3 L3—3L1
AT A

3x+2y+4z=3, L
3x+4y+5z=4,

La derniere équation est impossible donc

(-5

x—z=0,
3x 42y =3,
—Xx+z=0,

KER}.

x+4y+3z=0,
3x + 2y +4z = 3,
3x +4y + 5z = 4,

> FEtude du cas a € R\ {—3,0}. On utilise la méthode du pivot de Gauss :

x+ay+(a —1)z=0,
3x+2y +az=3,
(a — Dx+ay+(a + 1)z=a,

LzyeLz—(a—1)Ly
- -

Lo—Ly=3L, X +ay +(a—1)z
(2—-3a)y+(3—2a)z

(2—a)ay+(3—a)az

Ly ty_ e, [X +ay +(a—1)z
- (2-3a)y+(3—2a)z
_(12(a74)z
3a—2
; _ 4 _ —6 _ a?=2a-4 _:
On obtient z = —ao-ay Y = —[](‘70_4), X = “a(u_(4) , ainst
- a? —2a—4 a—6 4
o ala—4) " ala—4)" ala—4) '
Exercice 2.11 (Résolution de systémes non carrées)
Résoudre le systeme
x+y+z=3,
X +2y+3z=26,
(5) _
—Xx—y+2z=0,

d'inconnue (x,y,z) € R3.

3x+2y —4z =1,

x +4y+3z=0, T X +4y+3z=0,
—10y—5z=3, =—=2"2, —10y—5z=3,
—8y—4z=4, 0=16.

S=140.

=0,
=3,
=da,
=0,
=3,
___4a

T 3a-2"

SoLuTIoN. (S) étant un systéme de 4 équations a 3 inconnues, on considére le sous-systéme carré d'ordre 3

(5)

x+y+z=3,
x+2y+3z =6,
—x—y+2z=0,

qu'on peut résoudre par la méthode du pivot de Gauss

X ty +z=3, LlaLla—Ly
X+2y+3z=
—x —y+2z=0,

o [Ty =S,
6, ———— y+2z=3,
3z=3,

qui admet l'unique solution (1,1, 1). On étudie alors si elle est aussi solution de l'équation de (S) qui n‘apparalt pas
dans (S') : pour (x,y,z) = (1,1,1) on a 3x +2y — 4z = 1 donc le triplet (1, 1,1) est solution de (S) et c'est l'unique.
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Exercice 2.12 (Résolution de systémes non carrées)

Résoudre le systeme

x+2y+z=-1,
2x+y—z=1,
—x+y+2z=-2
xX+y+z=4,

d'inconnue (x,y,z) € R3.

SoLuTioN. (S) étant un systéme de 4 équations a 3 inconnues, on considére le sous-systéme carré d'ordre 3

x+2y+z=-1,
(S 2x+y—z=1,
—X+y+2z=-2,

qu'on peut résoudre par la méthode du pivot de Gauss

x+2y +z=—1, Lel-20 |[x+2y +z=-1, x+2y +z=-1,
2x 4y —z=1, Locloth —3y—3z=3, Loclotls, —3y—3z=3,
—x +y+2z=-2, 3y+3z=-3, 0=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (1 + k, —1 — k, k) pour k € R. Cherchons parmi ces solutions celles
qui vérifient l'équation de (S) qui n‘apparait pas dans (S') : pour (x,y,z) = (1 +k,—1 —k,kK) onax+y+z =
1+k—1—k+k=w«doncx+y+z=4siet seulement si k =4 ainsi (S) admet Uunique solution (5, =5, 4).

Exercice 2.13 (Résolution de systémes non carrées)

Résoudre le systeme

(s {—2x—|—y+z:0,
x—2y+z=0,

d'inconnue (x,y, z) € R3.

SoruTioN. (S) est équivalent au systéme

—2x+y+z=0,
=3y +3z=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (k, k, k) pour k € R.

Exercice 2.14
Soit le systéme linéaire
(s) X1 + Xg — 2x3 + 4x4 = 6,
—3x1 — 3x9 + 6x3 — 12x4 = b.
1. Pour quelle valeur de b le systéme est-il possible?

2. Donner a b la valeur trouvée au point précédent et calculer la solution compléte du systéme.

SoLuTIoN. (S) est équivalent au systéme

X1 + X9 — 2x3 + 4x4 = 6,
0=5b-—18.

1. (S) est possible si et seulement si b = 18.

2. Si b =18, (S) admet co® solutions de la forme (x1, x2, X3, x4) = (6 — a +2b — 4c, a, b, ¢) avec a, b, c € R.
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Exercice 2.15
Soit le systeme linéaire
2x1 — X3 — 3x3 =0,
(S) —x1+2x3 =0,
2x1 — 3x9 — x3 = 0.

Ce systeme est-il compatible ? Posséde-t-il une solution unique?

SoLUTION.
2x1 —x2 —=3x3 =0,  ,elti2 | 2x1 —Xx2—3x3 =0, 2x1 —x2 —3x3 =0,
—x1 + 2)(3 — ()' Lsls—h 7'1/2)(2 + 1/2)(3 o U’ M) f'l/QX2 + '1/2)(:3 — ():
2Xl — 3X2 — X3 = 0. —2X2 + 2X3 =0, 0=0,

Le systéme est compatible car le rang du systéme est 2 < au nombre d'inconnues 3 et la solution n'est pas unique
car rg(S) < 3. Il admet une infinité de solutions de la forme (2k, k), k € R.

Exercice 2.16

Trouver toutes les solutions du systéme linéaire homogéne

—3X1 + Xo + 2X3 = O,
(S) —2x1 + 2x3 =0,
—11x; + 6x9 4+ 5x3 = 0.

SoLUTION.
-3 1 2 Laclr—201/3 -3 1 2 — -3 1 2
-2 0 2 ‘i;lllij_) 0 _2/3 2/3 M} 0 _2/3 2/3
—-11 6 5 0 7 =7 0 0 0
Le systéme admet une infinité de solutions de la forme (k, k) avec k € R.
Exercice 2.17
Trouver toutes les solutions du systéme linéaire homogeéne
X1 +X2+3X3+X4 = 0,
(S) x1 + 3x9 + 2x3 + 4x4 = 0,
2X1+X3—X4 =0.
SoLuTION.
11 3 1 Lala—Ls 1 1 3 1 1 1 3 1
13 2 4 | &by 2 1 3| LBltlfg 9 g 03
2 01 -1 0 -2 -5 =3 00 =6 0

1

Le systéme admet une infinité de solutions de la forme (5, ng, 0,«) avec k € R.

Exercice 2.18 (Octobre 2011)

Soit le systeme linéaire

x+y—z=1,
(S) 2x +3y + Bz =3,
x+ By+3z=-3.
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Déterminer les valeurs de B de telle sorte que ce systéme posséde :
1. aucune solution;
2. une solution unique;

3. une infinité de solutions.

SOLUTION.
1 1 —11]1 LyLo=2L, 1 1 -1 1 I 1 -1 1
2 3 B |3 2,100 1 B+2) 1 AR N B+2 1
1 B 3 |-3 0 B—-1 4 —4 0 0 (6—B—pB%)|—-B+P8)

Comme 6 — B — B% = (2 — B)(3 + B) on conclut que
1. (S) ne posséde aucune solution si et seulement si 8 =2
2. (S) posséde une solution unique si et seulement si B ¢ {2; -3}

3. (S) posséde une infinité de solutions si et seulement si B = —3

Exercice 2.19 (Septembre 2009)

Déterminer si le systéme suivant a une solution non nulle. Dans le cas affirmatif trouver la(les) solution(s) et expliquer
pourquot :

x—2y+2z=0,
2x +y—2z=0,
3x+4y —6z =0,
3x — 11y + 12z = 0.

()

SoLuTioN. (S) étant un systéme de 4 équations a 3 inconnues, on considére le sous-systéme carré d'ordre 3

x—2y+2z=0,
(S 2x +y — 2z =0,
3x+4y — 6z =0,

qu’on peut résoudre par la méthode du pivot de Gauss

x—2y+2z=0, fw—%—?# x—2y +2z=0, T x—2y+2z=0,
2x +y—2z=0, 20, 5y —62=0, Lacly—2le 5y—62=0,
3x+4y—62=0, 10y—122=0, 0=0,

qui admet une infinité de solutions de la forme (2«,6k,5k) pour k € R. Cherchons parmi ces solutions celles
qui vérifient U'équation de (S) qui n'apparalt pas dans (S') : pour (x,y,z) = (2k,6k,5k) on a 3x — 11y + 12z =
6k — 66K + 60k = 0 donc 3x — 11y + 12z = 0 pour tout k € R ainst (S) admet une infinité de solutions de la forme
(2, 6k, 5K) pour k € R.

Exercice 2.20

Résoudre le systéme linéaire suivant par la méthode du pivot de Gauss :

6 1 1\ /x 12
2 4 0 ([(x]=]0
1 2 6/ \x3 6
SOLUTION.
6 1 112 L%:bj“ 6 1 1 |12\ e85, /6 1 1|12
’ LyeL3—5Ls 11 1 3 11 1
[Ab]=1{ 2 4 0] 0 0 & —3|—4 | ——— (0 % —5|-4
1 2 6|6 0 & 3214 00 6|6
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donc
6x1 + x2 + x3 = 12,
%XQ*%X;}Z*ZL - x3=1, x9=-=1, x3 =2.
6X3 =6

Exercice 2.21 (Octobre 2011)

1 0 -1
Calculer A™! ot A est la matrice | 4 -1 =2
-2 0 1
SOLUTION.
AL]j=( 4 -1 —2]0 1 0 | =851 0 —1 2|4 1 0
-2 0 1 /0 0 1 O 0 —-1(-2 0 1
im——iz 1 0 —-1]1 O 0 f“_f'+L:i 1 0 0 —1 0 -1
Lol g1 —204 -1 0 | E2EES 001 0 —1 =2 | =[m5aY.
o0 112 0 -1 0 0 1 —2 0 -1
Exercice 2.22 (Octobre 2011)
1 0 1
Calculer A=! ol A est la matrice [0 1 2
2 0 1
SoLUTION.
1 0 1|1 0 O T 1 0 1 1 0 0
AlLJl=[ 0 1 2[0o 1 0 | 2201 2|0 10
2 0 110 0 1 00 —-1]-2 0 1
, , 1 0 1{1 0 O FHF*L:Z 1 0 0|—-1 0 1
sl o1 2/0 1 o |01 04 1 2 | =AY
0O 0 112 0 -1 0O 0 1] 2 0 -1
Exercice 2.23
Calculer les inverses des matrices suivantes (si elles existent) :
1 5 -3 1 5 -3
A:(i _53) B:(C’ b,) c=[2 11 1], D={2 11 1
€@ 2 9 —11 1 4 -10

SoruTioN. det(A) = 22 #+ 0 donc A est inversible et on trouve

! 1 5 3
—1 o
A =5 ( 4 2).

B est inversible si et seulement st ad # bc et on a

Bl — 1 d —b
“ad—bc \—c a |’

det(C) = 2 # 0 donc C est inversible et on trouve

—130 28 38
(C’l:§ 24 -5 -7
-4 1 1

det(D) = 0 donc D n'est pas inversible.
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2 Systémes linéaires

Exercice 2.24

Résoudre les systemes linéaires suivants :

xX—5y—7z=3 X—5y—7z=6 x—=5y—T7z=0
2x — 13y — 18z =3 et 2x — 13y — 18z =0 et 2x —13y — 18z =3
3x =27y — 36z =3 3x =27y — 36z = -3 3x — 27y — 36z = 6.
SoLuTioN. Le trois systemes s'écrivent sous forme matricielle
1 -5 =7 X 3 1 -5 =7 X 6 1 -5 =7 X 0
2 —-13 -—-18 y 3 et 2 —-13 —-18 y|l=1(0 et 2 —-13 -18 yl =13
3 =27 —36 z 3 3 =27 —36 z -3 3 =27 —36 z 6

On remarque que seul le seconde membre change. On calcul alors d'abord la décomposition LU de la matrice A :

1 =5 =7\ bLeb-2n (1 =5 =7 1
2 —13 —18| Bl [ 3 g | bt 0
3 —27 —36 0 —12 —15 0

donc
100 1 -5
L=1{2 1 0 U=(0 -3
34 1 0 0

Pour résoudre chaque systeme linéaire on résout les systemes triangulaires Ly = b

1. Pour le premier systéme on a

1 0 0 Y1 3
2 1 0] [y- 3 = yi =3,
3 4 1 Ys 3
1 -5 =7 X1 3
0 -3 —4 X2 -3 = x3 = 6,
0 0 1 X3 6
2. Pour le seconde systéme on a
1 00 Y1 6
2 1 0 y2| =1 0 - y1 =6,
3 41 ys -3
1 -5 =7 X1 6
0 -3 —4 x| = | —12 = x3 = 27,
0o 0 1 X3 27
3. Pour le dernier systéme on a
100 Y1 0
2 10 ys | =13 - yi =0,
3 41 ys 6
1 -5 =7 X1 6
0 -3 —4 X2 = —12 - X3 = —0,
0 0 1 X3 27

Exercice 2.25

Soit le systéme linéaire

6 1 1\ /x 12
24 0| [x]|=]0
1 2 6/ \xs 6

© G. FACCANONI

-5 =7
-3 —4

0 1
-7
—4
1
et Ux = y.

Yz =—3, ysz=F0;
Xo = —7, X1 = 10.
Xo = —32, X1 = 35.

ys =3, ys= —6;

xXo =17, x=-T.
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1. Résoudre les systéemes linéaires par la méthode du pivot de Gauss.

2. Factoriser la matrice A (sans utiliser la technique du pivot) et résoudre le systéme linéaire.

SoLuTION. 1. Méthode du pivot de Gauss :
6 1 112 iz:ﬁjzil 6 1 1 |12\ fe,-Be, /6 1 1 |12
[Albj=1| 2 4 0 — 13—1—55 —4 | ——— 0 ¥ 1]~
1 2 6|6 0 & 314 0 0 6
donc
6X1+X2+X3:12y
%Xg—%ng:—Li — X3—1, XQ——l, X1—2
6X3—6
2. Factorisation de la matrice A :
6 1 1 izeirﬁl 6 1 1 wa,ﬁb (23 11l 11
3376 2 11 1 3 2 11 1
2 4 0) ——— ¢ A o8 — |6 3 3
11 35 1 6
1 2 6 o0 G ﬁ 6
donc
1 0 0 6 1 1
_ (1 _ 11 1
L= 3 1 0 U=10 5 -—3
i 3 1 00
Pour résoudre le systeme linéaire on résout les systemes triangulaires Ly = b
1 0 0 Yi 12
% 1 0)ly2l=1]0 = y1 =12, ys=-4, y3==6
s 3 1) \us 0
etUx=y
6 1 1 X1 1
0 1—31 —% x2 | = —4 == x3=1, xo=-1, x3 =2
0 0 X3 6
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S Espaces uectorniels

Espaces vectoriels, Sous-espaces vectoriels
Déﬁnition : espace vectoriel

Un espPACE VECTORIEL sur K est un ensemble E contenant au moins un élément, noté O, ou simplement 0, munt
d'une addition
ut+vekE pour toutu, v € E

et d'une multiplication par les scalaires
a-uekE pour tout u € E et pour tout o € K

avec les propriétés suivantes : pour tout u, v, w € E et pour tout a, 8 € K,

Ou+t+(v+w)=(u+v)+w (associativité)
O utv=v+u (commutativité)
® u+0=0+u=u (existence d'un élément neutre pour l'addition)
® u+ (—u)=(—u)+u=0g en notant —u = (—1g) - u (existence d'un élément opposé)
® (a+B) - u=a-u+pB-u (compatibilité avec la somme des scalaires)
®a (u+v)=a-u+a-v (compatibilité avec la somme des vecteurs)
@ o (B-uy=(af)-u (compatibilité avec le produit des scalaires)
O lgx-u=u (compatibilité avec l'unité)

Les éléments de E sont appelés VECTEURS, l'élément neutre de U'addition O¢ est appelé VECTEUR NUL, le symétrique
d’'un vecteur u pour l'addition est appelé VECTEUR OPPOSE DE u et est noté —u.

ExempLe. L'ensemble R? = { (x,y) | x € R,y € R} est un espace vectoriel pour les opérations
> somme : (x,y)+ (z,w) = (x+2z,y+ w)
> multiplication : a - (x,y) = (ax, ay).

- e e .
Deﬁnltlon : sous-espace vectoriel

Soit £ un espace vectoriel. On dit que F est un sous-ESPACE VECTORIEL de E si et seulement si F est un espace
vectoriel et F C E.

EXEMPLE.

> L'ensemble { Of } constitué de l'unique élément nul est un sous-espace vectoriel de E, a ne pas confondre avec
'ensemble vide @ qui n'est pas un sous-espace vectoriel de E (il ne contient pas le vecteur nul).

> L'ensemble E est un sous-espace vectoriel de E.

Pour montrer qu'un ensemble F est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E on utilise le théoréme sui-
vant.

4 Théoréme
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
1. FCE
2.0ceF
3 uuvefF = u+verF
4ueF,aeR = a-uefF
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ExemprLE. L'ensemble

([

a+c/:0]»

est un sous-espace vectoriel de l'ensemble E = M3 (R). En effet :

1.

2.

Fc MQ(R);

0 = (8 8) eFcar0+0=0;

.siM = (Z b) et N = (Z /);) appartiennent a F (c'est-a-dire a +d =0 et e+ h =0), alors M+ N =

d
a+e b+f » ) ] B - -
(C+g d—|—h) appartienta Fcar (a+e)+(d+h)=(a+d)+(e+h)=0+0=0;
.siM = a b appartient a F (c'est-a-dire a +d =0) et si a € R alors - M = aa ab appartient & F
c ac ad

car aa + ad = a(a+d) =0.

ExempLe. On note Fonct(R,R) l'espace vectoriel des fonctions de R dans R et on considére les sous-ensembles
suivants de Fonct(R, R)

@

®@ ®@ ® ©® 0

)

F={f:R—->R|f estpaire};

F={f:R—R|f estimpaire };
F={fRo>R|f(—x)="1f(x)+2};
F={fR->R|f(x)>0};
F={f:R->R|f(x)=0};
F={fR->R|f(x)=1};

F={f:R>R|f1)=0}.

On cherche lesquels forment des sous-espaces vectoriels :

@

F est un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car

1. x—0€eF,

2.f,ge F = f+g e Fcar(f+g)(—x)=1(—x)+g(—x) =1f(x)+ g(x) = (f+ g)(x),
3.feF,aeR = a-feFcar(a-f)(—x)=af(—x) =af(x) = (a-)(x);

F est un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car

1. x—0€eF,

2.f,geF = f+qg € F car (f+g)(—x) = f(—x) + g(—x) = —=f(x) — g(x) = =(f + g)(x),
33.feF,aeR = a-fe Fcar(a-f)(—x)=af(—x) =—af(x) = —(a-f)(x);

F n'est pas un sous-espace vectoriel de Fonct(R, R) car il ne contient pas la fonction nulle x +— 0;

F n'est pas un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car lopposé de la fonction f: x — 1, qui est un élément
de F, est la fonction f: x — —1, qui n'est pas un élément de F;

F est un sous-espace vectoriel de Fonct(R, R) car

1. x—0€F,

2.f,geF = f4+qg e Fcar(f+g)x)=7f(x)+g(x)=0,

33 feF,aeR = a-f&Fcar(a-f)(x)=af(x)=0;

F n'est pas un sous-espace vectoriel de Fonct(R, R) car il ne contient pas la fonction nulle x +— 0;
F={f:R->R|f(1)=0}; F est un sous-espace vectoriel de Fonct(R,R) car

1. x—0€F,

2.f,geF = f+ge Fcar(f+g)1)=1(1)+g(1)=0,

3. feF,aeR = a-feFcar(a-f)(1)=af(l)=0.

ExempLE. On note R,[x] lespace vectoriel des polyndmes de degré < n a coefficients dans R et on considére les
sous-ensembles suivants de R, [x]

40
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@ F={peR,x]|deg(p)="7};

@ F={peR,x]|deg(p) <3};

® F={peR,x]|p estpair};

@ F={peR,x]|pl)=p2)=p3)=0}

On cherche lesquels forment des sous-espaces vectoriels :

@ F n'est pas un sous-espace vectoriel de R,[x] car il ne contient pas le polynéme nul (le polyndme nul n'est pas
de degré 7).

@ F est un sous-espace vectoriel de R, [x] car
1. p(x) =0 € F car deg(0) < 3,
2.pgeF = p+gq € F cardeg(p + q) = deg(p) + deg(qg) < 3,
3. peF,aeR = a-peF cardeg(a-p)(l) =deg(p) <3;

@ F est un sous-espace vectoriel de R,[x] car F cest l'intersection des deux espace vectoriel R,[x] et {f: R —
R|f est paire} de l'exemple précédent;

@ F est un sous-espace vectoriel de R,[x] car
1. p(x)=0€F,
2.ppgeF = p+qgeFcar(p+q)x)=px) +qg(x)=0pourx=123,
33 peF,aeR = a-pe&Fcar(a-p)x)=ap(x)=0pourx=1,2,3.

Combinaisons linéaires, espace engendré

- ype e, . . . y .
Deflnltlon : combinaison linéaire

Soient uy,ug, ..., u, des éléments de l'espace vectoriel £ et oy, az, ..., @, des éléments de K. Le vecteur
P
E a; - u;
i=1

est appelé COMBINAISON LINEAIRE des vecteurs ug, Us, ..., Up.

ExemprLE. Considérons les trois vecteurs

-1 0 -1
u=1|-21, u =1 2 |, uz=|( 0
-3 -1 —4

Montrons que us est combinaison linéaire des vecteurs uy et us.

Pour prouver qu'un vecteur v est une combinaison linéaire des vecteurs uy, uy,...,u, il faut montrer qu'il existe p
constantes a1, oy, ..., ap telles que
V= oup + QaUg + -+ - + OpUp.

On cherche alors a et b réels tels que
us = auy + bus,

ce qui donne

—1=—a
0= —2a+2b, = a=b=1.
—1=—-3a—b,

Par conséquent us est combinaison linéaire des vecteurs u; et us car us = u; + us.
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<= r e g y
Deﬁmtlon : espace engendré

Soient uy, us, ..., u, des éléments de l'espace vectoriel E. L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de ces
P

p vecteurs fixés est un sous-espace vectoriel de £ appelé SOUS-ESPACE VECTORIEL ENGENDRE par ug, Uy, ..., U, et

noté Vect { ug,...,Up } :

p
Vect{uy,...,up }={uekE El(oq,...,ap)ERP,U:Zoq-ui
=1

Notons que les vecteursuy, us, ..., u, appartiennent & Vect { Ui, ..., Up } carpourtoutj=1,2,...,p
/)
uj = E O-u+1-uj.
i=1
iF]
Bien siir le vecteur O appartient & Vect { ug, ..., up } car

p
O = ZO - Uy
i=1

EXEMPLE.
> Vect { ()5 } = { )3 }

v (o )0 o) PG )

Familles libres, génératrices, bases

a,bER}.

Déﬁnition : famille libre, famille génératrice, base

Soit p € N*¥, E un espace vectoriel et F = { ug, ..., Up } une famille de vecteurs de E. On dit que la famille F
est...

GENERATRICE DE E si et seulement si tout vecteur de E est combinaison linéaire des éléments de F :

P
pour tout u € £ il existe (ay,..., ) € R” tel que u = Z a; - ug;
i=1

LIBRE si et seulement si le vecteur nul O est combinaison linéaire des éléments de F de fagon unique :

p
Za['LIiZOE — a;=0Vi
i=1

BASE DE E si et seulement si tout vecteur de E est combinaison linéaire des éléments de F de facon unique :

P
pour tout u € E il existe unique (ay,..., a,) € R” tel que u = Z a; - ug;
i=1

Les réels ay, ..., ap sont alors les coordonnées du vecteur u dans la base F et on dit que £ est de DIMENSION
p FINIE.

ExempLe. La famille {u = (1,0),v=(0,1),w =u+v} de vecteurs de R? nest pas libre : par exemple le vecteur
(2, —1) peut s'écrire comme 2u — v, comme 2w — 3v etc.

42 © G. FACCANONI



Lundi 21 novembre 2011 3 Espaces vectoriels

ExemprLE. Considérons les trois vecteurs

3 0 0
1 0 0
u; = 9| Ug = _1 , us = 0
0 1 2

Montrons qu'ils sont linéairement indépendants dans R*.

Il faut montrer que le vecteur (0,0, 0,0) ne peut s'écrire que d’'une seule facon comme combinaison linéaire de uy, uy
et uz.Supposons que
0 = cqu; + agus + azus,

ce qui revient au systeme linéaire

0 =3a,
0=a,
— a=b=c=0
0=2a—b,
0=b+2c

Par conséquent la famille { uy, us, uz } est libre dans R*.

Théoréme et définition
Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases ont le méme nombre d'éléments. Ce nombre, noté
dim(E), est appelé la pIMENSION de E.

Théoréme
Dans un espace vectoriel E de dimension n, une famille génératrice a au moins n éléments. Si elle a plus de

n éléments, on peut en extraire une sous-famille libre de cardinal n qui est alors une base de E. Si elle a
exactement n éléments, c'est une base de E.

Théoréme de la base incompléte
Dans un espace vectoriel E de dimension n, une famille libre a au plus n éléments. Si elle a moins de n éléments,
on peut la compléter de facon a obtenir une base. Si elle a exactement n éléments, c'est une base de E.

Théoréme de la dimension

Soit F une famille d’éléments de E de dimension finie n. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
® F est une base de E
@ F est libre et de cardinal n

® F est génératrice de E et de cardinal n

O F est libre et génératrice de E

On utilise ce théoreme principalement pour montrer qu'une famille F est une base de E. On utilisera surtout (avec
E de dimension n) :

> st F est libre et de cardinal n alors F est une base de E

> si F est libre et génératrice de E alors F est une bhase de E

ExempLE. Avec n € N, 'espace vectoriel R" est de dimension n. La famille B={ (1,0,...,0);(0,1,...,0);...5(0,0,...
est une base, appelée BASE cANONIQUE de R”, car pour tout vecteur u € R"”, u = (uy, us, ..., u,) =uy-(1,0,...,0) +
ug-(0,1,...,0)+ -+ u,-(0,0,...,1) de facon unique.

ExempLe. On a déja vu que A = {(1,0),(0,1) } est une base de R? et que par conséquent R? est de dimension 2.
Soit B = {(2,—1),(1,2) }. Pour prouver que B est une base de R? on va prouver qu'elle est une famille libre de
cardinal 2 :

> B est une famille libre car

2 2 =0
a - (2,—1) 4 ay - (1,2) = (0,0) — e = oo =a=0
— a7 +20(2 =0
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> cardinal(B) = 2.

Attention : dimension # cardinal
Attention a ne pas confondre DIMENSION et CARDINAL : dans un espace vectoriel de dimension n, toutes les bases
ont le méme cardinal, mais il ne faut pas parler de cardinal d’'un espace vectoriel, ni de dimension d'une bhase.

ExempLE. Avec n € N, lespace vectoriel R,[x] des polynémes de degré < n est de dimension n + 1. La base
C={1,xx%...,x"} est appelée BASE cANONIQUE de R,[x] car, pour tout polyndéme p € R,[x], p(x) = ag + a1x +
asx? + -+ a,x" de facon unique.

ExempLE. Avec n, m € N*, l'espace vectoriel M, ,,(R) des matrices n x m est un espace vectoriel de dimension nm.

L'espace vectoriel M, (R) des matrices n x n est un espace vectoriel de dimension n?.

e={fo o) (0 o) (1 8)-0 )}

- y e ege e 7 . . y
Deﬁnltlon : vecteurs linéairement indépendants

La base canonique de M5 (R) est

| Quand une famille est libre, on dit que les vecteurs qui la composent sont LINEAIREMENT INDEPENDANTS. Une FAMILLE
LIEE est une famille non libre.

EXEMPLE.

> {u} est une famille libre si et seulement si u # Of.

> L'espace vectoriel { O } n'as pas de base, il est de dimension 0.

> Soit £ un espace vectoriel de dimension n. Le seul sous-espace vectoriel de E de dimension 0 est { O }, le seul
sous-espace vectoriel de E de dimension n est E.

> Yo e, . y e
Deﬁmtlon : vecteurs colinéaires

Deux vecteurs u et v de E sont dits colinéaires si et seulement si u = 0g ou v = Au pour un certain A € R. Par
conséquent, { u,v } est une famille libre si et seulement si u et v ne sont pas colinéaires.

ExempLE. Soientu = (2,—1,3), v=(—4,2,—6) et w = (—4,2,6).

> u et v sont colinéaires car v=2-u : la famille { u,v } n'est donc pas libre;
> u et w ne sont pas colinéaires : la famille { u,w } est libre;

> v et w ne sont pas colinéaires : la famille { v,w } est libre.

A Théoréme
Soit F une famille de vecteurs. Si deux vecteurs de F sont colinéaires alors la famille est liée. La réciproque est
fausse.

EXEMPLE.

> Soit F ={u,v,w}avecu=(1,0,—-1),v=(23,5) etw=(—1,0,1). La famille est liée carw = (—1) - u.

> Soit F ={uv,w}avecu=(1,1,-1), v=(2—-1,2) et w=(3,0,1). La famille est liée car w = u+ v. Cependant
les vecteurs u, v et w ne sont pas a deux a deux colinéaires.

Pour montrer qu'une famille de plus de deux vecteurs est libre, on sera amené a résoudre le systéme linéaire
correspondant, qui est un systéeme homogéne : la famille est libre si et seulement si le systéme admet uniquement
la solution nulle.

- yfe o4 .
Deﬁmtlon : rang d'une famille de vecteurs

Soit E un espace vectoriel et F = { ey, eq,...,e, } une famille d'éléments de E. On appelle RANG DE F, et on
note rg(F), la dimension du sous-espace vectoriel de E engendré par F :

rg(F) = dim(Vect { e1, ez, ..., e, }).
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Le rang d’'une matrice A est le rang des vecteurs colonnes de A, c'est-a-dire la dimension du sous-espace vectoriel
qu'ils engendrent.

Intersection et Somme d’espaces vectoriels

Théoréme
| L'intersection de deux espaces vectoriels est un espace vectoriel.

En revanche, la réunion de deux espaces vectoriels n‘en est pas un en général. le plus petit espace vectoriel contenant
F et G est le sous-espace vectoriel engendré par F U G qui est en général différent de F U G.

- yfe o4 .
Deﬁmtlon : somme d’espaces vectoriels

Soit F; et F2 deux sous espaces vectoriels de E. On appelle soMMmE de F; et F5 l'ensemble F; + F5 des vecteurs
de E qui peuvent s'écrire comme somme d'un vecteur de F; et d'un vecteur de Fj :

ue L+ F = i e F, va € Ry, u=vy+vy
La somme de deux sous espaces vectoriels de E est un sous espace vectoriel de E.

- y[e ey . .
Deﬁnltlon : somme directe d’'espaces vectoriels

Soit F1 et F3 deux sous espaces vectoriels de E. La somme de F; et Fy est DIRECTE, et est notée F; & F, si leur
intersection est réduite au vecteur nul :

F=F+F

F=F@®F =
tene FinFy={0}

o4 Proposition
La somme de deux sous espaces vectoriels F; et Fo est directe si et seulement si l'écriture de tout vecteur
u € F1 + F3 sous la forme u = u; + uy avec u; € F; et us € F5 est unique.

- ype ey . y .
Deﬁnltlon : espaces vectoriels supplémentaires

Soit 7 et F3 deux sous espaces vectoriels de E. Ils sont SUPPLEMENTAIRES si leur somme est directe et égale a
lespace E, autrement dit

Vue E, JvyeFy, vy eFy tels que u=vy+ vy

ExempLe. Dans R? les deux sous-espaces vectoriels F; = Vect { (1,0) } et Fo = Vect { (0,1) } sont supplémentaires.
En effet, tout élément (a, b) de R? s'écrit de maniére unique sous la forme a(1,0) + b(0, 1).

Proposition : dimension de la somme
Soit F; et F2 deux sous espaces vectoriels de E.

dim(F1 + FQ) = dlm(Fl) + dlm(F2> — dlm(F1 N FQ)

Matrices et changement de base

Quand on parle d'un vecteur d'un espace vectoriel, on parle d'un objet précis : le vecteur u de Uespace E. Mais quand
on veut faire des calculs avec une base B de E, on calcule avec les coordonnées du vecteur u dans cette base B.
Si on veut conduire des calculs dans une base C de E, le vecteur u n'a pas changé, mais on doit calculer avec les
coordonnées de u dans la base C. On va établir la relation entre ces coordonnées.

- e g .
Deﬁnltlon : matrice de changement de base

Etant donné deux bases B = {ej,eq,...,e, } et B = {e}, e}, ..., e, } dun méme espace vectoriel, on appelle
matrice de passage de B a B’ la matrice dont la j-éme colonne est constituée des coordonnées de e} dans la
base B. On la note Ps_,5.

ExempLE. Soit B={ej,es} et B ={e), e} } deux bases de R?. Alors
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e
D
coord(el, B) = P11
’ P21
€3
DA«
P22 coord(e}, B) = P12
o - P22
1
P12 P11
P = P11 P12
d>— 0 o
P21 P22
P21
€]
Propriété
I Ps_p est inversible et (]P’g_,B/)*l =Py _z.
A Proposition
St un vecteur u € E a pour coordonnées coord(u,B) = (x1,x2,...,x,) dans la base B et coord(u,B’) =
(X1, x5, ..., x;,) dans la base B’ alors
X1 'Y X1 X1
X2 X X X2
=Prp | . ou encore =Pp_5
Xn X,’7 X,,7 Xn
EXEMPLE.

Soit B={ej,es} et B ={e’, e, } deux bases de R?. Alors
)

€2

X2

—— €1

X1

coord(u, B) = (Xl)

X2

coord(u, B') = (X

X1 _ P11 P12 X{
X2 P21 P22 X5
——" —— N~

coord(u,B’) Py_p coord(u,B)

&Attention

Ne pas confondre le vecteur u € E (qui peut étre un polynome, une fonction, une matrice...) avec la matrice
colonne de ces coordonnées dans la base B de E (qu'on peut noter coord(u, B)).

ExempLE. Le polyndme p(x) = a + bx + cx? a pour coordonnées (a, b, ¢) dans la base canonique C = { 1, x,x2 } de

Rz [x] mais n'est pas égale au vecteur (a, b, c) de R3.
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A A !
Astuce
Pour démontrer qu'un sous-ensemble F d’'un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E on peut

@ soit montrer que
> 0 € F,
> VYuefFetVve Fu+veF,
>YuefFetVAeK A-uefF;

A soit montrer que F = Vect{ er,...,ep } oliey,...,e, sont des éléments de £;

® soit montrer que F est l'intersection de deux sous-espaces vectoriels de E.

Astuce

SiF = { er,...,ep } est une famille génératrice d’'un espace vectoriel E et si un des vecteurs de F (par exemple
e1) est une combinaison linéaire des autres vecteurs de F, alors F \ { e; } est encore une famille génératrice
de E. Ce résultat permet en particulier de construire une base d'un espace vectoriel connaissant une famille
génératrice de cet espace.

Astuce
Pour déterminer le rang d'une famille de vecteurs 7 = { e, ..., e, } d'un espace vectoriel E on cherche d'éven-
tuelles relations entre les vecteurs eq,..., e, :

> si la famille est libre, on en déduit que rg(F) =p

> sinon, on cherche a exprimer un vecteur e; comme combinaison linéaire des autres vecteurs et on «élimine»
ce vecteur de la famille; on procéde ainsi jusqu’a obtenir une famille libre contenue dans F.

Avant de commencer une recherche précise, on peut encadrer rg(F). Ainsi

> rg(F) < min{ p,dim(E) } si E est de dimension finie;

> si F contient au moins deux vecteurs non colinéaires alors rg(F) > 2;

> si F contient une famille libre de g vecteurs, alors rg(F) > q.

/‘Astuce

Soit £ un espace vectoriel de dimension n, B={by,...,b, } et W={wy,...,w, } deux bases de E. Soitu € E
et supposons de connaltre les coordonnées de u dans la base B, i.e. qu'on connalt les n coefficients By,..., Bx
tels que u = 27:1 Bj - b;. Pour obtenir les coordonnées de u dans la la base W, i.e. les n coefficients wy, ..., w,
tels que u = Zf:l w; - Wj, on peut :

> soit utiliser la relation

w1 B
: =Pw_n 5
Wn B
> soit exprimer chacun des vecteurs b; dans la base W, ie. trouver les n coefficients Nij, ..., Naj tels que

Bi= Zf’:l nij - w;, et on obtient

S

n n n n
u= E Bj-b;= § B; - E Nij - Wi | = E niBj | wi.
j=1 =1 i=1 i=1 \j=1
—————

Wi

VVVVVVVVVIIIIDVDIVDVDVVIINIDIDIDDDINDDNDNDNDINDINDIND™IYD

Exercice 3.1

Démontrer que l'ensemble
F:{(x,g,z) €R3|x+y+2210}

est un sous-espace vectoriel de R3.

SoLuTioN. Ici on va utiliser les deux premiéres méthodes.

® On montre que
> O € F : en effet (0,0,0) € Fcar0+04+2x0=0;
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>VYueFetVYveF, utveF :soientu=(uy,usuz)€F etv= (v, v, v3)EF,alors uy + us +2uz =0
etvi +vo+2v3=0; soit w= (wy, ws, wz) =u-+v, alors wy +ws +2ws = uy + vi + us + vo + 2u3 +2v3 = 0,
doncw e F;

>VYue FetVYAeK A-ue F :soient A €Retu= (u1,u2,u3) € F, alors uy + ua + 2us = 0; soit
w = (wy, wo, w3) = A-u, alors wy + wa + 2ws = Auy + Aug + 2Aus = 0, doncw € F.

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3.

® On montre que F = Vect { e, ..., ep } ol eq,..., e, sont des éléments de E. En effet
A x €R
X x,y,z €R3
yl| erFr = = zeR
> Xx+y+2z=0
y=—2z—x.
Donc
Ky 1 0 1 0
F = —K1 — 2Ko K1, kg € R = Ki | =1 | + ko | =2 = Vect —11],[ -2
Ko 0 1 0 1

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3. (On peut également en déduire que {(1,—1,0), (0, —2,1)}
est une famille génératrice de F.)

Exercice 3.2 (Octobre 2011)

Démontrer que l'ensemble

F:{ (Z ’z) € My(R)

est un sous-espace vectoriel de My (R).

a+b:0}

SOLUTION.

a b 1 -1 0 0
F_{(b . a+b—0}—{a(_1 0)+c(0 1)

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de My (R).

S MQ(R)

weex) v (4 229}

Exercice 3.3

Démontrer que l'ensemble
F={(xxy) eRrR? | (x,y) ER2}

est un sous-espace vectoriel de R3.

SoLUTION.
Kq 1 0 1 0
F = K1 K,k €ER ¢+ =< Kk [1| +x |0 K1, ko € R + = Vect 11,10
Ko 0 1 0 1

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de R3.

- {[s 8o e}

Exercice 3.4

Démontrer que 'ensemble

est un sous-espace vectoriel de M(R).

SOLUTION.

a b 1 0 0 1
F{(b b) a,beR}{a(o O)er(1 1)

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de Mo (R).

ovesfwa (5.0 1)}
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Exercice 3.5

Démontrer que l'ensemble

F:{ (CC7 Z) € M3 (R) a—l—b—i—c—i—c/:O]»

est un sous-espace vectoriel de M3 (R).

SOLUTION.

F = a b a+b+c+d=0} = “ b
c d c —a—b—c

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
{U(O _1)+b(0 _1)+C(1 _1) a,b,cE]R}Ve(,t{(o _1),(0 —l)’(l _1)}.

Par conséquent F est un sous-espace vectoriel de M (RR).

e M (R)

a,b,ceR}

Exercice 3.6

Soient u; = (1,1,1) et uy = (1,2, 3) deux vecteurs de R3. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les réels
X, Y,z pour que le vecteur w = (x, y, z) appartient a Vect { uy, uz }.

=

SoLuTION.
w € Vect { ug, uy } = 3 (a,b) € R? tel que w = auy + bug
(a0 + b = X,
= 3 (a,b) € R? tel que 1 a+2b= y,
la+3b==z
(0 = 2x — Yy,
= 3 (a,b) € R?* tel que { b=y —x,
|z =—x+2y
= 3 (a,b) € R? tel que x — 2y +z = 0.

Exercice 3.7

Dans R3, on considére les vecteursu = (=2, 3,7),v = (1, -2, —3) etw = (=1, —1, 6). Montrer que

Vect {u,v,w} =Vect {u,v}=Vect{v,w}=Vect{w,u}.

SorutioN. Comme w = 3u + 5v, on peut tirer de cette relation l'un des vecteurs en fonction des deux autres, ce qui
permet de prouver que les espaces engendrés par deux des trois vecteurs sont égaux a Vect { u,v,w }.

Exercice 3.8

Déterminer le rang dans R? de la famille A = {u; = (3,1),us = (=1,5) }. Si le rang de la famille est strictement
inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations non triviales entre les vecteurs
de la famille. Le vecteur w = (1, 0) appartient-il & Vect { uy,uz }? Si oui, lexprimer comme combinaison linéaire de
u; et us.

SorutioN. Comme det (§ ') # 0, rg(A) = 2 et lon a rg(A) = card(A) : les vecteurs uy et uy sont linéaire indépen-
dants. Pour obtenir l'expression de w en fonction de uy et uy on cherche les réels a et b tels que auy + buy = w, ce
qui conduit au systéme linéaire

3a—b=1, 5 —1
= —, b=—,
a+5b=0 16 16

d'oli la relation w = = (5u; — uy).
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Exercice 3.9

Déterminer le rang dans R? de la famille A = { u; = (=1,1,-3),uz = (1,2,5),u3 = (1,7,1) }. Si le rang de la famille
est strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations non triviales
entre les vecteurs de la famille. Le vecteur w = (1,0,0) appartient-il a Vect { uy, uz, us }? Si oui, Uexprimer comme
combinaison linéaire de uq, usy et us.

111 , o
SoruTioN. Comme det ( L2 ]7) # 0, rg(A) = 3 et lon a rg(A) = card(A) : les vecteurs uy, uy et ug sont linéaire
o}

indépendants. Pour obtenir U'expression de w en fonction de uy, uy et uz on cherche les réels a, b et ¢ tels que
auy + bug + cuz = w, ce qui conduit au systeme linéaire

—a+b+c=1,
a+2b+7c=0, — ag=—,b=-1, c=
—-3a+5b+c=0,

d'our la relation w = 1(—3uy — 2uy + us).

Exercice 3.10

Déterminer le rang dans R? de la famille A = {u; = (1,4, -3),uz = (2,5,3),u3 = (—3,0,-3) }. Si le rang de la
famille est strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations non
triviales entre les vecteurs de la famille. Le vecteur w = (1,0, 0) appartient-il & Vect { uy, uz, us } ? St oui, l'exprimer
comme combinaison linéaire de uq, us et us.

1 2 3 , . s .
SorutioN. Comme det ( 4 q)) # 0, 1g(A) = 3 et l'on a rg(A) = card(A) : les vecteurs uy, us et ug sont linéaire

indépendants. Pour obtenir U'expression de w en fonction de uy, uy et uz on cherche les réels a, b et ¢ tels que
auy + buy + cug = w, ce qui conduit au systeme linéaire

a+2b+3c=1,
4a 4+ 5b =0, = (/:?,/):f c =
—3a +3b—3c=0,

d'ol la relation w = —éul + %uz + %u;;.

Exercice 3.11

Déterminer le rang dans R? de la famille A = {u; = (1,2,3),u2 = (3,2,1),u3 = (3,3,3),us = (7,0,—7) }. Si le rang
de la famille est strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des relations non
triviales entre les vecteurs de la famille.

SoLuTioN. Sans faire de calcul on sait que rg(.A) < 3 donc au moins un des vecteurs de la famille est combinaison
linéaire des autres. Comme 4us = 3u; + 3us donc Vect { ug, ug, us, ug } = Vect { uy, uz, uy }. Comme 2uy = —7uq + Tug
alors Vect { uy, uz,uy } = Vect { u, uz }. Comme u; et uy ne sont pas colinéaires, ils sont linéairement indépendants
et on conclut que rg(A) = 2.

Exercice 3.12

Déterminer le rang dans R® de la famille
A={u;=(1,1,1,2,5),u = (2,1,0,3,4),u3 = (-1,0,—1,4,7),uy = (-9,-2,1,-1,9) } .

Si le rang de la famille est strictement inférieur au nombre de vecteurs de la famille, on déterminera une ou des
relations non triviales entre les vecteurs de la famille.

SoLuTioN. Sans faire de calcul on sait que 1 < rg(A) < 4. Comme uy = 3u; — 5us + 2u3 donc Vect { uq, ug, us, uy } =
12-1
Vect { ug, ug, usg }. Comme det ( 1o ) # 0, on conclut que rg(A) = 3.
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Exercice 3.13

Dans R3, montrer que l'espace vectoriel engendré par les vecteurs
up =(2,3,-1), uy=(1,-1,-2)
et U'espace vectoriel engendré par les vecteurs
vi =(3,7,0), va=(50,-7)

sont les mémes.

SoruTioN. Pour montrer 'égalité des deux ensembles, on va prouver les deux inclusions réciproques : Vect { vi,va } C
Vect { uy,us } et Vect { uy, us } C Vect { vq,vs }.
@ Vect{vi,va} C Vect{uy,us} : il suffit de montrer que vi € {uj,us} et vo € {uy,uz}, ce qui suit de la
remarque v; = 2u; — ug et vog = u; + 3us.
@ Vect{uy,us} C Vect{vy,va} : il suffit de montrer que uy € {vi,va} et us € {vq,va}, ce qui suit de la
remarque 7Tu; = 3vy + vy et Tug = —v; + 2vy.

Exercice 3.14 (Septembre 2009)

Montrer que U'espace vectoriel engendré par les vecteurs

up =(1,2,-1,3), ux=(2,4,1,-2), uz=(3,6,3-7)
et U'espace vectoriel engendré par les vecteurs

vi=(1,2,-4,11), vy =(2,4,—5,14)

sont les mémes.

SowutioN. On note U l'espace vectoriel engendré par les vecteurs uy, uz et us et V' lUespace vectoriel engendré par
les vecteurs vy, va. Pour démontrer que U = V on montre que U C V et que V C U.
> Pour montrer que U C V il suffit de montrer que chaque u;, i = 1,2, 3, est combinaison linéaire des vecteurs vy,

Vo !
1=a-+2b,
2 =2a +4b,
u; = avy + bvy = — a=-—1, b=1
—1 = —4a — 5b,
3=11a + 14b,
(2 = a + 2b,
4=2 4b,
Us = avy + bvy S < @b = a=—-4, b=3
1=—4a —5b,
| —2 = 11a + 14b,
(3 = a+ 2b,
6 = 2a + 4b,
us = avi + bvy = < = a=-7, b=5
3 =—4a —5b,

| —7 = 11a + 14b,

> Pour montrer que V C U il suffit de montrer que chaque v;, i = 1,2, est combinaison linéaire des vecteurs uy, us

etus:

1=a+2b+ 3¢,
2 =2a +4b + 6¢,

vi = auy + bus + cus — = a=3+«k, b=—-1-2«k, c=«k,
—4=—a+ b+ 3¢,

11 =3a —2b —Tc,

© G. FACCANONI 51



3 Espaces vectoriels Lundi 21 novembre 2011

2=a+2b+ 3c,
4 =2a+4b + 6¢,

Vo = auy + buy 4 cug = — a=4—«, b=-1-2«k, c =k,
—5=—a+b+ 3¢,

14 =3a — 2b — Tc,

Exercice 3.15

Soient po(x) = x+1, p1(x) = x? + x et pa(x) = 2x% +1 trois polynémes de Ry[x]. Démontrer que Vect { pg, p1,p2 } =
Rg X].

77

SovruTioN. Pour prouver l'égalité de deux ensembles A et B, on peut démontrer que A C B et que B C A. Pour
démontrer que A C B, on considére un élément quelconque de A et on démontre qu'il appartient a B.
> Comme pg, p1, P2 € Ra[x] qui est un espace vectoriel, toute combinaison linéaire de ces trois polyndémes est encore
un élément de Ry[x], par conséquent Vect { pg, p1, p2 } C Ra|x].
> Ra[x] C Vect { po, p1,p2 } ssi pour tout g € Ry[x] il existe des réels Ag, A1, As tels que g = Ag-po+A1-p1+Az-p2:
q(x) = a + bx + cx* € Vect { po, p1, p2 }
= T (Ao, AL A) ER3tel que g = Ag-po+ A1 p1+ Ay po
& I (Ao, A1 A2) € R® tel que a + bx + ox? = Ag(x + 1) + A (x* + x) + A(2x* + 1)
& I (Ao, A1, A2) € R? tel que a + bx + cx? = (Ao + A2) + (Ao + A1 )x + (A1 + 2)\2)x2

Ao+ Ay =a,
& I (Ao, A1, A2) ER? tel que { Ao+ AL = b,
AL +24 =c.
1 0 1
Comme |1 1 0| = 3, le systéme est de Cramer et on peut conclure que Ra[x] C Vect{ po,p1,p2}. Aprés
0 1 2

résolution du systéme linéaire on trouve g = bpo + (—a + b + ¢)p1 + (a — b)pa.

Exercice 3.16

Etudier si la famille
F={u=(23),v=(4,5)}

de l'espace vectoriel R? est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette famille.

SorutioN. On dit qu'une famille F = { up, ..., uUp } est libre lorsque
P
ZCI,"LI[:OE — a;, =0V
i=1

Ici

p

20 4as =0, a1 =0,
ZC[,“LI,':OE = aju+ asv = (0,0) = { 1Ay — { 1
i=1

301 + 502 =0 o = 0,

donc la famille est libre.

Exercice 3.17

Etudier si la famille
F={u=(,0,1),v=(2,1,0),w=(0,-1,2) }

de l'espace vectoriel R? est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette famille.
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SorutioN. On dit qu'une famille F = { ug,...,up } est libre lorsque

P
Za,--u,—:OE = a; =0V i
i=1

Ici
P ap + QCIZ = 0, a) = —2K,
Z ai-u; =0 < au+av+asw=(000) as —as =0, = a9 = K,
=1 ay 4+ 2a3 =0 as =

donc la famille est liée. De plus, en prenant par exemple k =1, onaw=2-u—v.

Exercice 3.18

Etudier si la famille

3 2 1 1 1 1
2 1 3 1 11

de lespace vectoriel M3(R) est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette fa-
mille.

SorutioN. On dit qu'une famille F = { ug, ..., up } est libre lorsque
P
ZCI,'-LI,':OE — a;, =0V i
i=1

Ici
(3a1 + as 4+ a3 =0,
201 +as =0,
a,+as =0,
) ay+as =0, ap =0,
Z a;-u; =0 <= A+ a:B+a35C=035 < <2a;+ay+a3=0, = as =0,
=1 3a, +as =0, as =0,
201 + ay =0,
a1+ as =0,
(3a1 +ax+as =0.

donc la famille est libre.

Exercice 3.19

Etudier si la famille
F = {polx) = x* +x%, p1(x) = x* + x, pa(x) = x + 1, ps(x) = x* + 1}

de lespace vectoriel R3[x] est libre. Si la famille est liée, trouver une relation entre les vecteurs de cette fa-
mille.

SorutioN. On dit qu'une famille F = { Uy, ..., up } est libre lorsque
P
ZCI,'-LI,':OE — a;, =0V i
i=1

Ic

n

Z a;-u; =0 & agpo+ aipy+ aspa+azps =0 < (209 + a3)+ (a1 + a2)x + (ag + a1)x* + (g + az)x®> =0
i=0
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ax+az =0, ag = K,
ay+as =0, a1 = —K,
— = pour tout k € R
ag+ay =0, a9 = K,
ag+ a3 =0, a3 = —K,

donc la famille est liée. De plus, en prenant par exemple k =1 on a p3s = pg — p1 + pa.

Exercice 3.20

On considére dans R" une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants : { ey, es, e3, e4 }. Les familles suivantes
sont libres?

@ {e1,2ez,e3}

@ {ej,es}

® {e1,2e; +ey4,e4}

@ {3e;+ej e3ex+es}

® {2e; +e3,e; —3ez,e4,63—€1}

SOLUTION.
Oui
Oui
Non
Oui
Non : —7(ey —e;) = 2(2e; + e2) + 3(e1 — 3es)

® ©® ©® 6

@

Exercice 3.21

Montrer que les vecteurs wy = (1, —1,i), wg = (—1,i,1) et wz = (i, 1, —1) forment une base de C3. Calculer ensuite
les coordonnées de w = (1 +i,1 — i, i) dans cette base.

1 -1 , _ . : , . .
Sorution. Comme det ( -1 1 ) = —2i, les vecteurs constituent une famille libre. Etant donné que dim(C?) = 3 et
F 1 -1

L
. ) L ) .
que w; € C? pour i =1,2,3, la famille { wi, wa, w3 } est une base de C3.

On cherche maintenant a, b, c € C tels que aw; + bwy + cwz = w :

a—b+ic=1+i a=0
—a+ib+c=1—i = b:%,%,-
ia+b—c=i C:%fgi

Exercice 3.22
Vrai ou Faux?
® Toute famille génératrice contient une base.
@ La dimension d'un espace vectoriel est le nombre de vecteur de cet espace.
® Toute famille contenant une famille liée est liée.
@ La base de R3[x] est { 1, x,x2,x3 }
® St E =Vect{u,v,w} etsi{u,v,w} estune famille libre, alors dim(E) = 3.
® Vect { ug,ug,...,up } = Vect{uj,uz,...,u,_q } sietseulementsiu, est combinaison linéaire de uy, uy, ..., up_1.

@ Soient u, v et w trois vecteurs d'un espace vectoriel E. On suppose que deux vecteurs parmi ces trois ne sont
pas colinéaires. Alors la famille { u,v,w } est libre.

SOLUTION.
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® Vral.

@ Faux. Un espace vectoriel de dimension finie a une infinité de vecteurs. La dimension d’'un espace vectoriel est
le nombre de vecteur d’'une de ces bases.

® Vral. La relation non trivial qui lie des vecteurs de la plus petite des deux famille est vraie dans la plus grande.

@ Incorrect. On ne peut pas parler de «la» base de R3[x] car il y en a une infinité.

® Vrai. La famille { u,v,w } est une base de E car libre et génératrice de E.

® Vrai.

@ Faux. Par exemple si w = u+ v, deux vecteurs parmi ces trois ne sont pas colinéaires mais la famille { u,v,w }
est liée.

Exercice 3.23
Considérons l'ensemble
fz{(x,x,g,g) | (x,y) E]RZ}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*.

2. Donner une base de F et sa dimension.

SoLuTION. 1. F est un sous-espace vectoriel de R* car
K1 1 0 1 0
K 1 0 1 0
F = K; ki, kg ER =14 Ky 0 + Ko 1 K1, ko € R + = Vect ol |1
Ko 0 1 0 1

2. Les deux vecteurs u; = (1,1,0,0) et us = (0,0,1,1) constituent une famille génératrice de F. Comme ils ne
sont pas colinéaires, cette famille est libre donc elle est une base de F. Comme cardinal{ uj,us } = 2, alors
dim(F) = 2.

Exercice 3.24
Considérons l'ensemble
]-":{a+ax2+bx4 | (a,b)eRZ}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ry[x].

2. Donner une base de F et sa dimension.

SoLUTION. 1. F est un sous-espace vectoriel de Ry[x] car

F={a+ax*+bx! | (a.b) eR*} ={a(l+x%)+bx* | (a,b) ER*} =Vect { 14+x%x" }.
2. Les deux polynémes p(x) = 1+ x? et g(x) = x* constituent une famille génératrice de F. Comme ils ne sont pas

colinéaires, cette famille est libre donc elle est une base de F. Comme cardinal{ p, g } = 2, alors dim(F) = 2.

Exercice 3.25

Considérons l'ensemble
T:{(x,y,z)€R3 |2X+y—|—2:0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Donner une base de F et sa dimension.

SoLuTION. 1. F est un sous-espace vectoriel de R? car
K1 1 0 1 0
F = Ko K1, Ko € R = K1 0 + Ko 1 K1, kKo € R = Vect 0 , 1
—2K1] — Ky -2 -1 -2 -1

2. Les deux vecteurs u; = (1,0, —2) et us = (0,1, —1) constituent une famille génératrice de F. Comme ils ne
sont pas colinéaires, cette famille est libre donc elle est une base de F. Comme cardinal { uy,uy } = 2, alors
dim(F) = 2.
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Exercice 3.26

Considérons l'ensemble

a b 0
F = b a 0 (a,b,c) eRrR3?
c 0 a+b

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M3(R).

2. Donner une base de F et sa dimension.

SoLuTION. 1. F est un sous-espace vectoriel de M3(R) car
a b 0 100 010 0 0 0
F = b a 0 (a,b,c) E]R3 kil0 1 0l +ke|[1 O O +x3|0 0 O K1, Ko, kK3 € R
c 0 a+b 0 0 1 0 0 1 1 00
10 0 0 1 0 0 00
= Vect 010 1 00 0 00 .
0 0 1 0 0 1 100
010 0 0 0
2. Les trois matrice I3, A= |1 0 0] etB=|0 0 0] constituent une famille génératrice de F. On vérifie
0 0 1 10 0
s'il sagit d’'une famille libre : on dit qu'une famille F = { ug, ..., up } est libre lorsque

ZCI,"LI[:OE e a; =0V i

Ici

(a0, =0,

as =0,

0=0,

as =0, ap =0,
Za,-~u,-:05 — ailz+aA+a3B=03 < <a;,=0, = as =0,
=1 0=0, as =0,

a3 =0,

0=0,

L a1 + a2 =0,

donc la famille est libre et est une base de F. Comme cardinal { I3, A, B } = 3, alors dim(F) = 3.

Exercice 3.27
Considérons l'ensemble
F={peRs[x]|p(0)=p(1)=0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Rs[x].

2. Donner une base de F et sa dimension.

SoLuTION. 1. F est un sous-espace vectoriel de R3[x] car

F ={x(x—=1)(ax +b) |ab€R}—{ (XQ(X—l))-l—/J(X(X—l))

a.b € R} = Veet { x*(x = 1),x(x=1) }.

2. Les deux polynémes p(x) = x*(x — 1) et q(x) = x(x — 1) constituent une famille génératrice de F. Comme ils
ne sont pas colinéaires, cette famille est libre donc elle est une base de F. Comme cardinal{ p, g } = 2, alors
dim(F) = 2.
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Exercice 3.28 (Janvier 2011)

Considérons l'espace vectoriel M2 (R) des matrices carrées d'ordre 2 avec les entrées réelles. Soient a, b et ¢ trois
nombres réels quelconques. Considérons le sous-ensemble

ez{AeMQ(R)'A:(C’” ¢ ) }

2¢ —b

1. Montrer que & est un sous-espace vectoriel de My(R).

2. Donner une base explicite de &.

SoLuTION. 1. € est un sous-espace vectoriel de Ms(R) car
B a+b ¢ 3| 10 10 0 1
5{( 9¢ b)‘(a,b,c)ER }{a(() 0)+b(() 1)+C(2 0)

el (380 50000

2. Les trois matrice A = (1 0), B = (1 _01) et C = (2 g)) constituent une famille génératrice de £. On

CI,IJ,CER]»

0 0 0
vérifie s'il s'agit d'une famille libre : on dit qu'une famille F = { up, ..., up } est libre lorsque

/)
Za,--u,-:OE - a;, =0V i

i=1

Ici

a1+ as =0,

p : 02 ap =0,
as =0,

Z a;-u; =0 = aiA+a:B+a3C=0, 23 ) = as =0,

asz =0,

i=1 ’ az =0,

—ay =0,

donc la famille est libre et est une base de €. Comme cardinal { A,B,C } = 3, alors dim(&) = 3.

Exercice 3.29 (Septembre 2009)

Soit V l'espace vectoriel des matrices M carrées d'ordre n (sur le corps des réels).

1. Montrer que le sous-ensemble W de ces matrices qui commutent avec une matrice donnée T
W={MeV| MxT=TxM}

est un sous-espace vectoriel de V.

2. Soit T la matrice d'ordre 2 définie par
11
()

Déterminer la dimension et une base de W dans ce cas.

SoLuTION. 1. On montre que
> 0,=0,eW:enefftet0, e WcarQ, xT=0,,=Tx0O,;
> VAeWetVBe W, A+Be W :eneffet, soit C=A+B,alorsCxT=(A+B)xT=AxT+BxT=
TxA+TxB=Tx (A+B)=TxC, doncC e W,;
D VAe WetVAeR A-Ae W:eneffet, soit C=A-A,alors CxT=(AA)xT=A(AxT) =1 (TxA) =
Tx(A-A)=TxC,doncCe W.
Par conséquent W est un sous-espace vectoriel de V.

11
E (1 0)‘
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Alors
a b a b 1 1 1 1 a b
W{(c c/)ev'(c d)x(l O)(l O)X(C d)}
B a b a+b a\ (a+c b+d
_{(c c/)ev‘(c+d c)_( a b )}
= “ b a,beR
b a-—>b
1 0 0 1
{CI(O 1)+b(1 _1) CI,/JER}

vl (090 1)}

Comme ces deux matrices ne sont pas colinéaires, cette famille est libre donc elle est une base de W qui a
dimension 2.

Exercice 3.30 (Février 2010)

Trouver une base de l'espace engendré par les polyndmes dans les deux familles suivantes
TW={142x+3x% x+2x°, 1+ 2x +4x% 1+ x }
2. W={2+22+4x=x*3+x+x*3+x+3x }

SOLUTION. 1. Notons
wi(x) =14 2x + 3x7, wa(x) = x + 2x7, w3(x) = 14 2x + 4x?, wa(x) =1+ x.
W est une famille non libre si et seulement si

A(a,b,c,d) #(0,0,0,0) | awy(x) + bwa(x) + cws(x) + dws(x) =0
J(a,b,c,d) #(0,0,0,0) | (a+c+d)+2a+b+2c+d)x+(3a+2b+40)x* =0 —

a +c+d=0, a +c +d=0, a +c+d=0,
2a +b+2c+d=0, <— b —d=0, <— b —d=0, <
3a+2b+4c =0 2b+c—3d=0 c—d=0

(a,b,c,d) = (—2k, Kk, k k), kK €R.
Autrement dit wy = 2wy — wy — ws. On a alors
Vect { wy, wa, wy, wy } = Vect { wy, wa, ws }.

Vérifions st la famille { wy, wa, wy } est libre : on dit qu'une famille F = { ug, ..., up } est libre lorsque
P
é a;-u; = 0g e a;, =0V i
i=1

Ict
ZC[{'LI[ZOE — awj;+bwy+cw3 =0
i=0
& (a+0c)+(2a+b+20)x+ (3a+2b+4c)x* =0
a +c=0,
= 2a +b+2c=0, << a=b=c=0
3a+2b+4c=0

donc la famille est libre. Par conséquent { wy, wa, ws } est une base de l'espace Vect(W).
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2. Notons
wi(x) = 2 4 2x2, wa(x) =24+ x — x?, w3(x) = 34 x 4 x?, wa(x) = 34 x + 3x2.

W est une famille non libre si et seulement si

A(a,b,c,d) #(0,0,0,0) | awy(x) + bwa(x) + cws(x) + dwa(x) =0
(a,b,c,d) #(0,0,0,0) | (20 +2b+3c+3d)+(b+c+d)x+(2a—b+c+3d)x* =0

2a+2b+3c+3d=0, 2a+2b+3c+3d=0, 2a+2b+3c+3d=0,
b +c¢ +d=0, < b 4+c¢ +d=0, <— b +c +d=0, <
2a —b +c+3d=0, b-+4c+6d=0, 3c+5d=0,

(a,b,c,d) = (k, 2k, —5k,3k), kK € R.
Autrement dit 3w, = —w; — 2wy + 5ws. On a alors
Vect { Wi, Wao, W3, Wy } = Vect{ w1, Wo, W3 } .

Vérifions st la famille { wy, wa, wy } est libre : on dit qu'une famille F = { up, ..., Up } est libre lorsque
/)
E a;-u; = 0g e a; =0V i
i=1

Ici
ZCI,--L“:OE — aw;+bwsy+cw3 =0
i=0
& (204+2b+3c)+ (b+c)x+(2a—b+c)x>=0
2a+2b+3c=0,
= b +c=0, < a=b=c=0
b+4c=0,

donc la famille est libre. Par conséquent { wy, wa, ws } est une base de l'espace Vect(W).

Exercice 3.31 (Changement de base)

Soit

go(x) =1+ x+x% + x5,
q1(x) = x +x? +x3,
ga(x) = x? + x3,

qs(x) = x°,

quatre polyndmes de R3[x].

1.
2.
3.

Démontrer que Uensemble { qo, g1, g2, g3 } est une base de Rs[x] qu'on notera B.
Notons C la base canonique de R3[x]. Déterminer Pg_,¢ puis Pe_g.

Exprimer le polyndme a + bx + cx? + dx® dans la base B.

SoLuTION. 1. Pour montrer que l'ensemble { go, g1, g2, g3 } est une base de R3[x] il faut montrer qu'il s'agit d'une

©G.

famille libre : on dit qu'une famille F = { U, ..., up } est libre lorsque
/J
Za,v-ui:OE 0 a; =0V i
i=1

Ici

n

Z a;-u; =0 — aogo+ ai1q1 + azqe + asgs =0
i=0
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<~ ap+ (ao+a1)x+ (ao+ a1 + ag)x2 +(ap+ a1+ asx+ 03)X3 =0 <

aop = O,
ay = O,
as =0,
a3 = 0,

donc la famille est libre. Comme cardinal(Vect { go, g1, g2, g3 }) = 4 et que dim(Ry[x]) = 4, alors { g0, g1, g2, g3 }

est une base de R3[x].

est telle que sa j-éme colonne est constituée des coordonnées de g; dans la base C:

0

Q

e

1

e

2

(
(
(
(

)

3

donc

et Psc = (Pcop)~t; pour inverser la matrice

1 00 0]1
110 0/0
[Pe—p|La] = 1 11 0]0
1 11 1]0
1 00 0] 1
010 0]-1
001 0|0
001 1]0

o o= O

on peut utiliser

00N ek (D00
0 0 LyeLy—Ly 0 1 0
1 0 0 1 1
0 1 0 1 1
0 0 0 1 0
1 0 0 LyLy—Lg 0 1
-1 1 0 0 0
-1 0 1 0 0

0] 1
0]-1
0] -1
1| -1
0 0
0 0
10
0 1

x)=1-co(x)+1-c1(x)+1-ca(x)+1-c3(x)
x)=0-co(x)+1-c1(x)+1-ca(x)+1-c3(x)
x)=0-co(x)+0-c1(x)+1-ca(x)+1-c3(x)
x)=0-co(x)+0-c1(x)+0-ca(x)+1-c3(x)

1 0 0 O

11 0 0

Feos=11 11 0

1 1 1 1

oo = O

’

’

’

’

la méthode de Gauss

O = O O

_ o O O

. C={cx) =1 c(x) =x, c2(x) = x%, x3(x) = x> } la base canonique de Rs[x]. Par définition la matrice P¢_,3

- []I4|]P)B—>C]

_ o o o

ou résoudre directement le systéme linéaire (ici c'est treés facile car il s'agit d’'un systéme triangulaire) :

ainsi

Cela signifie que

=c+c1+c2+c3, co =4do—(q1,
=C1+ 2+ c3, — 1 =dq1—(q2,
= C2 + C3, C2 =(2—(s,
= C3, c3 = (3,
1 0 0 O
-1 1 0 0
Pooc=1¢9 _1 1 o
0 0 -1 1
=1-qo(x) =1-qi(x) +0-qga2(x) +0-qs(x),
=0-qo(x) +1-qi1(x) —1-g2(x) +0-qs(x),
=0-qo(x) +0-q1(x) +1-qa2(x) —1-qs(x),
=0-qgo(x)+0-q1(x)+0-g2(x)+1-qgs3(x).
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Exercice 3.32 (Rang d’une famille de vecteurs)

Dans R3, déterminer le rang de la famille

E={u;=(1,2,3),uz=(2,-1,1),u3 =(1,0,1),us = (0,1, 1) } .

SoruTtioN.  Notons F = Vect(€) le sous-espace vectoriel engendré par la famille E.

> Comme card(£) = 4 alors rg(€) = dim(F) < 4.

> Comme F est un sous-espace vectoriel de R3, dim(F) < dim(R?3) = 3 ainsi rg(€) = dim(F) < 3.

> Comme uy et up sont linéairement indépendants, alors dim(Vect { uj,us }) = 2 et comme Vect { uy,us } C F, on
obtient rg(&) = dim(F) > 2.

> Etudions maintenant la famille {u;,us,u3} C € : si elle est libre, comme dim(Vect {u;,uz,u3}) = 3 alors
rg(€) = 3; st elle est liée on ne peut pas conclure. On étudiera alors la famille { uy,us,uy } C € : st elle est libre,
comme dim(Vect { uy, uz,uy }) = 3 alors rg(€) = 3; st elle est liée rg(€) = 2.
Comme 5us = uy + 2ug, la famille { uy, uz, us } est liée.
Comme 5uy = 2u; — ug, la famille { uy, us, uy } est liée.

On conclut que rg(&) = 2.

Exercice 3.33

On pose u; = (3,4,2), uz = (0,1,-1), vi = (—=1,2,1) et vo = (—4,2,0). Déterminer les vecteurs appartenant a
l'intersection Vect { uy, uz } N Vect { vy, va }.

-

SorutioN. Un vecteur w de l'intersection s'écrit a la fois au; + bugy et cvy + dva, ce qui donne le systeme

30 = —c —4d, 3ad+c+4d =0,
4da+ b =2c+ 2d, = da+b—-2c—2d =0, & d=3k, c=—6k, b=2«k, a=-—2«k.
20— b=c 20—b—c=0

Par conséquent Vect { uy,us } N Vect { vi,va } = { —2ku; +2kuy [k €ER} = {2k - (=3, -441,-2—1) |k eR} =
{2k (=3,-3,-3) |k € R} = Vect { (1,1,1) }.
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Rappels : relation, fonction, application

Déﬁnition

>

>

>

>

Soient E et F deux ensembles.

Le PRODUIT CARTESIEN E x F est l'ensemble des couples (x, y) ot x est un élément de E et y un élément de F.
L'égalité dans E x F est définie par: (x,y) = (¥, y) &< x=x"ety=y"

Une RELATION BINAIRE (ou correspondance) de E dans (ou vers) F est un triplet R = (E, F, G) ot G une partie
de E x F. L'ensemble E est appelé ensemble de départ de R, l'ensemble F est appelé ensemble d’arrivée de
R. Lensemble G est appelé graphe de R.

NOTATION. Pour tout (x,y) € E x F, on écrit xRy” et on dit “x est en relation avec y” ssi “(x,y) € G".
Une FoncTioN f de E dans F est une relation de E dans F vérifiant : pour tout x € E, il existe au plus un
élément y € F satisfaisant xfy.

Le poMAINE DE DEFINITION D; d'une fonction f de E dans F est l'ensemble des x € E satisfaisant : il existe un
et un seul y € F tel que xfy.

NOTATION. Pour tout x € Dy, on note f(x) le seul point y € F satisfaisant xfy. Donc pour tout (x, y) € Dy x F,
xfy < y = f(x). Si x € Dy alors f(x) est appelé “l'image de x par f” Si y € F alors tout point x € D
satisfaisant y = f(x) est appelé “un antécédent de x par f’.

Soit f une fonction de E dans F et A une partie de E. L'IMAGE DIRECTE de A par f est la partie de F définie
par f(A):=={ye F : Ixe AnD; y=»£f(x)}

Soit f une fonction de E dans F et B une partie de F. L'IMAGE RECIPROQUE de B par f est la partie de E définie
par f1(B):={x € D : f(x) € B}.

Attention & ne pas confondre l'image réciproque de B, qui existe toujours, avec l'image de B par f~1, qui
n'existe que si f est une bijection. Ici on ne suppose rien sur f.

Une appLicaTION f de E dans F est une fonction de E dans F dont le domaine de définition est égal a E.
Une INJECTION f de E dans F est une application de E dans F vérifiant

Vix, XY EEXE f(x)=1FfKx) = x=x"

Attention ¢ ne pas confondre :
> la définition d’une application qui sécrit

VxeE WWeE x=x = f(x)=1fx),
Vxe E VX' eE f(x) # f(xX) = x# X,

> la définition d'application injective qui s'écrit

VxeE W eE x#x = f(x)# (X)),
VxeE Y eE fx)=f(x) = x=x".

Une suriecTioN f de E dans F est une application de E dans F vérifiant
Vye F Ixe E y=f(x).

Une BuECTION f de E dans F est une application de E dans F qui est injective et surjective.
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Définitions
Déﬁnition : application linéaire
Soit E, F deux espaces vectoriels. Une APPLICATION f: E — F est dite LINEAIRE (ou HOMOMORPHISME) de E vers F
si
> f(u+4v) = f(u) 4+ f(v) pour toutu, v € E,
> f(a-u)=a-f(u) pour tout u, a € K,

ou, de maniére équivalente,
> fla-u+B-v)=a-f(u)+ B-f(v) pour tout u, v € E et pour tout a, B € K.

ExempLE. Soit les applications :
@ f:R?® — R? définie par f(x,y,z) =
@ f: R3 — R3 définie par f(x,y,z) = (0, ,0);
® f: R — R? définie par f(x,y,z) = +2y+3 2y —z,x+2);
@ f: R3 — R? définie par f(x,y,z) = (x + 2y + 3z,2yz,x + z);
® f: R® — R définie par f(x,y,z) = x +2y + 3z;
® f: R — R définie par f(x) = x? + 2x.

On veut trouver celles qui sont linéaires :

+2y+32 2y —z,x+2);

(x
(
(x
(x

@ f est une application linéaire car pour tout (x,y,z), (x',y’,z') € R? et pour tout a, b € R on a

f(ax + bx',ay + by’, az + bz")
= (ax + bx"+2(ay + by') + 3(az + bZ'),2(ay + by') — (az + bZ'), ax + bx" + (az + bZ'))
=a(x+2y+32,2y —z,x+2z)+b(xX'+2y +32,2y' — 72, x'+7')=af(x,y,z) + bf(x', ¢, 2);

@ f est une application linéaire car pour tout (x,y,z), (x',y’,z') € R? et pour tout a, b € R on a

flax+ bx',ay + by',az+ bz") = (0,2(ay + by') — (az + bZ'),0)
=a(0,2y —z,0) + b(0,2y" — Z',0) = af (x,y,z) + bf(x', y', 2');

® f n'est pas une application linéaire car par exemple 7(0,0,0) = (3,0,0);

@ f n'est pas une application linéaire car pour (x,y,z) € R*\ {(0,0,0) } et pour a € R\ {0;1} on a

flax, ay,az) = (ax + 2ay + 3az,2a’yz, ax + az)

i

af(x,y,z) = (ax + 2ay + 3az,2ayz, ax + az);
® f est une application linéaire car pour tout (x,y,z), (x',y’,z') € R? et pour tout a, b € R on a

f(ax + bx',ay + by’, az + bZz")
= ax + bx' +2(ay + by’) + 3(az + bZ')
=a(x+ 2y +3z) + b(xX' +2y" +372') = af(x,y,z) + bf(x', y', Z');

® f n'est pas une application linéaire car par exemple f(2) = 8 #+ 2f(1) =

Déﬁnition
Soit f: E — F une application linéaire.
> Sif: E — F est bijective, on dit que f est un ISOMORPHISME de E sur F.
> Si F = E, on dit que f: E — E est un ENDOMORPHISME de E.
> Si F=E et f: E — E est bijective, on dit que f est un AUTOMORPHISME de E.
> Si F =R, on dit que f: E — R est une FORME LINEAIRE.

> Pour prouver qu'une application f: E — F est linéaire on utilise la définition.
> Sif est une application linéaire, pour prouver qu'elle est un isomorphisme il suffit de prouver qu'elle est bijective;
> si f est une application linéaire, pour prouver quelle est un endomorphisme il suffit de prouver que f(E) C E;
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>> sif est une application linéaire, pour prouver qu'elle est un automorphisme il suffit de prouver qu'elle est bijective

et que f(E) C E.

ExempLE. L'application nulle

f:E—F
um— O,E
est linéaire. En effet :

> f(u4v) =0f et f(u) + f(v) =0 + 0f = Of pour toutu, v € E;
> f(a-u)=0F et a-f(u)=a-0F =0 pour tout u, a € R.

ExempLE. L'application identique

f: E—-E
ur—u
est linéaire. En effet :

> f(u+v)=u+v="F(u)+f(v) pour tout u, v € E;
> f(a-u)=a-u=«a-f(u) pour tout u, a € R.

C'est d'ailleurs un automorphisme de E.

ExempLE. Les applications linéaires de R dans R sont les applications x — ax (a ne pas confondre avec les

applications affines).
ExempLE. Les formes linéaires de R3 dans R sont les applications (x, y, z) — ax + by + cz.

ExempLE. Les changements de base sont des automorphismes.

- y e ege
Deflnltlon
>> L'ensemble des applications linéaires de E vers F est noté L(E, F) ou Hom(E, F);
> lensemble des isomorphismes de E sur F est noté Isom(E, F);
> L'ensemble des endomorphismes de E est noté L(E) ou End(E);
> L'ensemble des automorphismes de E est noté Aut(E).

’
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@ Propriété
O Soit /: E — F une application linéaire. L'image du vecteur nul est le vecteur nul : f(0g) = Of.
® Soit f: E — F une application linéaire. L'image de l'opposé est l'opposé de l'image : f(—u) = —f(u) pour
toutu € E.

® Soit f: E — F une application linéaire. L'image d'une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des
images : (Y7, oqu;) = Y 1, a;f(u;) pour tout uy,uy, ..., u, € E.

O La composée de deux applications linéaires f: E — F et g: F — G est linéaire: f € L(E,F) etg € L(F, G)
= gof e L(E, G).

® La somme de deux applications linéaires est linéaire : f € L(E,F)etge L(E,F) = f+g < L(E,F).

® Le produit par un scalaire de deux applications linéaires est linéaire : f € L(E,F) et a € R =

af € L(E, F).
@ Si f est un isomorphisme, alors f~! est un isomorphisme : f € Isom(E, F) = ! € lsom(E, F).

® La composée de deux isomorphismes f: E — F et g: F — G est un isomorphisme : f € Isom(E, F) et
g € lsom(F,G) = gof €lsom(E, G).

Noyau, image et rang d’une applications linéaire

> On appelle Novau d'une application linéaire f de E vers F l'ensemble des vecteurs u € E tels que f(u) = Of.
Le noyau est noté ker(f). On a donc

ker(f) = {u € E | f(u) = Of }.

La détermination du ker(f) conduit donc naturellement & la résolution d'un systéme linéaire homogéne.
> On appelle IMAGE d'une application linéaire f de E vers F l'ensemble des vecteurs v € F tels qu'il existe u € E
vérifiant f(u) = v. L'image est notée im(f). On a donc

im(fy={ve F|3ueE v=~»f(u)}.

> On appelle RANG d'une application linéaire f de E vers F la dimension de l'image de f. On le note rg(f). On
a donc

rg(f) = dim(im(f)).

ExempLE. Prenons l'ensemble E des suites des nombres réels et considérons l'application linéaire

D

f:R—-R

(U/7>/1CI‘% = (UH 2 — Up41 — Un)n(jfﬁ!-

L'ensemble des suites vérifiant u,10 — uy1 — u, = 0 est ker(f).

4 Proposition
> ker(f) est un sous espace vectoriel de E.
> im(f) est un sous espace vectoriel de F.

4 Proposition

> f est injective si et seulement st ker(f) = { O¢ }.

> f est surjective si et seulement si im(f) = F.

> f est bijective si et seulement si ker(f) = { 0 } et im(f) = F.

Proposition

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de E vers F.
O L'image d'une base de E est une famille génératrice de im(F).
® L'image d'une famille génératrice de E est une famille génératrice de F si et seulement si f est surjective.
® L'image d'une famille libre de E est une famille libre de F si et seulement si f est injective.

® L'image d'une base de E est une base de F si et seulement si f est bijective.

® S'il existe un isomorphisme de E vers F alors dim(E) = dim(F).
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gThéoréme du rang ou des dimensions
| dim(E) = dim(ker(f)) + rg(f)

4 Proposition
Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de E vers F.
Si dim(E) = dim(F), il y a équivalence entre :
> f €lsom(E, F),
> ker(f) = { 0r },
> im(f) = F, Le. rg(f) = dim(F).
Cas particulier : st E = F, il y a équivalence entre :
> f e Aut(E),
> ker(f)={0g},
> im(f) = E.

Matrices et applications linéaires

- yfe e . . . . y .
Deﬁnltlon : matrice d'une application linéaire
Soit

> E et F deux espaces vectoriels,

> B={ej, ez ...,e,} une base de E,

> C={e}, e} ..., e, } une base de F,

> f: E — F une application linéaire de E dans F.

On appelle matrice de f relativement aux bases B de E et C de F la matrice m x n dont la j-éme colonne est
constituée des coordonnées de f(e;) dans la base C :

aip ... @ ... dip
M(f,B,C) = aip ... | dij|.-.. di
dm1 ... @ oo Udmp

coordonnées de f(e)

On voit tout de suite que la matrice d’une application linéaire ne sera pas la méme suivant lordre dans lequel on
prend les vecteurs de B et l'ordre dans lequel on prend les vecteurs de C.

ExempLe. SiB = {b; = (1,0,0),by = (0,1,0),b3 = (0,0, 1) } est la base canonique de R? etsiC = { ¢; = (1,0),c = (0,1 }
est la base canonique de R?, l'application linéaire f: R® — R? définie par f(b;) = 2c; — ca, f(by) = 5co, f(bh3) =
—c; + 3¢g, a pour matrice
2 0 -1
M(f,B,C) = (—1 5 3 )
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- yfe e . y . . e 7 .
Deﬁnltlon : image d'un vecteur par une application linéaire

Soit

> E et F deux espaces vectoriels,

> B=1{ej ey ...,e,} une base de E,
> C={e}, e, ..., e, } une base de F,

> f: E — F une application linéaire de E dans F,

> M(f, B,C) la matrice m x n de f relativement aux bases B de E et C de F.

St u a pour coordonnées coord(u,B) = (uy,us,...,u,) dans la base B alors f(u) a pour coordonnées
coord(f(u),C) = (v1,va,...,Vy) dans la base C avec

n
v, = E agjuj pour1<i<m,
j=1

ce qui peut s'illustrer par

M(f,B,C) € Mpy,» coord(u, B) € M, 1 coord(f(u),C) € M1
/_/H
aii aij dip /L? apup+---+ajuj+ -+ aipuy

@[1 Cll'j CI,') uj = a,-lul+~-~+aiju/-+-~+a,',,un

am1 Upmj <o Umnp @ Uity + -+ dpjuj+ -+ dpplp

P Attention

La matrice associée a une application linéaire n'est pas unique, elle dépends des bases choisies dans les espaces
E et F.

(@ Propriété

Soit A une matrice d'ordre m x n, E un espace vectoriel de dimension n, F un espace vectoriel de dimension m.
Quelles que soient les bases choisies dans E et F, le rang de Uapplication linéaire f: E — F associée a A est
toujours le méme est est égale au rang de la matrice A.

@ Propriété

Soit E et F deux espaces vectoriels, B une base de E, C une base de F, f: E — F une application linéaire de E

dans F. Alors

> f est injective si et seulement si ker(f) = { O¢ } si et seulement si rg(M(f, B,C)) = dim(E),

> f est surjective si et seulement si im(f) = F si et seulement si rg(M(f, B,C)) = dim(F),

> f est bijective si et seulement si ker(f) = { 0g } et im(f) = F si et seulement si rg(M(f,B,C)) = dim(E) =
dim(F) si et seulement si det(M(f, B,C)) # 0.

4 Proposition
I Une matrice carrée est inversible si et seulement si c'est la matrice d’'un isomorphisme.

ExempLE. La matrice de lapplication linéaire nulle

frE—F

u— Of

est toujours la matrice nulle @, , de M, ,(R)
ExempLE. Soient B = {e; =(1,0,0),e2=(0,1,0),e3=(0,0,1) } et C = { e} =(1,0),e, = (0,1) } les bases cano-

niques de R? et R? respectivement, et soit f: R? — R? l'application linéaire telle que

fler) = (1,2), fles)=(3.4), f(es)=(5,6).
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Comme
fler) = e} +2e),, f(ex)=3e]+4e,, f(e3)=>5e|+ 6e,
alors
1 3 5
M(f,B,C) = (2 A 6)'

Si u= xe; + yes + ze; € R3, i.e. que u a pour coordonnées (x, y, z) dans la base B, alors f(u) a pour coordonnées
dans la base C le vecteur

x+3y + 5z

X
1 3 5
M(f, B,C) coord(u, B) = ( 4 6) = (2x+4y+62

V4

) = coord(f(u),C).

«

On a donc f(u) = (x+ 3y +5z;2x + 4y + 6z) dans la base C, ce qui confirme le calcul direct f(u) = xf(e1) + yf(ea)+
zf(es).

Changement de base

! Proposition

Soit

> E et F deux espaces vectoriels,

> B et B’ deux bases de E,

> C et C' deux bases de F,

> f: E — F une application linéaire de E dans F,

alors
M(f,B',C") = Peroe M(f, B,C)Ps_p.

Les matrices M(f, B,C) et M(f,B',C’) sont dites équivalentes. Elles représentent la méme application linéaire
dans des bases différentes.

Cas particulier : E = F. St un endomorphisme f: E — E a pour matrice M(f, B, B) dans la base B et M(f, 5, B)
dans la base B/, on a

M(f,B',B') = Pg_g M(f, B, B)Ps_p5 ou encore M(f,B,B) = (IF’B_,B/)_l M(f, B, B)Ps_p-

Les matrices M(f, B, B) et M(f, B, B") sont dites semblables.

ExempLe. Dans R? muni de sa base canonique C = { e, ez }, posons u = (3,1) et v = (5,2). Les vecteurs u et v
forment une base B de R? . Considérons alors l'application linéaire de R? dans lui méme définie par

f(u) = 2u, f(v) = —v.

Par rapport a la base B, f a pour matrice la matrice diagonale

2 0
U= (o 1)'

Déterminons maintenant la matrice de f par rapport a la base canonique. Comme
u=3e; + ey, v = 5e; + 2e,

on a
e; =2u—v, us = —ou + 3v.

On en déduit

f(er) = f(2u —v) = 2f(u) — f(v) = 4du+v = (17,6),
f(e2) = f(=bu + 3v) = =5f(u) 4+ 3f(v) = —10u — 3v = (—45, —16).

La matrice de f par rapport a la base canonique est donc

17 —45
he (6 —16) '
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La matrice de passage de la base canonique C a la base B est la matrice

2 =5
PCHB - (_1 3 )

et la matrice de passage de la base B a la base canonique C est la matrice

. 3 5
PCiB:PBHCZ(l 2)

et on a bien

Ps_.cDPc_5 = A.

Equations linéaires
Déﬁnition : équation linéaire

Une EQUATION LINEAIRE est une équation du type f(x) = b ol

> f est une application linéaire d'un espace vectoriel £ dans un espace vectoriel F,

> b est un vecteur de F appelé second membre de l'équation linéaire,
> l'inconnue x est dans E.

EXEMPLE. 1. Un systéme linéaire de n équations a p inconnues du type

aiixy + digxg + -+ dpx, = by

Q21X1 + A2aXo + -+ + dopXp = ba

apiX1 + dpaXxo + - + UppXp = b,

ol les données sont les éléments a;; et b; de K et oli 'inconnue est le vecteur (xq, xz,
linéaire est

.., Xp) de K". L'application

KP — KP
X — Ax

et le second membre est b € KP.

Une équation différentielle linéaire du premier ordre du type

a(t)y’ + b(t)y = c(t)

ou les données sont les fonctions a, b et ¢ continues sur un intervalle / et ou linconnue est la fonction y.
L'application linéaire est

L) — 6O
y— ay + by
et le second membre est ¢ € €°(/).

A Proposition : structure de l'ensemble des solutions

Considérons l'équation linéaire f(x) = b et notons . lensemble de ses solutions. Notons .% l'ensemble des
solutions de l'équation homogéne f(x) = Of. Alors

0 ¥, = ker(f) est un sous-espace vectoriel (non vide) de E;

® Si .Y + 0 etsix, €. alors l'ensemble des solutions est une sous-espace vectoriel de E tel que

r5ﬂ={X0—i—Xp|X()E«5ﬂ()}.

On énonce ce résultat en disant que la solution d'une équation linéaire est la somme d'une solution particuliére et
de la solution générale de l'équation homogéne associée.
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Astuce
Si la dimension de ker(f) est connue, on connait alors, grdce au théoréme du rang, la dimension de im(f). Si
de plus on connait une base {ey,...,e, } de E, on sait que im(f) = Vect { f(e1),...,f(e,) }. On peut alors en

déduire une base de im(f) par «élimination» des vecteurs qui sont combinaison linéaire des autres vecteurs de
lensemble { f(e1),...,f(e,) }.

ExempLe. Soit f Uendomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est
2 =2 =2
A=1-1 3 1
-1 -1 1

Pour déterminer ker(f) on résout le systeme homogéne f((x,y,z)) = (0,0,0) :

2x =2y -2z =0,
—x+3y+z=0, = (x,y,z)=(1,0,1).
—Xx—y+z=0,

D'aprés le théoréme du rang, dim(im(f)) =3 — 1 = 2. La famille
{ £(1,0,0),£(0,1,0), £(0,0,1) } = { (2,—1,-1),(=2,3,—1),(~=2,1,1) }

est une famille génératrice de im(f). On sait alors qu'il suffit d’en extraire une famille libre de cardinalité 2 pour
obtenir une base, par exemple la famille { (2, -1,—-1),(-2,3,-1) }.

/‘Astuce

Soit B un espace vectoriel de dimension n et B = {by,...,b,} une base de B, W un espace vectoriel de
dimension m et W = {wi,...,wy, } une base de W.
Soit f une application linéaire de B dans W de matrice A € M,;«,(R) relativement aux bases B et W.
Soit u € B et supposons de connaltre les coordonnées de u dans la base B, i.e. qu'on connalt les n coefficients
n
Bi,...,Bn tels que u = Zj:1 B; - b;.
Pour obtenir les coordonnées de f(u) € W dans la la base W, i.e. les m coefficients wy, ..., wy tels que f(u) =
Y L, wi-w;, on peut :
> soit utiliser la relation
w1 B1
C=al
wlTI BI’I
D> soit exprimer chacun des vecteurs f(b;) dans la base W, i.e. trouver les m coefficients nyj, ..., nm; tels que
m .
f(B;) =3 _i_1 nij - Wi, et on obtient

)

fluy=) Bj-f(b) = ZBJ' (Z'%/"Wt‘) = >_ B | wi
j=1 i=1

ot A = (I’]ij)lgigm-
1<j<n

VVVVVVVVVINVINVIIVIVVNVNDNVDVDININIDIDIDVDNNDNNDNNDNDNINNINDIND™YD

Exercice 4.1

Soit l'application

f: R* - R?
X X+y+z
yl|— | x—y+z
z x+3y+z
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1. Démontrer qu’elle est une application linéaire.
2. Déterminer une base de son noyau.
3. Déterminer une base de son image.
4. Est-elle injective ? Est-elle surjective ?
5. Déterminer sa matrice dans la base canonique de R3.
Uy Vy
SOLUTION. 1. Soitu= | u, | etv= (v, | deux vecteurs de R® et A € R.
u, Vv,
Uy + Vy Uy +Vy + Uy +Vvy+U;+ vz Uy + Uy +u; Vy £ vy + Vv
flutv)=~Fflu,+v, | = U+ —uy—vy+u,+v, | = u—uy+u, | +| ve—vy+v, | =1F(u)+£(v),
u, + v, Uy + vy +3uy +3vy +u, + v, Uy +3uy + u; vy +3vy + v,
Auy + Auy + Au, Uy + Uy + U,
fA-u)=| Aux—Auy +Au, | =A- | ux—uy+u, | =A-f(u).
Auy + 3Auy + Au, Uy +3uy +u;

Ainsi f est un endomorphisme de R3.

2. Recherche d'une base du noyau :

Uy 0
u=|uy | €ker(f) & f(u)=10
u, 0
Uy + Uy + Uy 0
= Uy—uy+u; | =10
Uy + 3uy + u; 0
Uy +uy+u=0
= Uy —uy+u=0
ux+3uy+u=0
Uy +uy+u,=0
—= —2uy =0
2uy =0
—K
= u= 0], keR
K
Dot
—K -1 -1
ker(f) = 0 kKeER =4 «k| 0 k € R ¢ = Vect 0
K 1 1
—1
Par conséquent Vect 0 est une base de ker(f) et dim(ker(f)) = 1.
1

3. D’aprés le théoréme du rang, dim(ker(f))+dim(im(f)) = dim(R?), donc dim(im(f)) = 3—1 = 2. Soit { ¢1, c2, c3 }
la base canonique de R3, i.e.

1 0 0
Ci1 = 0 ) Co = 1 , C3 = 0
0 0 1
On sait que, pour une application linéaire f: E — F, l'image d'une base de E est une famille génératrice de
im(f) C F :
1 1 1 1 1
Vect { f(c1), f(c2), f(c3) } = Vect T, 1-1],11 = Vect 1f,]1-1
1 3 1 1 3
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1 1
Comme la cardinalité de cette famille est égale a la dimension de im(f) on conclut que Vect 11,1-1
1 3
est une base de im(f).
0
4. Comme ker(f) # 0 , f n'est pas injective.
0
Comme dim(im(f)) # dim(R?), alors im(f) # R3, on en déduit que f n'est pas surjective.
5. Soit { ¢y, ¢2, ¢c3 } la base canonique de R3, on a
1 1 1
f(C]): 1] =c1 +c3+c3, f(Cg): —1] =c¢; —co + 3c3, f(Cg): 1| =c¢1 +co+c3.
1 3 1
Alors par définition la matrice e f relativement a la base canonique de R? est la matrice 3 x 3
1 1 1
M=1]1 -1 1
1 3 1
Exercice 4.2
Soit l'application
f:R® > R3
X X+ 2y
y| = y
z xX+z
1. Démontrer qu’elle est une application linéaire.
2. Déterminer une base de son noyau.
3. Déterminer une base de son image.
4. Est-elle injective ? Est-elle surjective ?
5. Déterminer sa matrice dans la base canonique de R3.
Uy Vy
SoLuTIoN. 1. Soitu= | u, | etv=[v, | deux vecteurs de R® et A € R.
u, vy
Uy + Vy Uy + v +2(uy + vy) uy +2uy Vi + 2v,
flu+v)=~Fflu,+v, | = uy + vy = uy + vy = f(u) + f(v),
U, + v, Uy +Vy + U, + Vv, Uy + Uy, Vi + V5
Aty + 2Auy Uy + 2uy
f(A-u) = Auy =A- uy = A-f(u).
Auy, + Au, Uy, + u,
Ainsi f est un endomorphisme de R?.
2. Recherche d'une base du noyau :
Uy 0 Uy + 2uy 0 Ux+2uy =0 0
u=|uy | €ker(f) & fuy=10]| < Uy =110 <= u, =0 < u=|0
u, 0 Uy + U, 0 Uy +u,=0 0
D'ou
0
ker(f) = 0
0

Par conséquent dim(ker(f)) = 0.
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3. D’aprés le théoréme du rang, dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(R?), donc dim(im(f)) = 3. De plus, im(f) C R3
donc im(f) = R3. Par conséquent, une base de im(f) est par exemple la base canonique de R3.
0

4. Comme ker(f) = 0 , f est injective.
0

Comme im(f) = R3, on en déduit que f est surjective.
Ainsi f est un automorphisme de R3.

5. Soit { ¢y, ¢z, c3 } la base canonique de R3, i.e.

1 0 0
C1 = 0], Cy = 1], C3 = 0
0 0 1
On a
1 2 0
f(Cl): 0 =1 + C3, f(CQ)Z 1 :2C1+1C2, f(Cg): 0 = C3.
1 0 1

Alors par définition la matrice e f relativement a la base canonique de R? est la matrice 3 x 3
1 20
M=(0 1 0
1 01

Exercice 4.3

Soit l'application

f:R> >R
X
y|—x+y+z
z
1. Démontrer qu'elle est une application linéaire.
2. Déterminer une base de son noyau.
3. Déterminer une base de son image.
4. Est-elle injective ? Est-elle surjective ?
5. Déterminer sa matrice relativement aux bases canoniques de R? et R.
Uy Vy
SoLuTION. 1. Soitu= | u, | etv=[v, | deux vecteurs de R® et A € R.
u, vy
Uy + Vy
flutv)=~Ffluy+vy | =uc+wtuy+vy+u,+v, = Uuc+uy+u,)+ (v+vy+v,)=f(u)+1£(v),
U, + v,

f(A-u) = Aux +Auy +Au, = A~ (ux +uy +u,) = A-f(u).

Ainsi f est un application linéaire de R? dans R.

2. Recherche d'une base du noyau :

Uy K1
u=|uy | €ker(f) &= f(u)=0 <= u+u,+u,=0 < u= Ko , K1, Ky € R.
u, —K1 — K2
Dot
K1 1 0 1 0
ker(f) = Ko Ki,ko ER + =<2 k1| O | + x| 1 K1, ko € R + = Vect 01,1
—Ki1 — K3 -1 -1 -1 -1
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1 0 0
De plus les vecteurs | O | et [ 1 | ne sont pas colinéaire, donc Vect 01,1 est une base de
-1 -1 —1 —1
ker(f) et on conclut que dim(ker(f)) =2
3. D’aprés le théoréme du rang, dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(R?), donc dim(im(f)) = 3 —2 = 1. De plus,
im(f) C R donc im(f) = R. Par conséquent, une base de im(f) est par exemple la base canonique de R.
0
4. Comme ker(f) # 0 , f n'est pas injective.
0

Comme im(f) = R, on en déduit que f est surjective.

—_

5. Soit { c1, ca, c3 } la base canonique de R? et { w } la base canonique de R, i.e.

1 0 0
ci=10], co=1|(1], cs=10]; w=1.
0 0 1
On a
fler) =1=w, fles) =1=w, fles) =1 =w.
Alors par définition la matrice de f relativement aux bases canoniques de R? et de R est la matrice 1 x 3
M=(1 1 1)
Exercice 4.4
Soit l'application
f:R* > R®

1. Démontrer qu'elle est une application linéaire.
2. Déterminer une base de son noyau.
3. Déterminer une base de son image.
4. Est-elle injective ? Est-elle surjective ?
5. Déterminer sa matrice relativement aux bases canoniques de R? et R3.
. Uy Vy 2
SoLuTIoN. 1. Soitu = etv= deux vecteurs de R® et A € R.
uy vy
Uy + v, u %
LIX _"_ VX X X X X
flu+v)="f P R uy + vy = uy + vy = f(u) + f(v),
y y Ux+ vy +uy + vy Uy + uy Ve + vy
AUy Uy
f(A-u) = Auy =A- uy = A f(u).
Auy 4 Auy Uy + uy

Ainsi f est une application linéaire de R? dans R3.

2. Recherche d'une base du noyau :

u 0 Uy 0 tux =0 0
" (Ux Eker(f) < fuy=1{0 — uy =10 — uy =0 = u= (O) .
y 0 Uy + uy 0 Ux+uy =0
Dol

Par conséquent dim(ker(f)) = 0.
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3. D’aprés le théoréme du rang, dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(R?), donc dim(im(f)) = 2. Soit { ¢1,c2 } la base

canonique de R2, ie.
1 {0
C = K Cy = 1]

On sait que { f(c1), f(c2) } est une famille génératrice de im(f). De plus, le cardinal de cette famille est égal
a la dimension de im(f), donc { f(cy1), f(c2) } est une base de im(f). On a

1 0
f(Cl) =10 , f(CQ) = 1 ,
1 1

1 0
et on conclut que 0.1 est une base de im(f).
1 1
0
0

4. Comme ker(f) = , f est injective.

0
Comme im(f) # R3, on en déduit que f n'est pas surjective.

5. Soit C = { c¢1,c2 } la base canonique de R? et W = { wy, wa, w3 } la base canonique de R?, i.e.

1 0 1 0 0
Cl(o), C2(1)' Wi = 0 , Wo = 1 , W3 = 0
0 0 1

1 0
f(C1> = 0 = wjp + ws, f(Cg) = 1 = W2 + W3.

1 1

Alors par définition la matrice de f relativement aux bases canoniques de R? et de R? est la matrice 3 x 2

10
M(f,c, W)= [0 1
11

Exercice 4.5 (Janvier 2011)

Soit f: R* — R? une application linéaire pour laquelle

ker(f) = Vec{vi =(1,1,0,-1),va = (0,1,-1,0) } et im(f) =,

ou st dénote le plan d'équation x + y — z = 0. Trouver la forme générale de la matrice associée a f quand on donne
a R* et & R? leurs bases canoniques.

SoruTioN.  Soit
>C={c =(1,0,0,0),co = (0,1,0,0),c3 = (0,0,1,0),cq4 = (0,0,0,1) } la base canonique de R* et
> E&={e =(1,0,0),ex2=(0,1,0),e3=(0,0,1) } la base canonique de R3.

La matrice dans les bases canoniques de R* et de R? s'écrit formellement

a1 di12 d13 di4
A= (91 d22 d23 d24
asy (3o d33 d34

On va maintenant trouver des contraintes sur les entrées de la matrice.
> On exprime le fait que les images des vecteurs de la base de R* sont dans 7.
Comme im(f) C 7, en particulier f(c¢;) € 7 pour i = 1,2,3,4. Alors

f(c1) = ajie1 + as1ea + ag1es Ev1 & a1 +adg —as; =0

f(ca) = ajoe1 + asses + agpes E T & d19+ dog — 32 =0
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f(Cg) = dj3e] + ag3eg + asze3 E 1 & a3+ a3 —as3 =0
f(C4) = 014€1 + 0oy + a3ye3 E T < d14 + 0oy — a3y =0
donc
ain aiz ais a4
A = aaq 22 aa3 [eBY
a1+ ao1 di2+ a9y dy13+ doz dig + Aoy

> On exprime le fait que vy et vy sont dans le noyau de f.

vi € ker(f) < f(v1)=0
— f(C1+C2—C4) =0
— f(c1)+f(ca) —f(cy) =0
— (Clll + a2 — 6114)61 -+ (6121 + d9o9 — 6124)(32 -+ (Clgl “+ d30 — 034)(:‘4 = 0(—.‘1 + 0(—.‘2 -+ 0(:‘3
donc
at a2 ais app + dqz
A= daq o2 23 o1 + U9
11+ d21 Oi2+d22 di13+ 023 di1 + 12 + d21 + 022
vg € ker(f) < f(v2) =0
— f(CQ — C3) =0
— f(CQ) — f(Cg) =0
— (CI12 — 6113)e1 -+ <C122 — CIQg)(:‘Q + (032 — 033)e4 = 0eq + Oey + Oeg
donc
aiy aio ajo aiy + die
A= aaq 22 a922 o1 + U922

a1+ dg1 a1z + a2 di2+ 022 di1+ di2+ d21 + do2

> On exprime le fait que rg(f) = 2.
Comme la deuxieme et la troisiéeme colonne coincident, la quatriéme colonne est une combinaison linéaire de la
premiére et de la deuxiéme et la troisiéme ligne est une combinaison linéaire de la premiére et de la deuxiéme,

alors
) o a1 a2
re() =1 2 012).

Pour que le rang de cette matrice soit 2 il faut que son déterminant soit non nul, d'oli la condition a11a22 # a1209;.

Exercice 4.6 (Janvier 2011)

Soit l'application linéaire définie par

f:Rs[t] —» R*
i

P
P p)
p(3)

Montrer que f est injective et surjective.

SoLuTioN.  Soit

> C={co(t)=1c1(t) ) = t%,¢3(t) = t3 } la base canonique de R3[t] et

> E={ey=(1,0,0,0),e; =(0,1,0,0),es = (0,0,1,0),e3 = (0,0,0,1) } la base canonique de R*.
Comme

I
-
()
I\

—
~

f(co(t)) = co(0)eg + co(l)er + co(2)es + co(3)es = (1,1,1,1)
f(ci(t)) = c1(0)eg + ci(1)er + c1(2)e2 + c1(3)es = (0,1, 1,1)
f(ca(t)) = c2(0)eg + c2(1)er + c2(2)er + c2(3)es = (0,1, 4,9)
f(cs(t)) = c3(0)eq + c3(1)er + c3(2)es + c3(3)es = (0,1, 8, 27)
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alors la matrice de f relativement aux bases canoniques C et £ est

1 0 0 O
1 1 1 1
A=11 2 4 s
1 3 9 27
On a
1 1 1
det(A) =112 4 8|=(1%4%27+2%9%x1+3%x1%8) — (1 %43 +8*%x9+1+27*x1%2)=150—138=12+0
39 27

donc rg(A) =4 : Uapplication linéaire est bijective.

Exercice 4.7

Soient £ un espace vectoriel de base { by, by, b3, by } et F un espace vectoriel de base { ¢, ¢z, 3, ¢4, ¢5 }. Construire,
si cela est possible, des applications linéaires f: E — F vérifiant :

1. im(f) = Vect { c2, ¢4 };
2. im(f) ={0r };
3. im(f) = F;

SoLUTION. 1. Prendre par exemple f(by) = co, f(b2) = c4 et f(bs) = f(bs) = Of.
2. Prendre f(by) = f(bs) = f(b3) = f(by) = Of.
3. Impossible car dim(im(f)) = dim(E) — dim(ker(f)) < dim(E) = 4 tandis que dim(F) = 5.

4. Prendre par exemple f(by) = cg, f(b2) = c3 et f(bs) = —c3 et f(by) = OF.

Exercice 4.8

Soit l'endomorphisme f: R?* — R? dont la matrice dans la base canonique de R? est

-5 =3 0
A=(10 6 0
-2 -1 -1
1. f est-il un automorphisme de R3?
2. Déterminer une base de son noyau.
3. Déterminer une base de son image.
4. On considére trois vecteurs u = (1,-2,0), v=(-3,5,1) et w=(0,0,1).
4.1. Démontrer que { u,v,w } est une base de R3.
4.2. Déterminer f(u), f(v) et f(w). En déduire la matrice de f dans la base {u,v,w }. On la notera D.
4.3. Donner un lien matriciel entre A et .
SoLuTION. 1. Un endomorphisme f est un automorphisme si et seulement si la matrice est inversible. Comme
-5 =3 0
det(A)=1]10 6 0|=(304+0+0)—(0+0+30)=0,
-2 -1 -1

A n'est pas inversible donc f n'est pas un automorphisme de R3.

2. Il faut d'abord commencer par déterminer f(n) pour tout n = (ny, ny, n3) € R3. On a

-5 =3 0 nq —5n1 — 3n9
fn)=Axn=[10 6 0 | x|na| = 1017 + 6n9
-2 -1 -1 ns —2n1 — Ny — ng
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Recherche d'une base du noyau :

n —bny —3ny =0 —3K
n=|ny| Eker(f) << f(n)=0 << 10n; 4+ 6n2 =0 — n=| 5k |, keR
ns —2n1 —ny—n3 =0 K
Dot
—3K -3 -3
ker(f) = 5K keR =1 «k| 5 k € R + = Vect 5
K 1 1
-3
Donc Vect 5 est une base de ker(f) et on conclut que dim(ker(f)) = 1.
1
3. D’aprés le théoréme du rang, dim(im(f)) = dim(R?) — dim(ker(f)) = 2. Soit C = { ¢1, ¢, c3 } la base canonique
de R?, ie.
1 0 0
a=10], c=\|1], c3= 1[0
0 0 1
On sait que, pour une application linéaire f: E — F, l'image d'une base de E est une famille génératrice de
im(f) C F:
-5 -3 0
Vect { f(c1), f(c2), f(cs) } = Vect 0,{61],]0
—2 -1 1

Comme f(cy) et f(c3) ne sont pas colinéaires, Vect { f(cz), f(c3) } est une famille libre de im(f). Etant donné
que la cardinalité de cette famille est égale a la dimension de im(f) on conclut que Vect { f(cz), f(c3) } est une
base de im(f).

4. On consideére trois vecteurs u = (1,—-2,0), v=(—3,5,1) et w= (0,0, 1).

4.1. Pour démontrer que { u,v,w } est une hase de R? il suffit de montrer qu'elle est une famille libre (car son
cardinal est égal a la dimension de R?). On dit qu'une famille { up, ..., up } est libre lorsque

p
Za[-u,-:0 o a; =0V i

i=1

Ici

p 0 a1 —3as =0, a, =0,
Z a;-u; =0 = au+aov+asw= [0 = —2aq1 + 5ay =0, = as =0,
=1 0 as +a3=0 az =0,

donc la famille est libre. Comme {u,v,w} C R? et elle a cardinalité 3 égale a la dimension de R?,
{u,v,w} C R? est une base de R3.

42. On a

4.3. D’apres la formule de changement de base pour les endomorphismes :

D = PscAPc_5
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ou, par définition, la matrice Pc_,5 est telle que sa 1-ére colonne est constituée des coordonnées de u
dans la base C, sa 2-éme colonne est constituée des coordonnées de v dans la base C et sa 3-éme colonne
est constituée des coordonnées de w dans la base C, i.e.

1 -3 0
Peg=1-2 5 0
0 1 1
Exercice 4.9
On considére 'application linéaire f de matrice
9 —6 10
A=| -5 2 -5
-12 6 -13

par rapport a la base canonique C de R3.
1. Montrer que les vecteurs u; = (2, —1,—2), uy = (1,0, —1) et uz = (=2, 1, 3) forment une base B de R3.
2. Calculer les matrices de passage Pp_,¢ et Pe,.

3. Calculer la matrice de f dans la base B.

2 1 -2 o, S A
SoLUTION. 1. Comme det ( -1 0l 1; ) #+ 0, les vecteurs sont linéairement indépendantes, ainsi B = {uy,us, uz }
est une famille libre. Comme card(B) = 3 = dim(R?), B est bien une base de R3.

2. Les colonnes de la matrice Pg_,¢ sont données par les vecteurs de B :

2 1 =2
Pece=|-1 0 1
-2 -1 3
pour obtenir Pe_, il faut inverser Pz_,¢c. On trouve
1 -1 1
Peos=(1 2 0
1 0 1

3. La matrice de f dans la base B est alors

Ps_cAPc_.s = M(f, B)

2 1 =2 9 —6 10 1 -1 1 56 =81 78
-1 0 1 -5 2 =5 1 2 0)=1|-32 45 —44
-2 -1 3 —-12 6 13 1 0 1 =75 105 —103

Exercice 4.10
On note f: Ry[x] — Ry[x] l'application linéaire définie par f(p)(x) = p(x + 1) — p(x).
1. Déterminer la matrice B = M(f, B) de f dans la base B ={ 1,x,x% x3,x* } de Ry[x].
2. Déterminer la matrice C = M(f,C) de fdanslabaseC = {1,x,x(x — 1), x(x = 1)(x = 2), x(x = 1)(x —2)(x — 3) }
de Ry[x].
3. Calculer les matrices de passage Pp_¢ et Pc_,5. Quelle est la relation entre B et C?

4. Décrire sous forme de Vect, en précisant leurs dimensions, le noyau et l'image de f.

SoLuTtioN. Notons

bl(X) =

bs(x) = x bs(x) = x? by(x) = x* bs(x) = x
ci(x) = X X

co(x) = x c3(x) =
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1. On calcule 'image de chaque vecteur de B par f :

f(l)g)zlzbl, 0 0 2 3 4
f(l)g) =2x+1= 2')2 —+ bl, = B= 0O 0 0 3 6o
f(by) = 3x%2 +3x + 1 = 3b3 + 3by + by, 0000 4
f(bs) = 4x3 + 6x2 + 4x + 1 = 4by + 6bs + 4by + by, 000000
2. On calcule l'image de chaque vecteur de C par f :
fle)=0=0, 01000
f(ca) =1=cq, 002 00
f(Cg) = 2x = 2¢q, — C=10 0 0 3 O
f(cs) = 3x(x — 1) = 3ca, 0 0 0 0 4
f(cs) = dx(x — 1)(x — 2) = deu, 00000
3. On calcule les coordonnées de chaque vecteur de C dans la base B :
c1 = by, 10 0 0 0
cy = by, 01 -1 2 -6
C3 = |)3 — bs, — Pge=10 0 1 -3 11
cy = by — 3b3 + 2by, 0 0 O 1 -6
00 0 o0 1

c; = by — 6by + 11bg — 6Gho,

Pour calculer P¢_,5 soit on calcule la matrice inverse de Pz_,¢, soit on résout le systéme linéaire précédent; on

trouve
by =ci, 10000
b2 = ¢z, 01 1 1 1
|)3 = C3 + C2g, — Pep=10 0 1 3 7 ,
by = ¢4 + 3¢3 + €2, 000 1 6
00 0 0 1

bs = ¢5 + 6¢4 + Tc3 + o,
et la relation cherchée est

Ps_cCPe_p = B.

4. On a dim(im(f)) = rg(B) = 4, donc dim(ker(f)) = dim(R4[x]) — dim(im(f)) = 1. Une base de im(f) est
alors l'ensemble { f(by), f(b3), f(bs), f(bs) }. Etant donné que Vect { f(hy), f(b3), f(by), f(bs) } C R3[x] et que
dim(R3[x]) = 3 on conclut que Vect { f(bs), f(b3), f(bs), f(bs) } = Rs[x], une autre base de im(f) est alors
la base canonique de R3[x]. Comme f(by) = 0, une base de ker(f) est l'ensemble { by }, ie. le sous-espace
vectoriel constitué par les polyndmes constants : ker(f) = Rg[x].

Exercice 4.11

Soit f l'application définie sur Ra[x] par
f:Ry[x] = E
p = (2x+ Dp + (1= x*)p’
1. Démontrer que f est un endomorphisme de Ra[x].

2. Déterminer la matrice de f dans la base canonique C de Ra[x].

3. f est-il un automorphisme de Ry[x]? Si oui, déterminer la matrice de f~! dans la base canonique C de Ra[x].

SOLUTION.

1. Soit p et g deux polyndmes de Ry[x] et A € R.

fp+q)=Cx+1)(p+q)+(1—x)(p+q) =2x+1)(p+q)+ (1 —x*)(p'+q')
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= (2x+Dp+ (1 =x*)p" + (2x + 1)g + (1 = x*)q" = f(p) + f(q),
(A p) = (2x + 1)(Ap) + (1 = x*)(Ap)" = (2x + 1)(Ap) + (1 = x*)(Ap") = A~ f(p).
Donc f est une application linéaire de Ra[x] dans E. De plus, si p € Ry[x], alors il existe a, b, c € R tels que
p(x) = a+ bx + cx? et
F(p(x)) = (2x + 1)p(x) + (1 = x*)p'(x)

= (2x + 1)(a + bx + cx?) + (1 — x?)(b + 2cx)

= 2ax + 2bx? 4+ 2cx® 4+ a + bx 4+ cx® + b + 2cx — bx? — 2cx?

= (a0 +b)+ (20 + b +2c)x + (2b + c — b)x* € Ryx].
On conclut que f est un endomorphisme de Ro[x].

2. La base canonique de Ry[x] est C = { co(x) =1, c1(x) = x, ca(x) =x* } et lon a

f(co(x)) =1+ 2x,
flci(x)) =14 x + x2,
f(ca(x)) = 2x 4 x2,

donc par définition la matrice de f dans la base canonique C de Ry[x] est

11
C=12 1
0 1

— N O

3. det(C) = =3 # 0, ce qui prouve que C est inversible, donc f est un automorphisme de Ry[x]. On sait que, st C
est la matrice de 'automorphisme f dans la base C, alors C~! est la matrice de l'automorphisme f~! dans la
base C. Pour calculer C™! on résout le systéme

X+y =da, T X+y =a, T X+y =da,
2x4y+2z=h, 2271, —y+2z=b — 2a, Lslotls, —y+2z=b — 2a,
y +z=c, y +z=c, 3z=b + ¢ — 2a,
d’oli
—2a+b+c 20— b+ c a+b+2c
S T T Xty

La matrice de f~! dans la base canonique C de Ry[x] est alors

[T 12
ctl= 3 2 -1 2
-2 1 1

Ceci permet d'écrire facilement Uendomorphisme f=1: Ro[x] — Ray[x] :

ag+ aiy +2as 209 — ay + 2a- n —2a0 + a1 +az ,
X x“.

f~Hag + a1x + axx?) = B B B

Exercice 4.12

On note f: Ry[x] — Ry[x] l'application linéaire définie par f(p)(x) = (x — 1)p’(x) — p(x).
1. Calculer f(ax* + bx3 + cx? + dx + e). En déduire ker(f).
2. Léquation f(p) = g a-t-elle des solutions dans Ry4[x] pour tout g de Ry[x]?

3. Calculer f((x—1)%) pour k = 0, 1,2, 3, 4. En déduire une caractérisation des polynédmes g pour lesquels l'équation
f(p) = g a des solutions.

SOLUTION.

1. flax* +bx®+cx?+dx+e) = (x—1)(4ax®+3bx? +2cx+d) — (ax* + bx3 + cx? +dx+e) = 3ax* + (2b—4a)x> +
(c —3b)x? —2cx — d — e. Par conséquent f(ax* + bx3 + cx? + dx + e) = 0 si et seulement sia = b =c =0 et
e = —d, ce qui implique ker(f) ={dx—d|deR} =Vect {x—1}.
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2. Comme dim(ker(f)) = 1, alors dim(im(f)) = 4, ce qui prouve que f n'est pas surjective, donc l'équation f(p) = q
n'a pas toujours de solution.

3. La famille { (x — 1)k | k=0,1, 2,3,4} est une base de Ry[x] donc im(f) = Vect { f(x — 1)k f k=0,1,2,3,4 }
Comme f((x —1)*) = (k — 1)(x — 1)¥ alors im(f) = Vect { (x = 1)¥ | k=0,2,3,4 }. On sait que dim(im(f)) = 4
donc { (x = 1)¥ | k =10,2,3,4 } est une base de im(f). Par conséquent tout polynéme g € Ry[x] dont ‘écriture
dans la base { (x—1)¥ | k=10,1,2,3,4} n'as pas de terme en (x — 1) est dans l'image de f et l'équation
f(p) = g a des solutions.

Exercice 4.13 (Janvier 2011)

Soit T: V — V un endomorphisme de V. Considérons deux bases différentes de V, a savoir € = {ej, e} et
W = { w1, wz }. Nous savons que

T(el) = 3e; — 2ey, w; =e] +eo,
T(e2) = ey +4ey, wy = 2e;1 + 3es.

Trouver la matrice de T dans la base W.

SorutioN. On a
e; = 3wy — wo, es = —2w; + wy.
donc
T(wi) = T(e1+e2) = T(e1) + T(e2) = (31 — 2ez) + (e1 + 4e2)
= 4e; + 2e = 4(3wy; — wa) + 2(—2w; + wa) = 8wy — 2wo,

T(Wz) = T(261 + 362) = QT(el) + ST(GZ) = 2(391 — 262) + 3(@1 + 492)
= 9(:‘1 + 8@2 = ()(3W1 - W2) + 8(72W1 + WQ) = 11W1 — Wo,

et la matrice de T dans la base W = { wy,ws } est
8 11
W= (_2 _1) |

On obtient le méme résultat d'aprés la formule du changement de base :
> matrice de T dans la base € ={ e, ez} :

> matrice de passage de Ea W :
> matrice de passage de W a & :

> matrice de T dans la base W :

3 =2\ (3 1| (1 2 8 11
WZPW%EPEW:(] 1)(2 4) (1 3):(2 1)‘

Exercice 4.14 (Septembre 2009)

Dans la suite on notera Ry[t] Uespace des polynémes de degré inférieur ou égal a 2. Si p est un de ces polynéme,
p’ dénotera sa dérivée.
Considérons 'endomorphisme de Ry[t] défini par

L: Rg[t] — Rg[t]
p(t) — (=2at + 1)p(t) + (at> + b)p/(t)

ol a et b sont des nombres réels. Déterminer la valeur du produit ab pour que le rang de L soit 2 ou 3.
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SowuTioN. Le rang de L coincide avec la rang de la matrice qui le représente. Calculons alors cette matrice. La base
canonique de Ry[t] est C = { co(t) = 1,¢1(t) = t,c2(t) = t* } et lon a

L(co(t)) = (=2at +1)(1) + (at? + b)0 = co(t) — 2acy (1),
L(ci(t)) = (=2at 4+ 1)(t) + (at® + b)1 = bcy(t) + 1 (t) — acy(t),
L(ca(t)) = (=2at 4+ 1)(t%) + (at? + b)2t = 2bci(t) + co(t),

donc par définition la matrice de L dans la base canonique C de Rs[t] est

1 b 0
C= 20 1 2b
0 —a 1

Comme det(C) = (1 +0+0) — (0 —2ab —2ab) =1+ 4ab,

> st ab # 1/4 alors rg(C) = rg(L) = 3;
> st ab = 1/4 alors rg(C) = rg(L) < 3 et comme la premiére colonne et la derniére colonne sont linéairement
indépendantes, rg(C) = rg(L) = 2.

Exercice 4.15 (Février 2010)

Considérons 'endomorphisme de Ry [t] défini par

L: Rg[t] — Rg[t]
pp+3p +4p”
1. Donner la matrice de L quand on muni l'espace vectoriel Ry[t] de sa base canonique.

2. Donner une base du noyau et de l'image de L.

3. Montrer que L est inversible et calculer la matrice M associée & L~! dans la base canonique. Si 'on dénote avec
u; le vecteur colonne des composantes du polynéme générique ag + ait + ast?, vis-a-vis de la base canonique,
déterminer les vecteurs colonnes us et uz des composantes respectives de p’ et de p”. Montrer que

Mu; = kjuy + Kous + K3U3
ou les coefficients ki, k2 et k3 sont a calculer. Utiliser ce dernier calcul pour montrer que

L= (p) = p —3p’+5p".

SoLuTION.
1. La base canonique de Ry[t] est C={ co(t) =1,¢1(t) = t,ca(t) =2 } et lon a
L(eo(t)) = (1) +3(0) + 4(0) = (f),
L(ei(t)) = () +3(1) +4(0) = 3eo(t) + (1),
L(ca(t)) = (%) +3(2t) + 4(2) = 8c0(t) + 61 (1) + e2(1),
donc par définition la matrice de L dans la base canonique C de Rs[t] est
1 3 8
C=(0 1 6
0 0 1
2. Recherche d'une base du noyau :
q(t) = ag + art + ast? € ker(L) = L(g)=0
— (CIO+3CIl+802)+(Cll +602)t+02f2 =0
ag+ 3a1 +8as =0,
= ay +6as =0,

o = 0,
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— ag=0a1 =a2 =0

d'oti ker(L) = {0} et dim(ker(L)) = 0.
D’apreés le théoréme du rang, dim(im(L)) = dim(Rz[t]) — dim(ker(L)) = 3. Comme im(L) C Ry[t], alors im(L) =
Ry [t] donc C est une base de im(L).

3. L est inversible si et seulement si la matrice qui le représente dans une base donnée est inversible. Si on

considére la base canonique, étant donné que det(C) = (1+0+0)—(04+0+0) = 1, C est inversible. La matrice
M associée a L=t dans la base canonique est alors l'inverse de C :

x+3y+8z=a, x =a—3b+ 10c,
y+6z=hb, < qy=b-—6c,
z=c z=c
donc
1 -3 10
M=1|0 1 -6
0 0 1

Si l'on dénote avec u; = (ag, a, as) le vecteur colonne des composantes du polyndme générique ag+ast+ast?,
vis-a-vis de la base canonique, alors les vecteurs colonnes uy et uz des composantes respectives de p’ et de
p” sont respectivement les vecteurs uy = (a1, 2as,0) et ug = (2a2,0,0). Alors

1 =3 10 ao ag — 3a1 + 10as o a 2a9
Mu; =10 1 —6 a | = a, — 6as =lai | —3|202] +5 0 = u; — 3us + dus.
0 0 1 o do (oD 0 0

Par conséquent, si p(t) = ag + a1t + ast?, alors

coord(L™*(p),C) = M coord(uy,C) = coord(uy,C) — 3 coord(ug, C) + 5 coord(ug, C) = coord(p — 3p’ + 5p”,C).

Exercice 4.16 (Février 2010)

Soit A la matrice d'ordre 2 x 3 définie par

2 5 -3
A_(1 —4 7)'

On rappelle que A détermine une application linéaire L: R3 — R? donnée par L(u) = Au, o1 u est un vecteur colonne
avec trois composantes.

1. Montrer que la matrice associée a L quand on muni R? et R? de leurs bases canoniques est la matrice A.

2. Trouver la matrice associée a L quand on muni R? et R? des bases respectives :
> B={b;=(1,1,1),bs = (1,1,0),b3 = (1,0,0) } et
> C= {C1 = (1,3),(32 = (2,5) }

SowuTioN.  Pour tout n = (ny,ny,n3) € R, on a

nq
o o 2 5 -3 o 2[71 + 5[72 — 3[73
L(“)Axn(l —4 7)>< (/71—4/72+7/73

1. SoitU = {u; = (1,0,0),uz = (0,1,0),u3 = (0,0,1) } la base canonique de R? et V = {v; = (1,0),va = (0,1) }
la base canonique de R?. On a

2vy + va,

5V1 - 4V2,

L(uy)
L(ug)
L(ug) = —3vq + Tva,

par conséquent la matrice associée a L quand on muni R? et R? de leurs bases canoniques est la matrice A.
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2. Soit B={by =(1,1,1),by = (1,1,0), b3 = (1,0,0) } une base de R et C = { c; = (1,3),¢ca = (2,5) } une base
R2. On écrit d'abord les vecteurs de la base B dans la base canonique U, on connait 'image par L de ces
vecteurs dans la base canonique V, on exprime alors ces images dans la base C : comme

by = u; +uy + ug, bs = u; + us, bs = uy,

V1 = —5C1 + 3C2, Vi = 2C1 — Co,
alors

L(by) = L(u; +ug +uz) = L(uy) + L(uz) + L(uz) = (2+5—=3)vi + (1 =4+ T)vo

= 4V1 + 4V2 = 4(—5Cl + SCQ) + 4<2C1 - CQ) = —12C1 + 8C2,
L(by) = f(u; +uz) = L(uy) + L(ug) = (24 5)vy + (1 —4)vy
= 7V1 — 3V2 = 7(—5C1 + 3C2) — 3(3C1 — Cg) = —44C1 + 2'—’1(?2,

L(bg) = L(uy) = 2vy + v
= 2(—5C1 + 3C2> + <2C1 — Cg) = —801 + SCQ,

par conséquent la matrice associée a L quand on muni R3 et R? des bases respectives B et C est

—12 —44 -8
IB%_(8 24 5)'

On obtient le méme résultat d'aprés la formule du changement de base :

1 1 1
-5 2\ (2 5 =3)/[. —12 —44 -8
B =Py.cAPsy = ( 3 1) (1 47 ) L1 0f= ( 8 24 5 )

Exercice 4.17 (Novembre 2011)
Soit £ = M2(R) et F = Rs[x]. Soit f lapplication définie par

f:E—F

a b 3 2
(c d) — ax® + bx* 4+ (c — d)

1. Vérifier que f est une application linéaire.

2. Soit
10 0 1 0 0 0 0
e={m= {5 o)== (0 o) == (1 o) == (0 )}

la base canonique de E et
F = {po(x) = 1,p1(x) = x, pa(x) = % pa(x) = x* }

la base canonique de F. Ecrire M(f, &, F) la matrice de f relativement aux bases £ de E et F de F.
3. Déterminer une base de ker(f) et une base de im(f).

4. f est bijective ? Justifier.

5. Soit
= 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0
e e T B B R T P B v

une famille de E. Montrer qu’elle n'est pas libre et en extraire une base qu'on notera B.
6. Ecrire la matrice de passage Pg¢_p.
7. Soit
C={qo(x)=1—x,q1(x) =x—x* g2(x) =x*> = x*,q3(x) = x> } .
Montrer qu'elle constitue une bhase de F.
8. Ecrire la matrice de passage Pe_,z.

9. Calculer la matrice de f relativement aux bases B de E etC de F et vérifier que M(f, B,C) = Pe_,zsM(f, &, F)Pe_ 5.
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SOLUTION.

b

1. Pour toutes A = (a
c d

7 ’
),]B: (a, b) € E et pour tout a,B € R,

cd
B a b a b)) aa + Bda” ab+ Bb’

flah + BB) = f (0( (c c/) +PB (c’ d’) ) e ( ac + Bc adJch/’) )

= (aa + Ba')x® + (ab + B )x* + (ac + B') — (ad + Bd’)

=a(ax® + bx* + c—d)+ B(a'x® + b'x* + ' — d') = af (A) + Bf(B).

donc f est une application linéaire.

2.
f(E1) = x* = p3(x), 00 1 —1
f(EQ) = X2 = pQ(X), 0 0 O 0
M(f,E,F) =
f(Eg) =1= )O(X), — ( ) 01 0 0
F(B4) = =1 = —po(). Peuy

3. On commence par étudier le noyau de f :

ker(f)={A€E|f(A)=0r}={(9) €E|ax>+bx*+(c—d)=0}
={(eb)eE|la=b=c—d=0}={(2°)€E|ceR}=Vect{(?9)}.
Par conséquent dim(ker(f)) = 1 et une base de ker(f) est la famille { (¢ %) }.
On sait que l'image d'une base est une famille génératrice de l'image de f donc

im(f) = Vect { f(E1), f(E2), f(Es3), f(E4) } = Vect { p3(x), p2(x), po(x), =po(x) } = Vect { p3(x), p2(x), po(x) }.

Comme dim(im(f)) = dim(E) — dim(ker(f)) = 3, alors la famille { p3(x), p2(x), po(x) } est une base de im(f).

N

. f n'est pas bijective car elle n'est ni injective (le noyau n'est pas réduit au Og) nt surjective (im(f) # F).

o1

. B nlest pas libre car By = By + By — B3. On en extrait par exemple la famille B = { By, Bo, B3, B5 } qui est une
base de My (R) car
5.1. B; € M3(R) pour tout i =1,2,3,4,
5.2. card(B) = dim(M2(R)),
5.3. B est libre car la combinaison linéaire aB; + bBy + ¢Bs + dB5 = (3 9) a comme unique solution a = b =

c=d=0.
6.
By =E; +Ey, 1 0 1 0
By = E; — E3, 0 1 0 0
—_—>]P>_):
By = B, — Es, ek 0 -1 -1 0
By = E,, 1 0 o0 1

7. C constitue une base de F car card(C) = dim(F) et les vecteurs de C sont libres :

a1qo(x) + a2q1(x) + a3qa(x) + cuqs(x) =0 < (0(4))(3 + (a3 — 0(2))(2 F(aa—a)x+ (a1 —as) =0
S o= =a3=a4 =0.

8.
qo(x) = po(x) — p1(x) po(x) = qo(x) + q1(x) + q2(x) + g3(x) 1 000
q1(x) = p1(x) — pa(x) p1(x) = q1(x) + g2(x) + g3(x) |1 100
D) = () = ps(x) | pa(x) = @a(x) + gs(x — Rl 1o
q3(x) = p3(x) p3(x) = qs(x) 1111
0.
f(B1) = x* =1 =—qo(x) — q1(x) = g2(x) -1 -1 -1 -1
f(Bg):XQ—lz—C/o(X)—ql(X) - -1 -1 -1 -1
f(B3) = x> —1=—qo(x) — q1(x) — g2(x) — M(f.B,C) = -1 0 -1 -1
f(Bs) = —1 = —qo(x) — q1(x) — q2(x) — g3(x) o0l
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Vérifions que M(f, B,C) = Pe#M(f,E, F)Pe_p :

1 000/001 -1\/1 0 1 0 -1 -1 -1 -1
1100|000 0 0 1 0 0 -1 -1 -1 -1
PoorM(LEFPess =1 1 1 o) lo 1 0 o 0 -1 =1 o [-1 0o -1 -1
1 11 1/ \1 00 0 1 0 0 1 0o 0 0 -1

Exercice 4.18 (Novembre 2011)
Soit E = R3[x] et F = M3(R). Soit f l'application définie par

f:E—-F

p(0) p'(2)
P () i)

1. Soit a(x) = ag + a1x + azx? + azx® un polyndéme de E. Ecrire la matrice f(a).
2. Soit
£ = { polx) = L pa(x) = x,pa(x) = 5%, pis(x) = x° }

la base canonique de E et

F{m=(o o) E= (o o) m=(V 0)m=(0 V) }

la base canonique de F. Ecrire M(f,&, F) la matrice de f relativement aux bases £ de E et F de F.
3. Déterminer une base de ker(f) et une base de im(f).
4. f est bijective 7 Justifier.
5. Soit

B={qo(x) =1—=xqi1(x) = x —x% ga(x) = x*

3 3 3

—x%, q3(x) =x° = 1,qa(x) = x° }
une famille de E. Montrer qu'elle n'est pas libre et en extraire une base qu'on notera B.

6. Ecrire la matrice de passage Pg_,p.

7. Notons C;11(x) = f(p;) pour i = 0,1, 2, 3. Sans faire de calculs, expliquer pourquot la famille C = { C;,Co,C3,Cy }
est une base de F.

8. Ecrire la matrice de passage Pc_,r.

9. Calculer la matrice de f relativement aux bases B de E et C de F et vérifier que M(f, B,C) = P¢_,p.

SoLUTION.
1.
a(x) = ag + ay1x + axx® + azx® a(0) = ao,
a'(x) = ay + 2a9x + 3a3x? a'(1) = ay + 20z + 3as
a”(x) = 2az + 6asx a’(2) = 2ay + 12a3,
a”(x) = 6as a”(3) = 6as,
donc
2 3\ ao 209 4+ 12a3
flag+ ai1x + asx” + azx’) = a1+ 205 + 3as 60
2.
f(po) = (58) =F1, 100 0
f(p) = (20) =T, o e
(p1) = (§ U) i ' s M(f,E, F) = 0 Q Z 1‘2
f(p2) = (32) = 2F, + 2Fs, 012 3
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3. On commence par étudier le noyau de f :

= . — 2 3 ao 209 +12a3\ [0 O
ker(f)={peE|f(p)=02}= { ag + a1x + asx® + asx® € E ' (01 24 + 303 603 =10 o

={ao+ax+tax*+ax’ €E|ap=a1=a=0a3=0}={0g}.

Par conséquent dim(ker(f)) = 0.
Comme dim(im(f)) = dim(E) — dim(ker(f)) = 4 = dim(F), alors im(f) = F : toute base de F est aussi une
base de im(f), on peut alors prendre la famille F.

4. On remarque que det(M(f, &, F)) = det ( 135 3 ) = —12, donc rg(M(f, &, F)) = dim(E) = dim(F) : f est alors
bijective.

5. B n'est pas libre car g3 = —qo — g1 — g2. On en extrait par exemple la famille B = { go, g1, g2, g4 } qui est une
base de R3[x] car
5.1. q; € R3[x] pour tout i =0,1,2,4,
5.2. card(B) = dim(R3[x]),
5.3. B est libre car la combinaison linéaire aqo(x)+bq1(x)+cqa(x) +dqa(x) = (3 9) a comme unique solution

a=b=c=d=0.

6.
qo(x) = po(x) — p1(x) 1 0 0 0
x) = p1(x Do (x -1 1 0 0
N =p1x)=p2(x)  _ p R
g2(x) = p2(x) — p3(x)
qa(x) = ps(x) vou o
7. On a
(Cl = f(po) = Fl
szf(pl):F;;
Cs = f(p2) = 2F2 + 2F3
(C4 = f(p3) 12 F2+3F3—|—6F4

Etant C l'image d'une base de E, elle est une famille génératrice de im(f). Comme la cardinalité de la famille C
est égale a la dimension de im(f), elle constitue une base de im(f). Etant donné que im(f) = F alors la famille
C est une base de F.

8.
G =1, F1 =Gy, 1 0 0 0
Cy =T3, Fy = —Cy + 1C5, _
2 3 . 2 2+ 503 — Py = 0 1 0 3/2
C3:2F2+2F3, F?):(C?), O 1/2 1 —1
C4 = 12F5 + 3F3 + GF4, F, =2Cy — %Cs + é@h 0 0 0 1/6

9. On peut faire le calcul direct

f(qo) = f(po—p1) = -Gy 1 0 0 0
f(g1) = f(p1 — p2) = (Cz C M(rBe |t L 00
f(C/Q) f(/.’)g — [35) CQ 4 0 -1 1 0
f(qs) = f(ps) = Cy o 0 -11

ou utiliser la relation M(f, B,C) = PezM(f, &, F)Pe_p :
Pe_zM(f, &, F)Peg = (Pr_c) *M(f, &, F)Pep = (M(f,E, F))'M(f,E, F)Pe s = Pe_5

car

Peor = (]P)}'HC)_I - (M(f'g'}—))_l

Exercice 4.19
| Soit f lapplication de R3[t] définie par
f: Rg}[t] — Rn[t]
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p(t) = 2p"(t) — (t + 1)p'(t) — 3p(t)

1. Montrer que f est un endomorphisme de R][t].

2. Calculer le rang de f.

3. Donner une base du noyau de f.

4. Soit a(t) le polynéme de ker(f) tel que le coefficient du terme de degré maximale est égale a 1. Montrer que
la famille B = { f(t), f(t?), f(t*), a(t) } est une base de Rs]t].

5. Calculer M(f, B,C) la matrice de f quand on muni l'espace vectoriel R3[t] de la base B au départ et de la base
canonique a l'arrivée.

SoLUTION.
1. Pouvons que f est bien un endomorphisme de Rs[t], i.e. que f est une application linéaire de R3[t] dans Rs[t].

90

> Prouvons d'abord que f(p) € R3[t] pour tout p € R3[t]. Sans faire de calculs, il suffit de remarquer que

deg(f(p)(t)) < max { deg(t*p"(t)), deg((t — 1)p'(t)), deg(3p(t)) } = deg(p(t)) < 3.

Sinon, on peut calculer explicitement l'image de p € Rs[t] par f : si p € Rs]t], il existe ag, a1, gz, a3 € R
tels que p(t) = ag + ait + azt? + ast® et on obtient

f(p(t)) = t2p"(t) — (t + 1)p'(t) — 3p(t)
= t?(2a5 + 6ast) — (t + 1)(ay + 2ast + 3ast?) — 3(ag + art + azt? + ast?)

= (=300 — a1) + (—4ay — 2a2)t + (—3a2 — 3(13)t2 € Rst].

> Prouvons maintenant que f est un application linéaire. En effet, soit p et g deux polyndmes de R3[t] et A et
o deux réels.

f(Ap(t) + uq(t)) = t2(Ap(t) + uq(t))” = (t + 1)(Ap(t) + pq(t))’ = 3(Ap(t) + pq(t))
= Ap"(t) + pt*q"(t) = At + 1)p'(t) — p(t +1)q'(t) — A3p(t) — 3q(t)
— A(Ep(6) = (£+ 1)p'(e) = 3p(6)) + 1 (£q"(0) — (¢ + 1) (£) — 3q(t)) = Af(p) + pf(q).

. Pour calculer le rang de f on peut utiliser une matrice représentative de f. Pour cela, considérons la base

canonique de Rs[t], C = { co(t) = 1,¢1(t) = t, ca(t) = t2,¢c3(t) = t3 }, et calculons l'image de chaque vecteur
de cette base

f(eo(t)) = tocg(t) — (t + 1)y (t) — 3eo(t) = =3 = —3eo (1),

flci(t)) = t2c](t) — (t + 1)cj(t) — 3ci(t) = —(t + 1) — 3t = —co(t) — 4y (1),

flca(t)) = t2ch(t) — (t + 1)ch(t) — 3ea(t) = 2% — (t + 1)2t — 3t? = —2¢1(t) — 3co(t),
f(cs(t)) = t2ch(t) — (t 4+ 1)cs(t) — 3ez(t) = t2(6t) — (t + 1)(3t?) — 3t> = —3ca(t),

donc par définition la matrice de f dans la base canonique C de R3[t] est

-3 -1 0 0
0 -4 -2 0
0 0 -3 =3
0 0 0 0

M(f,C) =

Clairement det(M(f,C)) = 0 et det ( %3 :0411 :0:2)) ) = 36 donc rg(f) = rg(M(f,C)) = 3.

. Comme dim(im(f)) = rg(f) = 3, d'aprés le théoréme du rang alors dim(ker(f)) = dim(E) — dim(im(f)) = 1 :

toute base du noyau ne contient qu'un vecteur (non nul).

-3-10 0 ao 0 do K
q(t) = ap+ art + ast? + ast € ker(f) (8‘0423_03)(3;):(8) = (Eﬁ;):(_&“),KER
000 0 as

dotrker(f) = { k — 3kt + 6kt* — 6kt® | k € R } = Vect { 1 — 3t + 6t — 6t° } et la famille { 1 — 3t + 6¢% — 6¢° }
est une base de ker(f).
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4. a(t) est alors le polynéme a(t) = —¢ + 1t — t2 4 t3 et la famille B l'ensemble

B={f(t)f(t a(t) }
= {f(c ( )), ). f(es(1)), a(t) }
1

— { —C()(t) - 4C1(t), —2C1(t) - 3C2(t), —3C2(t), —é =+ icl(t) — CQ(t) + Cg(t) }

2f3

fea(t)
qui a cardinalité 4. La dimension de l'espace vectoriel engendré par B est égal au rang de B. Comme

-1 0 0 -1/6

-1 0 0
det _04 :3 _03 1_/? =det| -4 -2 0 |=-6
0 -3 -3

0 0 0 1

alors dim(Vect(B)) = 4. On conclut alors que B est une base de Rg][t].

5. Pour calculer M(f, 3,C) il faut calculer les coordonnées dans la base canonique C de l'image de chaque vecteur
de B par f (on ne change pas de base dans lUespace d’arrivée) :

-3 -1 0 o0\ /-1 0 0 -—1/6 7 2 0 0
B o -4 —2 o|[-4 =2 0o 12| (16 14 6 0
M(f,B,C) =LiM(f.CPeop = | ( ( _3 _3 0 -3 -3 —1 | (o 9 90
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
Exercice 4.20
Pour ¢ € R, soit
10 0 1
¢ ¢ 0 4
A=1lg 0 ¢ 3
00 0 2

la matrice représentative d’'une application linéaire f: E — F par rapport aux bases € de E et F de F.
@ Calculer rg(A) en fonction de 2.
@ Calculer les dimensions de ker(f) et im(f) en fonction de 2.

® Pour ¢ = 0 expliciter une base de ker(f) et im(f). Peut-on conclure que R?* = ker(f) @ im(f)?

SOLUTION.

0

01
@ Si¢=0alors A= ( 8;‘) etrg(A)=2.Si?#()alorsdet(A)deet(égé):2927&0etrg(A):4.
2
)

[=lelelg
ooo0o

0
@ dim(im(f)) = rg(A) et dim(ker(f)) = 4 — dim(im(f)). St £ = 0 alors dim(im(f)) = 2 et dim(ker(f)) =2.Si ¢ # 0
alors dim(im(f)) = 4 et dim(ker(f)) = 0.

® Pour ¢ =0, )
> im(f Vect{ ( i ) } l'espace vectoriel engendré par les deux éléments de F qui ont coordonnées
(1,0,0,0) 403 2) clans la base F.
> ker(f) = Vect ( ! ) ) , lespace vectoriel engendré par les deux éléments de E qui ont coordonnées

(0,1,0,0) et (0,0, 1 0) clans la base €.
On se |appelle que si H1 et Hy sont deux espaces vectoriels de H, la somme de H; et Hy est directe si et
seulement si

H = H; + Hy
{Hl NHy={0y}
De plus, dim(H; + Hz) = dim(H;) 4+ dim(Hz) — dim(H; N Ha).
Comme dim(im(f)) 4+ dim(ker(f)) = 4, dim(im(f) N ker(f)) = 0 donc im(f) Nker(f) = { Ogs }. Il suffit alors de

( =
1 0
montrer que la famille { (8) (%) ( ) , (?) } est libre pour conclure que R* = ker(f) @ im(f). Comme
1100 ! ’ v
det [ 94349 =2 alors R* = ker(f) @ im(f).
0200
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Exercice 4.21
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et F un espace vectoriel de dimension 2.
@ Calculer dim(L(E, F)).

@ Soit€ ={e, ez, e3}unebasedeetF = {cy,ca }unebasede F.Soit G={fe L(E,F)|f(er) =1f(ez) f(e3)
le sous-espace vectoriel de L(E, F). Calculer dim(G).

SOLUTION.

@ Fixons deux bases € ={ej,ez,e5} de et F={c1,ca} de F. Tout élément f de L(E, F) est tel que

f(el) = dad11C1 —+ a12Co,
f(eg) = 021C1 + U22Co,
f(eg) = d31Cq + (32Co.
Alors, a tout élément f de L(E, F) on peut associer une et une seule matrice M(f, &, F) € M3 3(R) et viceversa

autrement dit, Les espaces vectoriets ) e 23 sont tsomorpnes). alr consequent dim , =
t t dit, les es| toriels £(E, F) et Ma3(R) sont i phes). P squent dim(L(E, F

diHl(M 2,3 (R)) = 6.

@ Tout élément g de G est tel que

g(e1) = aiic1 + aiacs,
g(es) = aj1cy + aiaco,

g(es) =0.

Alors, a tout élément g de G on peut associer une et une seule matrice

_[dn aq1 0
M(g'g'j:) o (012 a2 0)

11
et viceversa. Autrement dit, les espaces vectoriels G et Vect { (0 0 8) , ((1] (1) 8) } sont isomorphes. Par

conséquent dim(G) = 2.

Exercice 4.22
Soit f un endomorphisme de R? nilpotent d'ordre 3, c'est-a-dire tel que 3 = 0 mais 2 # 0.
@ Montrer qu'il existe x € R? tel que la famille B = { x, f(x), f2(x) } est une base de R3.

@ Calculer M(f, B) la matrice de f relativement a cette base. En déduire une base de im(f) et une base de ker(f).
® Montrer que ker(f?) = im(f) et que im(f?) = ker(f).

SOLUTION.

@ Soit x € R*\ { Ogs }. La famille B = { by = x, by = f(x), bz = f2(x) } C R?® a cardinalité 3. Pour prouver qu'elle
est une base de R? il suffit de prouver qu'elle est libre, i.e. que 'équation ab; + by + ybs = Ogs admet l'unique
solution o = B =y = 0. Pour cela observons que

Ors = ax + Bf(x) + yf%(x) Ors = ax + Bf(x) + yf%(x)
Ogrs = f(ax + Bf(x) + yf%(x)) = 1 Ops = af(x) + BF?(x) = a=p=y=0
Ops = 2(ax + Bf(x) + yf2(x)) Ogrs = af?(x)
@ On a
f(by) = f(x) = Oby + 1bg + Obg 0 0 0
f(by) = f2(x) = 0by +0by +1by = M(f,B)=|1 0 0
f(by) = () = Oz 010

Par conséquent
> ker(f) = Vect { f3(x) } et la famille { f3(x) } est une base de ker(f).
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. 0 0 ) 0 0 .
> im(f) = Vect{ ((1)) , (?) } et la famille { ((1)) , (?) } est une hase de im(f) car les deux vecteurs ne sont
pas colinéaires.

® On a

Par conséquent

> ker(f?) = Vect { by, by } = Vect { f(x), f2(x) } = Vect { ( 2 ) , ( EE ) } = im(f)
> im(f?) = Vect{ (EE) } = Vect { 2(x) } = ker(f).

Exercice 4.23

Soit £ un espace vectoriel de dimension 4 et f un endomorphisme de E. Montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes :

@ ker(f) =im(f),
@ fof=0etdim(im(f)) =2.

SoLuTION.

> Prouvons que @ = @ : si ker(f) = im(f), d'aprés le théoréme du rang on a 4 = dim(E) = dim(ker(f)) +
dim(im(f)) = 2dim(ker(f)) d'oti dim(ker(f)) = dim(im(f)) = 2.
Soit C = { ¢1, ¢z } une base de im(f) alors il existe by, by € E linéairement indépendantes tels que f(by) = ¢; et
f(bg) = co. Comme ker(f) = im(f), alors C est aussi une base de ker(f) et donc f(c;) = f(cz) = Og. Autrement dit
f2(by) = f?(b2) = Oc. Comme la famille { by, bg, c1,ca } C E est libre et a cardinalité 4, elle est une base de E et
f2(by) = f?(by) = 2(c1) = f%(cy) = Of, alors fo f = 0.

> Prouvons que @ = @ : si dim(im(f)) = 2, d'aprés le théoréme du rang on a 4 = dim(E) = dim(ker(f)) +
dim(im(f)) = dim(ker(f)) + 2 d'ot dim(ker(f)) = dim(im(f)) = 2. Soit £ = { e1, e2,e3,e4 } une base de E telle
que {f(e1),f(e2) } est une base de im(f). Comme fof = 0 alors {f(ey),f(e2) } est une base de ker(f) donc
ker(f) = im(f).
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