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APPLICATIONS LINEAIRES

Rappels de cours

1 Application linéaire
Soient E et F deux espaces vectoriels réels, et soit f une application de E dans F.
On dit que f est une application linéaire si :

V(x;y) EEXE, YAER, f(Ax+y)=Af(x)+ f(p)

2 Noyau
Soit f une application linaire de E dans F.
Le noyau de f est 'ensemble :

ker(f) = {x € E| f(x) = 0}

3 Ensemble image
Soit f une application linaire de E dans F.
L'ensemble image de f est ’ensemble :

Im(f)={f(x) [ x € E}

4 Théoreme du rang
Soit f une application linaire de E dans F.
Alors,
dim(ker(f))+ dim(Im(f)) = dim(E)
5 Application injective, surjective, bijective
Soit f une application linaire de E dans F.
On dit que f est injective si :

V(x;v) e EXE, f(x)=f(y) & x=v ou f injective < ker(f) ={0g}

On dit que f est surjective si tout élément de F admet au moins un antécédent dans E.
On dit que f est bijective si elle est injective et surjective.

6 Applications linéaires particulieres
Une application linéaire de E dans E est appelée un endomorphisme.
Une application linéaire bijective est appelée un isomorphisme.
Une application linéaire bijective de E dans E est appelée un automorphisme.
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Exercices

% Exercice 1
Soit f I’application de R3 dans R? définie par :

f(xy;2)=(x+y-2zx-7)

1 Montrer que f est linéaire.
2 Montrer que ker(f) = {(x;x;2x), x € R}.
3 En déduire dim(ker(f)), dim(Im(f)) puis Im(f).

% Exercice 2
Soit f I’application de R? dans R? définie par :
f(xp) = (x+2y;3x - )

1 Montrer que f est un automorphisme.
2 Déterminer ker(f).
3 En déduire Im(f).

% Exercice 3
Soit f l'application définie par :

Ro[X] — Ry[X]
P(X) — P(X)+(1-X)P"(X)
ou R,[X] désigne I’ensemble des polynomes de degré 2.
Montrer que f est linéaire.
Montrer que ker(f) = {0}. En déduire dim(ker(f)).
Calculer f(1), f(X) et f(X?).

Déduire des deux dernieres questions une base de Im(f).

ga = W NN o=

% Exercice 4

Pour les applications suivantes, déterminer ker(f) et Im(f).
1 f:R2>R? f(xy)=(2x+9;x—79)
2 [R>S R f(xy;2)=(2x+y+2,9—2x+7)
3 f:R2-RY, f(xy)=(v;0,x - 7y;x+ 1)

Montrer que f est bijective et trouver sa bijections réciproque.
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% Exercice 5
Soit f I'application de R? dans R définie par :
fxy)=xy
f est-elle linéaire ?
% Exercice 6
Soit f l'application de R® dans R définie par :
f(xy;2)=x+2y-3z
f est-elle linéaire ? injective ? surjective ? bijective ?
% Exercice 7

Soit f l'application de R, [X] dans R, [X] définie par :

Montrer que f est linéaire et déterminer ker(f).
% Exercice 8
Soit f l'application de R® dans R? définie par :

f(xy;2)=(x+y+zx—y—2)

Montrer que f est linéaire. Déterminer ker(f), puis dim(ker(f)).
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CORRECTION

% Exercice 1

1 Soit A € R et soient u(x;y;z) et v(x’;y’;2’) deux éléments de R3.
Alors,
A+ v(Ax+ x5y +y5 Az +2)

et
fAu+v)=(Ax+x"+ Ay +vy - Az— 25 Ax+x" - Ay —9)
=(Mx+y—2)+x"+9 =25 A (x—p)+x" - )
AMx+y-—zx-p)+(x' +y" —25x" -)
=Af(u)+f(v)
f est donc linéaire.

2 kerf ={ueR3f(u)=0}.
Posons u(x;y;z) € ker f. Alors,

—72=0
f<u>=0<:>{"“’ :
xX-v =0
= =y
2x =2

s u(xx2x) , xeR

Ainsi, ker f = {u € R3|u(x;x;2x), x € R}.

1
3 On peut noter ker f = <[1]> donc dimker f =1.
2
D’aprés le théoréme du rang, dimR3 = dimker f + dimIm(f), soit 3 = 1 +dimIm(f).
Par conséquent, dim(Im(f)) = 2 et Im(f) = R

% Exercice 2

1 Soit A € R et soient u (x;y) et v (x’;p’) deux vecteurs de R2.
Alors,
Au+v(Ax+x"; y+79)

et
fAu+v)=(Ax+x"+ 21y +2y";3Ax+ 3x" - Ay —v’)
= A(x+2y;3x—y)+ (x +2y";3x" -9
= Af(u)+ f(v).

Dong, f est linéaire.
Posons v (x”;y’) € Im(f).
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X' =x+2y

, . Apres calculs, on
V' =3x-9

Alors, il existe un vecteur u(x;y) tel que v = f(u), soit {

_1.,,2.7
X = 7X + 7})
_3 1.
y=35x'-3y
I1 existe donc un unique antécédent a tout v de Im(f). f est donc bijective.

f est donc un automorphisme.

2 ker f ={u e R?f(u)=0}.

arrive a : {

) x+2y=0
Soit u (x;y) € ker f. Alors, ,s0itx =y =0.
3x— =0
Ainsi, ker f ={(0;0)}.

3 f est bijective donc Im(f) = R?.

% Exercice 3

1 Soit A € R et soient P et Q deux polynomes de R,[X].

fAP+Q) = (AP +Q)(X) + (1 - X)(AP"+ Q')(X)
= AP(X) + (A1 - X)P'(X) + Q(X) + (1 - X)Q'(X)
= Af(P)+ f(Q).
Donc f est linéaire.

2 Soit Pekerf, P(X) = aX?+bX +c. Alors,

f(P)=0eaX?’+bX+c+2a(1-X)=0 VYXeR
&aX?+(b-2a)X+2a+c=0 VYXeR

a =0
<{d2a-b =0
b+c=0
©a=b=c=0
= u(X)=0

Ainsi, ker f = {0} et dimker f = 0.
3 f(1)=1-(1-X)x0=1,f(X)=X+(1-X)x0=Xet f(X?)=X>+(1-X)x2=X2-2X+2.

4 D’apres le théoréme du rang, dimIm(f) = 3 (car dimR,[X] = 3).
Ainsi, Im(f) = R,[X].

5 % ={1;X;X?} est une base de R,[X].
De plus, d’apres la question précédente, on a :

1 0 01 f(1)
[0 1 ol X|[=] f(X)
2 =2 1)\x?) \f(x?
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1 0 O
En notant A =

2 =21

0 1 0],onaA1

1 00
0 10
-2 21

. A est inversible donc f est bijective.

* Si P eR,[X], avec P(X) = aX?+bX +c, alors f(P)(X) = aX?+(b—-2a)X +2a+c.
¢ Si Qe R,y[X],avec Q(X) = aX?+pX+y,alors Q(X) = a(X?-2X+2)+(f+2a)X+y-2a
donc fHQ)(X) = aX?+(B-2a)X +y - 2a.

% Exercice 4

2x+y=0

1 ; k
u(x;y)e erf<:>{ =y =0

2x+y+z=0
2 u(x;y;z)ekerf o y-2z=0&
x+y =0

y=0

& x=y=0=kerf ={0}.

X =-y -1
{ @u(—y;y;y):kerf:< 1 >
Y=z 1

3 u(x;y)ekerf ©{x =7y @ x=y=0=kerf ={0}.

X ==y
% Exercice 5

(Au+v) = (Ax+x) Ay +v") = A2xp + A(xy’ + vx’) + x'v" = Axy + x'y’.
y+y Y y+y ¥y y+xy

Dong, f n’est pas linéaire.

% Exercice 6

f est linéaire.

ker f # {0} donc f n’est pas injective.

Posons k € R. Existe-t-il un u(x;y;z) tel que f(u) =k ? Oui; par exemple u(k;0;0). Donc f

est surjective.
Donc f n’est pas bijective.

% Exercice 7

fAP+Q) = AP+ Q"= Af(P)+ f(Q).

Donc f est linéaire.

Pekerf &P’ =0 P(X)=k keR.

Donc ker f =R.

% Exercice 8

f linéaire : évident.

0
kerf<[ 1
-1

>. Donc dimker f =1.
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