Exercices : Equations Différentielles

EDL1 a coefficients constants

Exercice 1 1°) Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

a)y' — 5y =0, b)y' +8y =0, ¢c) 2y’ = —5y.
2°) Déterminer la solution des équations différentielles suivantes sur R, qui satisfont la condition initiale donnée :
y — 7y =0 y = —6y 3y +5y =0
a) ¢ et , b) < et , c) < et
y(1) =2 y(-1) =2 y(0)=-3

EDL1 a coefficients quelconques

Exercice 2 On considére l’équation différentielle (E) : xy’ —2y = 0, ot y est une fonction dérivable de la variable x,
que l'on suppose définie sur ]0;+o0o[. On cherche & résoudre (E) sur cet intervalle.

1°) Montrer que pour tout x €)0; +oc[, on a e2"* = 22,

2°) Donner la forme générale des solutions de l’équation (E) sur ]0;+o0].

3°) Déterminer la solution y de (E) qui vérifie y(1) = 1.

Exercice 3 On considére l’équation (E) : xy’ + (x — 2)y = 0, o y est une fonction dérivable de la variable x, que
lon suppose définie sur |0;4o00[. On cherche a résoudre (E) sur cet intervalle.
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1°) Montrer que pour tout x €]0;+o0, on a =1— —, et en déduire une primitive de la fonction f définie sur
T

T —2

0; +oo par f(z) =
2°) Montrer que pour tout x €]0;+00[, on a e~ *T2I0% = g2¢-T,

3°) Donner la forme générale des solutions de l’équation (E) sur |0; +o00].
4°) Déterminer la solution y de (E) qui vérifie y(1) = 1.

Exercice 4 On considére I’équation différentielle (E) : y' —y = 22 —x — 1, ot y est une fonction dérivable de la

variable x, que l’on suppose définie sur R. On cherche a résoudre (E) sur cet intervalle.
a) Donner la forme générale des solutions de I’équation homogéne associée 4 (E).

b) Vérifier que la fonction g définie sur R par g(x) = —x? — x est une solution de (E).
¢) Déterminer l’ensemble des solutions de (E) sur R.

d) Déterminer la solution y de (E) qui vérifie y(0) = 1.

Exercice 5 On considére I’équation différentielle (E) : y' +xy = x%e™%, ot y est une fonction dérivable de la variable
x, que l'on suppose définie sur R. On cherche a résoudre (E) sur cet intervalle.

a) Résoudre ’équation différentielle (Eyp) : y' + xzy = 0.

b) Déterminer deux réels a et b tels que la fonction h définie sur R par h(z) = (ax + b)e™* soit une solution de (E)
sur R.

¢) Déterminer l’ensemble des solutions de (E) sur R.

d) Déterminer la solution y de (E) qui vérifie y(0) = 2.

Meéthodes de recherche d’une solution particuliéres d’une EDL1 a coefficients quelconques

Exercice 6 ("Méthode de variation de la constante")

On considére léquation différentielle (E) :y' +y = ol y est une fonction dérivable de la variable x, que [’on

1
1+ev’
suppose définie sur R. On cherche o résoudre (E) sur cet intervalle.

a) Résoudre I’équation différentielle (Ep) :y' +y = 0.

b) Déterminer une fonction k définie et dérivable sur R, telle que la fonction h définie sur R par h(z) = k(z)e™® soit
une solution de (E) sur R.

¢) Déterminer l’ensemble des solutions de (E) sur R.

d) Déterminer la solution y de (E) qui vérifie y(0) =1+ 1In 2.



Exercice 7 ("Méthode de variation de la constante")

1
On considére Uéquation différentielle (E) : (x+2)y' +y = ——, ot y est une fonction dérivable de la variable z, que
T

+1’
lon suppose définie sur |1;4o00[. On cherche a résoudre (E) sur cet intervalle.
a) Résoudre l’équation différentielle (Ey) : (x4 2)y' +y = 0.
k(x)
x +

soit

b) Déterminer une fonction k définie et dérivable sur R, telle que la fonction g définie sur R par g(x) =

[\)

une solution de (E) sur |1;4o0].
¢) Déterminer Uensemble des solutions de (E) sur |1;+00].
d) Déterminer la solution f de (E) qui vérifie f(0) = 0.

Exercice 8 On considére léquation différentielle (E) : x%y —y = 2 — 5, ot y est une fonction dérivable de la va-

riable x, que l’on suppose définie sur ]0;+oo[. On cherche a résoudre (E) sur cet intervalle.

a) Résoudre 'équation différentielle (Ey) : 2%y —y = 0.

b) Déterminer une fonction polynéme du second degré qui soit une solution de (E) sur |0;4o00].
¢) Déterminer l’ensemble des solutions de (E) sur ]0;+o0].

d) Déterminer la solution y de (E) qui vérifie y(1) = 0.

EDL2 a coefficients constants

Exercice 9 Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
a) y" +3y +2y=0, b)y" —4y' +4y =0, ¢)y" =4y -3y, d)y" +2y = —2y.

Exercice 10 On considére I'équation différentielle (E) : y" +2y'+y = 4e™*, ot y est une fonction deux fois dérivable
de la variable x, que l’on suppose définie sur R. On cherche a résoudre (E) sur cet intervalle.

a) Résoudre Uéquation différentielle (Ey) : y" + 2y +y = 0.

b) Montrer que la fonction g définie sur R par g(z) = 2x%e~ est une solution particuliére de (E).

¢) Déterminer 'ensemble des solutions de (E) sur R.

d) Déterminer la solution y de (E) qui vérifie y(0) =4 et y/'(0) = 1.

Exercice 11 On considére I’équation différentielle (E) : y" — 3y’ + 2y = 822 — 24x, ot y est une fonction deux fois
dérivable de la variable x, que 'on suppose définie sur R. On cherche a résoudre (E) sur cet intervalle.

a) Résoudre l’équation différentielle (Ey) :y" — 3y’ + 2y = 0.

b) Déterminer trois réels a, b et c tels que la fonction h définie sur R par h(x) = az? + bz + ¢ soit une solution de (E)
sur R.

¢) Déterminer ’ensemble des solutions de (E) sur R.

d) Déterminer la solution y de (E) qui vérifie y(0) =0 et 3/'(0) = 0.

Exercice 12 On considére I’équation différentielle (E) : y” 4+ 9y = 2 cos(wx), ot y est une fonction deux fois dérivable
de la variable z, que l’on suppose définie sur R, et ou w > 0. On cherche a résoudre (E) sur cet intervalle.

a) Résoudre I’équation différentielle (Ey) : y" + 9y = 0.

b) Dans le cas ot w # 3, déterminer l’ensemble des solutions de (E) sur R, en cherchant une solution particuliére
définie sur R de la forme y,(z) = Acos(wz), et ou A sera exprimé en fonction de w.

b) Dans le cas ot w = 3, déterminer l’ensemble des solutions de (E) sur R, en cherchant une solution particuliére
définie sur R de la forme ya(x) = (B cos(3x) + C'sin(3z)), et ou B et C sont deux réels a déterminer.



