Exercice 1 On considére la fonction f définie sur R par :

flx)=—x+2+x% %

On note € la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O; 7 7)
1. Calculer lim f(x), puis lirp f(x).
X——00 X—+00
Etudier les branches infinies de € (on donnera I’équation de I’asymptote oblique ).

2. On consideére la fonction u définie sur R par :

u(x)=2x(1-x)e -1

(a) Calculer lim u(x), puis lirP u(x).
X—>—00 X—+00
On admettra pour cette derniére limite que tlim t"e! = 0 pour n > 0.
(b) Calculer u’(x).
(c) Etudier son signe puis donner le sens de variation de u sur R.

Calculer u (1 - g) puis en déduire le signe de u(x) sur R.

3. Calculer f’(x) puis montrer que f est strictement décroissante sur R.
4. Montrer que 6 admet deux points d’inflexion, dont on précisera les abscisses.
5. Montrer que & est tangente a € au point d’abscisse 0.

6. Tracer % sur 'intervalle [-1;6].
On prendra pour unité graphique en abscisses 2cm et en unité graphique en ordonnées 1 cm.

Exercice 2. On considére la fonction f définie sur R, par:
f(x)=e"+3yx-2
1. Calculer f(0), puis Xlil}lmf(x).
2. Calculer f’(x), puis en déduire les variations de f sur R,.

On considere la fonction g définie sur R, par:

et la suite (u,),y définie par :

upg=1
{ Upi1 =g (uy), VneN*
3. Montrer que résoudre 1’équation f(x) = 0 équivaut a résoudre 1’équation g(x) = x.
On note a cette solution. Montrer que a € [0;1].
4. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, € [0;1].
5. Calculer g’(x) puis montrer que pour tout réel x dans [0;1], |¢"(x)| < %.

6. Montrer, a l'aide de l'inégalité des accroissements finis, I'inégalité suivante :
1
VneN, |u,q-al< Z|un -al

7. En déduire alors : 1\
¥neN, |u,—al< (Z)

8. Montrer alors que (1), cOnverge vers a.

9. Donner le plus petit entier naturel 1 tel que u,, soit une valeur approchée a 1073 pres de a.
Donner cette valeur approchée.
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Exercice 3. Un joueur participe a un jeu se jouant en plusieurs parties. Ses observations lui permettent d’affirmer
que :

- s’il gagne deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité % ;
— §’il perd une partie et gagne la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité

~e

[SIESTES
..

- s’il gagne une partie et perd la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité
- s’ perd deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité %

Pour tout entier naturel n non nul, on note :
A, : «le joueur gagne la n¢ partie »

De plus, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose :

E,=A,aNAy 5 Fy=AaNA, 5 Gu=A,NA, 5 Hy=A,1NA,
1. On admet que (E,;F,;; G,;; H,,) est un systéme complet d’événements.
(a) Montrer que pour tout entier naturel #n non nul :

P(Eysi) = 2P(E)+ SP(F,)

(b) Exprimer de la méme fagon les probabilités P(F,,1), P(G,41) et P(H,;1). On ne demande aucune justifi-
cation.

(c) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose :

P(E,)
_| P(Ey)
Un=1p(G,)
P(H,)
2 1
2 L oo
7 e e h 0 O l l
Vérifier que U, .1 =AU,,oUA=|] (2) 8
3 2
00 1 2
2. On pose :
1 1 3 3 -1 -3 3 1 -3 0 00
-2 -1 -1 2 2 -3 -3 2 0o L o0 o0
3 _ . - 6
P=lo o0 2 7 Q%2 1 a0 2f 0 PRlo 61
-1 1 -3 3 1 1 1 1 0 0 0 1

(a) Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner son inverse.
(b) Montrer que A =PDP~!.
(c) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PD"P~1.
(d) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, U,, = A" 2U,.
(e) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, donner la premiére colonne de A", puis en déduire
P(En)! P(FH)’ P(Gi’l) et P(Hn)'
(f) Calculer alors nlierP(E”)’ '11i111mP(Fn), nl—i}PooP(Gn) et nLiTooP(H”)'
3. Pour tout entier naturel k non nul, on note Xj la variable aléatoire qui vaut 1 si le joueur gagne la k¢ partie
et qui vaut 0 sinon (X; et X, sont donc deux variables certaines).
(a) Pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2, exprimer Ay en fonction de Ej et F.
(b) En déduire, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2, la loi de X.
4. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on note S,, la variable aléatoire égale au nombre de parties
gagnées par le joueur lors des n premieres parties.
(a) Calculer P(S, = 2) en distinguantlescasn =2, n=3 et n > 4.
(b) Déterminer P(S,, = n).
(c) Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, écrire S,, en fonction des variables X, puis déterminer 'espé-
rance E(S,,) en fonction de n.
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CORRECTION

Exercice 1.

1. On peut écrire : f(x) = x(—l +2 - (—xe™)x e_x). D’ou:

lim 2=0
X—>+00
; xy -
XE)IPM(—xe )=0 \ = x1_1>r_r})of(x) = —00
lim e*=0
X—+00

De plus, on peut écrire f(x) = x? (—% + x% + e_zx). D’ou :

lim _71 =0
X—>—00 2
x1—1>moox_2:O = lim (—%+X%+e‘2"):+oo T )
el x—-—00 =| lim f(x)=+oc0
lim e 2 = +o0 XHfoof(
X——00
lim x2 = 400
X—>—00

On peut alors remarquer que :
lim (f(x)—(—x+2))= 2lim xe ¥ = 0 (d’apres ce qui a été fait auparavant).
x—+00 x2—>+00
Ce qui implique que la droite d’équation y = —x + 2 est une asymptote oblique en +oo.

2. (a) Ona:
lim 2x=-o0

X—>—00
lim (1-x)=+c0 { =] lim u(x)=-c0
X——00 X——00
lim e % = 400

X——00

De plus, on peut écrire : u(x) = —(—2x)e™>* + % ((2x)2e_2") -1.

Or, lim (t”et) =0 pour n>0donc| lim u(x)=-1
t——0c0 X—+00

(b) On peut écrire : u(x) = (2x — 2x?)e™2*. Donc :
w'(x) = (2—-4x)e >+ (2x—2x%)(—2e7%)

[2—4x—2(2x - 2x?)]e ¥

(2 —4x — 4x + 4x%)e ¥

(4x% - 8x +2)e™2*

(c) e %> 0 donc u’(x) est du signe de P(x) = 4x% — 8x + 2).

Le discriminant de P est :
A=(-8)2—4x4x2=64-32=32.
Ainsi, P admet deux racines :

N _8—\/32_8—4\/5_1 V2
=78 T 8 T2
8+V32 8+4V2 V2
X2 = = =1+—
8 8 2
D’ou le tableau suivant :
X —00 X1 X7 +00
u’(x) + 0 - 0 +
u(xq) -1
u(x) oo — -

u(l—@):Zx%Tﬁx[l—(l+g)]e_“¥—l

R Rk
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u(l—@):(\ﬁ+l)e_2‘\5—l
u(1-@)z—0,92

On voit alors que u(x) < 0 sur R.
3. f/(x)=—1+2xe ¥ +x2 (—2e’2") =—1+2x(1-x)e 2 = u(x).
On a montré que u(x) < 0 sur R donc f est strictement décroissante sur R.

4. ¢ admet un point d’inflexion lorsque f”(x) s’annule en changeant de signe.
Or, f”(x) = u’(x), et nous avons vu que u’(x) s"annulait en changeant de signe pour x; et x;.

Ainsi, ¢ admet deux points d’inflexion d’abscisses x| =1 — g etx, =1+ \/75

5. L’équation de la tangente a 6 au point d’abscisse 0 est :

y=f'(0)(x~0)+£(0)
y=-x+2

On remarque que c’est I’équation de 'asymptote & a € en +co.

6. Voir courbe page suivante.
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Exercice 2.
1. f(0)=e’+3V0-2=1-2=-1. Donc f(0)=-1.

De plus, nous avons :

lim e¥ =+o0

xotoo =| lim f(x)=+
lim 34/x = +o00 x—>+oof( ) =+oo
X—>+00

_ 3 . . . . .o . .
2. fl(x)=e*+ PN Ainsi, f’(x) > 0 sur R, ce qui signifie que f est strictement croissante sur R,.
3. On a les équivalences suivantes :

f(x)=0ee"+3Vx-2=0

o 3\Vx=2-¢"

S x:%(2—e")

@(\/})2:%(2—&)2
1

ox=-(2-¢%?
x 9( e’)

e x=g(x)

f(l)y=e'+3VI-2=e+1>0.
De plus, nous avons vu a la question 1 que f(0) < 0.
Or, f est strictement décroissante et dérivable sur [0;1] donc, d’apres le théoréme de la valeur intermédiaire,
I’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur [0;1].
Donc «a € [0;1].
4. Montrons par récurrence que u, € [0;1] pour tout entier naturel n.
e Initialisation. uy =1 €[0;1].
e Hérédité. Supposons que, pour un certain rang #, u, € [0;1] (hypothese de récurrence).
Alors, On a les implications suivantes :

u, €[0;1] > e’ <e'n <el

=>1<e<e
=>-e<—e<-1
=2-e<2-e"<2-1
=2-e<2-e"<1
=(2-e’<(2-e")’ <1
1

— 5(2—6)S

=0<g(u,)<1

(2-e'n)* <

O~
o | —

=0<u, ;<1
L’hérédité est alors vérifiée.
Ainsi, pour tout entier naturel n, u, € [0;1].
5. ¢'(x) = % x 2(—e¥)(2—¢e*), dou g’(x) = —%ex(Z —e%).
On a les équivalences suivantes :

0<x<loel<er<el
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6. On sait que u,, € [0;1], pour tout entier naturel n, et que « € [0;1]. De plus, g est dérivable sur ]0;1[, continue
sur [0;1], et sur ]0;1[, [g"(x)] < i.
Ainsi, d’aprés I'inégalité des accroissements finis appliquée sur l'intervalle )u,; a( :

VneN, If (w) - f(@)l< glu-al

Soit : .
VneN, Iun+1—a|SZ|un—a|

car f(u,)=1u,, et f(a) = a, par définitions.
7. Montrons l'inégalité a I'aide d’un raisonnement par récurrence.
e Initialisation. Pour n =0, |ug—a| <1 car uy € [0;1] et @ € [0;1].
e Hérédité. Supposons que pour un certain rang n, |u, — a| (}1) .
D’apres la question précédente, on sait que :

1
|ty —al < Jluy—a
4

Et donc, d’aprés ’hypothese de récurrence :

1 1\"
“M‘“'Szx(z)

Soit :
1 n+1
u —a|< |~
| n+1 | ( 4)
L’hérédité est alors vérifiée. Ainsi, pour tout entier naturel # :

1\"
|un_a| < (Z)

. . 1 n_ 1 X
8. On sait que n1—1>I-Poo(4) =0 car 5 €]0;1].

Ainsi, d’aprés I'inégalité démontrée a la question précédente et le théoreme des gendarmes,

lim |u,-a|=0
n—+oo

Ce qui implique alors :

lim u, =«

n—+oo

9. |u, —al représente la différence entre u,, et a. Ainsi, si |u,, —a| < 0,001, u, représentera une valeur approchée
de a avec une erreur inférieure a 0,001.
Or, on sait que |u, — a| < ﬁ; ainsi, si ﬁ < 0,001, u, sera toujours une valeur approchée de a a 0,001 pres.
On a les équivalences suivantes :

1
— <0,001 4" >1000
4n

< In4">1n1000
< nln4>1In1000
In1000

— =~ 4,98
"= In4

Ainsi, pour 1 = 5, on a une valeur approchée de a & 1073 pres.
11 suffit donc de calculer uy, uy, us, uy et us.
On obtient alors us =~ 0,091.
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