E. Théo. Central-Limite A. Lois d’échantillonage B. Estimation par intervalles

E. Théoréme de la Limite Centrale ou Central-Limite

(T.C.L)

Soit X1, X»,....,X, une suite de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi. Notons p = E(X;) et 02 = V/(X;). Si on pose
S5, =X1+ ...+ X, alors,

w(?—@—ﬁNmﬁ>

en loi. N(0,02) est la loi normale centrée de variance 0.

Autre écriture :
Sn—nu

NGO
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Remarque

e La loi normale apparait comme loi limite quelle que soit la loi
des X; (il faut juste que u et o existent). Ceci montre le
caracteére universel des lois normales et leur importance.

e La loi normale est la loi limite quand n — oco. En pratique,
I'approximation de la loi de la somme par une loi normale est
bonne lorsque n > 30.
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Exercice (E.5)

On lance un dé honnéte 100 fois, de facons indépendante.
Quelle est la probabilité que la somme totale des points obtenus
soit comprise entre 300 et 4007
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solution
Si X; représente le nombre de points obtenus au i-éme lancer, alors

100

S100 = ZX;
=1

est la somme totale des points obtenus aprés 100 lancers. On sait
que E(X;) = 3.5 et V(X;) =35/12. Par le TCL, comme n > 30 on
sait que I'on peut approcher la loi de la variable S, centrée et

réduite par :
S100 — 3.5 x 100

10 x /35,12

~ N(0,1).

300350 _ Sip —350 _ 400 — 350 )
10,/35/12 10\/W 10,/35/12
= P(-2.93 < Z<2093) ot Z~ N(0,1)

— 0.9966

P(300 < Sipo < 400) = P (
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Application

Si Xi ~ B(1,p), on a vu que Y_ X; ~ B(n, p).
Une simple application du TCL, nous dit que I'on peut approcher la
loi binomiale B(n, p) par la loi normale N (np, np(1 — p)).
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Exercice (E.6)
(Style Exercice 8-Feuille 5)

A Lille, des enregistrements climatiques indiquent qu'en moyenne
17 des 31 jours du mois d'Octobre sont pluvieux. On considére les
épisodes de pluie journaliers comme des épreuves indépendantes.
On note N le nombre de jours pluvieux au cours du mois d'Octobre.

1. Quelle est la loi de N7
2. Peut-on utiliser I'approximation de la loi de Poisson ?

3. En utilisant I'approximation normale, quelle est la probabilité
d'avoir entre 15 et 20 jours pluvieux au mois d'Octobre 7
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Théorie de |'estimation

On considére nv. a. Xq,---, X, indépendantes et de méme loi qui
constitue un échantillon.

La théorie de |'estimation cherche & exploiter au mieux
I'information d'un échantillon pour obtenir des estimateurs des
caractéristiques d'une population (moyenne, variance, probabilité
qu’un événement se produise, etc).

On distingue :

e |a théorie de |'estimation ponctuelle qui cherche & déterminer
un estimateur d'une caractéristique de la population.

e |a théorie de |'estimation par intervalle qui & partir d'un
estimateur donné cherche a donner des fourchettes de
variations pour la caractéristique.
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1. Généralités sur |'échantillonage

La statistique descriptive a permis de calculer des caractéristiques
pour décrire I'échantillon comme la moyenne X et la variance s.
(par exemple : X = 3466 g poids des 100 bébés d'une maternité)
Les caractéristiques correspondantes de la population globale sont
I'espérance p et la variance o2. On souhaiterait connaitre ces
caractéristiques théoriques mais comme la population entiére est
inobservable, on doit se contenter des caractéristiques de

['échantillon.
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Exemple du poids moyen des bébés

Remarque

Question : En quoi la valeur de X = 3466 g observée sur
I'échantillon des 100 bébés nous renseigne t'elle sur la valeur de la
caractéristique du poids de toute la population des bébés?

e Un autre échantillon de 100 bébés donnerait sans doute une
valeur différente de 3466 g.



E. Théo. Central-Limite A. Lois d’'échantillonage B. Estimation par intervalles

Lien entre la statistique descriptive et |'estimation : On suppose
que les valeurs xq, - - - , x, du poids des 100 bébés sont les
réalisations de n = 100 v.a. Xy, ---, X, indépendantes et de méme
espérance y inconnue. Ainsi la valeur x = %27:1 x; = 3466 g est
la réalisation pour |'échantillon des 100 bébés de la v.a.

_ 1<
X:ngX,-

Ainsi, un autre échantillon de 100 bébés donnerait une autre valeur

de X.
X est une variable aléatoire dont nous allons préciser la loi de
probabilité.
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2. Loi de X

Comme Xi,---, X, sont indépendantes et de méme loi,

d'espérance p et de variance o2, on a :

E(X) = ( ZX> ZE(X,-)Z%(MJr---Jru):u'
i=1
et
V(X)=V (Zx) 2Zv

Si 02 = 1 avec un échantillon de taille n = 100, la variance de X
vaut 0,01. Les valeurs x prises par la v.a. X vont donc se disperser
autour de o avec une faible dispersion (écart-type égal a

v/0.01 = 0.1)
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2. Loi de X (suite)

Que peut-on dire de la loi de X ?

On a 2 résultats trés importants que nous admettrons :
Théoréme (moyenne de v.a. normales indépendantes)

Siles v.a. Xq,---, X, sont indépendantes et suivent la méme loi
normale N (i, 02) alors pour tout n > 1

_ 2
X~ N, 2-)

Théoréme ("central-limite" T.C.L. )

Siles v.a. Xq,---, X, sont indépendantes et suivent la méme loi
quelconque d’espérance j et de variance o2 alors pour n assez
grand (n > 30)
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Théoréme (T.C.L. pour n v.a. de Bernoulli indépendantes )

Soient Xi,---, X, nv.a. indépendantes de Bernoulli de paramétre p
(d'espérance p et de variance pq alors pour n assez grand (n > 30)

X~ N(p. ")

nbre den SUCCES it

Interprétation : La proportion de succés X =
: Pq

une loi normale NV (p, &2).

On peut formuler ce résultat de la fagon suivante :

Le nombre de succés dans le schéma de Bernoulli

n
ZX,- ~ B(n, p) peut &tre approchée par une loi N'(np, npq)
i=1
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De maniére général, si on a un échantillon Xj,...,X, issus d'une loi
dépendant d'un paramétre 6, alors un estimateur du paramétre 6
est une fonction de Xi,...,X, g(Xi, ..., X;) dont la loi dépend de 6.
On contrdle alors la qualité de |'estimateur en regardant son biais et

sa variance.
e Si E(g(X1,...,Xn)) = 6 on dit que |'estimateur est sans biais.

e La variance V(g(Xi, ..., X,)) permet de contréler la qualité de
I'estimateur : plus elle est petite, plus I'estimateur sera précis.
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Exercice (E.1)

(difficile) Montrer que si Xi,...,X, est un échantillon de variables
aléatoires telles que V/(X1) = o alors

1« —
- ;(X; —X)?

est un estimateur biaisé de o2. Par contre

n

nil Z(Xi _Y)2

i=1

est un estimateur sans biais de 2.
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1. Estimation par intervalle de confiance

Un intervalle de confiance est un intervalle [By; Bs] dont les bornes
sont des fonctions de Xi,...,X,. |l est construit pour contenir avec
une probabilité égale a 1 — « (fixé a I'avance) le paramétre 6 que
I'on cherche a estimer.

En d'autres termes, on cherche [By; Bs] tels que :

PO € [B;Bs])=P(B <0<Bs)=1—a
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Loi normale de variance connue

Supposons Xi, ..., X, un échantillon de loi normale N(p, 0?) et que
I'on veuille construire un intervalle de confiance pour .
D’apreés le cours précédent, on sait que :

ZX,-NN(nxu,nxaz)

i=1

Ce qui signifie, si on note z;_, > la quantité telle que
d(l—a/2)=1—«/2, alors :

% i Xi —
P 71 qp < W Sz ap|= l-—a
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Loi normale de variance connue

En re-organisant, on obtient :

P(X 4 a/z\/></_,L<X—|—Z]_ a/z\/>>:1—a

On est donc siir avec une probablllte del—a que la vraie moyenne
se trouve entre X — z;_ a/2f et X 4+ z_ a/z\f

Pour obtenir une estimation de cet intervalle de confiance, on
remplace les variables aléatoires X; par leur réalisation x;.
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Exercice (E.3)

On a observé la taille de 200 hommes américains adultes. Apres
calcul, on a obtenu une moyenne de 68.8 inches. Si on suppose que
la taille d'un américain suit une loi normale, donnez un intervalle de
confiance a 95% de la vraie moyenne.
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2. Estimation par intervalle de confiance pour |'espérance

On suppose maintenant que |'on dispose d'un échantillon
X1, ...., X de loi quelconque avec E(X;) = p et V(X1) = o2. Par
le théoréme centrale limite, on sait que

X — N(p,0%/n)

On peut donc dire que, si n est suffisamment grand que

P (X— zl—a/2% <p<X+ Zl—a/2g> =l-a
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Le probléme c'est qu'il y a o qui est inconnu dans les bornes ! |
On remplace alors les X; par les réalisations x;, et o2 par un
. . /E 1 . an . 1\ 2
estimateur sans b@ls Lot =y Z./ =1 (X,.— X)*.
On obtient alors I'intervalle de confiance au niveau 1 — « :
o

_ o _
X — Zlfa/2%; X+ Z1_a/2 N
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Exercice (E.3)
On a mesuré la taille de 200 femmes américaines. On a obtenu les
valeurs suivantes :

X=612 et o2=165

Donner un intervalle de confiance a 95% de la vraie moyenne des
femmes américaines. Avant |'étude, un spécialiste avait dit que la
taille moyenne des américaines était de 65. Que peut-on conclure
de I'étude ?
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3. Estimation par intervalle de confiance pour une proportion

On suppose maintenant que |'on dispose d'un échantillon

Xi, ..., Xp de loi de Bernoulli avec E(X;) = p et

V(X1) = np(1 — p). Par I'application théoréme centrale limite qui
nous donne une approximation de la binomiale, on sait que

> Xi — N(np, np(1 - p))

On peut donc dire que, si n est suffisamment grand que

—~ ~ p(l—p
P (le—a/zﬁ Sp< P+21—a/2()> =l-o

ol P est la proportion observée, c'est a dire £ 3~ ; X;
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Le probleme c'est qu'il y a p qui est inconnu dans les bornes!'!
On remplace alors le p(1 — p) inconnu par son estimation et on
obtient :

On obtient alors I'intervalle de confiance au niveau 1 — o :

~ ~ ~

p(1—Dp) p(l—p

_Zlfa/271p+zlfa/2 NG

o)
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Exercice (E.4)

A la veille d'une élection présidentielle qui s'annonce
particuliérement serrée entre les candidats A et B, on eeffectue un
sondage sur 100 personne, et on obtient 53% d'intentions de vote
pour le candidat A contre 47% pour le candidat B.

Donner un intervalle de confiance pour la vraie proportion de
personne qui ont |'intention de voter pour A. Commenter. Quelle
devrait &tre la taille de I'échantillon pour que I'on soit siir 3 95%
qu'un des deux candidats va gagner?
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