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Jan Nekovář
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Introduction

Le problème principal est la résolution des équations polynomiales à une variable

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0.

On s’interesse surtout à la résolution “par radicaux”, c’est-à-dire à la résolution qui n’utilise que des racines
m
√

a.
Il est bien connu depuis le 16ème siècle que l’on peut résoudre par radicaux des équations de degré

n ≤ 4. Par contre, selon un résultat célèbre d’Abel, l’équation générale de degré n ≥ 5 n’est pas résoluble
par radicaux.

L’idée principale de la théorie de Galois est d’associer à chaque équation son groupe de symétrie. Cette
construction permet de traduire des propriétés de l’équation (telles que la résolubilité par radicaux) aux
propriétés du groupe associé.

Le cours ne suivra pas le chemin historique. L’ouvrage [Ti 1, 2] est une référence agréable pour l’histoire
du sujet.

1. Résolution des équations – exemples

Dans ce chapitre introductif nous rappelons au lecteur comment résoudre des équations de degré 2, 3, 4 par
la méthode de Lagrange, en utilisant leurs symétries. Nous allons aussi étudier les équations Xn = 1.

(1.1) Considérons une équation

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0 (1.1.1)

de degré n ≥ 1 à coefficients complexes a1, . . . , an ∈ C. Selon un résultat fondamental de Gauss, l’équation
(1.1.1) admet précisement n racines complexes x1, . . . , xn (qui ne sont pas, en général, distinctes) dans le
sens que l’on à l’identité polynomiale

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = (x− x1) · · · (x− xn). (1.1.2)

En dévelopant le terme à droite et en comparant les coefficients, on obtient les relation suivantes:

a1 = −σ1, a2 = σ2 . . . an = (−1)nσn, (1.1.3)

où
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σ1 = x1 + · · ·+ xn =
∑

i

xi

σ2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn =
∑
i<j

xixj

· · ·

σk =
∑

1≤i1<···<ik≤n

xi1 · · ·xik

· · ·
σn = x1 · · ·xn

(1.1.4)

sont les polynômes symétriques élémentaires des racines x1, . . . , xn. Autrement dit, la résolution de
l’équation (1.1.1) équivaut à la résolution du système (1.1.4) avec σk = (−1)kak.

Les fonctions (1.1.4) sont symétriques en x1, . . . , xn (voir 1.7.3 ci-dessous pour la définition formelle);
selon Lagrange, on cherche à résoudre les équations (1.1.4) en brisant progressivement leur symétrie. Comme
nous allons expliquer, cette méthode réussit si n ≤ 4.

(1.2) Équations de degré 2. Il faut résoudre le système

x1 + x2 = −a1, x1x2 = a2. (1.2.1)

On considère la fonction

y = x1 − x2 (1.2.2)

qui n’est pas symétrique en x1 et x2, mais dont le carré l’est:

y2 = (x1 − x2)2 = x2
1 + x2

2 − 2x1x2 = (x1 + x2)2 − 4x1x2 = σ2
1 − 4σ2 = a2

1 − 4a2, (1.2.3)

d’où les formules bien connues:

y = ±
√

a2
1 − 4a2, x1, x2 =

1
2
((x1 + x2)± y) =

1
2
(−a1 ±

√
a2
1 − 4a2) (1.2.4)

(1.3) Équations de degré 3

(1.3.1) Il faut résoudre l’équation

x3 + a1x
2 + a2x + a3 = 0, (1.3.1.1)

c’est-à-dire le système

σ1 = x1 + x2 + x3 = −a1, σ2 = x1x2 + x1x3 + x2x3 = a2, σ3 = x1x2x3 = −a3. (1.3.1.2)

Il est naturel de généraliser (1.2.2) de la manière suivante: on prend

y1 = x1 + ρx2 + ρ2x3

y2 = x1 + ρ2x2 + ρx3,
(1.3.1.3)

où

ρ = e2πi/3 = −1+i
√

3
2 , ρ2 = ρ−1 = e−2πi/3 = −1−i

√
3

2 = −1− ρ

sont les racines cubiques (primitives) de l’unité.
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Quelles sont les symétries des fonctions y1, y2? Si l’on échange x1 et x2 (resp., x2 et x3), les fonctions
y1, y2 seront transformées selons les formules

y1 7→ x2 + ρx1 + ρ2x3 = ρy2, y2 7→ x2 + ρ2x1 + ρx3 = ρ2y1

resp.,

y1 7→ x1 + ρx3 + ρ2x2 = y2, y2 7→ x1 + ρ2x3 + ρx2 = y1.

Il en résulte que les fonctions y1y2 et y3
1 + y3

2 sont symétriques en x1, x2, x3:

y1y2 = x2
1 + x2

2 + x2
3 − x1x2 − x1x3 − x2x3

y3
1 + y3

2 = 2(x3
1 + x3

2 + x3
3) + 12x1x2x3 − 3(x2

1x2 + x1x
2
2 + x2

1x3 + x1x
2
3 + x2

2x3 + x2x
2
3)

(1.3.1.4)

Peut-on les exprimer en fonction de σ1, σ2, σ3? Posons

sk = xk
1 + xk

2 + xk
3 , s2,1 = x2

1x2 + x1x
2
2 + x2

1x3 + x1x
2
3 + x2

2x3 + x2x
2
3,

donc

y1y2 = s2 − σ2, y3
1 + y3

2 = 2s3 + 12σ3 − 3s2,1.

On peut exprimer s2, s3 et s2,1 en fonction de σ1, σ2 et σ3: on a

σ2
1 = (x1 + x2 + x3)2 = x2

1 + x2
2 + x2

3 + 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = s2 + 2σ2

σ1σ2 = (x1 + x2 + x3)(x1x2 + x1x3 + x2x3) = s2,1 + 3x1x2x3 = s2,1 + 3σ3

σ1s2 = (x1 + x2 + x3)(x2
1 + x2

2 + x2
3) = (x3

1 + x3
2 + x3

3) + s2,1 = s3 + s2,1,

(1.3.1.5)

d’où

s2 = σ2
1 − 2σ2, s2,1 = σ1σ2 − 3σ3, s3 = σ1s2 − s2,1 = σ3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3 (1.3.1.6)

et

y1y2 = σ2
1 − 3σ2, y3

1 + y3
2 = 2σ3

1 − 9σ1σ2 + 27σ3 (1.3.1.7)

(on verra plus tard que tout polynôme symétrique F (x1, . . . , xn) s’exprime en fonction de σ1, . . . , σn).
En résumé, les cubes y3

1 , y3
2 sont les racines de l’équation quadratique

(t− y3
1)(t− y3

2) = t2 − (2σ3
1 − 9σ1σ2 + 27σ3)t + (σ2

1 − 3σ2)3 = 0 (1.3.1.8)

et l’on a

y1y2 = σ2
1 − 3σ2. (1.3.1.9)

(1.3.2) Les formules de Cardan. On peut simplifier (1.3.1.1) en

x3 + px + q = 0 (1.3.2.1)

par la substitution x 7→ x + a1/3. En appliquant la méthode de 1.3.1 à l’équation (1.3.2.1), on a

σ1 = 0, σ2 = p, σ3 = −q,

donc (1.3.1.7) s’écrit

y1y2 = −3p, y3
1 + y3

2 = −27q (1.3.2.2)

et y3
1 , y3

2 sont les racines de l’équation quadratique
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(t− y3
1)(t− y3

2) = t2 + 27qt− 27p3 = 0, (1.3.2.3)

d’où

y3
1 , y3

2 = 27

(
−q

2
±
√(p

3

)3

+
(q

2

)2
)

. (1.3.2.4)

Il résulte de

y1 + y2 = 3x1, ρ2y1 + ρy2 = 3x2, ρy1 + ρ2y2 = 3x3 (1.3.2.5)

que les racines x1, x2, x3 sont données par les formules suivantes (dites “de Cardan”):

x1 =
3

√
−q

2
+

√(p

3

)3

+
(q

2

)2

+
3

√
−q

2
−
√(p

3

)3

+
(q

2

)2

x2 = ρ2 3

√
−q

2
+

√(p

3

)3

+
(q

2

)2

+ ρ
3

√
−q

2
−
√(p

3

)3

+
(q

2

)2

x3 = ρ
3

√
−q

2
+

√(p

3

)3

+
(q

2

)2

+ ρ2 3

√
−q

2
−
√(p

3

)3

+
(q

2

)2

(1.3.2.6)

Ici, les racines cubiques sont normalisées par la première équation de (1.3.2.2), i.e. par

3

√
−q

2
+

√(p

3

)3

+
(q

2

)2

· 3

√
−q

2
−
√(p

3

)3

+
(q

2

)2

= −p

3
. (1.3.2.7)

(1.3.3) Exemple. Considérons l’équation

x3 − 8x− 8 = 0, (1.3.3.1)

qui a une racine évidente x1 = −2, donc se factorise

x3 − 8x− 8 = (x + 2)(x2 − 2x− 4) = (x + 2)(x− (1 +
√

5))(x− (1−
√

5)),

c’est-à-dire

x1 = −2, x2 = 1 +
√

5, x3 = 1−
√

5. (1.3.3.2)

D’autre part, les formules de Cardan pour p = q = −8 montrent que

x1 = 3

√
4 +

4i

9

√
15 + 3

√
4− 4i

9

√
15

x2 = ρ2 3

√
4 +

4i

9

√
15 + ρ

3

√
4− 4i

9

√
15

x3 = ρ
3

√
4 +

4i

9

√
15 + ρ2 3

√
4− 4i

9

√
15

(1.3.3.3)

avec la normalisation

3

√
4 +

4i

9

√
15 · 3

√
4− 4i

9

√
15 =

8
3
.

Il n’est pas du tout évident que l’on peut simplifier les valeurs (1.3.3.3) et obtenir (1.3.3.2) ! Bien sûr, les
formules (1.3.1.3) montrent que
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y1, y2 = −3± i
√

15,

d’où

3

√
4± 4i

9

√
15 = −1± i

√
15

3
, (1.3.3.4)

mais il n’est pas possible de déduire (1.3.3.4) sans avoir déjà trouvé les racines (1.3.3.2).
En général, si p, q ∈ Q, on peut écrire les racines cubiques dans (1.3.2.6) sous la forme simplifiée a+

√
b

(avec a, b ∈ Q) si et seulement si l’équation (1.3.2.1) admet une racine rationnelle x1 ∈ Q. La méthode
suivante nous permetra de trouver toutes les racines rationnelles.

(1.3.4) Proposition. Soit α = a
b une racine du polynôme f(x) = a0x

n+a1x
n−1+· · ·+an, où a, b, a0, . . . , an

∈ Z, a0b 6= 0, pgcd(a, b) = 1. Alors b|a0 (b divise a0) et a|an. En particulier, si a0 = 1, alors on a α ∈ Z et
α|an.

Preuve. On déduit de l’égalité

0 = bnf
(

a
b

)
= a0a

n + a1a
n−1b + · · ·+ an−1abn−1 + anbn

que

a divise − a(a0a
n−1 + a1a

n−2b + · · ·+ an−1b
n−1) = anbn

b divise − b(a1a
n−1 + · · ·+ an−1abn−2 + anbn−1) = a0a

n.

Il en résulte que a divise an et b divise a0, car pgcd(a, bn) = pgcd(b, an) = 1.

(1.3.5) Corollaire. Soient c, n ∈ Z des entiers, n ≥ 1. Alors on a:

n
√

c ∈ Q ⇐⇒ n
√

c ∈ Z (⇐⇒ il existe a ∈ Z tel que c = an).

Preuve. On applique 1.3.4 au polynôme f(x) = xn − c.
(1.3.6) Exemple :

√
2,
√

5, 3
√

2 6∈ Q.

(1.4) Équations de degré 4

(1.4.1) Il faut résoudre l’équation

x4 + a1x
3 + a2x

2 + a3x + a4 = 0.

Par la substitution x 7→ x + a1/4 on se ramène au cas a1 = 0, c’est-à-dire à l’équation

x4 + px2 + qx + r = 0, (1.4.1.1)

pour laquelle

σ1 = 0, σ2 = p, σ3 = −q, σ4 = r. (1.4.1.2)

En généralisant (1.3.1.3), considérons le comportement des expressions linéaires

x1 + ix2 − x3 − ix4, x1 − x2 + x3 − x4, x1 − ix2 − x3 + ix4

par rapport aux changements de variables

x1 ←→ x2, x2 ←→ x3, x3 ←→ x4. (1.4.1.3)

Il est facile de voir que l’ensemble de polynômes linéaires
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u1 = x1 + x2 − x3 − x4, u2 = x1 + x3 − x2 − x4, u3 = x1 + x4 − x2 − x3

est conservé – au signe près – par les substitutions (1.4.1.3). Il en résulte que les coefficients du polynôme
cubique

(u− u2
1)(u− u2

2)(u− u2
3) (1.4.1.4)

sont symétriques en x1, x2, x3, x4. Les coefficients de (1.4.1.4) sont déterminés dans ([Es], 10.8). Ici, nous
allons considérer un polynôme légèrement modifié:

(y − y1)(y − y2)(y − y3) = y3 + b1y
2 + b2y + b3, (1.4.1.5)

où

y1 = x1x2 + x3x4, y2 = x1x3 + x2x4, y3 = x1x4 + x2x3.

En fait, on a

−(u1/2)2 = −(x1 + x2)2 = (x1 + x2)(x3 + x4) = y2 + y3

−(u2/2)2 = −(x1 + x3)2 = (x1 + x3)(x2 + x4) = y1 + y3

−(u3/2)2 = −(x1 + x4)2 = (x1 + x4)(x2 + x3) = y1 + y2,

(1.4.1.6)

car x1 + x2 + x3 + x4 = σ1 = 0. Les coefficients de (1.4.1.5) sont égaux à

−b1 = y1 + y2 + y3 = σ2

b2 = y1y2 + y1y3 + y2y3 = x2
1x2x3 + · · ·+ x2x3x

2
4 = s2,1,1

−b3 = y1y2y3 = (x3
1x2x3x4 + · · ·+ x1x2x3x

3
4) + (x2

1x
2
2x

2
3 + · · ·+ x2

2x
2
3x

2
4) = s3,1,1,1 + s2,2,2,

où l’on a posé

si1,···,ik
= “la symétrisation de xi1

1 · · ·x
ik

k ”

(voir 1.7.5 ci-dessous pour une définition formelle). Les formules

σ1σ3 = (x1 + · · ·+ x4)(x1x2x3 + · · ·+ x2x3x4) = s2,1,1 + 4x1x2x3x4 = s2,1,1 + 4σ4

σ2
3 = (x1x2x3 + · · ·+ x2x3x4)2 = x2

1x
2
2x

2
3 + · · ·+ x2

2x
2
3x

2
4 + 2(x2

1x
2
2x3x4 + · · ·+ x2x3x

2
3x

2
4) = s2,2,2 + 2σ2σ4

σ4s2 = x1x2x3x4(x2
1 + · · ·+ x2

4) = x3
1x2x3x4 + · · ·+ x1x2x3x

3
4 = s3,1,1,1

(1.4.1.7)
montrent que l’on a en général (sans que l’on suppose σ1 = 0)

s2,1,1 = σ1σ3 − 4σ4, s2,2,2 = σ2
3 − 2σ2σ4, s3,1,1,1 = σ4s2 = σ4(σ2

1 − 2σ2) (1.4.1.8)

et

b1 = −σ2, b2 = σ1σ3 − 4σ4, b3 = −σ2
1σ4 + 4σ2σ4 − σ2

3 ,

donc

b1 = −p, b2 = −4r, b3 = 4pr − q2

dans le cas (1.4.1.2). En résumé, les expressions y1, y2, y3 sont les racines de l’équation cubique

y3 − py2 − 4ry + (4pr − q2) = 0 (1.4.1.9)

(“l’équation cubique résolvante de l’équation quartique (1.4.1.1)”). Dès que l’on sait résoudre (1.4.1.9),
on déduit de (1.4.1.6) les valeurs de xi + xj (i 6= j), donc celles de xi.
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(1.4.2) Exercice. Déterminer les coefficients de (1.4.1.4).

(1.5) Discriminant des polynômes de degré 2, 3, 4

(1.5.1) Par définition, le discriminant du polynôme unitaire

f(x) = xn + a1x
n−1 + · · · an = (x− x1) · · · (x− xn)

à racines x1, . . . , xn est égal à

disc(f) =
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)2. (1.5.1.1)

On verra dans 1.7.11 que disc(f) s’écrit comme une fonction polynomiale des coefficients a1, . . . , an.
(1.5.2) Pour n = 2, la formule (1.2.3) montre que

disc(x2 + ax + b) = a2 − 4b.

(1.5.3) Exercice. Soit n = 3. Avec la notation de 1.3.1, montrer que −27disc(f) est égal au discriminant
du polynôme quadratique (1.3.1.8). En déduire une formule explicite pour disc(f). En particulier, montrer
que

disc(x3 + px + q) = −4p3 − 27q2.

(1.5.4) Exercice. Soit n = 4. Avec la notation de 1.4.1, montrer que le discriminant du polynôme f
dans (1.4.1.1) est égal au discriminant de son équation cubique résolvante (1.4.1.9). En déduire une formule
explicite pour disc(f). En particulier, montrer que

disc(x4 + qx + r) = −27q4 + 256r3.

(1.5.5) Exercice. Deviner la valeur de disc(xn + ax + b).

(1.6) Racines de l’unité

(1.6.1) Pour tout entier n ≥ 1, les racines n-ième de l’unité

µn = {ζ ∈ C | ζn = 1}
sont les racines du polynôme

Xn − 1 =
∏

ζ∈µn

(X − ζ).

Géométriquement, µn sont les sommets d’un polygône régulier inscrit dans le cercle unité.
Les polynômes Xn − 1 se factorisent de manière très naturelle:

X − 1 = Φ1

X2 − 1 = (X − 1)(X + 1) = Φ1Φ2

X3 − 1 = (X − 1)(X2 + X + 1) = Φ1Φ3

X4 − 1 = (X − 1)(X + 1)(X2 + 1) = Φ1Φ2Φ4

X5 − 1 = (X − 1)(X4 + X3 + X2 + X + 1) = Φ1Φ5

X6 − 1 = (X − 1)(X + 1)(X2 + X + 1)(X2 −X + 1) = Φ1Φ2Φ3Φ6

X7 − 1 = (X − 1)(X6 + X5 + X4 + X3 + X2 + X + 1) = Φ1Φ7

X8 − 1 = (X − 1)(X + 1)(X2 + 1)(X4 + 1) = Φ1Φ2Φ4Φ8

X9 − 1 = (X − 1)(X2 + X + 1)(X6 + X3 + 1) = Φ1Φ3Φ9

X10 − 1 = (X − 1)(X + 1)(X4 + X3 + X2 + X + 1)(X4 −X3 + X2 −X + 1) = Φ1Φ2Φ5Φ10

X11 − 1 = (X − 1)(X10 + X9 + X8 + X7 + X6 + X5 + X4 + X3 + X2 + X + 1) = Φ1Φ11

X12 − 1 = (X − 1)(X + 1)(X2 + X + 1)(X2 −X + 1)(X4 −X2 + 1) = Φ1Φ2Φ3Φ6Φ12,

(1.6.1.1)
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où

Φ1(X) = X − 1
Φ2(X) = X + 1

Φ3(X) = X2 + X + 1

Φ4(X) = X2 + 1

Φ5(X) = X4 + X3 + X2 + X + 1

Φ6(X) = X2 −X + 1

Φ7(X) = X6 + · · ·+ 1

Φ8(X) = X4 + 1

Φ9(X) = X6 + X3 + 1

Φ10(X) = X4 −X3 + X2 −X + 1

Φ11(X) = X10 + · · ·+ 1

Φ12(X) = X4 −X2 + 1

(1.6.1.2)

(1.6.2) Question. Quelle est la règle générale?

(1.6.3) On pose e(z) = e2πiz et ζn = e( 1
n ); alors on a

µn = {e
(

a
n

)
| 1 ≤ a ≤ n} = {ζa

n | 1 ≤ a ≤ n}. (1.6.3.1)

Toute fraction a
n dans (1.6.3.1) s’écrit comme une fraction irréductible b

d , où d divise n. On en déduit une
décomposition disjointe

µn =
⋃
d|n

{e
(

b
d

)
| 1 ≤ b ≤ d, pgcd(b, d) = 1} =

⋃
d|n

µ0
d, (1.6.3.2)

où l’on a noté

µ0
d = {e

(
b
d

)
| 1 ≤ b ≤ d, pgcd(b, d) = 1} = {ζ ∈ µd | (∀j = 1, . . . , d− 1) ζj 6= 1}

l’ensemble des racines primitives d-ièmes de l’unité. Par exemple, on a

µ0
1 = {1}, µ0

2 = {−1}, µ0
3 = {ρ, ρ2}, µ0

4 = {i,−i}, µ0
6 = {−ρ,−ρ2}, (1.6.3.3)

où ρ = e2πi/3. Observons que pour n = 1, 2, 3, 4, 6, l’ensemble des racines du polynôme Φn(X) est égal à µ0
n !

La proposition suivante montre qu’il s’agit d’une propriété générale et que les factorisations dans (1.6.1.1)
sont déterminées par les décompositions (1.6.3.2).

(1.6.4) Proposition. Soit n ≥ 1; posons

Φn(X) =
∏

ζ∈µ0
n

(X − ζ) ∈ C[X].

Les polynômes Φn(X) ont les propriétés suivantes:
(i)

∏
d|n Φd(X) = Xn − 1.

(ii) deg(Φn) = ϕ(n) = n
∏

p|n

(
1− 1

p

)
(p premier).

(iii) Φn(X) ∈ Z[X].
(iv) Si p est un nombre premier et k ≥ 1 un entier, alors on a

Φp(X) =
Xp − 1
X − 1

= Xp−1 + Xp−2 + · · ·+ 1, Φpk(X) = Φp(Xpk−1
) =

Xpk − 1
Xpk−1 − 1

.

(v) Φn(0) = 1 (resp., = −1) si n > 1 (resp., si n = 1).
(vi) Si n > 1, alors on a Xdeg(Φn)Φn(1/X) = Φn(X).

Preuve. (i), (ii) Ceci résulte de (1.6.3.2). On en déduit (iii) par récurrence.
(iv) La première (resp., la deuxième) formule est une conséquence de (i) pour n = p (resp., pour n = pk, pk−1).
(v) On a

ζ ∈ µ0
n =⇒ ζ−1 ∈ µ0

n, (1.6.4.1)
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d’où

Φn(0) =
∏

ζ∈µ0
n

ζ=ζ−1

(−ζ)
∏

ζ∈µ0
n

ζ 6=ζ−1

(−ζ) =
∏

ζ∈µ0
n

ζ=ζ−1

(−ζ) =

{
−1, n = 1

1, n > 1

(car (−ζ)(−ζ−1) = 1).
(vi) Ceci résulte de (v) et (1.6.4.1).
(1.6.5) Équations réciproques. La proposition 1.6.4(vi) affirme que le polynôme Φn(X) (n > 1) est
réciproque. Rappelons qu’un polynôme

f(X) = a0X
n + a1X

n−1 + · · ·+ an (aj ∈ C, a0 6= 0)

est réciproque si

(∀j) aj = an−j

(
⇐⇒ f(x) = xnf

(
1
x

))
.

Si c’est le cas, on a

f(α) = 0 ⇐⇒ f
(

1
α

)
= 0 (α ∈ C)

et l’on peut simplifier l’équation f(X) = 0 en introduisant une nouvelle variable Y = X + X−1.
(1.6.6) Exemple : Φ5 = 0. L’équation

Φ5(X) = X4 + X3 + X2 + X + 1 = 0 (1.6.6.1)

s’écrit

(X2 + X−2) + (X + X−1) + 1 = (Y 2 − 2) + Y + 1 = Y 2 + Y − 1 = 0 (1.6.6.2)

(où Y = X+X−1). Les racines de (1.6.6.1) (resp., de (1.6.6.2)) sont Xa = ζa
5 (resp., Yb = ζb

5+ζ−b
5 = 2 cos 2πb

5 )
pour a = 1, 2, 3, 4 (resp., b = 1, 2). Il en résulte que

{2 cos 2π
5 , 2 cos 4π

5 } = {−1±
√

5
2 };

les inégalités cos 2π
5 > 0 > cos 4π

5 montrent alors que

ζ5 + ζ−1
5 = 2 cos 2π

5 =
√

5−1
2 , ζ2

5 + ζ−2
5 = 2 cos 4π

5 = −
√

5−1
2 ,

d’où

ζ5 − ζ2
5 − ζ3

5 + ζ4
5 =
√

5

et

ζ2
5 −

√
5−1
2 ζ5 + 1 = 0, Im(ζ5) > 0 =⇒ ζ5 =

√
5−1+i

√
10+2

√
5

4 .

(1.6.7) Exemple : Φ7 = 0. La même méthode s’applique à l’équation

X−3Φ7(X) = (X3 + X−3) + (X2 + X−2) + (X + X−1) + 1 = 0. (1.6.7.1)

D’après 1.6.9 ci-dessous, (1.6.7.1) s’écrit

(Y 3 − 3Y ) + (Y 2 − 2) + Y + 1 = Y 3 + Y 2 − 2Y − 1 = 0 (1.6.7.2)

(où Y = X + X−1). On va chercher les racines xj = ζj
7 + ζ−j

7 = 2 cos 2πj
7 (j = 1, 2, 3) de l’équation cubique

(1.6.7.2) par la méthode de 1.3.1: on considère les nombres
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y1 = x1 + ρx2 + ρ2x3 = ζ7 + ρ2ζ3
7 + ρζ2

7 + ζ6
7 + ρ2ζ4

7 + ρζ5
7

y2 = x1 + ρ2x2 + ρx3 = ζ7 + ρζ3
7 + ρ2ζ2

7 + ζ6
7 + ρζ4

7 + ρ2ζ5
7

(1.6.7.3)

(bien sûr, x1 + x2 + x3 = −σ1 = −1).
La suite des exposants dans (1.6.7.3) est engendrée par la multiplication successive par 3:

1 7→ 3 7→ 3 · 3 ≡ 2 (mod 7) 7→ 6 7→ 3 · 6 ≡ 4 (mod 7) 7→ 3 · 4 ≡ 5 (mod 7),

donc

y1 =
6∑

j=1

ρ2jζ
(3j)
7 =

6∑
j=1

ρ2jσj(ζ7), y2 =
6∑

j=1

ρjζ
(3j)
7 =

6∑
j=1

ρjσj(ζ7), (1.6.7.4)

où

σ : µ7 −→ µ7, σ(ζ) = ζ3, (ζ ∈ µ7)

engendre une permutation cyclique de µ0
7:

σ : ζ7 7→ ζ3
7 7→ ζ2

7 7→ ζ6
7 7→ ζ4

7 7→ ζ5
7 7→ ζ7.

L’application σ fournit un exemple d’un élément du “groupe de Galois” de l’équation Φ7(X) = 0.
On déduit de (1.3.1.7-8) que

y1y2 = (−1)2 − 3(−2) = 7, y3
1 + y3

2 = 2(−1)3 − 9(−1)(−2) + 27 = 7 =⇒ (t− y3
1)(t− y3

2) = t2 − 7t + 73,

donc

y3
1 , y3

2 = 7
(

1±3i
√

3
2

)
= 7(2 + 3ρ), 7(2 + 3ρ2),

ce qui permet d’exprimer x1, x2, x3 en fonction de 3
√

7(2 + 3ρ) et 3
√

7(2 + 3ρ2).
On peut remplacer ρ, ρ2 dans (1.6.7.4) par n’importe quel élément α ∈ µ6: soit

u(α) =
6∑

j=1

αjζ
(3j)
7 =

6∑
j=1

αjσj(ζ7), (α ∈ µ6).

Par exemple, on a

u(1) = ζ7 + ζ2
7 + ζ3

7 + ζ4
7 + ζ5

7 + ζ6
7 = −1

u(−1) = ζ7 + ζ2
7 + ζ4

7 − (ζ−1
7 + ζ−2

7 + ζ−4
7 ),

donc

u(1)2 = (ζ7 + ζ2
7 + ζ4

7 )2 + (ζ−1
7 + ζ−2

7 + ζ−4
7 )2 + 2(3 + u(1)) = 1

u(−1)2 = (ζ7 + ζ2
7 + ζ4

7 )2 + (ζ−1
7 + ζ−2

7 + ζ−4
7 )2 − 2(3 + u(1)) = u(1)2 − 4(3 + u(1)) = −7.

Le signe de u(−1) est déterminé par l’inégalité

Im(u(−1)) = 2 sin 2π
7 + 2 sin 4π

7 + 2 sin 8π
7 > 0,

d’où

ζ7 + ζ2
7 − ζ3

7 + ζ4
7 − ζ5

7 − ζ6
7 = i

√
7.
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*(1.6.8) Question. On a calculé que

ζ3 − ζ2
3 = i

√
3, ζ5 − ζ2

5 − ζ3
5 + ζ4

5 =
√

5, ζ7 + ζ2
7 − ζ3

7 + ζ4
7 − ζ5

7 − ζ6
7 = i

√
7.

Quelle est la règle générale?

(1.6.9) Exercice. Montrer que, pour tout entier n ≥ 0,
(i) Il existe un (unique) polynôme Pn(y) ∈ Z[y] tel que xn + x−n = Pn(x + x−1). (P0 = 2, P1 = y,
P2 = y2 − 2, P3 = y3 − 3y, . . .).
(ii) Pour tout θ ∈ R, on a Pn(2 cos θ) = 2 cos(nθ) =⇒ Pn(y) = 2Tn(y/2), où Tn(x) est le n-ième polynôme
de Čebyšev (= Tchebycheff = Chebyshev = ...).

(1.7) Polynômes symétriques

(1.7.1) Groupe symétrique Sn (rappel). Une permutation de {1, . . . , n} est une application bijective
σ : {1, . . . , n} −→ {1, . . . , n}. Les permutations de {1, . . . , n} forment un groupe Sn pour l’opération de
composition στ = σ ◦ τ , c’est-à-dire (στ)(i) = σ(τ(i)).

Le signe d’une permutation σ ∈ Sn (n ≥ 2) est défini par la formule

sgn(σ) = (−1)|{(i,j) | 1≤i<j≤n, σ(i)>σ(j)}|.

L’application

sgn : Sn −→ {±1}

est un homomorphisme de groupes, dont le noyau est le groupe alterné An = Ker(sgn) ⊂ Sn. On a
|Sn| = n!, |An| = n!/2.

On écrit un élément σ ∈ Sn soit sous la forme(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
,

soit comme un produit de cycles (= orbites sous l’action de σ). Par exemple, l’élément

σ =

(
1 2 3 4 5 6

4 5 3 6 2 1

)
∈ S6

est le produit des cycles

1 7→ 4 7→ 6 7→ 1, 2 7→ 5 7→ 2, 3 7→ 3,

donc

σ = (146)(25)(3).

(1.7.2) Action de Sn sur les polynômes. Soit R un anneau (commutatif, unitaire). L’anneau
R[x1, . . . , xn] de polynômes à n variables sur R admet une action naturelle de Sn (à gauche):

(σ · f)(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)) (σ ∈ Sn, f ∈ R[x1, . . . , xn]).

Si R = K est un corps, la même formule définit l’action de Sn sur le corps des fonctions rationnelles

K(x1, . . . , xn) = { f
g | f, g ∈ K[x1, . . . , xn], g 6= 0}.

(1.7.3) Définition. Un polynôme f ∈ R[x1, . . . , xn] (resp., une fonction rationnelle f ∈ K(x1, . . . , xn),
si R = K est un corps) est dit(e) symétrique si l’on a (∀σ ∈ Sn) σ · f = f . Les polynômes (resp.,
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les fonctions rationnelles) symétriques forment un anneau (resp., un corps) noté R[x1, . . . , xn]Sn (resp.,
K(x1, . . . , xn)Sn).

(1.7.4) Exemple : Les polynômes x1x2x3, x7
1 + x7

2 + x7
3 ∈ R[x1, x2, x3] sont symétriques, mais x2

1x2 +
x2

2x3 + x2
3x1 ne l’est pas.

(1.7.5) Monômes symétrisés. Pour tout ensemble (ordoné) I = (i1, . . . , in) d’entiers i1 ≥ i2 ≥ · · · ≥
in ≥ 0, on pose

sI = si1,...,in =
∑

f∈AI

f ∈ R[x1, . . . , xn]Sn , où AI = {σ · (xi1
1 · · ·xin

n ) |σ ∈ Sn}.

Afin de simplifier la notation, on va souvent omettre les valeurs ik = 0. Par exemple,

s1 = σ1, s1,1 = σ2, s1,1,1 = σ3, . . .

sont les polynômes symétriques élémentaires (1.1.4) et

sk = xk
1 + · · ·+ xk

n, s2,1 = x2
1x2 + x1x

2
2 + x2

1x3 + x1x
2
3 + · · ·+ x2

n−1xn + xn−1x
2
n.

Si I = (i1, . . . , in) et J = (j1, . . . , jn) (où i1 ≥ i2 ≥ · · · ≥ in ≥ 0, j1 ≥ j2 ≥ · · · ≥ jn ≥ 0), on définit

I + J = (i1 + j1, . . . , in + jn).

Si I 6= J , alors on dit que I < J (resp., I > J) si l’on a i1 = j1, . . . , ik = jk et ik+1 < jk+1 (resp., et
ik+1 > jk+1), 0 ≤ k < n.

(1.7.6) Exercice. (i) Tout polynôme symétrique f ∈ R[x1, . . . , xn]Sn est une combinaison linéaire (finie)
f =

∑
cIsI , cI ∈ R.

(ii) Pour tous I, J , on a

sIsJ = sI+J +
∑

K<I+J

cKsK (cK ∈ R).

[Ceci est une généralisation de (1.3.1.5) et (1.4.1.7).]

(1.7.7) Théorème. On a R[σ1, . . . , σn] = R[x1, . . . , xn]Sn , et les éléments σ1, . . . , σn sont algébriquement
indépendants sur R. Autrement dit, tout polynôme symétrique (sur R) s’écrit de manière unique comme un
polynôme (sur R) en les variables σ1, . . . , σn.

Preuve. Existence: On généralise la preuve des formules (1.3.1.6) et (1.4.1.8). D’après 1.7.6(i), il suffit de
montrer que (∀I) sI ∈ R[σ1, . . . , σn]. Comme s0,...,0 = 1, on peut supposer que I = (i1 = · · · ik > ik+1 ≥
· · · ≥ in ≥ 0 (1 ≤ k ≤ n) et que l’on a déjà démontré que sK ∈ R[σ1, . . . , σn] pour tout K < I. On écrit
I = I ′ + J , où I ′ = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) (où 1 apparâıt k-fois). Il résulte de 1.7.6(ii) que l’on a

sI = σksJ +
∑
K<I

cKsK (cK ∈ R),

ce qui appartient à R[σ1, . . . , σn] par l’hypothèse de récurrence.
Unicité: Pour tout ensemble d’exposants A = (a1, . . . , an), a1, . . . , an ≥ 0, on a

σA := σa1
1 · · ·σan

n = sI +
∑
J<I

cJsJ , I = I(A) = (a1 + · · ·+ an, a2 + · · ·+ an, . . . , an), (cJ ∈ R).

(1.7.7.1)
Soit

g(y1, . . . , yn) =
∑

ga1,...,an
ya1
1 · · · yan

n =
∑
A

gA yA
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un polynôme non nul. L’ensemble {I(A) | gA 6= 0} admet un plus grand élément par rapport à l’ordre
“<” (nécessairement unique!) I = I(A) (pour une seule valeur de A, gA 6= 0). Il résulte de (1.7.7.1) que
g(σ1, . . . , σn) contient le monôme gAsI , donc g(σ1, . . . , σn) 6= 0.
(1.7.8) Exemple : On va exprimer s2,2 = x2

1x
2
2 + x2

1x
2
3 + · · ·+ x2

n−1x
2
n en fonction de σ1, . . . , σn. Comme

σ2
2 = s2

1,1 = (x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn)2 = (x2
1x

2
2 + · · ·) + 2(x2

1x2x3 + · · ·) + 6(x1x2x3x4 + · · ·) =
= s2,2 + 2s2,1,1 + 6σ4,

σ1σ3 = s1s1,1,1 = (x1 + · · ·+ xn)(x1x2x3 + · · ·) = (x2
1x2x3 + · · ·) + 4(x1x2x3x4 + · · ·) =

= s2,1,1 + 4σ4,

on obtient

s2,1,1 = σ1σ3 − 4σ4, s2,2 = σ2
2 − 2σ1σ3 + 2σ4.

(1.7.9) Corollaire. Soit K un corps. Alors on a K(σ1, . . . , σn) = K(x1, . . . , xn)Sn .

Preuve. Soient f, g ∈ K[x1, . . . , xn], g 6= 0, tels que f/g ∈ K(x1, . . . , xn)Sn . Si g ∈ K[x1, . . . , xn]Sn , alors on
a f ∈ K[x1, . . . , xn]Sn aussi, donc f, g ∈ K[σ1, . . . , σn] d’après 1.7.7. Si g 6∈ K[x1, . . . , xn]Sn , alors le produit∏

σ∈Sn
(σ · g) est un polynôme symétrique et on se ramène au cas précedent à l’aide de la formule suivante :

f

g
=

f
∏

σ∈Sn−{e}(σ · g)∏
σ∈Sn

(σ · g)
.

(1.7.10) Proposition (Formules de Newton). Pour tout entier k ≥ 1, posons sk = xk
1 + · · ·+ xk

n. Alors
on a

sk − σ1sk−1 + · · ·+ (−1)k−1σk−1s1 + (−1)kkσk = 0 (k ≥ 1)

(bien sûr, σk = 0 si k > n).

Preuve. On va travailler avec des séries formelles
∑

ajt
j à coefficients aj ∈ Z[x1, . . . , xn]. Posons

f(t) = (1− x1t) · · · (1− xnt) = 1− σ1t + σ2t
2 − · · ·+ (−1)nσntn;

on a

−t
f ′(t)
f(t)

=
n∑

i=1

xit

1− xit
=

n∑
i=1

∞∑
k=1

tkxk
i =

∞∑
k=1

sktk,

d’où

(1− σ1t + σ2t
2 − · · ·+ (−1)nσntn)(s1t + s2t

2 + · · ·) = σ1t− 2σ2t
2 + · · ·+ (−1)n−1nσntn.

On note que le coefficient de tk dans le produit à gauche est égal à

sk − σ1sk−1 + · · ·+ (−1)k−1σk−1s1,

ce qui termine la démonstration.
(1.7.11) Discriminant. Soit n ≥ 2. Le polynôme

∆ :=
∏
i<j

(xi − xj) ∈ Z[x1, . . . , xn]

n’est pas symétrique, car

∆ · σ = sgn(σ)∆ (σ ∈ Sn),
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mais

∆2 =
∏
i<j

(xi − xj)2 ∈ Z[x1, . . . , xn]Sn = Z[σ1, . . . , σn]

l’est. En écrivant ∆2 en fonction des coefficients ak = (−1)kσk du polynôme

f = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = (x− x1) · · · (x− xn) ∈ Z[a1, . . . , an][t],

on obtient le discriminant disc(f) ∈ Z[a1, . . . , an] de f .
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2. Extensions de corps – exemples et définitions

Dans la théorie algébrique des équations on considère souvent l’ensemble de tous les nombres “engendrés”
par les racines d’une équation – ils forment un corps.

(2.1) Exemples

(2.1.1) Définition. Un nombre complexe α ∈ C est algébrique s’il existe un polynôme f(X) ∈ Q[X]−{0}
tel que f(α) = 0; sinon, α est transcendant.

(2.1.2) Exemples : (i) Pour tout entier n ≥ 1 et a ∈ Q, α = n
√

a est algébrique (f(X) = Xn − a).
(ii) α =

√
2 +
√

3 est algébrique (voir 2.1.7).
(iii) α =

√
2 + 3
√

3 est algébrique (exercice: trouver f(X) tel que f(α) = 0).
(iv) L’ensemble des nombres algébriques est dénombrable (exercice), donc la “majorité” des nombres com-
plexes sont transcendants.
(2.1.3) Étant doné un nombre algébrique α, il est naturel de considérer tous les nombres qui s’expriment
“rationnellement” en fonction de α. Voici un exemple :
(2.1.3.1) Exemple : Soit α =

√
2. Posons

Q[
√

2] = {g(
√

2) | g ∈ Q[X]} ⊂ C,

ce qui est un sous-anneau de C. Si

g(X) = a0X
2n + a1X

2n−1 + · · ·+ a2n (ai ∈ Q),

alors on a

g(
√

2) = (2na0 + 2n−1a2 + · · ·+ a2n) + (2n−1a1 + · · ·+ a2n−1)
√

2 = A + B
√

2 (A,B ∈ Q),

d’où

Q[
√

2] = {A + B
√

2 |A,B ∈ Q}.
(2.1.3.2) Proposition. Q[

√
2] est un corps.

Preuve. Il faut démontrer que l’inverse (A + B
√

2)−1 ∈ C de tout élément non nul A + B
√

2 ∈ Q[
√

2]− {0}
s’écrit aussi sous la forme C + D

√
2 (C,D ∈ Q), ce qui résulte de la formule

1
A + B

√
2

=
A−B

√
2

(A + B
√

2)(A−B
√

2)
=

A−B
√

2
A2 − 2B2

∈ Q[
√

2] (2.1.3.2.1)

(on a A + B
√

2 6= 0 ⇐⇒ (A,B) 6= (0, 0) ⇐⇒ A−B
√

2 6= 0, car
√

2 6∈ Q, d’après 1.3.5).

(2.1.4) Proposition-Définition. (i) Soient R ⊂ R′ des anneaux et α1, . . . , αn ∈ R′. Alors

R[α1, . . . , αn] := {g(α1, . . . , αn) | g = g(X1, . . . , Xn) ∈ R[X1, . . . , Xn]} ⊂ R′

est le plus petit sous-anneau de R′ contenant R et α1, . . . , αn. On l’appelle le sous-anneau de R′ engendré
sur R par α1, . . . , αn.
(ii) Soient K ⊂ K ′ des corps et α1, . . . , αn ∈ K ′. Alors

K(α1, . . . , αn) := { g(α1,...,αn)
h(α1,...,αn) | g, h ∈ K[X1, . . . , Xn], h(α1, . . . , αn) 6= 0} ⊂ K ′

est le plus petit sous-corps de K ′ contenant K et α1, . . . , αn. On l’appelle le sous-corps de K ′ engendré sur
K par α1, . . . , αn.

Preuve. (i) L’ensemble R[α1, . . . , αn] ⊃ R est évidemment un anneau. Si R ⊂ A ⊂ R′ est un anneau con-
tenant α1, . . . , αn, alors on a αk1

1 · · ·αkn
n ∈ A (pour tous les entiers k1, . . . , kn ≥ 0), d’où A ⊃ R[α1, . . . , αn].

On démontre (ii) de même manière.
(2.1.5) On peut reformuler 2.1.3.2 en disant que Q[

√
2] = Q(

√
2).

15



(2.1.6) Question. Soit α ∈ C une racine du polynôme X3 − 2. Déterminer Q[α]. Est-ce qu’on a Q[α] =
Q(α) (c’est-à-dire Q[ 3

√
2] = Q( 3

√
2)) ?

(2.1.7) Exemple : Comme en 2.1.3.1, on a

Q[
√

2,
√

3] = {A + B
√

2 + C
√

3 + D
√

6 |A,B,C, D ∈ Q}.

Soit α =
√

2+
√

3; on a α−1 =
√

3−
√

2 et
√

2 = 1
2 (α−α−1),

√
3 = 1

2 (α+α−1). L’identité (α2−5)2−24 = 0
montre que α−1 = 10α− α3 ∈ Q[α], d’où

Q[
√

2,
√

3] = Q[α, α−1] = Q[α].

On verra ci-dessous que Q[α] est un corps, donc

Q[
√

2,
√

3] = Q[α] = Q(α) = Q(
√

2,
√

3).

(2.1.8) Lemme.
√

5 6∈ Q(
√

2).

Preuve. Si
√

5 = A + B
√

2 (A,B ∈ Q), alors on a

5 = (A + B
√

2)2 = A2 + 2B2 + 2AB
√

2 ∈ Q,

donc AB = 0 (car
√

2 6∈ Q). Si A = 0 (resp., si B = 0), alors on obtient
√

10 = 2B ∈ Q (resp.,
√

5 = A ∈ Q),
ce qui contredit 1.3.5.

(2.2) Représentations matricielles

(2.2.1) Exemple : La formule

C ↪→M2(R), a + ib 7→

(
a −b

b a

)
(a, b ∈ R) (2.2.1.1)

fournit une “représentation” des nombres complexes par des matrices réelles d’ordre 2. Autrement dit,
l’application (2.2.1.1) est compatible avec les opérations d’addition et de multiplication. Par exemple, on a

(a + bi)(c + di) = (ac− bd) + (ad + bc)i,

(
a −b

b a

)(
c −d

d c

)
=

(
ac− bd −(ad + bc)

bc + ad −bd + ac

)
.

En fait, la matrice (2.2.1.1) représent l’action de multiplication par a + bi sur C = R · 1 + R · i dans la base
{1, i}:

(a + bi) · 1 = a · 1 + b · i, (a + bi) · i = −b · 1 + a · i.

(2.2.2) Exemple : On sait que L = Q[
√

2] ⊂ C est un espace vectoriel sur Q avec une base {1,
√

2}.

(2.2.2.1) Définition. Pour β = A + B
√

2 ∈ L, soit

mβ : L −→ L, mβ(x) = βx

l’application “multiplication par β”.

(2.2.2.2) L’application mβ et Q-linéaire, mβ ∈ EndQ(L). Dans la base {1,
√

2}, elle est donnée par les
formules

mβ :
1 7→ β = A · 1 + B ·

√
2

√
2 7→ β

√
2 = 2B · 1 + A ·

√
2,
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donc elle est représentée par la matrice

M(β) = M(A + B
√

2) =

(
A 2B

B A

)
(comparer avec (2.2.1.1) !). Les matrices M(β) ont les propriétés suivantes.
(2.2.2.3) Si mα = mβ , alors on a α = β (car α = mα(1)). Dans le langage matriciel: si M(α) = M(β),
alors on a α = β.
(2.2.2.4) Soient α, β ∈ L. Alors on a (α + β)x = αx + βx, α(βx) = (αβ)x pour tout x ∈ L, d’où

mα + mβ = mα+β , mα ◦mβ = mαβ , M(α) + M(β) = M(α + β), M(α)M(β) = M(αβ).

(2.2.2.5) Voici une preuve “abstraite” du fait que L est un corps : si β ∈ L− {0}, alors on a βx 6= 0 pour
tout x ∈ L− {0} (car il n’y a pas de diviseurs de zéro dans C). Il en résulte que l’application mβ : L −→ L
est injective, donc surjective (puisque dimQ(L) < ∞). En particulier, il existe x ∈ L tel que βx = 1, donc
β−1 ∈ C appartient bien à L.
(2.2.2.6) La propriété 2.2.2.4 permet de calculer l’inverse β−1 d’un élément β = A + B

√
2 ∈ L − {0}:

l’identité M(β−1)M(β) = M(1) = I entrâıne que

M(β−1) = M(β)−1 =

(
A 2B

B A

)−1

=
1

A2 − 2B2

(
A −2B

−B A

)
= M

(
A−B

√
2

A2 − 2B2

)
,

d’où la formule (2.1.3.2.1) (en utilisant (2.2.2.3)).
(2.2.2.7) L’elément β = A + B

√
2 ∈ L est une racine de léquation quadratique

(X −A)2 − (B
√

2)2 = X2 − 2AX + (A2 − 2B2) = 0.

On note que 2A = Tr(M(β)), A2 − 2B2 = det(M(β)), donc

X2 − 2AX + (A2 − 2B2) = det(X · I −M(β))

n’est rien d’autre que le polynôme caractéristique de la matrice M(β).
(2.2.3) Exemple : Considérons L = Q[ 3

√
2] = {A+B 3

√
2+C 3

√
4 |A,B,C ∈ Q}, où 3

√
2 ∈ C est une racine

fixée du polynôme f(X) = X3 − 2.
(2.2.3.1) On admet le fait que 1, 3

√
2, 3
√

4 sont linéairement indépendants sur Q (voir 3.2.2 ci-dessous),
donc forment une base de L comme Q-espace vectoriel. Comme en 2.2.2.2, la multiplication par tout
β = A + B 3

√
2 + C 3

√
4 ∈ L définit une application Q-linéaire mβ : L −→ L, mβ(x) = βx. Les formules

mβ(1) = β, mβ( 3
√

2) = 2C · 1 + A · 3
√

2 + B · 3
√

4, mβ( 3
√

4) = 2B · 1 + 2C · 3
√

2 + A · 3
√

4

montrent que la matrice de mβ dans la base {1, 3
√

2, 3
√

4} de L est égale à

M(β) =


A 2C 2B

B A 2C

C B A

 .

La même méthode que plus haut montre que M(α)M(β) = M(αβ) et que L est un corps (donc Q[ 3
√

2] =
Q( 3
√

2)).
(2.2.3.2) Calcul de β−1 (β ∈ L − {0}). On peut utiliser soit la formule M(β−1) = M(β)−1, soit la
division euclidienne : par exemple, soit
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β = 3− 2 3
√

2 + 3
√

4 = g( 3
√

2), g(X) = X2 − 2X + 3.

On applique l’algorithme d’Euclide aux polynômes f(X) = X3 − 2 et g(X) :

X3 − 2 = (X2 − 2X + 3)(X + 2) + (X − 8)

X2 − 2X + 3 = (X − 8)(X + 6) + 51,

d’où

51 = (X2 + 8X + 13)(X2 − 2X + 3)− (X + 6)(X3 − 2) = h(X)g(X)− (X + 6)f(X).

En substituant X = 3
√

2, on obtient

β h( 3
√

2) = g( 3
√

2)h( 3
√

2) = 51 =⇒ β−1 =
h( 3
√

2)
51

=
13 + 8 3

√
2 + 3
√

4
51

.

(2.2.3.3) On verra ci-dessous que β est une racine du polynôme caractéristique

det(X · I −M(β)) = X3 − 3AX2 + 3(A2 − 2BC)X − (A3 + 2B3 + 4C3 − 6ABC) ∈ Q[X]

de la matrice M(β).

(2.3) Corps – exemples

(2.3.1) Rappel. Un corps F est un anneau (commutatif, unitaire) tel que F 6= 0 et F − {0} = F ∗,
c’est-à-dire que tout élément non nul de F est inversible.
(2.3.2) Exemples des corps. Q,R,C,Q(

√
2) = {A + B

√
2 |A,B ∈ Q}, Fp = Z/pZ (si p est un nombre

premier).
(2.3.3) Caractéristique d’un corps. Soit F un corps. Pour tout entier n ≥ 1 on pose

n · 1F = 1F + · · ·+ 1F︸ ︷︷ ︸
n−fois

, (−n) · 1F = −(1F + · · ·+ 1F︸ ︷︷ ︸
n−fois

)

(où 1F est l’unité de F ). Il y a deux possibilitées:

(car = 0) (∀n ≥ 1) n · 1F 6= 0.
On dit que “la caractéristique de F est égale à zéro”, car(F ) = 0. Dans ce cas, Q est un sous-corps
de F par la formule

m

n
7→ m · 1F

n · 1F
, (m,n ∈ Z, n ≥ 1).

(car = p) (∃n ≥ 1) n · 1F = 0.
Le plus petit entier n ≥ 1 ayant cette propriété s’appelle la caractéristique de F , car(F ) = n.
Exercice: car(F ) = p est un nombre premier.
Dans ce cas, Fp est un sous-corps de F par la formule

a · 1Fp
7→ a · 1F (a = 1, 2, . . . , p).

(2.3.4) Exemple d’un corps ayant 4 éléments. On prends F ⊃ F2, F = {0, 1, α, α + 1}, où 1 + 1 = 0
et α2 = α + 1.
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(2.4) Extensions de corps

(2.4.1) Définition. Soient K ⊂ L des corps. On dit que L/K est une extension de corps. L est
naturellement un espace vectoriel sur K; une base de L/K (resp., le degré de L/K, noté [L : K] ∈ N∪{∞})
est une base de L (resp., la dimension de L) comme K-espace vectoriel.

(2.4.2) Exemples : (i) [C : R] = 2; {1, i} (ou {2− 3i, i + 17}) est une base de C/R.
(ii) [Q(

√
2) : Q] = 2; {1,

√
2} (ou {4−

√
2, 5
√

2 + 7}) est une base de Q(
√

2)/Q.

(2.4.3) Lemme (Multiplicativité des degrés). Soient K ⊂ L ⊂M des corps et {`i}i∈I (resp., {mj}j∈J)
une base de L/K (resp., une base de M/L). Alors S = {`imj}(i,j)∈I×J est une base de M/K. En particulier,

[M : K] = |I × J | = |I| · |J | = [L : K][M : L].

Preuve. L’ensemble S engendre M comme K-espace vectoriel, puisque tout m ∈M s’écrit comme

m =
∑
j∈J

yjmj (yj ∈ L)

et tout yj s’écrit comme

yj =
∑
i∈I

xij`i (xij ∈ K),

d’où

m =
∑
i∈I

∑
j∈J

xij`imj (xij ∈ K).

S est en ensemble libre (sur K), puisque si

∑
i∈I

∑
j∈J

xij`imj =
∑
j∈J

(∑
i∈I

xij`i

)
mj = 0 (xij ∈ K),

alors on a

(∀j ∈ J)
∑
i∈I

xij`i = 0

(car les mj sont linéairement indépendants sur L), donc xij = 0 pour tous i, j (car les `i sont linéairement
indépendants sur K).
(2.4.4) Exemple : Si K = Q, L = Q(

√
2), M = Q(

√
2,
√

5) = L(
√

5), alors on a [L : K] = 2. Grâce à
2.1.8, on sait que

√
5 6∈ L. Comme en 2.1.3, il en résulte que {1,

√
5} est une base de M/L, donc [M : L] = 2

et [Q(
√

2,
√

5) : Q] = 2 · 2 = 4.

(2.4.5) Définition. Soit L/K une extension de corps.
(i) Un élément α ∈ L est algébrique sur K s’il existe un polynôme f(X) ∈ K[X]− {0} tel que f(α) = 0;
sinon, α est transcendant sur K.
(ii) L’extension L/K est algébrique si tout élément α ∈ L est algébrique sur K.
(iii) L’extension L/K est de degré fini si [L : K] <∞.
(iv) L’extension L/K est de type fini s’il existe un ensemble fini {α1, . . . , αn}⊂ L tel que L = K(α1, . . . , αn).

(2.4.6) Proposition. Soit L/K une extension des corps de degré fini. Alors
(i) L/K est une extension de type fini.
(ii) L/K est une extension algébrique.

Preuve. (i) L admet une base finie (comme K-espace vectoriel) α1, . . . , αn; on a L = K(α1, . . . , αn).
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(ii) Soit n = [L : K] < ∞. Pour tout α ∈ L, les éléments 1, α, . . . , αn sont linéairement dépendants sur K,
donc il existe une relation

a0 · 1 + a1 · α + · · ·+ an · αn = 0 (ai ∈ K, (∃i0) ai0 6= 0).

(2.4.7) En fait, on a démontré que tout élément de L est algébrique de degré ≤ [L : K] sur K.
(2.4.8) On va démontrer ci-dessous que toute extension algébrique de type fini est de degré fini.
(2.4.9) Si α ∈ L est transcendant sur K, alors les éléments 1, α, α2, . . . ∈ K[α] ⊂ K(α) sont linéairement
indépendants sur K; il en résulte que [K(α) : K] =∞.
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3. Extensions simples de corps

Une extension de corps L/K est simple si L = K(α) est engendré sur K par un seul élément.

(3.1) Le polynôme minimal

Soient K ⊂ E des corps et α ∈ E un élément de E.

(3.1.1) Lemme-Définition. Supposons que α est algébrique sur K. Alors:
(i) L’ensemble de polynômes

{g ∈ K[X] | g 6= 0, g(α) = 0}

étant non vide, il contient un polynôme unitaire f de degré minimum.
(ii) Soit g ∈ K[X]. Alors

g(α) = 0 ⇐⇒ f |g (⇐⇒ ∃h ∈ K[X] fh = g).

(iii) Le polynôme f en (i) est unique; on l’appelle le polynôme minimal de α sur K; on dit que deg(f)
est le degré de α sur K.
(iv) Le polynôme f est irréductible sur K (= dans K[X]).
(v) Si g ∈ K[X] est un polynôme unitaire et irréductible (sur K) tel que g(α) = 0, alors on a g = f .

(3.1.2) Exemples de polynômes minimaux : (i) Si α ∈ K, alors on a f(X) = X − α.
(ii) Si K = R, E = C et α = i, alors on a f(X) = X2 + 1.
(iii) Si K = Q, E = C et α =

√
2 (ou α = −

√
2), alors on a f(X) = X2 − 2.

(iv) Si K = Q, E = C et α ∈ C est une racine du polynôme g(X) = X3 − 2. On verra en 3.1.4 ci-dessous
que g(X) est irréductible dans Q[X], donc f = g d’après 3.1.1(v).
Preuve de 3.1.1. Il n’y a rien à démontrer en (i).
(ii) On applique l’algorithme de division aux polynômes g et f : il existe h, r ∈ K[X] tels que

g(X) = f(X)h(X) + r(X), (deg(r) < deg(f)).

En substituant X = α on obtient r(α) = 0, d’où r = 0 grâce à la minimalité de deg(f).
(iii) Si f1 ∈ K[X] satisfait aux mêmes conditions que f , alors on a f |f1 et f1|f d’après (ii), donc f1 = cf
(c ∈ K∗). Les polynômes f et f1 étant unitaires, on a c = 1.
(iv) Si f = gh avec g, h ∈ K[X]− {0} et deg(g),deg(h) < deg(f), alors on a soit g(α) = 0, soit h(α) = 0, ce
qui contredit la minimalité de deg(f).
(v) On a f |g d’après (ii). Il résulte de l’irréductibilité de g que g = cf (c ∈ K∗); on conclut que c = 1 comme
en (iii).

(3.1.3) Critères d’irréductibilité. (i) Un polynôme f ∈ K[X] − {0} est irréductible sur K ⇐⇒ f
n’est divisible par aucun polynôme g ∈ K[X]−K de degré deg(g) ≤ deg(f)/2. En particulier, un polynôme
cubique (deg(f) = 3) est irréductible sur K ⇐⇒ f n’a pas de racine dans K.
(ii) Soit f = a0X

n + a1X
n−1 + · · ·+ an ∈ Z[X]. On suppose qu’il existe un nombre premier p tel que p - a0

et que l’image de f dans Z/pZ[X] soit irréductible. Alors f = cf1, où c = pgcd(a0, . . . , an) et f1 ∈ Z[X] est
irréductible dans Z[X].
(iii) (“Critère d’Eisenstein”) Soit f = Xn + a1X

n−1 + · · ·+ an ∈ Z[X]. On suppose qu’il existe un nombre
premier p tel que (∀i) p|ai et p2 - an (on dit que f est un polynôme d’Eisenstein par rapport à p). Alors
f est irréductible dans Z[X].
(iv) (Gauss) Si un polynôme f ∈ Z[X] est irréductible dans Z[X], alors f est irréductible dans Q[X].

“Preuve”. (i), (ii) Exercice. (iii), (iv) On va démontrer une version plus générale dans la deuxième partie
du cours.
(3.1.4) Exemples : (i) Le polynôme X3 − 2 est irréductible dans Q[X], car il n’a pas de racine dans Q
(d’après 1.3.5).
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(ii) Xn − 2 (n ≥ 1) est un polynôme d’Eisenstein par rapport à 2, donc irréductible dans Q[X].
(iii) Si p est un nombre premier, alors

Φp(X + 1) =
(X + 1)p − 1

X
= Xp−1 +

(
p

1

)
Xp−2 + · · ·+

(
p

p− 1

)
est un polynôme d’Eisenstein par rapport à p, donc irréductible dans Q[X].

(3.1.5) Exercice. (i) Soit a ∈ Z, 3 - a. Montrer que le polynôme X3 −X + a est irréductible dans Q[X].
(ii) Soit p un nombre premier et k ≥ 1 un entier. Montrer que Φpk(X + 1) est un polynôme d’Eisenstein
par rapport à p, donc irréductible dans Q[X].

(3.2) Extensions algébriques simples

Soient K ⊂ E des corps et α ∈ E.

(3.2.1) Proposition. Soit α algébrique sur K; on note f(X) = Xd + a1X
d−1 + · · · + ad ∈ K[X] son

polynôme minimal sur K (d = deg(f) ≥ 1). Alors
(i) Les éléments 1, α, . . . , αd−1 forment une base de K[α] comme K-espace vectoriel.
(ii) L’anneau K[α] est un anneau intègre:

ab = 0 =⇒ a = 0 ou b = 0 (a, b ∈ K[α]).

(iii) L’anneau K[α] est un corps, donc K(α) = K[α].
(iv) Le degré de l’extension de corps K(α)/K est égal à [K(α) : K] = d = deg(f). Plus précisement, les
éléments 1, α, . . . , αd−1 forment une base de K(α)/K.
(v) Pour tout corps intermédiaire K ⊂ L ⊂ E, on a [L(α) : L] ≤ [K(α) : K].

(3.2.2) Exemple : Soient n ≥ 1 et α = n
√

2 ∈ C une racine fixée du polynôme f(X) = Xn − 2. Comme
f(X) est le polynôme minimal de n

√
2 sur Q (d’après 3.1.4(ii) et 3.1.1(v)), il en résulte que 1, n

√
2, . . . , ( n

√
2)n−1

est une base de Q( n
√

2)/Q et [Q( n
√

2) : Q] = n.
Preuve de 3.2.1. (i) En multipliant l’identité

αd = −a1α
d−1 − · · · − ad

par αi (i ≥ 0), on montre par récurrence que

(∀i ≥ 0) αd+i ∈ K · 1 + · · ·+ K · αd−1 = {u0 · 1 + u1 · α + · · ·+ ud−1 · αd−1 |ui ∈ K},

d’où

K[α] = K · 1 + · · ·+ K · αd−1.

Les éléments 1, α, . . . , αd−1 sont linéairement indépendants sur K: si

u0 · 1 + u1 · α + · · ·+ ud−1 · αd−1 = 0 (ui ∈ K),

alors on a u0 = · · · = ud−1 = 0, d’après la minimalité de deg(f) = d.
(ii) K[α] ⊂ E est un sous-anneau d’un corps.
(iii) L’argument de 2.2.2.5 s’applique: pour tout β ∈ K[α]− {0}, l’application

mβ : K[α] −→ K[α], mβ(x) = βx

est K-linéaire et injective (d’après (ii)), donc surjective, car dimK(K[α]) = d <∞. En particulier, il existe
x ∈ K[α] tel que βx = 1, d’où β−1 = x ∈ K[α].
(iv) Ceci résulte de (i) et (iii).
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(v) Soit fL ∈ L[X] le polynôme minimal de α sur L. D’après 3.1.1(ii), f est divisible par fL dans L[X], donc

[L(α) : L] = deg(fL) ≤ deg(f) = [K(α) : K].

(3.2.3) Corollaire. α est algébrique sur K ⇐⇒ [K(α) : K] <∞.

(3.2.4) Proposition. (i) Si le corps K est un sous-anneau d’un anneau intègre R ayant dimension finie
comme K-espace vectoriel, alors R est un corps.
(ii) Si R est un anneau intègre ayant un nombre fini d’éléments, alors R est un corps.

Preuve. (i) La méthode de 2.2.2.5 s’applique: pour tout β ∈ R−{0}, l’application mβ : R −→ R, mβ(x) = βx
est injective (l’anneau R étant intègre), donc surjective, puisque dimK(R) < ∞. Il en résulte qu’il existe
x ∈ R tel que βx = mβ(x) = 1, donc β admet un inverse dans R.
(ii) Exercice (la même méthode s’applique).

(3.2.5) Corollaire. Si α, β ∈ E sont des éléments algébriques sur K, alors tout élément de K[α, β] (par
exemple α± β, αβ) est aussi algébrique sur K.

Preuve. Soit d ≥ 1 (resp., e ≥ 1) le degré du polynôme minimal de α (resp., de β) sur K; alors on a

K[α] = {
d−1∑
i=0

aiα
i | ai ∈ K}, K[β] = {

e−1∑
j=0

bjβ
j | bj ∈ K}.

Il en résulte que l’anneau K[α, β] est égal à

K[α, β] = {
d−1∑
i=0

e−1∑
j=0

cijα
iβj | cij ∈ K} ⊂ E,

donc c = dimK K[α, β] ≤ de < ∞. Pour tout γ ∈ K[α, β] les éléments 1, γ, . . . , γc sont linéairement
dépendants sur K, donc il existe une relation linéaire non triviale u0 + u1γ + · · ·+ ucγ

c = 0 (ui ∈ K). Bien
sûr, l’anneau K[α, β] est un corps (grâce à 3.2.4(i)), donc une extension de degré fini de K.

(3.2.6) Proposition. Soient α1, . . . , αn ∈ E des éléments algébriques sur K; posons di = [K(αi) : K].
(i) K(α1, . . . , αn) = K[α1, . . . , αn], [K(α1, . . . , αn) : K] ≤ d1d2 · · · dn

(en particulier, l’extension de corps K(α1, . . . , αn)/K est algébrique).
(ii) Si pgcd(d1, d2) = 1, alors on a K(α1) ∩K(α2) = K et [K(α1, α2) : K] = d1d2.

Preuve. (i) Considérons la tour d’extensions

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Ki−1 ⊂ Ki = Ki−1(αi) ⊂ · · · ⊂ Kn = K(α1, . . . , αn).

On vient de voir en 3.2.1(v) que tout élément αi (1 ≤ i ≤ n) est algébrique sur Ki−1 = K(α1, . . . , αi−1), de
degré ≤ [K(αi) : K] = di. En appliquant 3.2.1(iii), on obtient Ki = Ki−1[αi], d’où Kn = K[α1, . . . , αn] par
récurrence et

[Kn : K0] =
n∏

i=1

[Ki : Ki−1] =
n∏

i=1

[Ki−1(αi) : Ki−1] ≤
n∏

i=1

[K(αi) : K] =
n∏

i=1

di <∞.

(ii) Considérons les corps

K ⊂ E = K(α1) ∩K(α2) ⊂ K(αi) ⊂ F = K(α1, α2) (i = 1, 2).

D’après 2.4.3, on a les divisibilités suivantes:

[E : K]
∣∣d1, [E : K]

∣∣d2 =⇒ [E : K]
∣∣pgcd(d1, d2) = 1 =⇒ [E : K] = 1 =⇒ E = K

d1

∣∣[F : K], d2

∣∣[F : K] =⇒ d1d2 = ppcm(d1, d2)
∣∣[F : K].

D’autre part,
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[F : K(α2)] = [K(α2)(α1) : K(α2)] ≤ [K(α1) : K] = d1

(d’après 3.2.1(v)), d’où

[F : K] = [F : K(α2)] · [K(α2) : K] ≤ d1d2.

Il en résulte que [F : K] = d1d2.
(3.2.7) Exemple : (i) Soient α1, α2, α3 ∈ C les racines complexes du polynôme X3 − 2 (par exemple, on
prend α1 ∈ R, α2 = ρα1, α3 = ρ2α1). Alors on a Q ⊂ Q(α1) ⊂ Q(α1, α2, α3) = Q(α1, ρ), où [Q(α1) : Q] = 3
(d’après 3.2.2) et [Q(α1, ρ) : Q(α1)] = 2 (ce degré est ≤ 2, car ρ2 +ρ+1 = 0; d’autre part, il est > 1, puisque
ρ 6∈ R =⇒ ρ 6∈ Q(α1)). Il en résulte que [Q(α1, α2, α3) : Q] = 3 · 2 = 6 (on pourrait également appliquer
3.2.6(ii), puisque pgcd([Q(α1) : Q], [Q(ρ) : Q]) = pgcd(3, 2) = 1).
(ii) On a Q(α1) ∩Q(α2) = Q(α1) ∩Q(ρ) = Q, mais

[Q(α1) : Q] = [Q(α2) : Q] = 3, [Q(α1, α2) : Q] = 6 6= 3 · 3.

(3.2.8) Exercice. Soit K un sous-corps de C et a, b ∈ K∗. Montrer:
(i) K(

√
a)∗2 ∩K∗ = K∗2 ∪ aK∗2.

(ii) K(
√

a) = K(
√

b) ⇐⇒ a/b 6∈ K∗2.
(iii) K(

√
a,
√

b)∗2 ∩K∗ = K∗2 ∪ aK∗2 ∪ bK∗2 ∪ abK∗2.
(iv) [K(

√
a,
√

b) : K] = 4 ⇐⇒ a, b, ab 6∈ K∗2. Si c’est le cas, alors 1,
√

a,
√

b,
√

ab est une base de
K(
√

a,
√

b)/K.
(v) Si L/K est une extension de corps de degré 2 (L ⊂ C), alors il existe c ∈ K∗, c 6∈ K∗2 tel que
L = K(

√
c).

(vi) Les corps L = K, K(
√

a),K(
√

b),K(
√

ab),K(
√

a,
√

b) sont les seuls corps intermédiaires K ⊆ L ⊆
K(
√

a,
√

b).

(3.2.9) Représentation matricielle. Soit L/K une extension de corps de degré fini n = [L : K].
Fixons une base ω1, . . . , ωn de L/K. Pout tout β ∈ L, on note M(β) ∈ Mn(K) la matrice de l’application
mβ : L −→ L (mβ(x) = βx) dans la base {ωi}. Comme en 2.2.2, les matrices M(β) ont les propriétés
suivantes:

(3.2.9.1) (∀β ∈ K) mβ = β · id, M(β) = β · I.
(3.2.9.2) (∀α, β ∈ L) mα+mβ = mα+β , mα◦mβ = mαβ , M(α)+M(β) = M(α+β), M(α)M(β) =

M(αβ).
(3.2.9.3) (∀α, β ∈ L) α = β ⇐⇒ mα = mβ ⇐⇒ M(α) = M(β).

Autrement dit, l’application β 7→ mβ (resp., β 7→ M(β)) est un homomorphisme injectif d’anneaux (plus
précisement, un homomorphisme injectif de K-algèbres)

m : L ↪→ EndK(L) (resp., M : L ↪→Mn(K)).

(3.2.10) Proposition. Sous les hypothèses de 3.2.9, soit β ∈ L. Le polynôme caractéristique

Pβ(X) = Pβ,L/K(X) = det(X · I −M(β)) ∈ K[X]

de la matrice M(β) ne dépend pas de la base {ωi}, et l’on a Pβ(β) = 0.
[Ceci est une généralisation de 2.2.2.7.]

Preuve. Un changement de base de L/K est donné par une matrice inversible g ∈ GLn(K); dans la nouvelle
base, l’application mβ est représentée par la matrice gM(β)g−1, dont le polynôme caractéristique est égal à
cel de M(β). On a

0 = Pβ(M(β)) (Thm de Cayley −Hamilton)
= M(Pβ(β)) (d′après (3.2.9.2)),

d’où Pβ(β) = 0 (d’après (3.2.9.3)).
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(3.2.11) Exemples : (i) Si β ∈ K, alors on a Pβ(X) = (X − β)n = (X − β)[L:K].
(ii) Si L = K(

√
d), où d ∈ K∗, d 6∈ K∗2; alors on a [L : K] = 2. On calcule la matrice M(β) = M(A+B

√
d)

(A,B ∈ K) dans la base 1,
√

d de L/K comme en 2.2.2.2: on obtient

M(A + B
√

d) =

(
A dB

B A

)
,

donc Pβ(X) = X2 − 2AX + (A2 − dB2) (cf. 2.2.2.7).
(iii) Si L/K = Q( 4

√
2)/Q et β =

√
2 = ( 4

√
2)2, alors la matrice M(β) dans la base 1, ( 4

√
2)2, 4
√

2, ( 4
√

2)3 de
L/K est égale à

M(
√

2) =


0 2 0 0

1 0 0 0

0 0 0 2

0 0 1 0


donc P√2(X) = det(X · I −M(

√
2)) = (X2 − 2)2 = X4 − 4X2 + 4. Ici, X2 − 2 est le polynôme minimal de

β =
√

2 sur K = Q.
(iv) En général, soit

g(X) = Xd + a1X
d−1 + · · ·+ ad (ai ∈ K)

le polynôme minimal de β sur K. Fixons une base ω1, . . . , ωe de L/K(β); alors βiωj (0 ≤ i ≤ d−1, 1 ≤ j ≤ e)
est une base de L/K. La matrice M(β) dans cette base est égale à

A 0 . . . 0

0 A . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . A


Ici on l’a noté

A =



0 0 . . . 0 −ad

1 0 . . . 0 −ad−1

0 1 . . . 0 −ad−2

...
...

. . .
...

...

0 0 . . . 1 −a1


Comme det(X · I −A) = g(X), on a

Pβ(X) = det(X · I −A)e = g(X)[L:K(β)].

En particulier, si L = K(β), alors on a Pβ(X) = g(X).

(3.2.12) Exercice. Soient L/K = Q( 3
√

3)/Q et β = A + B 3
√

3 + C 3
√

9 ∈ L (A,B,C ∈ Q). Déterminer
Pβ(X) et le polynôme minimal de β sur Q.

(3.2.13) Définition (Norme, Trace). Sous les hypothèses de 3.2.9, la norme (resp., la trace) de β dans
l’extension L/K est définie comme

NL/K(β) = det(M(β)), T rL/K(β) = Tr(M(β)).
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(3.2.14) Exemples : (i) Si β ∈ K, alors on a NL/K(β) = β[L:K], TrL/K(β) = [L : K] · β.
(ii) Soient L = K(

√
d) et β = A + B

√
d comme en 3.2.11(ii); alors on a

NL/K(A + B
√

d) = A2 − dB2 = (A + B
√

d)(A−B
√

d)

TrL/K(A + B
√

d) = 2A = (A + B
√

d) + (A−B
√

d).

(iii) Soient K = Q, L = Q( 3
√

2) et β = A + B 3
√

2 + C 3
√

4 (A,B,C ∈ Q). On déduit de 2.2.3.1 que

NL/K(β) = A3 + 2B3 + 4C3 − 6ABC, TrL/K(β) = 3A.

(3.2.15) Exercice. Sous les hypothèses de 3.2.9,
(i) (∀α, β ∈ L) TrL/K(α + β) = TrL/K(α) + TrL/K(β), NL/K(αβ) = NL/K(α)NL/K(β).
Autrement dit, la norme (resp., la trace) définit un homomorphisme de groupes NL/K : L∗ −→ K∗ (resp.,
TrL/K : L −→ K).

(ii) (∀α ∈ K, β ∈ L) TrL/K(αβ) = αTrL/K(β), NL/K(αβ) = α[L:K]NL/K(β).
(iii) Si M/L est une extension de degré fini, alors on a:
(∀γ ∈M) NL/K(NM/L(γ)) = NM/K(γ), T rL/K(TrM/L(γ)) = TrM/K(γ).

(3.3) Rappel : Homomorphismes d’anneaux et idéaux

Tous les anneaux seront commutatifs et unitaires.
(3.3.1) Soient R,R′ des anneaux. Une application f : R −→ R′ est un homomorphisme d’anneaux si
l’on a

(∀x, y ∈ R) f(x + y) = f(x) + f(y), f(xy) = f(x)f(y), f(1) = 1

(=⇒ f(0) = 0). Les ensembles

Ker(f) = {x ∈ R | f(x) = 0} , Im(f) = {f(x) |x ∈ R}

s’appellent le noyau (resp., l’image) de f . L’homomorphisme f est injectif ⇐⇒ Ker(f) = 0.

(3.3.2) Lemme-Définition. Un sous-ensemble I d’un anneau R est égal au noyau d’un homomorphisme
d’anneaux f : R −→ R′ ⇐⇒ I a les propriétés suivantes:
(i) I 6= ∅, (∀x, y ∈ I) x− y ∈ I (⇐⇒ (I,+) est un sous-groupe de (R,+)).
(ii) x ∈ I, r ∈ R =⇒ rx ∈ I.
Un sous-ensemble de R ayant ces propriétés s’appelle un idéal de R.

Preuve. L’ensemble Ker(f) est non vide (car 0 ∈ Ker(f)) et l’on a

(∀x, y ∈ Ker(f)) (∀r ∈ R) f(x− y) = f(x)− f(y) = 0, f(rx) = f(r)f(x) = 0,

donc Ker(f) est un idéal de R. Réciproquement, étant donné un idéal I de R, soit R/I l’ensemble quotient
de R par rapport à l’équivalence suivante:

x ≡ y (mod I) ⇐⇒ x− y ∈ I

(R/I est une généralisation naturelle de Z/nZ). Les propriétés (i), (ii) entrâınent que{
x ≡ y (mod I)
x′ ≡ y′ (mod I)

}
=⇒

{
x + x′ ≡ y + y′ (mod I)
xx′ ≡ yy′ (mod I)

}
(par exemple, xx′ − yy′ = x(y − y′) + (x− x′)y′ ∈ I). Il en résulte que l’ensemble R/I, muni des opérations
x + y = x + y, x · y = xy (où l’on a noté x ∈ R/I la classe d’équivalence de x ∈ R) est un anneau.
L’application naturelle π(x) = x est un homomorphisme d’anneaux π : R −→ R/I (surjectif) et Ker(π) = I.
(3.3.3) Exemples : (i) L’idéal principal engendré par a ∈ R est défini comme
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(a) = {ar | r ∈ R} .

Par exemple, 0 = (0) = {0} et (1) = R. Si R est un anneau intègre (voir 3.2.1(ii)), alors on a

(a) = (b) ⇐⇒ (∃u ∈ R∗) a = bu (a, b ∈ R− {0}).

Ici, on a noté R∗ = {u ∈ R | (∃v ∈ R) uv = 1} l’ensemble d’éléments inversibles de R.
(ii) Étant donnés a1, . . . , an ∈ R, le plus petit idéal de R contenant a1, . . . , an ∈ R est égal à

(a1, . . . , an) = {a1r1 + · · ·+ anrn | r1 . . . , rn ∈ R} .

(3.3.4) Définition. Un anneau principal (en anglais “principal ideal domain”, ou “PID”) est un anneau
intègre dont tous les idéaux sont principaux.

(3.3.5) Lemma. Les anneaux Z et K[X] (où K est un corps) sont principaux.

Preuve. Il suffit de montrer que tout idéal non nul I 6= (0) est principal. L’ensemble I − {0} contient un
élément b avec |b| (resp., deg(b)) minimal. On a (b) ⊆ I; il faut démontrer que I ⊆ (b). Pour tout a ∈ I,
la division euclidienne montre que l’on a a = bq + r, où |r| < |b| (resp., deg(r) < deg(b)). Il résulte de la
propriété minimale de b que l’élément r = a− bq ∈ I est égal à r = 0, d’où a = bq ∈ (b).
(3.3.6) La propriété universelle de R/I. Soit I ⊂ R un idéal. On peut caractériser l’homomorphisme
canonique π : R −→ R/I (π(x) = x) par la propriété universelle suivante:

Pour tout homomorphisme d’anneaux f : R −→ R′ avec I ⊆ Ker(f) il existe un unique homomorphisme
d’anneaux f : R/I −→ R′ tel que f = f ◦ π ( ⇐⇒ (∀x ∈ R) f(x) = f(x)), autrement dit tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

R
f //

π

��>
>>

>>
>>

>>
>>

R′

R/I

f ′

??�
�

�
�

�
�

(3.3.7) Un isomorphisme d’anneaux f : R −→ R′ est un homomorphisme d’anneaux pour lequel il existe
un homomorphisme d’anneaux g : R′ −→ R tel que g◦f = idR, f ◦g = idR′ (⇐⇒ f est un homomorphisme
d’anneaux bijectif).

(3.3.8) Théorème d’Isomorphisme. Pour tout homomorphisme d’anneaux f : R −→ R′, l’homo-
morphisme induit

f : R/Ker(f) −→ Im(f), f(x) = f(x)

(défini par la propriété universelle 3.3.6) est un isomorphisme.

(3.4) Extensions simples – version algébrique

Soient K ⊂ E des corps.
(3.4.1) Fixons α ∈ E. L’application

evα : K[X] −→ E, g(X) 7→ g(α)

(“l’évaluation en α”) est un homomorphisme d’anneaux dont l’image est égale à Im(evα) = K[α]. Si α est
transcendant sur K, alors on a Ker(evα) = 0 et evα induit un isomorphisme d’anneaux K[X] ∼−→ K[α].

Si α est algébrique sur K, alors I = Ker(evα) est un idéal I 6= (0), (1) de K[X], donc I = (f) pour
un (unique) polynôme unitaire f ∈ K[X] de degré deg(f) ≥ 1. D’après 3.3.8, l’application evα induit un
isomorphisme d’anneaux
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evα : K[X]/(f) ∼−→ K[α], g(X) 7→ g(α),

où l’on a noté g(X) l’image de g(X) ∈ K[X] dans K[X]/(f). On sait, bien sûr, que K[α] = K(α), ce qui
résulte aussi de 3.4.3(iii) ci-dessous.

Ceci fournit une démonstration abstraite de 3.1.1(i)-(iii); en particulier, f est le polynôme minimal de
α sur K.

(3.4.2) Exemple : Si K = R, E = C et α = i, alors evi induit un isomorphisme d’anneaux

evi : R[X]/(X2 + 1) ∼−→ R[i] = R(i) = C, g(X) 7→ g(i).

(3.4.3) Lemme. Soit f ∈ K[X], d = deg(f) ≥ 1; posons R = K[X]/(f). Alors on a :

(i) f(X) = 0 et les éléments 1, X, . . . ,X
d−1

forment une base de R comme K-espace vectoriel.
(ii) Si f est réductible sur K, alors R n’est pas un anneau intègre.
(iii) Si f est irréductible sur K, alors R est un corps.

Preuve. (i) On a f(X) = f(X) = 0. Tout polynôme g ∈ K[X] s’écrit de manière unique sous la forme

g = af + b, a, b ∈ K[X], deg(b) < d

(=⇒ g = b). Il en résulte que l’application b 7→ b induit une bijection K-linéaire

K · 1 + K ·X · · ·+ K ·Xd−1 = {b | b ∈ K[X], deg(b) < d} ∼−→ {b | b ∈ K[X], deg(b) < d} = R.

(ii) Si f = gh avec g, h ∈ K[X], deg(g),deg(h) < d, alors on a g, h 6= 0 mais gh = f = 0 dans R.
(iii) Soit r ∈ R − {0}; on a r = g, où g ∈ K[X] − {0}, deg(g) < d. D’après 3.3.5, l’idéal (f, g) = (h) est
principal. Le polynôme f étant irréductible (sur K) et h|f , il existe une constante c ∈ K∗ telle que h = cf
ou h = c. Le premier cas h = cf est impossible, car h|g et deg(g) < d. Il en résulte qu’il existe a, b ∈ K[X]
tels que af + bg = 1, d’où bg = 1; autrement dit tout r = g ∈ R− {0} est inversible dans R.

(3.4.4) Remarques. (i) La preuve ci-dessus de 3.4.3(iii) a suivi la méthode de 2.2.3.2; on peut également
utiliser l’argument de 2.2.2.5 (sous la forme 3.2.4).
(ii) En 3.4.3(i) (resp., (ii)), on a redémontré 3.1.1(iv) (resp., 3.2.1(iv)).

(3.4.5) Corollaire. Soit f ∈ K[X] un polynôme unitaire irréductible (sur K), de degré d = deg(f) ≥ 1;
posons E = K[X]/(f).
(i) L’anneau E est un corps contenant K.
(ii) E = K(α), où α = X est l’image de X dans E.
(iii) f est le polynôme minimal de α sur K.

(iv) 1, α, . . . , αd−1 (= 1, X, . . . ,X
d−1

) est une base de E/K et [E : K] = d.

(3.4.6) Exemples : (i) K = Q, f(X) = X3 − 2. Le polynôme f étant irréductible sur Q d’après 3.1.4(i),
l’anneau E = Q[X]/(X3 − 2) est un corps. Pour toute racine complexe α0, α1, α2 ∈ C de f (αj = ρj 3

√
2,

j = 0, 1, 2, 3
√

2 ∈ R), l’évaluation en αj induit un isomorphisme de corps

evαj
: E

∼−→ Q(αj), g(X) 7→ g(αj).

(ii) Si K = Fp et f(X) ∈ Fp[X] est un polynôme irréductible (sur Fp) de degré deg(f) = n ≥ 1, alors
E = Fp[X]/(f) est un corps et [E : Fp] = n, ce qui entrâıne que |E| = pn (voir 4.1.2 ci-desssous).
(iii) En particulier, le polynôme f(X) = X2 + X + 1 ∈ F2[X] est irréductible sur F2 (car f(0) = f(1) 6= 0),
donc E = F2[X]/(X2 + X + 1) est un corps ayant 22 = 4 éléments (cf. 2.3.4).
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(3.4.7) Définition. Soit f ∈ K[X] un polynôme de degré n ≥ 1. Une extension L/K s’appelle un corps
de décomposition de f sur K si f se décompose f(X) = c(X − α1) · · · (X − αn) dans L[X] (où c ∈ K∗

et α1, . . . , αn ∈ L) et si L est engendré sur K par les racines αi de f : L = K(α1, . . . , αn) (d’après 3.2.6,
l’extension L/K est de degré fini). [On aimerait dire que “le corps de décomposition de f sur K est le
corps engendré sur K par les racines de f”, mais le problème c’est que les racines de f ne sont pas données
à priori.]

(3.4.8) Proposition. Soit f ∈ K[X] un polynôme de degré n ≥ 1. Alors il existe un corps de décomposition
de f sur K.

Preuve. Soit f1|f (f1 ∈ K[X]) un facteur non constant irréductible (sur K) de f . D’après 3.4.3, K1 =
K[X]/(f1(X)) est un corps de degré fini sur K, f1 admet une racine α1 = X ∈ K1 et K1 = K(α).
En appliquant la même procedure au polynôme f(X)/(X − α1) sur K1 etc., on arrivera à un corps de
décomposition de f (sur K).
(3.4.9) En fait, il existe un corps contenant K dans lequel tout polynôme f ∈ K[X] se décompose. Plus
précisement:

(3.4.9.1) Définition. Un corps L est algébriquement clos si tout polynôme non constant f ∈ L[X] a
une racine α ∈ L.

(3.4.9.2) Exemple : Le corps C est algébriquement clos.

(3.4.9.3) Lemme. Soient L un corps et f ∈ L[X] un polynôme de degré n ≥ 1. Si L et algébriquement
clos, alors on a f(X) = c(X − α1) · · · (X − αn) (c, αi ∈ L).

Preuve. Il existe une racine α1 ∈ L de f , donc f(X) = (X − α1)f1(X) dans L[X]. Si deg(f1) ≥ 1, on
continue avec f1(X) etc.; on arrivera à la factorisation cherchée.
(3.4.9.4) On va démontrer dans la deuxième partie du cours que tout corps K possède une extension
algébriquement clos L ⊃ K, qui est algébrique sur K (une “clôture algébrique” de K). Par exemple, si K
est un sous-corps de C, alors on peut prendre L = {α ∈ C |α algébrique sur K}.

(3.5) Homomorphismes de corps

Étant donné une relation algébrique valable dans un corps K, on peut en déduire d’autres relations en
appliquant des homomorphismes de corps σ : K −→ L. Par exemple :
(3.5.1) Exemples : (i) (2 + i)2 = 3 + 4i =⇒ (2− i)2 = 3− 4i.
(ii) (2 +

√
3)3 = 26 + 15

√
3 =⇒ (2−

√
3)3 = 26− 15

√
3.

(iii) (1 + 3
√

2− 3
√

4)2 = −3 + 4 3
√

2− 3
√

4 =⇒ (1 + ρ 3
√

2− ρ2 3
√

4)2 = −3 + 4ρ 3
√

2− ρ2 3
√

4.

(3.5.2) Lemme. Soient K, L des corps et σ : K −→ L un homomorphisme d’anneaux. Alors on a:
(i) (∀x ∈ K∗) σ(x) ∈ L∗ et σ(x−1) = σ(x)−1.
(ii) σ est injectif.
(iii) σ est un isomorphisme (d’anneaux) ⇐⇒ σ est bijectif ⇐⇒ σ est surjectif.

Preuve. (i) (∃y ∈ K∗) xy = 1 =⇒ σ(x)σ(y) = σ(1) = 1 =⇒ σ(x−1) = σ(y) = σ(x)−1. Il en résulte que
Ker(σ) = {0}, d’où (ii) (ce qui entrâıne (iii)).
(3.5.3) Terminologie. (i) On dit souvent que σ en 3.5.2 est un homomorphisme de corps (ou un
plongement de corps, puisque σ est automatiquement injectif). Si σ est un isomorphisme d’anneaux, on
dit que σ est un isomomorphisme de corps.
(ii) Soient K ⊂ K ′ et L ⊂ L′ des extensions de corps. On dit qu’un homomorphisme de corps τ : K ′ −→ L′

prolonge σ : K −→ L si (∀x ∈ K) τ(x) = σ(x) ( ⇐⇒ τ |K = σ, où l’on a noté τ |K la restriction de τ à
K):

L ↪→ L′xσ

xτ

K ↪→ K ′
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Si K = L et si τ : K ′ −→ L′ prolonge id : K −→ K ( ⇐⇒ (∀x ∈ K) τ(x) = x), on dit que τ est un
homomorphisme de K-algèbres. Posons

HomK−Alg(K ′, L′) = {τ : K ′ −→ L′ | τ est un homomorphisme de K−algèbres}
IsomK−Alg(K ′, L′) = {τ ∈ HomK−Alg(K ′, L′) | τ est un isomomorphisme de corps}.

La propriété fondamentale suivante généralise 3.5.1: si τ ∈ HomK−Alg(K ′, L′) et α1, . . . , αn ∈ K ′, alors
on a, pour tout polynôme f =

∑
ci1,...,in

Xi1
1 · · ·Xin

n ∈ K[X1 . . . , Xn],

τ (f(α1, . . . , αn)) = τ
(∑

ci1,...,in
αi1

1 · · ·αin
n

)
=
∑

ci1,...,in
τ(α1)i1 · · · τ(αn)in = f (τ(α1), . . . , τ(αn)) ;

en particulier,

f(α1, . . . , αn) = 0 ⇐⇒ f (τ(α1), . . . , τ(αn)) = 0.

(3.5.4) Exemples : (i) (“Conjugaison complexe”) σ(a + ib) = a− ib (a, b ∈ R), σ ∈ IsomR−Alg(C,C).
(ii) σ(a + b

√
2) = a− b

√
2 (a, b ∈ Q), σ ∈ IsomQ−Alg(Q(

√
2),Q(

√
2)).

(iii) Si σ : K −→ L est un homomorphisme de corps de caractéristique car = 0 (resp., car = p > 0), alors σ
est automatiquement un Q-homomorphisme (resp., un Fp-homomorphisme) de corps, puisque on a

σ

(
m · 1K

n · 1K

)
=

m · σ(1K)
n · σ(1K)

=
m · 1L

n · 1L
(m,n ∈ Z, car(K) - n).

(iv) Soient αj = ρjα0 (j = 0, 1, 2) les racines complexes du polynôme X3 − 2. Comme en 3.4.6(i), on a
(pour chaque j = 0, 1, 2), un Q-isomorphisme de corps

evαj
: E

∼−→ Q(αj),

où E = Q[X]/(X3 − 2). Il en résulte que l’application

σj = evαj
◦ (evα0)

−1 : Q(α0) −→ Q(αj)

σj : A + Bα0 + Cα2
0 7→ A + Bαj + Cα2

j (A,B,C ∈ Q)

est aussi un Q-isomorphisme de corps, ce qui explique 3.5.1(iii). On écrit souvent “σj : α0 7→ αj”, car
l’homomorphisme σj est déterminé par σj(α0).
(v) Soient σ : F

∼−→ F ′ un isomomorphisme de corps et f ∈ F [X] un polynôme irréductible (sur F )
non constant. Alors l’application g =

∑
aiX

i 7→ σg =
∑

σ(ai)Xi induit un isomomorphisme de corps
σ′ : F [X]/(f) ∼−→ F ′[X]/(σf) prolongeant σ.
(vi) En particulier, si F (α)/F et F ′(α′)/F ′ sont des extensions simples telles que le polynôme minimal de
α sur F (resp., de α′ sur F ′) soit égal à f (resp., à σf), alors l’application σ1 = evα′ ◦σ′ ◦ (evα)−1 : F (α) ∼−→
F ′(α′) est un isomomorphisme de corps prolongeant σ : F

∼−→ F ′:

evα : F [X]/(f) ∼−→ F (α) ←↩ Fyoσ′ yoσ1

yoσ
evα′ : F ′[X]/(σf) ∼−→ F ′(α′) ←↩ F ′

(3.5.5) Proposition. Soient σ : F
∼−→ F ′ un isomomorphisme de corps,

f =
n∑

i=0

aiX
i ∈ F [X] (n = deg(f) ≥ 1), σf =

n∑
i=0

σ(ai)Xi ∈ F ′[X]
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et K (resp., K ′) un corps de décomposition du polynôme f (resp., σf) sur F (resp., sur F ′). Alors il existe
un isomorphisme de corps τ : K

∼−→ K ′ prolongeant σ.

(3.5.6) Corollaire (Unicité de corps de décomposition). Si K, K ′ sont des corps de décomposition
du même polynôme non constant f ∈ F [X] sur F , alors il existe un F -isomorphisme de corps K

∼−→ K ′.

Preuve de 3.5.5. Soit f1|f , f1 ∈ F [X], un facteur non constant de f , irréductible sur F (=⇒ le polynôme
σf1 ∈ F ′[X] est irréductible sur F ′ et divise σf). Il existe α ∈ K, α′ ∈ K ′ tels que f1(α) = 0, σf1(α′) = 0.
Posons F1 = F (α) ⊂ K, F ′

1 = F ′(α′) ⊂ K ′. Comme en 3.5.4(vi) on construit un isomorphisme de corps
σ1 : F1

∼−→ F ′
1 prolongeant σ. Le corps K (resp., K ′) étant un corps de décomposition du polynôme

f(X)/(X − α) (resp., σf(X)/(X − α′)) sur F1 (resp., sur F ′
1), on conclut par récurrence sur le degré de f .

(3.5.7) Sous les hypothèses de 3.5.5, le polynôme f se factorise dans K comme f(X) = c(X−α1) · · · (X−αn)
(c ∈ F ∗, αi ∈ K), donc σf(X) = c(X − τ(α1)) · · · (X − τ(αn)), car τ prolonge σ.

En particulier, l’isomorphisme τ induit une bijection entre l’ensemble des racines de f dans K et
l’ensemble des racines de σf dans K ′ (y compris les multiplicités).

(3.5.8) Définition. Soit F un corps. Un polynôme f ∈ F [X] de degré n ≥ 1 est séparable si ses racines
dans un corps de décomposition de f sur F sont distinctes (⇐⇒ si ses racines dans tout corps sur lequel f
se factorise comme c(X − α1) · · · (X − αn) sont distinctes, d’après 3.5.6).

(3.5.9) Définition. La dérivée d’un polynôme f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ F [X] est définie comme f ′ =

∑n
i=1 iaiX

i−1

∈ F [X] (où iai = (i · 1F )ai).

(3.5.10) Lemme. Soient F ⊂ K des corps, f ∈ F [X] et α ∈ K. Alors on a:
(i) Le polynôme f(X)− f(α)− (X − α)f ′(X) ∈ K[X] est divisible dans K[X] par (X − α)2.
(ii) α est une racine multiple de f ⇐⇒ f(α) = f ′(α) = 0.

Preuve. (i) Exercice [on se ramène par linéarité au cas f(X) = Xn, n ≥ 0]. (ii) Si α est une racine multiple
de f , alors on a f(α) = 0 et f(X) est divisible dans K[X] par (X − α)2, donc (X − α)f ′(X) l’est aussi
(d’après (i)). Il en résulte que X − α divise f ′(X), donc f ′(α) = 0. D’autre part, si f(α) = f ′(α) = 0, alors
X − α divise f ′(X), donc (X − α)2 divise f(X) d’après (i).

(3.5.11) Corollaire. Soit F un corps. Un polynôme non constant f ∈ F [X] est séparable ⇐⇒ l’idéal
(f, f ′) de F [X] engendré par f, f ′ est égal à (f, f ′) = (1).

Preuve. L’idéal (f, f ′) = (g) est principal, engendré par un polynôme unitaire g (bien sûr, g = pgcd(f, f ′)). Si
g 6= 1, alors on a deg(g) ≥ 1, donc g possède une racine α dans une extension K ⊃ F , d’où f(α) = f ′(α) = 0.
Si g = 1, alors il existe a, b ∈ F [X] tels que a(X)f(X) + b(X)f ′(X) = 1. Il en résulte que b(α)f ′(α) = 1
(=⇒ f ′(α) 6= 0) pour toute racine α de f .

31



4. Corps finis

On va classifier les corps finis (= les corps ayant un nombre fini d’éléments).

(4.1) Corps finis – exemples

(4.1.1) Lemme. Soit F un corps. Alors: F est un corps fini ⇐⇒ car(F ) = p > 0 et n = [F : Fp] < ∞.
Si c’est le cas, on a |F | = pn = q, et tout élément de F ∗ (resp., de F ) est une racine du polynôme
Xq−1 − 1 ∈ Fp[X] (resp., Xq −X ∈ Fp[X]).

Preuve. Si car(F ) = p et n = [F : Fp] < ∞, alors F est isomorphe à Fn
p comme Fp-espace vectoriel, donc

|F | = |Fp|n = pn. Si car(F ) = p et [F : Fp] =∞ (resp., si car(F ) = 0), alors F contient Fn
p pour tout n ≥ 1

(resp., F contient Q), d’où |F | =∞.
Si |F | = q < ∞, alors F ∗ est un groupe fini d’ordre q − 1, donc (∀a ∈ F ∗) aq−1 = 1 (=⇒ aq = a). Si

a ∈ F − F ∗, alors on a a = 0 =⇒ aq = a.

(4.1.2) Lemme. Soient p un nombre premier et f ∈ Fp[X] un polynôme irréductible de degré n ≥ 1. Alors
on a :
(i) L’anneau F = Fp[X]/(f) est un corps fini, |F | = pn. [On verra ci-dessous que tout corps fini s’écrit
sous cette forme.]
(ii) Le polynôme f divise Xpn −X dans Fp[X].

Preuve. (i) D’après 3.4.3, F est un corps et [F : Fp] = n, d’où |F | = pn. (ii) Soit X l’image de X dans F .

On a X
pn

−X = 0 d’après 4.1.1, donc f |(Xpn −X).
(4.1.3) Exemples : (i) (p = 2, n = 2) Dans F2[X], on a X4−X = X(X−1)f(X), où f(X) = X2 +X +1.
Le polynôme f est irréductible dans F2[X], car f(0), f(1) 6= 0 (en fait, f est le seul polynôme irréductible
(unitaire) de degré 2 dans F2[X], d’après 4.1.2(ii)). Il en résulte que F = F2[X]/(X2 + X + 1) est un corps
ayant 4 éléments.
(ii) (p = 2, n = 3) Les polynômes f1(X) = X3 + X + 1, f2(X) = X3 + X2 + 1 sont irréductible dans
F2[X] (car fj(0), fj(1) 6= 0) et on a X8 −X = X(X − 1)f1(X)f2(X) ∈ F2[X]. On obtient donc deux corps
Fj = F2[X]/(fj) (j = 1, 2) ayant 23 = 8 éléments. La formule f2(X) = f1(X + 1) montre qu’il y a un
isomorphisme de corps

F1 = F2[X]/(f1)
∼−→ F2 = F2[X]/(f2), X 7→ X + 1.

(iii) (p = 2, n = 5) Les polynômes g1(X) = X5 + X + 1 et g2(X) = X5 + X2 + 1, sont-ils irréductible dans
F2[X]? Comme gj(0), gj(1) 6= 0, ils n’ont pas de facteur de degré 1. Le seul polynôme irréductible de degré
2 étant f = X2 + X + 1, il suffit d’appliquer l’algorithme de division à gj et f ; on obtient

X5 + X + 1 = (X2 + X + 1)(X3 + X2 + 1)

X5 + X2 + 1 = (X2 + X + 1)(X3 + X2) + 1,

donc g1 (resp., g2) est réductible (resp., irréductible) dans F2[X]. Il en résulte que F2[X]/(X5 +X2 +1) est
un corps ayant 25 = 32 éléments.
(iv) (p = 3, n = 2) Le polynôme X9−X se factorise dans F3[X] comme X9−X = X(X−1)(X +1)hh+h−,
où h(X) = X2 + 1 et h±(X) = h(X ± 1) = X2 ∓X − 1. Les polynômes h, h± sont irréductible dans F3[X],
car h(0), h(±1) 6= 0. On obtient donc trois corps E = F3[X]/(h), E± = F3[X]/(h±) ayant 32 = 9 éléments
et des isomorphismes de corps

E = F3[X]/(h) ∼−→ E± = F3[X]/(h±), X −→ X ± 1.

(4.1.4) Exercice. Montrer que l’anneau F = F3[X]/(X4 + X2 + X + 1) est un corps. Déterminer le
degré [F : F3] et le nombre d’éléments de F . Soit y = x3 − 1 ∈ F , où l’on a noté x l’image de X dans F .
Déterminer y−1 ∈ F , le polynôme minimal de y sur F3 et l’ordre de x et y dans F ∗.
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(4.2) Construction de corps finis

(4.2.1) Rappel : groupes abéliens finis. Soit A un groupe abélien fini; alors A est isomorphe au produit
de groupes cycliques. Plus précisement, si |A| = pn > 1 est une puissance d’un nombre premier p, alors A
est isomorphe à

A
∼−→ Z/pa1Z× · · · × Z/pakZ (ai ≥ 1, a1 + · · ·+ ak = n).

Si |A| = pn1
1 · · · pnr

r , où p1, . . . , pr sont des nombres premiers distincts (et ni ≥ 1), alors A est isomorphe à

A
∼−→ A(p1)× · · · ×A(pr),

où A(pi) est un groupe abélien d’ordre |A(pi)| = pni
i .

(4.2.2) Lemme. Soit F un corps. Alors tout sous-groupe multiplicatif fini A ⊂ F ∗ est cyclique.

Preuve. On peut supposer que |A| = pn1
1 · · · pnr

r > 1. Fixons un nombre premier p = pi qui divise |A|; alors
il existe un homomorphisme de groupes abéliens

A(p) ∼−→ Z/pa1Z× · · · × Z/pakZ (ai ≥ 1),

d’où

pk = |{x ∈ A(p) |xp = 1}| ≤ |{x ∈ A |xp = 1}| ≤ |{x ∈ F |xp − 1 = 0}| ≤ p

(car le nombre de racines du polynôme Xp−1 contenues dans le corps F est au plus égal à deg(Xp−1) = p),
donc k = 1 et le groupe A(p) = A(pi)

∼−→ Z/pni
i Z est cyclique. D’après le “Lemme chinois”, le groupe

A
∼−→ Z/pn1

1 Z× · · · × Z/pnr
r Z ∼−→ Z/pn1

1 · · · pnr
r Z

est cyclique aussi.

(4.2.3) Corollaire. Soit F un corps fini ayant q = pn éléments. Alors on a:
(i) Le groupe F ∗ est cyclique d’ordre q − 1.
(ii) Si le groupe F ∗ est engendré par α ∈ F ∗, alors on a F = Fp(α) (=⇒ F

∼−→ Fp[X]/(f), où f est le
polynôme minimal de α sur Fp).
(iii) F est un corps de décomposition du polynôme Xq−1 − 1 (est aussi de Xq −X) sur Fp.

Preuve. (i) Ceci résulte de 4.2.2. (ii) Tout élément a ∈ F − {0} s’écrit comme a = αj (j ≥ 0), donc
F = Fp[α] = Fp(α). (iii) Le polynôme Xq −X a q racines distinctes dans F (à savoir les éléments de F ),
qui engendrent F comme une extension de Fp.

(4.2.4) Lemme-Définition. Si F est un corps de caractéristique car(F ) = p > 0, alors on a

(∀x, y ∈ F ) (x± y)p = xp ± yp, (xy)p = xpyp.

Autrement dit, l’application

ϕ : F −→ F, ϕ(x) = xp

est un homomorphisme de corps; on l’appelle l’application de Frobenius.

Preuve. On a

(x± y)p =
p∑

i=0

(
p

i

)
xi(±y)p−i = xp + (±y)p = xp ± yp,

car (±1)p = −1 dans F (même si p = 2) et
(
p
i

)
est divisible par p = car(F ) pour i 6= 0, p.

33



(4.2.5) Corollaire. Pour tout entier n ≥ 1, l’application

ϕn = ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
n−fois

: F −→ F, ϕn(x) = xpn

est un homomorphisme de corps. Si |F | = pn, alors on a ϕn = id.

(4.2.6) Lemme. Soit E un corps de caractéristique car(E) = p > 0 dans lequel le polynôme g(X) = Xpn−X
se décompose g(X) = (X − α1) · · · (X − αpn) (αi ∈ E). Alors l’ensemble de racines de g

F = {α ∈ E |αpn

= α} = {α ∈ E |ϕn(α) = α}

est un sous-corps de E et |F | = pn.

Preuve. D’après 4.2.4-5, si x, y ∈ F , alors on a

(x± y)pn

= xpn

± ypn

= x± y, (xy)pn

= xpn

ypn

= xy, (x/y)pn

= xpn

/ypn

= x/y (y 6= 0),

donc F est un sous-corps de E. Le polynôme g étant séparable (grâce à 3.5.11, car g′(X) = −1), on a
|F | = deg(g) = pn.

(4.2.7) Corollaire. Si E est un corps de décomposition du polynôme Xpn −X (n ≥ 1) sur Fp, alors on a
|E| = pn.

Preuve. En utilisant la notation de 4.2.6, le corps E est engendré sur Fp par l’ensemble F ; mais F étant un
corps, on a E = F .

(4.3) Théorème principal

(4.3.1) Théorème. Soit p un nombre premier. (i) Pour tout entier n ≥ 1 il existe un corps ayant pn

éléments; il est unique à un isomorphisme près. On note Fpn (ou GF (pn)) un tel corps.
(ii) Soient m,n ≥ 1 des entiers. Il existe un plongement de corps σ : Fpm ↪→ Fpn si et seulement si m|n. Si
c’est le cas, alors l’image de σ est égale à {x ∈ Fpn |xpm

= x}.

Preuve. (i) On a démontré l’existence de Fpn en 4.2.7; son unicité résulte de 3.5.6. (ii) Si m|n, alors on a
(pm−1)|(pn−1), donc le polynôme Xpm −X divise Xpn −X. Il en résulte qu’un corps de décomposition de
Xpn −X contient un corps de décomposition de Xpm −X. D’autre part, s’il existe un plongement de corps
σ : Fpm ↪→ Fpn , alors F = σ(Fpm) est un sous-corps de Fpn et pn = |Fpn | = |F |d = pmd, où d = [Fpn : F ]
(comme en 4.1.1), donc n = md.

(4.3.2) Corollaire. (i) Si f ∈ Fp[X] est un polynôme irréductible de degré m ≥ 1, alors f divise Xpn −X
dans Fp[X] si et seulement si m|n.
(ii) Pour m ≥ 1, soit Am l’ensemble de polynômes unitaires irréductibles f ∈ Fp[X] de degré deg(f) = m.
Alors Am est non vide et l’ on a

(∀n ≥ 1) Xpn

−X =
∏
m|n

∏
f∈Am

f, pn =
∑
m|n

m|Am|

[Ceci est une généralisation de (4.1.3).]

Preuve. (i) Soit f ∈ Am (m ≥ 1). Si m|n, alors on a f |(Xpm − X)|(Xpn − X) (d’après 4.1.2(ii) et la
preuve de 4.3.1(ii)). Si, d’autre part, f |(Xpn −X), alors F = Fp[X]/(f) = Fpm est contenu dans un corps
de décomposition de Xpn − X sur Fp (= dans Fpn), donc m|n (d’après 4.3.1(ii)). (ii) La factorisation de
Xpn −X résulte de (i) et du fait que le polynôme Xpn −X est séparable; on conclut en comparant les degrés
des polynômes à gauche et à droite.

(4.3.3) Exercice. Déterminer les valeurs |Am| pour p = 2 et m ≤ 9.

(4.3.4) Exercice. Généraliser 4.3.2 en remplaçant Fp[X] par Fpr [X].
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5. Séparabilité

(5.1) Éléments conjugués

(5.1.1) Définition. Soit α ∈ C un nombre algébrique. Les conjugués de α sont les racines complexes du
polynôme minimal f ∈ Q[X] de α sur Q.

(5.1.2) Exemples : (1) α ∈ Q, f = X − α: {α}.
(2) α =

√
2, f = X2 − 2: {

√
2, −
√

2}.
(3) α = 3

√
2, f = X3 − 2: { 3

√
2, ρ 3
√

2, ρ2 3
√

2}.
(4) α =

√
2 +
√

3, f = X4 − 10X2 + 1: {
√

2 +
√

3,
√

2−
√

3, −
√

2 +
√

3, −
√

2−
√

3}.

(5.1.3) Définition. Soient K ⊂ L des corps, α ∈ L un élément algébrique sur K, f ∈ K[X] le polynôme
minimal de α sur K, E un corps de décomposition de f sur K contenant α. Les conjugués de α sur K
(dans E) sont les racines de f dans E.

(5.1.4) Exemples (nombre de conjugués): (i) Dans 5.1.2(n) (1 ≤ n ≤ 4), le nombre de conjugués de
α (sur Q) = [Q(α) : Q] = n.
(ii) Soient L = Fp(t) ⊃ Fp(tp) = K, où t est une variable. Le polynôme minimal f(X) = Xp − tp ∈ K[X]
de α = t ∈ L sur K n’est pas séparable, car f(X) = (X − t)p ∈ L[X]. Il en résulte que t est le seul conjugué
de t sur K.

(5.1.5) Proposition. Soient K ⊂ L, α ∈ L et f ∈ K[X] comme en 5.1.3.
(i) Pour tout corps M ⊃ K, on a

HomK−Alg(K(α),M) = {σβ : K(α) −→M |β ∈M, f(β) = 0}, σβ : g(α) 7→ g(β) (g ∈ K[X])

(c’est-à-dire qu’un K-homomorphisme de corps K(α) −→ M est déterminé par l’image de α, qui est une
racine de f dans M). On écrit parfois “σβ : α 7→ β”.
(ii) En particulier, |HomK−Alg(K(α),M)| = |{racines β ∈M de f}| ≤ deg(f) = [K(α) : K].
(iii) On a |HomK−Alg(K(α),M)| = [K(α) : K] ⇐⇒ f est séparable et M contient un corps de
décomposition de f (sur K).

Preuve. Il suffit de démontrer (i), car (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii). Pour tout σ ∈ HomK−Alg(K(α),M), on a
f(σ(α)) = σ(f(α)) = 0, donc β = σ(α) ∈M est une racine de f et (∀g ∈ K[X]) σ(g(α)) = g(σ(α)) = g(β).
Réciproquement, pour toute racine β ∈M de f , l’application

σβ = evβ ◦ (evα)−1 : K(α) ∼−→ K[X]/(f) ∼−→ K(β) ⊂M

est un homomorphisme de corps sur K et σβ(α) = evβ(X) = β.
(5.1.6) Exemples : (i) K = Q, L = Q(

√
2,
√

3) = Q(
√

2 +
√

3), α =
√

2 +
√

3, M = C: on a

HomQ−Alg(Q(
√

2,
√

3),C) = {σ1, σ2, σ3, σ4}, σj : g(
√

2 +
√

3) 7→ g(αj) (g ∈ Q[X]),

où {α1, α2, α3, α4} = {±
√

2±
√

3}.
(ii) K = Q, L = M = Q( 3

√
2). Comme 3

√
2 est la seule racine de f(X) = X3 − 2 dans L, il n’y a qu’un seul

K-homomorphisme de corps L −→ L, à savoir l’identité id : L −→ L (id(x) = x pour tout x ∈ L).
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(5.2) Extensions séparables

(5.2.1) Définition. Soit L/K une extension algébrique.
(i) Un élément α ∈ L est séparable sur K si son polynôme minimale sur K l’est.
(ii) L’extension L/K est séparable si tout élément α ∈ L est séparable sur K.
(iii) Le corps K est parfait si toute extension algébrique L/K est séparable ( ⇐⇒ tout polynôme
irréductible dans K[X] est séparable).

(5.2.2) Exemples : (i)
√

2, 3
√

2 sont séparables sur Q.
(ii) t ∈ Fp(t) n’est pas séparable sur Fp(tp) (voir 5.1.4(ii)), donc l’extension Fp(t)/Fp(tp) n’est pas séparable.
(iii) Si L/K est séparable et K ⊂ F ⊂ L, alors les extensions intermédiaires F/K et L/F sont aussi
séparables.
(iv) En particulier, si F est une extension algébrique d’un corps parfait K, alors F est aussi parfait.

(5.2.3) Proposition. Soit K un corps.
(i) Si f ∈ K[X] est un polynôme irréductible non constant, alors on a

f est séparable ⇐⇒ f ′ 6= 0 ⇐⇒

{
car(K) = 0

car(K) = p > 0 et f(X) 6= g(Xp), g ∈ K[X].

(ii) Si car(K) = 0 ou |K| <∞, alors le corps K est parfait.

Preuve. (i) Posons g = pgcd(f, f ′) (= le polynôme unitaire qui engendre l’idéal (f, f ′) = (g) de K[X]).
L’irréductibilité de f entrâıne que g = c ou g = cf (c ∈ K∗); il résulte de 3.5.11 que:

f n′est pas séparable ⇐⇒ deg(g) > 0 ⇐⇒ g = cf ⇐⇒ f
∣∣f ′ ⇐⇒ f ′ = 0

(puisque g|f ′ et deg(f ′) < deg(f)). Si car(K) = 0, alors on a f ′ 6= 0. Si car(K) = p > 0, alors on a

f ′ = 0 ⇐⇒ f(X) =
n∑

i=0

biX
pi = g(Xp), g(X) =

n∑
i=0

biX
i ∈ K[X].

(ii) Le cas car(K) = 0 résulte de (i). Si |K| < ∞, il faut démontrer que tout polynôme irréductible non
constant f ∈ K[X] est séparable. L’anneau F = K[X]/(f) est un corps fini; le même argument que en 4.1.2
montre que f divise Xq − X dans K[X] (où q = |F |), mais le polynôme g(X) = Xq − X est séparable,
puisqu’il a q = deg(g) racines distinctes dans F (à savoir les éléments de F ).

(5.2.4) Proposition. Soit L/K une extension de degré fini.
(i) Pour toute extension de corps M/K, on a |HomK−Alg(L,M)| ≤ [L : K].
(ii) L’extension L/K est séparable ⇐⇒ il existe une extension M/K telle que |HomK−Alg(L,M)| = [L :
K] (en général, M 6= L; voir 5.1.6(ii)).
(iii) Pour toute extension de corps K ′/K il existe une extension M/K ′ telle que HomK−Alg(L, M) 6= ∅.

Preuve. Si L = K(α) est une extension simple de K, alors (i) et (ii) résultent de 5.1.5(ii) et (iii), respective-
ment. En général, L = K(α1, . . . , αn); posons Ki = K(α1, . . . , αi) = Ki−1(αi):

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Ki−1 ⊂ Ki−1(αi) = Ki ⊂ · · · ⊂ Kn = L.

(i) Fixons i ∈ {1, . . . , n − 1}. D’après 5.1.5(ii), tout élément σ ∈ HomK−Alg(Ki−1,M) admet au plus
[Ki−1(αi) : Ki−1] = [Ki : Ki−1] prolongements τ ∈ HomK−Alg(Ki,M):

Ki−1
//

σ

!!B
BB

BB
BB

B Ki−1(αi) = Ki

τ

yyrrrrrrrrrr

M

36



donc

|HomK−Alg(Ki,M)| ≤ [Ki : Ki−1] · |HomK−Alg(Ki−1,M)|. (5.2.4.1)

En multipliant les inégalités (5.2.4.1), on obtient

|HomK−Alg(L,M)| ≤

(
n∏

i=1

[Ki : Ki−1]

)
|HomK−Alg(K, M)| = [L : K].

(ii) Si l’extension L/K n’est pas séparable, on peut choisir les éléments α1, . . . , αn tels que α1 ne sois pas
séparable sur K. D’après 5.1.5(ii), on a

|HomK−Alg(K1,M)| = |HomK−Alg(K(α1),M)| < [K(α1) : K] = [K1 : K]

(pour toute extension M/K); les inégalités (5.2.4.1) alors montrent que

|HomK−Alg(L,M)| <

(
n∏

i=1

[Ki : Ki−1]

)
= [L : K].

Si l’extension L/K est séparable, soit fi ∈ K[X] (resp., gi ∈ Ki−1[X]) le polynôme minimal (séparable !)
de αi sur K (resp., sur Ki−1). On définit, par récurrence, M0 = K, Mi = un corps de décomposition
de fi sur Mi−1 (1 ≤ i ≤ n), M = Mn. Le polynôme gi a deg(gi) = [Ki : Ki−1] racines distinctes dans
M ; on déduit de 5.1.5(iii) que tout élément σ ∈ HomK−Alg(Ki−1,M) admet [Ki : Ki−1] prolongements
τ ∈ HomK−Alg(Ki,M), donc

|HomK−Alg(Ki,M)| = [Ki : Ki−1] · |HomK−Alg(Ki−1,M)| (1 ≤ i ≤ n)

|HomK−Alg(L,M)| =

(
n∏

i=1

[Ki : Ki−1]

)
|HomK−Alg(K, M)| = [L : K].

(iii) Posons M ′
0 = K ′, M ′

i = un corps de décomposition de fi sur M ′
i−1 (1 ≤ i ≤ n), M = M ′

n. Alors tout
élément σ ∈ HomK−Alg(Ki−1,M) admet un prolongement τ ∈ HomK−Alg(Ki,M) (d’après 5.1.5(ii)), d’où

|HomK−Alg(L,M)| ≥ |HomK−Alg(K, M)| = 1.

(5.2.5) Corollaire. (i) Soient L/K une extension algébrique et α ∈ L. Si α est séparable sur K, alors
l’extension K(α)/K est séparable.
(ii) Si F/K et L/F sont des extensions séparables de degré fini, alors l’extension L/K est aussi séparable.

Preuve. (i) Soit M un corps de décomposition (sur K) du polynôme minimal f ∈ K[X] de α sur K. On
déduit de 5.1.5(iii) que

|HomK−Alg(K(α),M)| = deg(f) = [K(α) : K],

d’où le résultat (en appliquant 5.2.4(ii)).
(ii) Exercice.

(5.2.6) Théorème de l’élément primitif. Soit L/K une extension séparable (ce qui est automatique si
car(K) = 0) de degré fini. Alors il existe α ∈ L (un “élément primitif”) tel que L = K(α).

Preuve. Si |K| < ∞, alors L = K(α), où α est un générateur du groupe cyclique fini L∗. Supposons
que |K| = ∞. D’après 5.2.4(ii), il existe une extension M/K et n = [L : K] homomorphismes distincts
σ1, . . . , σn ∈ HomK−Alg(L,M). Pour tous 1 ≤ i < j ≤ n, Ker(σi − σj) ( L est un K-sous-espace vectoriel
strict de L. Lemma 5.2.7 ci-dessous montre qu’il existe α ∈ L tel que i 6= j =⇒ σi(α) 6= σj(α), donc

n = [L : K] ≥ [K(α) : K] ≥ |{racines de f dans M}| ≥ |{σ1(α), . . . , σn(α)}| = n,

où l’on a noté f ∈ K[X] le polynôme minimal de α sur K; il en résulte que [L : K(α)] = 1, donc L = K(α).
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(5.2.7) Lemme. Soient K un corps infini, V un K-espace vectoriel et V1, . . . , Vk ( V des sous-espaces
vectoriels stricts de V . Alors V 6= V1 ∪ · · · ∪ Vk.

Preuve. Récurrence sur k: le cas k = 1 étant trivial, on peut supposer que k > 1 et V = V1 ∪ · · · ∪ Vk. Il
existe u ∈ V , u 6∈ Vk (=⇒ u ∈ V1 ∪ · · · ∪ Vk−1) et, par l’hypothèse de récurrence, v ∈ V , v 6∈ V1 ∪ · · · ∪ Vk−1

(=⇒ v ∈ Vk). L’ensemble {u + av | a ∈ K} est infini, donc il existe 1 ≤ j ≤ k et a, b ∈ K, a 6= b, tels que
u + av, u + bv ∈ Vj =⇒ (a− b)v ∈ Vj =⇒ v ∈ Vj =⇒ u ∈ Vj , ce qui est impossible.

(5.2.8) Proposition. Sous les hypothèses de 5.2.6, supposons que L = K(α1, . . . , αm) et |K| = ∞. Alors
il existe c = (c1, . . . , cm) ∈ Km tel que L = K(αc), où l’on a noté αc = c1α1 + · · ·+ cmαm.

Preuve. Le polynôme

P (X1, . . . , Xm) =
∏

1≤i<j≤n

(X1(σi(α1)− σj(α1)) + · · ·+ Xm(σi(αm)− σj(αm))) ∈M [X1, . . . , Xm]

n’est pas nul, donc il existe c = (c1, . . . , cm) ∈ Km tel que

0 6= P (c1, . . . , cm) =
∏

1≤i<j≤n

(σi(αc)− σj(αc))

(puisque |K| =∞). On conclut que L = K(αc) comme plus haut.

(5.2.9) Exercice. Soient x, y des variables et L = Fp(x, y) ⊃ K = Fp(xp, yp). Montrer que, pour tout
α ∈ L, [K(α) : K] ≤ p < p2 = [L : K], donc L 6= K(α).

(5.2.10) Lemme. Soit L/K une extension algébrique séparable. Si n := max{[K(α) : K] |α ∈ L} est fini,
alors on a [L : K] = n.

Preuve. Fixons α ∈ L tel que [K(α) : K] = n. Pour tout β ∈ L, il existe γ ∈ K(α, β) tel que K(α, β) = K(γ)
(d’après 5.2.6). Il en résulte que [K(α, β) : K] = [K(γ) : K] ≤ n = [K(α) : K], donc β ∈ K(α). On en
déduit que L = K(α) et [L : K] = n.

(5.2.11) Exercice. Soit K un corps de caractéristique car(K) = p > 0. Montrer que K est parfait ⇐⇒
K∗ = K∗p (c’est-à-dire que K est parfait ⇐⇒ l’application de Frobenius ϕ : K −→ K est un isomorphisme
de corps). En déduire que tout corps fini est parfait.

(5.3) Norme, Trace, Discriminant

(5.3.1) Exemples : (i) L/K = C/R, β = a + ib (a, b ∈ R). Dans la base {1, i} de C/R, on a

M(β) =

(
a −b

b a

)
,

Pβ(X) = det(X · I −M(β)) = X2 − 2aX + (a2 + b2) = (X − (a + ib))(X − (a− ib)). En fait,

g

(
a −b

b a

)
g−1 =

(
a + ib 0

0 a− ib

)
, g =

(
1 i

i 1

)
.

(ii) Soient L/K = Q( 3
√

2)/Q, où 3
√

2 ∈ C est une racine fixée de X3−2, β = a+b 3
√

2+c 3
√

4 ∈ L (a, b, c ∈ Q).
Dans la base {1, 3

√
2, 3
√

4}, on a

M(β) =


a 2c 2b

b a 2c

c b a


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(cf. 2.2.3.1) et

Pβ(X) = det(X · I −M(β)) = (X − β0)(X − β1)(X − β2), βj = a + bρj 3
√

2 + cρ2j 3
√

4

(car Pβ(X) = Pβj
(X) pour chaque j = 0, 1, 2 et Pβj

(βj) = 0, d’après 3.2.10).

(5.3.2) Proposition. Soient L/K une extension séparable de degré fini et M/K une extension telle que
|HomK−Alg(L, M)| = [L : K] = n. Alors on a, pour tout β ∈ L,

PL/K,β(X) =
n∏

i=1

(X − σi(β)), T rL/K(β) =
n∑

i=1

σi(β), NL/K(β) =
n∏

i=1

σi(β),

où {σ1, . . . , σn} = HomK−Alg(L,M).

Preuve. Soit f ∈ K[X] le polynôme minimal de β sur K. D’après 3.2.11(iv), on a

PL/K,β(X) = PK(β)/K,β(X)e = f(X)e,

où e = [L : K(β)] = n/d, d = deg(f) = [K(β) : K]. Le polynôme f a d racines distinctes β1, . . . , βd ∈M :

f(X) = (X − β1) · · · (X − βd),

où βj = τj(β), HomK−Alg(K(β),M) = {τ1, . . . , τd}. D’après 5.2.4(ii), tout homomorphisme τj admet e
prolongements distincts τ ′ ∈ HomK−Alg(L,M). Il en résulte que toute racine βj apparait e-fois parmi les
valeurs σ1(β), . . . , σn(β), donc

PL/K,β(X) = (X − β1)e · · · (X − βd)e =
n∏

i=1

(X − σi(β)) =

= Xn − TrL/K(β)Xn−1 + · · ·+ (−1)nNL/K(β),

d’où le résultat.
(5.3.3) Plus précisement, on peut montrer qu’il existe une matrice g ∈ GLn(M) telle que

(∀β ∈ L) gM(β)g−1 =


σ1(β) . . . 0

...
. . .

...

0 . . . σn(β)


(cf. 5.3.1(i)).

(5.3.4) Proposition. Soit K(α)/K une extension algébrique simple. Supposons que le polynôme minimal
f ∈ K[X] de α sur K soit séparable, de degré n = deg(f). Alors on a

NK(α)/K(f ′(α)) = (−1)n(n−1)/2disc(f).

Preuve. Il existe une extension M/K telle que HomK−Alg(L,M) = {σ1, . . . , σn}; alors on a

NK(α)/K(f ′(α)) =
n∏

i=1

σi(f ′(α)) =
n∏

i=1

f ′(σi(α)) =
n∏

i=1

f ′(αi),

où l’on a noté {α1, . . . , αn} = {σ1(α), . . . , σn(α)} l’ensemble de racines de f dans M . On en déduit que

NK(α)/K (f ′(α)) =
n∏

i=1

f ′(αi) =
n∏

i=1

∏
j 6=i

(αi − αj) = (−1)(n−1)n/2
∏
i<j

(αi − αj)2 = (−1)(n−1)n/2disc(f).
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(5.3.5) Exemple : Soient p, q des variables, K = Q(p, q), f(X) = X3+pX +q ∈ K[X], K(α) = K[X]/(f),
α = X (= l’image de X). Dans la base 1, α, α2 de K(α)/K, la matrice M(f ′(α)) = M(3α2 + p) est égale à

p −3q 0

0 −2p −3q

3 0 −2p

 ,

puisque

(3α2 + p) · 1 = p · 1 + 0 · α + 3 · α2

(3α2 + p) · α = 3α3 + pα = 3(−pα− q) + pα = −3q · 1− 2p · α + 0 · α2

(3α2 + p) · α2 = 0 · 1− 3q · α− 2p · α2,

donc

(−1)3·2/2disc(X3 + pX + q) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
p −3q 0

0 −2p −3q

3 0 −2p

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4p3 + 27q2.

(5.3.6) Exercice. Déterminer disc(Xn + aX + b) (n ≥ 2).

(5.3.7) Définition. Soient L/K une extension de degré fini et ω1, . . . , ωn (n = [L : K]) une base de L/K.
Le discriminant de la base {ωi} est défini comme

D(ω1, . . . , ωn) = det(A), A = (Aij)1≤i,j≤n ∈Mn(K), Aij = TrL/K(ωiωj).

(5.3.8) Exemples : (i) Si L = K(
√

d), ω1 = 1, ω2 =
√

d, alors on a

D(1,
√

d) =

∣∣∣∣∣ 2 0

0 2d

∣∣∣∣∣ = 4d.

(ii) Si ω′1, . . . , ω
′
n est une autre base de L/K, alors on a

A′ = (TrL/K(ω′iω
′
j)) = tgAg,

où g = (gij) ∈ GLn(K) est la matrice de changement de base:

ω′i =
n∑

k=1

gkiωk.

En particulier,

D(ω′1, . . . , ω
′
n) = det(g)2D(ω1, . . . , ωn)

D(ω′1, . . . , ω
′
n) 6= 0 ⇐⇒ D(ω1, . . . , ωn) 6= 0

(iii) Si l’extension L/K est séparable, il existe une extension M/K telle que HomK−Alg(L,M) = {σ1, . . . , σn};
alors on a

Aij =
n∑

k=1

σk(ωiωj) =
n∑

k=1

σk(ωi)σk(ωj) =
n∑

k=1

BkiBkj ,

A = tBB, B = (Bij)1≤i,j≤n = (σi(ωj)) ∈Mn(M), D(ω1, . . . , ωn) = det(B)2.
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(iv) Sous les hypothèses de (iii), il existe α ∈ L tel que L = K(α). Les éléments 1, α, . . . , αn−1 forment une
base de L/K et l’on a

D(1, α, . . . , αn−1) = det(B)2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α1 · · · αn−1
1

1 α2 · · · αn−1
2

...
...

. . .
...

1 αn · · · αn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=
∏
i<j

(αi − αj)2 = disc(f) 6= 0,

où αi = σi(α) ∈M sont les racines du polynôme minimal f ∈ K[X] (séparable !) de α sur K.

(5.3.9) Proposition. Soient L/K une extension de degré fini et ω1, . . . , ωn une base de L/K.
(i) Si L/K est séparable, alors on a D(ω1, . . . , ωn) 6= 0.
(ii) Si L/K n’est pas séparable, alors on a TrL/K = 0 et D(ω1, . . . , ωn) = 0.

Preuve. (i) Ceci résulte de 5.3.8(ii) et (iv).
(ii) Il suffit de démontrer que TrL/K = 0. Fixons α ∈ L qui n’est pas séparable sur K. On déduit de 5.2.3(ii)
que le polynôme minimal de α sur K s’écrit comme f(X) = g(Xp) (p = car(K), g ∈ K[X]); alors on a
0 = f(α) = g(αp), donc

p · [K(αp) : K] ≤ p · deg(g) = deg(f) = [K(α) : K].

D’autre part, α est une racine du polynôme Xp − αp ∈ K(αp)[X] de degré p, donc

[K(α) : K]/[K(αp) : K] = [K(α) : K(αp)] ≤ p.

On en déduit que [K(α) : K(αp)] = p et que 1, α, . . . , αp−1 est une base de K(α)/K(αp). Comme

TrL/K = TrK(αp)/K ◦ TrK(α)/K(αp) ◦ TrL/K(α)

(d’après 3.2.15(iii)), il suffit de démontrer que TrK(α)/K(αp) = 0. Soit β = a0 +a1α+ · · ·+ap−1α
p−1 ∈ K(α)

(ai ∈ K(αp)). Les éléments diagonaux de la matrice M(β) (par rapport à la base 1, α, . . . , αp−1) sont tous
égaux à a0, donc TrK(α)/K(αp)(β) = pa0 = 0.
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6. Groupes de Galois

(6.1) Extensions normales

(6.1.1) Exemples : (i) Il y a deux homomorphismes de corps (sur Q) Q(
√

2) −→ C, à savoir

σ0, σ1 : Q(
√

2) −→ C, σj(a + b
√

2) = a + b(−1)j
√

2 (a, b ∈ Q).

Leurs images dans C sont les mêmes: σ0(Q(
√

2)) = σ1(Q(
√

2)).
(ii) Il y a trois homomorphismes de corps (sur Q) Q( 3

√
2) −→ C, à savoir

τ0, τ1, τ2 : Q( 3
√

2) −→ C, τj(a + b
3
√

2 + c
3
√

4) = a + bρj 3
√

2 + cρ2j 3
√

4 (a, b, c ∈ Q).

Leurs images τj(Q( 3
√

2)) dans C sont distinctes.

(6.1.2) Lemme-Définition. Soit L/K une extension de degré fini. Les propriétés suivantes sont équiva-
lents; si elles sont vérifiées, on dit que l’extension L/K est normale.
(i) Si f ∈ K[X] est un polynôme irréductible (sur K) ayant une racine α1 ∈ L, alors f se décompose dans
L[X]: f(X) = c(X − α1) · · · (X − αn) (c ∈ K∗, αi ∈ L); c’est-à-dire que si L contient une racine de f , il les
contient toutes.
(ii) Si M/K est une extension de corps et σ, τ ∈ HomK−Alg(L,M), alors on a σ(L) = τ(L).

Preuve. (i) =⇒ (ii): Soient M/K, σ, τ comme en (ii). Il suffit de démontrer que, pour tout α1 ∈ L, on a
σ(α1) ⊆ τ(L). Soit f ∈ K[X] le polynôme minimal de α1 sur K; on a f(X) = c(X − α1) · · · (X − αn) dans
L[X] grâce à l’hypothèse (i). On obtient d’ici l’égalité

c

n∏
j=1

(X − σ(αj)) = σf(X) = f(X) = τf(X) = c

n∏
j=1

(X − τ(αj)) (6.1.2.1)

de polynômes dans M [X], ce qui entrâıne qu’il existe j = 1, . . . , n tel que σ(α1) = τ(αj) ∈ τ(L).
(ii) =⇒ (i): Soit f comme en (i). On note K ′ ⊃ L un corps de décomposition de f sur L; on a alors f(X) =
c(X−α1) · · · (X−αn) dans K ′[X]. Il faut démontrer que toute racine αj ∈ K ′ de f appartient à L. D’après
5.1.5(i) il existe un homomorphisme σj ∈ HomK−Alg(K(α1),K ′) tel que σj(α1) = αj . D’après 5.2.4(iii) il
existe une extension M/K ′ et un homomorphisme τj ∈ HomK−Alg(L,M) prolongeant σj . L’hypothèse (ii)
alors montre que τj(L) = L (comme sous-corps de M), donc αj = σj(α1) = τj(α1) ∈ L.
(6.1.3) Exemples : (i) L’extension Q(

√
2)/Q (resp., Q( 3

√
2)/Q) est (resp., n’est pas) normale.

(ii) Si L/K est normale et K ⊂ F ⊂ L, alors l’extension L/F est aussi normale.
(iii) Une extension de degré [L : K] = 2 est normale (exercise !).
(iv) Les extensions Q(

√
2)/Q et Q( 4

√
2)/Q(

√
2) sont normales, mais l’extension Q( 4

√
2)/Q ne l’est pas.

(6.1.4) Proposition. Soit L un corps de décomposition d’un polynôme f ∈ K[X] de degré n ≥ 1. Alors
l’extension L/K est normale et [L : K] divise n!.

Preuve. On a L = K(α1, . . . , αn), où f(X) = c(X −α1) · · · (X −αn) dans L[X]. Soient M/K une extension
et σ, τ ∈ HomK−Alg(L, M). Le même argument que plus haut montre l’égalité (6.1.2.1), d’où σ(L) =
K(σ(α1), . . . , σ(αn)) = K(τ(α1), . . . , τ(αn)) = τ(L); l’extension L/K est donc normale.
On va établir la divisibilité [L : K]|n! par récurrence; on peut supposer que n > 1. Si f est irréductible
sur K, soit α ∈ L une racine de f . Alors [K(α) : K] = n et L est un corps de décomposition du polynôme
f(X)/(X−α) sur K(α). Comme [L : K(α)]| (n−1)! par l’hypothèse de récurrence, [L : K] divise n·(n−1)! =
n!. Si f = gh est réductible sur K (g, h ∈ K[X], 1 ≤ deg(g) = d < n), soit F un corps de décomposition
de g sur K; alors L est un corps de décomposition de h sur F , donc [F : K]| d! et [L : F ]|(n − d)!, d’où
[L : K]| d!(n− d)!|n!.
(6.1.5) Exemples (de corps de décomposition) : (i) Si K ⊂ C, alors on a L = K(racines complexes de f).
(ii) Si K = Q et f(X) = X3 − 2, alors L = Q( 3

√
2, ρ 3
√

2, ρ2 3
√

2) = Q( 3
√

2, ρ) et [L : K] = 6 = 3!.
(iii) Si K = Q et f(X) = X4 − 2, alors L = Q( 4

√
2, i 4
√

2,− 4
√

2,−i 4
√

2) = Q( 4
√

2, i) et [L : K] = 8|24 = 4!.
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(6.2) Extensions galoisiennes

(6.2.1) Lemme-Définition. Soit L/K une extension de corps.
(i) L’ensemble Aut(L/K) = IsomK−Alg(L,L) est un groupe (par rapport à l’opération στ = σ ◦ τ). On
l’appelle le groupe d’automorphismes de l’extension L/K.
(ii) Pour tout sous-groupe G ⊂ Aut(L/K), l’ensemble LG = {α ∈ L | (∀g ∈ G) g(α) = α} est un sous-corps
de L contenant K; on l’appelle le corps fixe de G.
(iii) Si [L : K] <∞, alors on a Aut(L/K) = HomK−Alg(L,L).

Preuve. (ii) On a K ⊂ LG par définition. Si α, β ∈ LG et g ∈ G, alors on a g(α± β) = g(α)± g(β) = α± β,
g(αβ) = g(α)g(β) = αβ, g(α/β) = g(α)/g(β) (si β 6= 0), donc α ± β, αβ (et α/β si β 6= 0) appartiennent
tous à LG, ce qui démontre que LG est un sous-corps de L.
(iii) Tout élément σ ∈ HomK−Alg(L,L) est une application K-linéaire injective σ : L −→ L; comme
dimK(L) <∞, σ est surjective (donc bijective).

(6.2.2) Proposition-Définition. Soit L/K une extension de corps de degré fini.
(i) On a |Aut(L/K)| ≤ [L : K].
(ii) |Aut(L/K)| = [L : K] ⇐⇒ l’extension L/K est normale et séparable. Si c’est le cas, on dit que
l’extension L/K est galoisienne et on appelle Gal(L/K) := Aut(L/K) le groupe de Galois de L/K
(donc |Gal(L/K)| = [L : K]). On dit que l’extension L/K est abélienne (resp., cyclique) si le groupe
Gal(L/K) est abélien (resp., cyclique).

Preuve. (i) On a |Aut(L/K)| ≤ |HomK−Alg(L,L)| ≤ [L : K], d’après 5.2.4(i).
(ii) Si |Aut(L/K)| = [L : K] = n, alors L/K est séparable, d’après 5.2.4(ii). Soient M/K une extension
et σ, τ ∈ HomK−Alg(L, M). Si l’on note g1, . . . , gn les éléments de Aut(L/K), alors σ ◦ g1, . . . , σ ◦ gn

(resp., τ ◦ g1, . . . , τ ◦ gn) sont des éléments distincts (puisque σ (resp., τ) est injectif) de HomK−Alg(L,M).
L’inégalité |HomK−Alg(L,M)| ≤ n de 5.2.4(i) montre qu’il existe j ∈ {1, . . . , n} tel que σ ◦ g1 = τ ◦ gj ,
d’où τ(L) = τ(gj(L)) = σ(g1(L)) = L; l’extension L/K est donc normale. Réciproquement, si l’extension
L/K est normale et séparable, alors il existe une extension M/K tel que HomK−Alg(L,M) = {σ1, . . . , σn}
(n = [L : K]); comme σ1(L) = · · · = σn(L) ⊂M , on obtient n éléments distincts gi = σ−1

1 ◦ σi ∈ Aut(L/K).
Il résulte de (i) que l’on a |Aut(L/K)| = n.

(6.2.3) Corollaire-Définition. Soit K un corps.
(i) Si f ∈ K[X] est un polynôme séparable de degré n ≥ 1 et L son corps de décomposition sur K, alors
L/K est une extension galoisienne (de degré [L : K]|n!). On note Gal(f) = Gal(L/K).
(ii) Si L/K est une extension galoisienne (de degré fini), alors L est un corps de décomposition sur K d’un
polynôme séparable f ∈ K[X] (ni f , ni son degré n’étant pas unique; cf. 6.2.5 ci-dessous).

Preuve. (i) Ceci est une conséquence de 6.1.4 et 6.2.2(ii).
(ii) Il existe α ∈ L tel que L = K(α); on prend pour f le polynôme minimal de α sur K.

(6.2.4) Lemme (Groupes de Galois et groupes de permutations). Soient K un corps, f ∈ K[X]
un polynôme séparable de degré n ≥ 1 et L son corps de décomposition sur K; alors on a f(X) = c(X −
α1) · · · (X − αn) dans L[X] et L = K(α1, . . . , αn) (on a choisi une numérotation des racines de f).
(i) Pour tout g ∈ Gal(f) = Gal(L/K), on a f(g(αi)) = g(f(αi)) = 0, donc g induit une permutation σg ∈ Sn

des racines de f : g(αi) = ασg(i) (1 ≤ i ≤ n).
(ii) L’application g 7→ σg est un homomorphisme injectif de groupes Gal(f) −→ Sn; on peut donc identifier
Gal(f) à un sous-groupe de Sn.
(iii) Si l’on change la numérotation des racines, Gal(f) sera remplacé par un sous-groupe conjugué.
(iv) Le polynôme f est irréductible sur K ⇐⇒ Gal(f) agit transitivement sur les racines de f .

Preuve. (i), (ii) Ceci est clair (si (∀i) σg(i) = i, alors on a (∀i) g(αi) = αi, donc g(x) = x pour tout
x ∈ K(α1, . . . , αn) = L).
(iii) Après un changement de numérotation des racines αi = α′τ(i) (où τ ∈ Sn) on a

α′σ′g(j) = g(α′j) = g(ατ−1(j)) = ασgτ−1(j) = α′τσgτ−1(j) =⇒ σ′g = τσgτ
−1 (∀g ∈ Gal(f)).
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(iv) L’ensemble des racines de chaque facteur irréductible de f (dans K[X]) est stable par l’action de Gal(f),
ce qui démontre l’implication “⇐=”. Si f est irréductible sur K et αi, αj ∈ L sont deux racines de f , alors il
existe in isomorphisme σ ∈ IsomK−Alg(K(αi),K(αj)) tel que σ(αi) = αj (d’après 3.5.4(vi)), une extension
M/L et un homomorphisme τ ∈ HomK−Alg(L,M) prolongeant σ : K(αi) −→ K(αj) ⊂ L (d’après 5.2.4(iii)).
L’extension L/K étant normale, on a τ(L) = L, donc τ ∈ HomK−Alg(L,L) = Aut(L/K) (d’après 6.2.1(iii))
et τ(αi) = σ(αi) = αj , d’où la transitivité.

(6.2.5) Exemples : (i) K = Q, f = X3 − 2, n = 3. Fixons une racine complexe α1 = 3
√

2 ∈ C de f et
posons α2 = ρα1 = ρ 3

√
2, α3 = ρ2α1 = ρ2 3

√
2. Alors L = Q(α1, α2, α3) = Q(α1, ρ) = Q( 3

√
2, ρ). L’ordre du

groupe de Galois Gal(L/Q) ⊂ S3 est égal à [L : Q] = 6 (cf. 3.2.7), donc Gal(L/Q) = S3. On va noter

σ1 =

(
1 2 3

1 3 2

)
, σ2 =

(
1 2 3

3 2 1

)
, σ3 =

(
1 2 3

2 1 3

)
les éléments d’ordre 2 dans S3 et Hj = {1, σj} ⊂ S3 (j = 1, 2, 3) les sous-groupes d’ordre 2 engendrés par
les σi. Pour chaque j = 1, 2, 3, on a Hj ⊂ Aut(L/Q(αj)) et 2 = |Hj | ≤ |Aut(L/Q(αj))| ≤ [L : Q(αj)] = 2,
donc l’extension L/Q(αj) est galoisienne et Gal(L/Q(αj)) = Hj . Comme

σ1(ρ) = σ1(α2)/σ1(α1) = α3/α1 = ρ2, σ2(ρ) = σ2(α2)/σ2(α1) = α2/α3 = ρ2 =⇒ σ1σ2(ρ) = ρ,

le sous-groupe H = {1, τ, τ2} = A3 ⊂ S3, où

τ = σ1σ2 =

(
1 2 3

2 3 1

)
, τ2 = σ2σ1 =

(
1 2 3

3 1 2

)
,

est contenu dans Aut(L/Q(ρ)). On a 3 = |H| ≤ |Aut(L/Q(ρ))| ≤ [L : Q(ρ)] = 3, donc l’extension L/Q(ρ)
est aussi galoisienne et H = Gal(L/Q(ρ)). Par contre, les extensions Q(αj)/Q ne sont pas galoisiennes
(d’après 6.1.3(i)), mais Q(ρ)/Q = Q(

√
−3)/Q l’est.

(ii) Sous les hypothèses de (i), posons β1 = 3
√

2 + ρ. Les images

{g(β1) ∈ L | g ∈ S3} = { 3
√

2 + ρ,
3
√

2 + ρ2, ρ
3
√

2 + ρ, ρ
3
√

2 + ρ2, ρ2 3
√

2 + ρ, ρ2 3
√

2 + ρ2} = {β1, . . . , β6}

sont distinctes, donc β1 a au moins 6 = [L : Q] conjugués, d’où L = Q(β1). Il en résulte que F (X) =
(X−β1) · · · (X−β6) est le polynôme minimal de βj (j = 1, . . . , 6) sur Q et L est son corps de décomposition
(sur Q). L’action du groupe G = Gal(L/Q) sur les racines de F (X) permet de réaliser G comme un
sous-groupe de S6; bien sûr, G est isomorphe à S3, d’après (i).
(iii) K = Q, f = (X2 − 2)(X2 − 3), n = 4. Les racines complexes de f sont α1 =

√
2, α2 = −

√
2, α3 =√

3, α4 = −
√

3, L = Q(α1, α2, α3, α4) = Q(
√

2,
√

3). On a [L : Q] = 4 (d’après 3.2.8(iv)), donc |Gal(L/Q)| =
4. L’action de tout élément g ∈ Gal(L/Q) étant déterminée par les valeurs g(

√
2) = ±

√
2 et g(

√
3) = ±

√
3,

on obtient que

Gal(L/Q) = {gab, | a, b ∈ Z/2Z}, gab(
√

2) = (−1)a
√

2, gab(
√

3) = (−1)b
√

3.

Comme g2
ab = 1 et gabgcd = ga+c,b+d, l’application

Gal(L/Q) ∼−→ Z/2Z× Z/2Z, gab 7→ (a, b)

est un isomorphisme de groupes. Pour la numérotation des racines ci-dessus, on a Gal(L/Q) ⊂ S4, où

g00 =

(
1 2 3 4

1 2 3 4

)
, g10 =

(
1 2 3 4

2 1 3 4

)
, g01 =

(
1 2 3 4

1 2 4 3

)
, g11 =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
.
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(iv) Le même corps L = Q(
√

2,
√

3) est un corps de décomposition (sur Q) du polynôme minimal F (X) =
X4−10X2 +1 (sur Q) de β1 =

√
2+
√

3 ∈ L; on a F (X) = (X−β1) · · · (X−β4), où β2 = −
√

2+
√

3 = 1/β1,
β3 = −

√
2−
√

3 = −β1, β4 =
√

2−
√

3 = −β2 = −1/β1. Les formules

g10 : β1 ←→ β2, g10 : β3 ←→ β4, g10 =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)

g01 : β1 ←→ β4, g01 : β2 ←→ β3, g01 =

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)

g11 : β1 ←→ β3, g11 : β2 ←→ β4, g11 =

(
1 2 3 4

3 4 1 2

)

donnent une autre réalisation du groupe Gal(L/Q) comme un sous-groupe de S4. Les deux sous-groupes de
S4 ainsi construits sont isomorphes à Z/2Z×Z/2Z, mais ils ne sont pas conjugués. En effet, le sous-groupe
en (iii) n’est pas transitif mais celui en (iv) l’est (grâce à 6.2.4(iv)).

(6.3) La correspondence de Galois

(6.3.1) Rappel : sous-groupes distingués. Soit G un groupe. Un sous-groupe H ⊂ G est dit distingué
(notation: H C G) si l’on a

(∀g ∈ G) gHg−1 = H ⇐⇒ (∀g ∈ G) gH = Hg,

où l’on a noté

gHg−1 = {ghg−1 |h ∈ H}, gH = {gh |h ∈ H}, Hg = {hg |h ∈ H}.

En particulier, tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué. Si f : G −→ K est un homomorphisme
de groupes, alors son noyau H = Ker(f) = {g ∈ G | f(g) = eK} est un sous-groupe distingué de G.
Réciproquement, si H C G, alors l’ensemble G/H = {gH | g ∈ G} est un groupe par rapport à l’opération
gH · g′H = gg′H, l’application π(g) = gH est un homomorphisme surjectif de groupes π : G −→ G/H et
Ker(π) = H.

Pour tout homomorphisme de groupes f : G −→ K, posons H = Ker(f). L’application f : G/H −→ K,
f(gH) = f(g), alors induit un isomorphisme de groupes f : G/Ker(f) ∼−→ Im(f) = {f(g) | g ∈ G}.

(6.3.2) Théorème (E. Artin). Soient L/K une extension de corps et G ⊂ Aut(L/K) un groupe fini
d’automorphismes de L sur K. Alors [L : LG] = |G|, l’extension L/LG est galoisienne et G = Gal(L/LG).

Preuve. Fixons a ∈ L et posons A = {g(a) | g ∈ G}, fa(X) =
∏

b∈A(X−b) ∈ L[X]. Pour tout g ∈ G, l’action
de g induit une permutation de A, donc gfa = fa; on en déduit que fa ∈ LG[X]. Le polynôme f étant
séparable et f(a) = 0, l’extension L/K est algébrique et séparable. Comme deg(fa) ≤ |G| pour tout a ∈ L,
il résulte de 5.2.10 que [L : LG] ≤ |G|. D’autre part, K ⊂ LG, donc G ⊂ Aut(L/LG) ⊂ Aut(L/K). Comme
[L : LG] < ∞, on a |G| ≤ |Aut(L/LG)| ≤ [L : LG] (d’après 5.2.4(i)), d’où |G| = |Aut(L/LG)| = [L : LG] et
G = Aut(L/LG).

(6.3.3) Corollaire. Si L/K est une extension galoisienne (de degré fini) et G = Gal(L/K), alors on a
K = LG.

Preuve. On a K ⊂ LG, mais [L : K] = |G| = [L : LG] (d’après 6.2.2(ii) et 6.3.2).

(6.3.4) Exemple : Soit K un corps, L = K(x1, . . . , xn) le corps de fonctions rationnelles en n variables sur
K et G = Sn ⊂ Aut(L/K) agissant sur L (à gauche) comme en 1.7.2. D’après 1.7.9, LG = K(σ1, . . . , σn).
On déduit de 6.3.2 que l’extension K(x1, . . . , xn)/K(σ1, . . . , σn) est galoisienne de degré |Sn| = n! et que
son groupe de Galois est égal à Sn.

45



(6.3.5) Théorème Fondamental de Théorie de Galois. Soit L/K une extension galoisienne (de degré
fini); posons G = Gal(L/K).
(i) Les formules F 7→ H = Gal(L/F ), H 7→ F = LH définissent des bijections inverses l’une de l’autre entre
les ensembles

{F corps |K ⊂ F ⊂ L} ←→ {sous− groupes H ⊂ G}

(“correspondence de Galois”). En particulier, toutes les extensions L/F sont galoisiennes.
(ii) Si F correspond à H, alors on a [L : F ] = |H|, [F : K] = |G|/|H| = (G : H).
(iii) Si F1 (resp., F2) correspond à H1 (resp., H2), alors on a

F1 ⊂ F2 ⇐⇒ H1 ⊃ H2.

(iv) Si F correspond à H, alors (∀g ∈ G) g(F ) correspond à gHg−1.
(v) Si F correspond à H, alors

l′extension F/K est galoisienne ⇐⇒ H est un sous− groupe distingué de G.

Si c’est le cas, l’application “restriction à F” définit un homomorphisme surjectif de groupes

G = Gal(L/K) −→ Gal(F/K), g 7→ g|F ,

à noyau H = Gal(L/F ), donc un isomorphisme de groupes

G/H = Gal(L/K)/Gal(L/F ) ∼−→ Gal(F/K).

On peut résumer cet énoncé dans le diagramme suivant:

L

H

vvvvvvvvvvvvv

GF = LH

G/H

HHHHHHHHHHHHH

K

Preuve. (i) Soit H ⊂ G un sous-groupe de G; posons F = LH . On a K = LG ⊂ LH = F ⊂ L. D’après
6.3.2, l’extension L/F est galoisienne, H = Gal(L/F ) et [L : F ] = |H|. Réciproquement, si F est un corps,
K ⊂ F ⊂ L, alors l’extension L/F est séparable et normale, d’après 5.2.2(iii) et 6.1.3(ii), respectivement; elle
est donc galoisienne. Posons H = Aut(L/F ) = Gal(L/F ); alors on a LH = F (d’après 6.3.3) et [L : F ] = |H|.
(ii) On vient de démontrer que [L : F ] = |H|, donc [F : K] = [L : K]/[L : F ] = |G|/|H| = (G : H).
(iii) Ceci est clair.
(iv) Soient g, h ∈ G. Un élément x ∈ L est fixé par h ⇐⇒ g(x) est fixé par ghg−1, car ghg−1g(x) = gh(x);
il en résulte que

LgHg−1
= g(LH).

(v) Si l’extension F/K = LH/K est galoisienne, alors elle est normale, donc (∀g ∈ G) g(F ) = id(F ) = F ;
on déduit de (iv) que (∀g ∈ G) gHg−1 = H. Réciproquement, si H C G et F = LH , alors pour tout

g ∈ G la restriction g|F : F −→ g(F )
(iv)
= F est un élément de Aut(F/K). L’application g 7→ g|F est un

homomorphisme de groupes r : G −→ Aut(F/K) avec noyau Ker(r) = Aut(L/F ) = H. Il en résulte que

[F : K] ≥ |Aut(F/K)| ≥ |Im(r)| = |G|/|Ker(r)| = |G|/|H| = [F : K],

donc [F : K] = |Aut(F/K)| = |Im(r)|, ce qui démontre (v).
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(6.3.6) Corollaire. Si F = LH , fixons g1, . . . , gm ∈ G (m = (G : H) = |G|/|H| = [F : K]) tels que
G = g1H ∪ · · · ∪ gmH; alors on a

(∀β ∈ L) TrL/F (β) =
∑
h∈H

h(β), NL/F (β) =
∏
h∈H

h(β)

(∀α ∈ F ) TrF/K(α) =
m∑

i=1

gi(α), NF/K(α) =
m∏

i=1

gi(α).

Preuve. Proposition 5.3.2 s’applique, avec HomF−Alg(L,L) = H et HomK−Alg(F,L) = {g1, . . . , gm}; c’est-
à-dire que l’ensemble des conjugués de β sur F (resp., de α sur K) est égal à {h(β) |h ∈ H} (resp.,
{g1(α), . . . , gm(α)}).

(6.3.7) Exemples : (i) D’après 6.2.5(i), les sous-groupes de S3
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correspondent aux sous-corps Q ⊂ F ⊂ Q( 3
√
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Q(ρ)

{±1}
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Q

On a H = A3 C S3, mais Hj 6C S3 (j = 1, 2, 3); l’application sgn : S3 −→ {±1} induit un isomorphisme de
groupes Gal(Q(ρ)/Q) = S3/H = S3/A3

∼−→ {±1}.
(ii) Soit L/K = Q(

√
2,
√

3)/Q. Les sous-groupes de G = Gal(Q(
√

2,
√

3)/Q) = {g00, g01, g10, g11}
∼−→

Z/2Z× Z/2Z (cf. 6.2.5(iii)) correspondent aux sous-corps Q ⊂ F ⊂ Q(
√

2,
√

3):
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(6.4) Exemples de groupes de Galois

(6.4.1) Proposition. Si K est un corps et f ∈ K[X] un polynôme séparable unitaire de degré n ≥ 1, alors
on a:

Gal(f) ⊂ An ⇐⇒ disc(f) ∈ K∗2.

Preuve. Soient L un corps de décomposition de f sur K et α1, . . . , αn ∈ L les racines de f . On a

disc(f) = d2, d =
∏
i<j

(αi − αj) ∈ L∗, (∀g ∈ Gal(f)) g(d) = sgn(g)d,

donc

disc(f) ∈ K∗2 ⇐⇒ d ∈ K∗ ⇐⇒ d ∈ (LGal(f))∗ ⇐⇒ (∀g ∈ Gal(f)) sgn(g) = 1 ⇐⇒ Gal(f) ⊂ An.

(6.4.2) Corollaire. Soient K un corps et f ∈ K[X] un polynôme unitaire irréductible de degré deg(f) = 3.
Si disc(f) 6= 0 (ce qui est automatique si car(K) 6= 3, d’après 5.2.3(i)), alors on a

Gal(f) =

{
A3, disc(f) ∈ K∗2

S3, disc(f) 6∈ K∗2

Plus précisement, on a la tour d’extensions

K ⊂ K(
√

disc(f)) ⊂ L, Gal(L/K(
√

disc(f))) = A3.

Preuve. L’ordre de Gal(f) ⊂ S3 est divisible par [K(α1) : K] = 3, donc Gal(f) = A3 ou S3. On applique
6.4.1 et le fait que d =

√
disc(f) appartient à LA3 .

(6.4.3) Lemme. Soient p un nombre premier et G ⊂ Sp un sous-groupe de Sp.
(i) Si l’action de G sur {1, . . . , p} est transitive, alors G contient un p-cycle (= un cycle de longeur p).
(ii) Si G contient un p-cycle et un 2-cycle, alors on a G = Sp.

Preuve. On va utiliser trois résultats de la théorie des groupes finis:
(A) Soient G un groupe fini agissant sur un ensemble X et x ∈ X; posons Gx = {g ∈ G | g(x) = x} (“le
fixateur de x”) et O(x) = {g(x) | g ∈ G} (“l’orbite de x”). Alors |G| = |Gx| · |O(x)|; en particulier, |O(x)|
divise |G|.
(B) Si G est un groupe fini et p un nombre premier qui divise |G|, alors G possède un élément d’ordre p
(“Théorème de Cauchy”).
(C) Le groupe Sn (n ≥ 2) est engendré par les 2-cycles (12), (23), . . . , (n− 1 n).
(i) L’action de G sur {1, . . . , p} étant transitive, {1, . . . , p} est la seule orbite; il résulte de (A) que p divise
|G|, donc G possède un élément d’ordre p. Mais les seules éléments d’ordre p dans Sp sont les p-cycles.
(ii) On peut supposer que G contient c = (12 · · · p) et s = (ij) (i < j). On va idéntifier {1, . . . , p} avec
Fp; pour tout k ∈ Z, on a c(j−i)ksc(i−j)k = (jkjk+1) ∈ G, où l’on a noté jk = i + (j − i)k ∈ Fp. Comme
Fp = {j1, . . . , jp}, les 2-cycles (j1j2), . . . (jp−1jp) engendrent Sp.
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(6.4.4) Corollaire. Soient p un nombre premier, K un sous-corps de R et f ∈ K[X] un polynôme
irréductible de degré p. Posons L = K(α1, . . . , αp), où α1, . . . , αp ∈ C sont les racines complexes de f .
Si α1, α2 6∈ R et α3, . . . , αp ∈ R, alors on a Gal(f) = Gal(L/K) = Sp.

Preuve. L’action de Gal(f) sur {1, . . . , p} est transitive, puisque f est irréductible; le groupe Gal(f) ⊂ Sp

donc contient un p-cycle, d’après 6.4.3(i). Comme K ⊂ R, la conjugaison complexe c(a+bi) = a−bi (a, b ∈ R)
définit un élément de c ∈ HomK−Alg(L, c(L)) = HomK−Alg(L,L) = Gal(L/K) = Gal(f) (l’extension L/K
étant normale, on a c(L) = L). Les hypothèses sur les racines de f entrâınent que c agit sur {1, . . . , p}
comme un 2-cycle; on peut donc appliquer 6.4.3(ii).

(6.4.5) Exemple : Le polynôme f(X) = X5 − 6X + 2 ∈ Q[X] est irréductible sur Q, d’après le critère
d’Eisenstein. Comme f a 3 racines réelles, son groupe de Galois (sur Q) est égal à Gal(f) = S5.

(6.4.6) Théorème. Soit f ∈ Z[X] un polynôme unitaire de degré n ≥ 1. Soit p un nombre premier;
on note f = f (mod p) ∈ Fp[X] la réduction de f modulo p. On suppose que f est séparable ( ⇐⇒
p - disc(f)) et on écrit f = f1 · · · fr, où chaque f i ∈ Fp[X] est un polynôme irréductible (sur Fp) de degré
ni (n1 + · · · + nr = n). Alors le polynôme f est séparable et Gal(f) ⊂ Sn contient un élément c1 · · · cr, où
c1, . . . , cr sont des cycles à supports disjoints, de longeurs n1, . . . , nr.

“Preuve”. Si’l y a assez de temps, on va démontrer un résultat plus général dans la deuxième partie du
cours.

(6.4.7) Exemple : Soit f(X) = X5 − X + 1 ∈ Q[X]; posons G = Gal(f) (sur Q). La factorisation
f (mod 2) = (X2 + X + 1)(X3 + X2 + 1) (voir 4.1.3(iii)) montre que G ⊂ S5 contient un élément de la
forme g = (ab)(cde), donc aussi le 2-cycle g3 = (ab). On peut vérifier que le polynôme f (mod 3) ∈ F3[X]
est irréductible sur F3 (par exemple, l’algorithme de division montre que pgcd(f(X), X9 −X) = 1, donc f
n’a aucun facteur irréductible de degré 1 ou 2, d’après 4.1.2(ii)). Il résulte de 6.4.6 que G aussi contient un
5-cycle, donc G = S5, d’après 6.4.3(ii). On peut également vérifier que f (mod 5) ∈ F5[X] est irréductible
sur F5:

(6.4.8) Exercice. Si p est un nombre premier et a ∈ F∗
p, alors le polynôme f(X) = Xp − X + a est

irréductible dans Fp[X]. [Indication: f(X + 1) = f(X).]

(6.4.9) Exemples de groupes finis : (i) Le groupe cyclique d’ordre n ≥ 1: Cn = {σ, σ2, . . . , σn = 1}.
(ii) Le groupe diédral d’ordre 2n ≥ 4: D2n = Cn ∪ τCn, où τ2 = 1, τστ−1 = σ−1. Le groupe D2n est le
groupe des isométries d’un polygone régulier à n côtés. L’action de D2n sur les sommets du polygone définit
un homomorphisme injectif de groupes D2n ↪→ Sn. Par exemple, D8 ⊂ S4 contient un 4-cycle σ et un 2-cycle
τ , mais D8 6= S4.
(iii) Le groupe GLn(R) des matrices inversibles (n× n) sur un anneau (commutatif, unitaire) fini R.
(iv) Son sous-groupe SLn(R) = {g ∈ GLn(R) |det(g) = 1}.
(v) Le groupe d’isomorphismes affines Rn ∼−→ Rn sur un anneau fini R:

GAn(R) = {x 7→ Ux + a (x ∈ Rn) |U ∈ GLn(R), a ∈ Rn}.

La formule f(x 7→ Ux + a) = U définit un homomorphisme surjectif de groupes

f : GAn(R) −→ GLn(R),

dont le noyau est égal au groupe des translations x 7→ x + a, isomorphe à (Rn,+). Comme

U(V x + b) + a = UV x + (Ub + a),

(
U a

0 1

)(
V b

0 1

)
=

(
UV Ub + a

0 1

)
,

on peut aussi considérer GAn(R) comme le sous-groupe{(
U a

0 1

) ∣∣∣∣U ∈ GLn(R), a ∈ Rn

}
⊂ GLn+1(R).
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(vi) En particulier, l’action naturelle du groupe

GA1(R) = {x 7→ ux + a (x ∈ R) |u ∈ R∗, a ∈ R} ∼−→

{(
u a

0 1

) ∣∣∣∣u ∈ R∗, a ∈ R

}
⊂ GL2(R)

sur R définit un homomorphisme injectif de groupes GA1(R) ↪→ S|R| (dès que l’on choisit une numérotation
des éléments de R).

Par exemple, si p est un nombre premier et R = Fp, on obtient ainsi un sous-groupe GA1(Fp) ⊂ Sp

d’ordre |F∗
p| · |Fp| = p(p− 1).

Un autre exemple : pour tout entier n ≥ 2, le sous-groupe

{x 7→ ±x + a (x ∈ Z/nZ) | a ∈ Z/nZ} ∼−→

{(
±1 a

0 1

) ∣∣∣∣ a ∈ R

}
⊂ GA1(Z/nZ)

est isomorphe à D2n. En particulier, GA1(Z/nZ) ∼−→ D2n pour n = 3, 4, 6.

(6.4.10) Exercice. Montrer qu’un sous-groupe G transitif de S4 (resp., de S5) est isomorphe à C2 ×
C2, C4, D8, A4 ou S4 (resp., à C5, D10, GA1(F5), A5 ou S5). La réciproque est vrai, si G 6= C2 × C2 (cf.
6.2.5(iii)).

(6.4.11) Exercice. Soient K un corps et f ∈ K[X] un polynôme irréductible séparable de degré deg(f) = 4;
posons F = K[X]/(f) (donc [F : K] = 4). Montrer que:

il existe un corps K ⊂ E ⊂ F tel que [E : K] = 2 ⇐⇒ Gal(f) = C2 × C2, C4 ou D8.

(6.5) Corps finis

(6.5.1) Théorème. Soient p un nombre premier et n ≥ 1 un entier.
(i) L’extension Fpn/Fp est galoisienne. Son groupe de Galois est cyclique d’ordre n, engendré par l’applica-
tion de Frobenius ϕ(x) = xp, Gal(Fpn/Fp) = {ϕ, ϕ2, . . . , ϕn = 1}.
(ii) Tout sous-groupe de Gal(Fpn/Fp) est cyclique d’ordre n/m (où m est un diviseur de n), engendré par
ϕm. Son corps fixe est égal à Fpm et on a Gal(Fpn/Fpm) = {ϕm, ϕ2m, . . . , ϕ

n
m ·m = 1}.

Preuve. (i) Pour tous m = 1, . . . , n− 1, on a

|{x ∈ Fpn |ϕm(x) = x}| = |{racines de Xpm

−X dans Fpn}| ≤ deg(Xpm

−X) = pm < pn,

donc ϕ, ϕ2, . . . , ϕn−1 6= 1 ∈ Aut(Fpn/Fp). On en déduit que

n = |{ϕ, ϕ2, . . . , ϕn = 1}| ≤ |Aut(Fpn/Fp)| ≤ [Fpn : Fp)] = n,

d’où les égalité {ϕ, ϕ2, . . . , ϕn = 1} = Aut(Fpn/Fp) = Gal(Fpn/Fp).
(ii) Il est bien connu que tout sous-groupe H du groupe cyclique d’ordre n engendré par ϕ est aussi cyclique,
engendré par ϕm (où m|n). D’après 4.3.1(ii), le corps fixe de H est égal à

FH
pn = {x ∈ Fpn |xpm

= x} = Fpm ,

donc Gal(Fpn/Fpm) = H d’après 6.3.2.
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(6.5.2) Corollaire. Sous les hypothèses de 6.5.1, soient q = pm une puissance de p et d ≥ 1 un entier.
Alors: (i) Le groupe Gal(Fqd/Fq) est cyclique d’ordre d, engendré par ϕq(x) = ϕm(x) = xq.

(ii) (∀x ∈ F∗
qd) NF

qd/Fq
(x) = x1+q+···+qd−1

= x(qd−1)/(q−1).

(iii) Si x engendre F∗
qd , alors sa norme NF

qd/Fq
(x) engendre F∗

q . En particulier, l’homomorphisme NF
qd/Fq

:
F∗

qd −→ F∗
q est surjectif.

Preuve. (i) Ceci est une réformulation de 6.5.1. (ii) On applique 6.3.6. (iii) L’ordre de x étant égal à qd − 1,
celui de x(qd−1)/(q−1) est égal à q − 1.

(6.6) Racines de l’unité

(6.6.1) Fixons un corps K. Pour tout entier n ≥ 1, on va noter

µn(K) = {a ∈ K | an = 1}

l’ensemble de racines n-ièmes de l’unité appartenant à K. Si car(K) = p > 0 et n = pk ·m, p - m, alors la
formule Xn − 1 = (Xm − 1)pk ∈ K[X] montre que µn(K) = µm(K).

On va considérer les polynomes Φn(X) ∈ Z[X] (voir 1.6.4 ci-dessus) comme des éléments de K[X]; la
formule de factorisation 1.6.4(i)

(∀n ≥ 1)
∏
d|n

Φd(X) = Xn − 1 ∈ K[X] (6.6.1.1)

est valable dans K[X]. Fixons un corps de décomposition K(µn) du polynôme Xn − 1 sur K et posons
µn = µn(K(µn)).

(6.6.2) Proposition. Soient K un corps et n ≥ 1 un entier tel que car(K) - n.
(i) Le polynôme f(X) = Xn − 1 ∈ K[X] est séparable.
(ii) Pour tout corps F ⊃ K(µn), le groupe µn(F ) est cyclique d’ordre n; soit µ0

n(F ) l’ensemble de générateurs
de µn(F ). Fixons ζn ∈ µ0

n(F ); alors on a

µ0
n(F ) = {ζa

n | 1 ≤ a ≤ n, pgcd(a, n) = 1} = {racines de Φn(X) dans F}.

(iii) Soit ζn un générateur de µn; alors on a K(µn) = K(ζn) = un corps de décomposition du polynôme
Φn(X) sur K.
(iv) L’extension K(µn)/K est galoisienne. Il existe un homomorphisme injectif de groupes

χn : Gal(K(µn)/K) −→ (Z/nZ)∗ = GL1(Z/nZ)

tel que
(∀ζ ∈ µn) (∀g ∈ Gal(K(µn)/K)) g(ζ) = ζχn(g).

(v) L’extension K(µn)/K est abélienne.

Preuve. (i) D’après 3.5.11, il suffit de vérifier que 1 = Xn− (Xn−1) = n−1Xf ′(X)−f(X) ∈ (f, f ′) (l’entier
n étant inversible dans K).
(ii) D’après 4.2.2, le groupe µn(F ) est cyclique. Il résulte de (i) que les racines de f sont distinctes, donc
|µn(F )| = deg(f) = n. Si ζn ∈ µ0

n(F ), alors on déduit de (6.6.1.1) que

(∀m = 1, . . . , n− 1) ζm
n − 1 6= 0 =⇒ (∀m = 1, . . . , n− 1) Φm(ζn) 6= 0,

donc Φn(ζn) = 0. On vient de démontrer que µ0
n(F ) = {ζa

n | 1 ≤ a ≤ n, pgcd(a, n) = 1} est contenu dans
l’ensemble des racines de Φn(X) dans F ; les deux ensembles ayant la même cardinalité |µ0

n(F )| = ϕ(n) =
deg(Φn), il sont égaux.
(iii) Comme µn = {ζn, ζ2

n, . . . , ζn
n = 1}, on a K(µn) = K(ζn) = K(µ0

n), le dernier corps étant un corps de
décomposition de Φn(X) sur K, d’après (ii).
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(iv) L’extension K(µn)/K est galoisienne, puisque K(µn) est un corps de décomposition (sur K) du polynôme
séparable Xn − 1 ∈ K[X] (voir 6.2.3(i)). Fixons ζn ∈ µ0

n (= une racine de Φn(X) dans K(µn)). Pour tout
g ∈ Gal(K(µn)/K), on a

Φn(g(ζn)) = g(Φn(ζn)) = g(0) = 0,

donc il existe un élément (unique) a ∈ (Z/nZ)∗ tel que g(ζn) = ζa
n. Tout élément ζ ∈ µn s’écrit comme

ζ = ζb
n (1 ≤ b ≤ n); il en résulte que

g(ζ) = g(ζb
n) = g(ζn)b = ζab

n = ζa.

En particulier, l’exposant

χn(g) := a ∈ (Z/nZ)∗

ne dépend pas du choix de ζn ∈ µ0
n. L’application

χn : Gal(K(µn)/K) −→ (Z/nZ)∗

ainsi obtenue est un homomorphisme de groupes, puisque si g, g′ ∈ Gal(K(µn)/K) et ζ ∈ µn, alors on a

(gg′)(ζ) = g(g′(ζ)) = g(ζχn(g′)) = g(ζ)χn(g′) = (ζχn(g))χn(g′) = ζχn(g)χn(g′) =⇒ χn(gg′) = χn(g)χn(g′).

Si g ∈ Ker(χn), alors on a g(ζn) = ζn, donc g(α) = α pour tout élément α ∈ K(ζn) = K(µn), d’où g = 1.
(v) Gal(K(µn)/K) est isomorphe au sous-groupe χn(Gal(K(µn)/K)) du groupe abélien (Z/nZ)∗.

(6.6.3) Proposition. Si K = Q et n ≥ 1, alors on a:
(i) Le polynôme Φn(X) est irréductible sur Q.
(ii) L’homomorphisme χn : Gal(Q(µn)/Q) −→ (Z/nZ)∗ est un isomorphisme.
(iii) Si m|n, alors χn induit un isomorphisme de groupes

Gal(Q(µn)/Q(µm)) ∼−→ {a ∈ (Z/nZ)∗ | a ≡ 1 (modm)}.

Preuve. (i) Si n = pk (p premier), voir 3.1.5. En général, supposons que f(X) ∈ Z[X] soit un facteur
irréductible unitaire de Φn(X) = f(X)g(X) (deg(f) ≥ 1); fixons une racine ζ ∈ Q(µn) de f(X). Soit
p - n un nombre premier; on va montrer que f(ζp) = 0. Sinon, on a g(ζp) = 0 (car Φn(ζp) = 0). Posons
h(X) = g(Xp) ∈ Z[X]; alors f divise h dans Q(X), puisque h(ζ) = 0 et f est le polynôme minimal de ζ sur
Q. Le polynôme f ∈ Z[X] étant unitaire, l’algorithme de division montre que f divise h dans Z[X]. Il en
résulte que la réduction modulo p f = f (mod p) ∈ Fp[X] divise h(X) = g(Xp) = g(X)p dans Fp[X]; en
particulier, si r ∈ Fp[X] est un facteur irréductible non constant de f , alors on a r2|fg = Φn ∈ Fp[X], ce
qui est impossible, puisque Φn ∈ Fp[X] est séparable, d’après 6.6.2(i).

Si a ≥ 1 est un entier, pgcd(a, n) = 1, alors a = p1 · · · pk est un produit de nombres premiers pj - n,
donc f(ζa) = 0, par récurrence sur k. On vient de démontrer que tout élément de µ0

n est une racine de f ,
donc f = Φn.
(ii) D’après (i), le polynôme minimal de ζn sur Q est égal à Φn(X), d’où

|(Z/nZ)∗| = ϕ(n) = deg(Φn) = [Q(ζn) : Q] = [Q(µn) : Q] = |Gal(Q(µn)/Q)|.

L’homomorphisme χn étant injectif, il est donc surjectif.
(iii) Ceci est une conséquence de (ii).
(6.6.4) En particulier, si n = p est un nombre premier, le groupe Gal(Q(µp)/Q) ∼−→ (Z/pZ)∗ est cy-
clique d’ordre p − 1. Par exemple, le groupe (Z/7Z)∗ est engendré par 3 (mod 7), donc Gal(Q(µ7)/Q) =
{σ, σ2, . . . σ6 = 1}, où σ(ζ) = ζ3 (ζ ∈ µ7); cf. 1.6.7.
(6.6.5) Exemple (Sommes de Gauss) : Fixons un nombre premier p > 2. Le groupe G = Gal(Q(µp)/Q)
étant cyclique d’ordre p − 1 = 2p−1

2 , il existe un seul sous-groupe H ⊂ G d’ordre p−1
2 , donc il existe une
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unique sous-extension Q ⊂ F ⊂ Q(µp) de degré [F : Q] = 2, à savoir F = Q(µp)H . Fixons un générateur
g ∈ G; alors H est engendré par g2. Posons ζp = e2πi/p et

τp =
p−1∑
j=1

(−1)j gj(ζp) =
p−1∑
j=1

(−1)j ζ(aj)
p ∈ Q(µp) (a = χp(g) ∈ (Z/pZ)∗)

(il est facile de voir que τp ne dépend pas du choix de g). Comme

g(τp) =
p−1∑
j=1

(−1)j gj+1(ζp) = −
p∑

k=2

(−1)k gk(ζp) = −τp,

on a

g2(τp) = τp =⇒ τp ∈ Q(µp)H = F

g(τ2
p ) = τ2

p =⇒ τ2
p ∈ Q(µp)G = Q.

Par exemple, on a calculé en 1.6.6-7 les valeurs

τ3 = ζ3 − ζ2
3 = i

√
3, τ5 = ζ5 − ζ2

5 − ζ3
5 + ζ4

5 =
√

5, τ7 = ζ7 + ζ2
7 − ζ3

7 + ζ4
7 − ζ5

7 − ζ6
7 = i

√
7.

En général, on peut montrer que l’on a τ2
p = (−1)(p−1)/2p et

τp =

{
+
√

p p ≡ 1 (mod 4)

+i
√

p p ≡ 3 (mod 4).

Plus généralement, si r|(p− 1) et α ∈ µ0
r, on peut considérer la somme

τp(α, g) =
p−1∑
j=1

αj gj(ζp) ∈ Q(µp, µr) = Q(µpr)

Le même calcul que plus haut montre que l’on a (cf. 1.6.7)

τp(α, g)r ∈ Q(µr).

(6.6.6) Exemple (Gauss) : Le groupe G = Gal(Q(µ17)/Q) ∼−→ (Z/17Z)∗ est cyclique d’ordre 16 = 24,
engendré par g : ζ 7→ ζ3 (ζ ∈ µ17). Les sous-groupes de G

G = H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ H3 ⊃ H4 = {1},

où Hj = {gj , g
2
j , . . . , g24−j

j = 1} est engendré par gj = g2j

, correspondent aux sous-corps Kj = Q(µ17)Hj de
Q(µ17)/Q:

Q = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ K4 = Q(µ17).

Posons ζ = ζ17 = e2πi/17 et

aj = TrK4/Kj
(ζ) =

∑
σ∈Hj

σ(ζ) =
24−j∑
k=1

ζ

(
3(k·2j)

)
.

On a Kj = Q(aj) et [Kj : Kj−1] = 2. Les conjugués de aj sur Kj−1 sont aj et a′j = gj−1(aj), puisque
Hj−1 = Hj ∪ gj−1Hj . Explicitement, on a
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a0 = −1

a1 = ζ + ζ9 + ζ−4 + ζ−2 + ζ−1 + ζ−9 + ζ4 + ζ2

a2 = ζ + ζ4 + ζ−4 + ζ−1

a3 = ζ + ζ−1 = 2 cos 2π
17

a4 = ζ

a′0 = −1

a′1 = ζ3 + ζ−7 + ζ5 + ζ−6 + ζ−3 + ζ7 + ζ−5 + ζ6

a′2 = ζ9 + ζ2 + ζ−2 + ζ−9

a′3 = ζ−4 + ζ4

a′4 = ζ−1

En particulier, aj + a′j = aj−1; on peut calculer explicitement les produit bj−1 = aja
′
j ∈ Kj−1, donc obtenir

le polynôme minimal (X−aj)(X−a′j) = X2−aj−1X +bj−1 de aj sur Kj−1 (cf. [Es], p.149-150). Le résultat
final

16 cos 2π
17 = −1 +

√
17 +

√
34− 2

√
17 +

√
68 + 12

√
17− 4

√
34− 2

√
17− 8

√
34 + 2

√
17

permet de construir le polygone régulier à 17 côtés à la règle et au compas.
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7. Résolubilité des équations par radicaux

(7.1) Extensions de Kummer

(7.1.1) Proposition. Soient K un corps, n ≥ 1 un entier tel que car(K) - n et a ∈ K∗. Soit L un corps de
décomposition du polynôme Xn − a sur K. Alors on a:
(i) L’extension L/K est galoisienne.
(ii) Le groupe µn(L) est cyclique d’ordre n; fixons un générateur ζn ∈ µn(L).
(iii) Fixons une racine α = n

√
a ∈ L de Xn − a; alors on a Xn − a =

∏n
j=1(X − ζj

nα) et L = K(ζn, α) =
K(ζn, n

√
a) = K(µn, n

√
a).

(iv) Si g ∈ Gal(L/K), alors on a

g(ζn) = ζχ(g)
n , g(α) = ζc(g)

n α, χ(g) = χn(g) ∈ (Z/nZ)∗, c(g) ∈ Z/nZ

et l’application

λ : g 7→

(
χ(g) c(g)

0 1

)
est un homomorphisme injectif de groupes

λ : Gal(K(µn, n
√

a)/K) ↪→ GA1(Z/nZ).

(v) Si K = K(µn) ( ⇐⇒ K contient n racines n-ièmes de l’unité), alors on a L = K( n
√

a) et l’application
c : g 7→ c(g) est un homomorphisme injectif de groupes

c : Gal(K( n
√

a)/K) ↪→ Z/nZ

et le groupe Gal(K( n
√

a)/K) est cyclique, d’ordre un diviseur de n.
(vi) En général, on a un diagramme commutatif

{1} −→ Gal(K(µn, n
√

a)/K(µn)) −→ Gal(K(µn, n
√

a)/K) −→ Gal(K(µn)/K) −→ {1}yc

yλ

yχ

{1} −→ Z/nZ −→ GA1(Z/nZ) −→ (Z/nZ)∗ −→ {1}.

Preuve. (i) Le même argument qu’en 6.6.2(i) montre que le polynôme Xn − a est séparable, donc 6.2.3(i)
s’applique.
(ii), (iii) Soient α1 = α, . . . , αn ∈ L les racines (distinctes) de Xn − a dans L; alors on a {αj/α | 1 ≤ j ≤
n} = µn(L), ce qui démontre (ii) et (iii).
(iv) D’après 6.6.2(iv), on a g(ζn) = ζ

χ(g)
n (χ(g) ∈ (Z/nZ)∗). Comme g(α) est une racine de Xn − a, on a

g(α) = ζ
c(g)
n α, c(g) ∈ Z/nZ. Soient g, g′ ∈ Gal(L/K); alors on a χ(gg′) = χ(g)χ(g′) (d’après 6.6.2(iv)) et

ζc(gg′)
n α = (gg′)(α) = g(g′(α)) = g(ζc(g′)

n α) = g(ζn)c(g′)g(α) = ζχ(g)c(g′)+c(g)
n α =⇒ c(gg′) = χ(g)c(g′)+c(g),

donc

λ(gg′) =

(
χ(gg′) c(gg′)

0 1

)
=

(
χ(g) c(g)

0 1

)(
χ(g′) c(g′)

0 1

)
= λ(g)λ(g′).

Si g ∈ Ker(λ), alors on a g(ζn) = ζn et g(α) = α, d’où g(x) = x pour tout x ∈ K(ζn, α) = L, ce qui démontre
l’injectivité de λ.
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(v) Si µn ⊂ K, alors on a L = K( n
√

a) et χ(g) = 1 pour tout g ∈ Gal(L/K), ce qui entrâıne que c est un
homomorphisme de groupes (injectif, d’après (iv)): c(gg′) = c(g′) + c(g) (g, g′ ∈ Gal(L/K)). Il en résulte
que Gal(L/K), étant isomorphe à un sous-groupe de Z/nZ, est cyclique d’ordre un diviseur de n.
(vi) Ceci est une conséquence de (iv), (v) et 6.6.2(iv).
(7.1.2) Exemple : Soit p un nombre premier. Le corps de décomposition du polynôme (irréductible)
f(X) = Xp − 2 ∈ Q[X] sur Q est égal à L = Q(ζp,

p
√

2) ⊂ C. Les degrés [Q(ζp) : Q] = p − 1 et
[Q( p
√

2) : Q] = p étant premiers entre eux, on a [Q(ζp,
p
√

2) : Q] = p(p − 1) = |GA1(Fp)|. Il en résulte que
l’homomorphisme injectif

Gal(f) = Gal(Q(ζp,
p
√

2)/Q) ∼−→ GA1(Fp)

est un isomorphisme.

(7.1.3) Proposition. Soient K un corps, n ≥ 1 un entier tel que car(K) - n et µn ⊂ K. Si L/K est une
extension cyclique d’ordre n, alors il existe a ∈ K∗ tel que L = K( n

√
a).

Preuve. Fixons un générateur σ (resp., ζn) du groupe cyclique G = Gal(L/K) (resp., de µn = µn(K)).
Soit ω1, . . . , ωn une base de L/K; comme le discriminant D(ω1, . . . , ωn) = det(B)2 6= 0 (d’après 5.3.9(i)),
la matrice B = (σi(ωj))1≤i,j≤n ∈ Mn(L) est inversible. On en déduit qu’il existe un élément de la base
x ∈ {ω1, . . . , ωn} dont la résolvante de Lagrange

α =
n−1∑
i=0

ζ−i
n σi(x) = x + ζ−1

n σ(x) + · · ·+ ζ1−n
n σn−1(x) ∈ L

ne soit pas nul. Comme

σ(α) = σ(x) + ζ−1
n σ2(x) + · · ·+ ζ1−n

n x = ζnα,

on a a := αn ∈ LG = K. Les éléments conjugués {α, σ(α), . . . , σn−1(α)} = {α, ζnα, . . . , ζn−1
n (α)} à α étant

distincts, on a [K(α) : K] ≥ n = [L : K], donc L = K(α).

(7.1.4) Proposition. Soient K un corps, n ≥ 1 un entier tel que car(K) - n et L/K une extension
galoisienne (de degré fini). Alors le groupe Gal(L(µn)/K(µn)) est isomorphe à un sous-groupe de Gal(L/K).

Preuve. D’après 6.2.3(ii), L est un corps de décomposition (sur K) d’un polynôme séparable f ∈ K[X]; alors
L(µn) est un corps de décomposition de f sur K(µn). La restriction d’un élément g ∈ Gal(L(µn)/K(µn))
à L est un élément de Gal(L/K); ceci définit un homomorphisme de groupes f : Gal(L(µn)/K(µn)) −→
Gal(L/K). Soient α1, . . . , αr ∈ L(µn) les racines de f dans L(µn); alors on a L = K(α1, . . . , αr) et L(µn) =
K(µn)(α1, . . . , αr). Si g ∈ Ker(f), alors on a g(αj) = αj (j = 1, . . . , r), donc g = 1. L’homomorphisme f
est donc injectif, d’où le résultat.

(7.1.5) Exercice. Soit p un nombre premier. Montrer que le corps de décomposition du polynôme f(X) =
X4 − p ∈ Q[X] sur Q est égal à L = Q(i, 4

√
p) ⊂ C et que Gal(L/Q) ∼−→ GA1(Z/4Z) ∼−→ D8. Expliciter

l’action de D8 sur L.

(7.2) Groupes résolubles

(7.2.1) Définition. Un groupe G est résoluble s’il existe une suite finie de sous-groupes G = G0 ⊃ G1 ⊃
· · · ⊃ Gk = {1} (k <∞) telle que Gi+1 C Gi et Gi/Gi+1 soit abélien pour tous i = 0, . . . , k − 1.

(7.2.2) Exemples : (i) Un groupe abélien G est résoluble: G ⊃ {1}.
(ii) G = GA1(R) est résoluble: G ⊃ G1 = (R,+) ⊃ {1}, G/G1

∼−→ R∗.
(iii) G = S3 est résoluble: S3 ⊃ A3 ⊃ {1}.
(iv) G = S4 est résoluble: l’action de S4 sur les polynômes y1, y2, y3 que l’on a défini en 1.4.1 donne un
homomorphisme surjectif de groupes π : S4 −→ S3, dont le noyau est isomorphe à C2×C2. On obtient donc
une suite de sous-groupes S4 ⊃ A4 ⊃ C2 × C2 ⊃ {1} (voir [Es], 10.8).
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(v) Un groupe simple non abélien n’est pas résoluble (rappel : un groupe G est simple si G ne possède
aucun sous-groupe distingué H 6= G, {1}).
(vi) Tout sous-groupe H ⊂ G d’un groupe résoluble G est résoluble (on prend Hi = H ∩Gi).
(vii) L’image d’un groupe résoluble G par tout homomorphisme de groupes f : G −→ K est résoluble (on
prend f(G)i = f(Gi)).
(viii) Pour tout n ≥ 5 le groupe An est simple. Il résulte de (v) (resp., de (vi)) que An (resp., Sn) n’est pas
résoluble pour n ≥ 5.
(ix) Tout groupe d’ordre pn (où p est un nombre premier) est résoluble.

(7.2.3) Lemme. Un groupe fini G est résoluble ⇐⇒ il existe une suite de sous-groupes G = H0 ⊃ · · · ⊃
Hl = {1} telle que Hj+1 C Hj et Hj/Hj+1 soit cyclique d’ordre premier pour tous j = 0, . . . , l − 1.

Preuve. Il suffit de démontrer “=⇒”: si Gi est une suite de sous-groupes de G comme en 7.2.1, on construit
pour tout i une suite de sous-groupes intermédiaires Gi = Ki

0 ⊃ Ki
1 ⊃ · · · ⊃ Ki

ri
= Gi+1: on choisit Ki

j+1 un
sous-groupe distingué maximal de Ki

j contenant Gi+1. Le quotient Ki
j/Ki

j+1 est un groupe simple abélien,
donc cyclique d’ordre premier. On obtient la suite H0 = K0

0 ⊃ H1 = K0
1 ⊃ · · · ⊃ K0

r0
⊃ K1

0 ⊃ · · · ⊃ {1}
recherchée.

(7.3) Extensions radicales

(7.3.1) Définition. Soit K un corps.
(i) Une extension L/K de degré fini est une extension radicale s’il existe des extensions

K = K0 ⊂ · · · ⊂ Kj = K(α1, . . . , αj) = Kj−1(αj) ⊂ · · · ⊂ Km = L

telles que pour tous j = 1, . . . ,m il existe un entier nj ≥ 1, car(K) - nj , tel que aj := α
nj

j ∈ Kj−1 ( ⇐⇒
Kj = Kj−1( nj

√
aj)).

(ii) Soit f ∈ K[X] un polynôme séparable. On dit que l’équation f(X) = 0 est résoluble par radicaux
sur K s’il existe une extension radicale L de K contenant un corps de décomposition de f (⇐⇒ contenant
toutes les racines de f).

(7.3.2) Lemme. Toute extension radicale de K est contenue dans une extension radicale L/K ayant les
propriétés suivantes:
(i) L’extension L/K est galoisienne.
(ii) K1 = K(µn), où car(K) - n.
(iii) Pour tous j = 1, . . . ,m, Kj = Kj−1( n

√
aj) (aj ∈ Kj−1).

Preuve. On remplace, d’abord, chaque corps Kj+1 par Kj(µn), où n = ppcm(n1, . . . , nm). Le (nouveau)

corps K2 = K1( n1
√

a1) = K1(
n

√
a

n/n1
1 ) est une extension galoisienne de K1 = K(µn). Ensuite, on ajoute

toutes les racines n-ièmes des éléments σ(a2)n/n2 , où σ ∈ Gal(K2/K1), etc. [Par exemple, l’extension
Q( 3
√

2 + 4
√

5)/Q est contenue dans L = Q(µ12, ρ
j 3
√

2 + ik 4
√

5; j = 0, 1, 2, k = 0, 1, 2, 3).]

(7.3.3) Théorème. Soient K un corps et f ∈ K[X] un polynôme séparable.
(i) Si l’équation f = 0 est résoluble par radicaux sur K, alors le groupe de Galois Gal(f) (sur K) est
résoluble.
(ii) Si Gal(f) est résoluble est son ordre n’est pas divisible par car(K), alors l’équation f = 0 est résoluble
par radicaux.

Preuve. (i) Soit F un corps de décomposition de f sur K. D’après 7.3.2, il existe une extension radicale
L/K contenant F ayant les propriétés (i)–(iii). Posons G = Gal(L/K) et Gj = Gal(L/Kj) (j = 0, . . . ,m).
Pour tous j = 0, . . . ,m − 1, l’extension Kj+1 = Kj( n

√
aj+1) est galoisienne (donc Gj+1 C Gj) et le groupe

Gal(Kj+1/Kj) = Gj/Gj+1 est abélien, d’après 7.1.1(v) (resp., 6.6.2(v)). Il en résulte que G est résoluble,
donc son quotient Gal(f) = Gal(F/K) = G/Gal(L/F ) est aussi résoluble, d’après 7.2.2(vii).
(ii) Posons n = |Gal(f)|. Soit F un corps de décomposition de f sur K; alors F (µn) est un corps de
décomposition de f sur K(µn) et Gal(f(µn)/K(µn)) est un sous-groupe de Gal(f) = Gal(F/K) (d’après
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7.1.4), donc résoluble. L’extension K(µn)/K étant radicale, on peut remplacer K par K(µn) et supposer
que µn ⊂ K. Il résulte de 7.2.3 qu’il existe une suite de sous-groupes Gal(f) = G = H0 ⊃ · · · ⊃ Hl = {1}
telle que (∀j = 0, . . . , l − 1) Hj+1 C Hj et Hj/Hj+1

∼−→ Z/pjZ, où pj est un nombre premier. Posons
Kj = FHj ; on a alors K0 = K ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kl = F et Gal(Kj+1/Kj) = Hj/Hj+1

∼−→ Z/pjZ. Comme pj

divise |G|, on déduit de 7.1.3 que Kj+1 = Kj( pj
√

aj+1) (aj+1 ∈ Kj), donc F/K est une extension radicale.
(7.3.4) Exemple : L’équation f(X) = X5 −X + 1 = 0 n’est pas résoluble sur Q par radicaux, puisque le
groupe Gal(f) = S5 (voir 6.4.7) n’est pas résoluble.
(7.3.5) Équation générale de degré n. Soient F un corps, L = F (x1, . . . , xn) le corps de fonctions
rationnelles en les variables x1, . . . , xn et K = LSn = F (σ1, . . . , σn) le sous-corps de fonctions rationnelles
symétriques. On sait (voir 6.3.4) que l’extension L/K est galoisienne et Gal(L/K) = Sn. Plus précisement,
L = K(x1, . . . , xn) est un corps de décomposition (sur K) du polynôme séparable

f(X) = (X − x1) · · · (X − xn) = Xn − σ1X
n−1 + σ2X

n−2 − · · ·+ (−1)nσn ∈ K[X].

Comme Sn n’est pas résoluble pour n ≥ 5, il résulte de 7.3.3(i) que “l’équation générale”

Xn − σ1X
n−1 + σ2X

n−2 − · · ·+ (−1)nσn = 0

sur K = F (σ1, . . . , σn) n’est pas résoluble par radicaux pour n ≥ 5.
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