INTRODUCTION A LA THEORIE DE GALOIS ET LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Jan Nekovai

I. THEORIE DE GALOIS

Références: [Es|, [Ti 1,2], [Ga], [Ar], [Sa]

Introduction

Le probleme principal est la résolution des équations polynomiales a une variable

2" +az" P+ +a, =0.

On s’interesse surtout a la résolution “par radicaux”, c’est-a-dire a la résolution qui n’utilise que des racines
2/a.

Il est bien connu depuis le 16°™¢ siecle que I'on peut résoudre par radicaux des équations de degré
n < 4. Par contre, selon un résultat célebre d’Abel, ’équation générale de degré n > 5 n’est pas résoluble
par radicaux.

L’idée principale de la théorie de Galois est d’associer a chaque équation son groupe de symétrie. Cette
construction permet de traduire des propriétés de 1’équation (telles que la résolubilité par radicaux) aux
propriétés du groupe associé.

Le cours ne suivra pas le chemin historique. L’ouvrage [Ti 1, 2] est une référence agréable pour I’histoire
du sujet.

1. Résolution des équations — exemples

Dans ce chapitre introductif nous rappelons au lecteur comment résoudre des équations de degré 2, 3,4 par
la méthode de Lagrange, en utilisant leurs symétries. Nous allons aussi étudier les équations X" = 1.

(1.1) Considérons une équation

2"+ a4+t a, =0 (1.1.1)

de degré n > 1 a coefficients complexes aq,...,a, € C. Selon un résultat fondamental de Gauss, I’équation
(1.1.1) admet précisement n racines complexes x1,...,x, (qui ne sont pas, en général, distinctes) dans le
sens que l'on a 'identité polynomiale

" Fax" M da, = (r—x) (- x). (1.1.2)

En dévelopant le terme a droite et en comparant les coefficients, on obtient les relation suivantes:

a1 = —o1, as = o9 e an = (=1)"0o,, (1.1.3)
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o1 =21+ -+ Ty = E T
i

09 =X1X9 + 123+ -+ ZTp_1Tp = E LT

i<j
(1.1.4)
o = Z Ty, - Ty,
1<ii << <n
Op =1 Tp
sont les polynémes symétriques élémentaires des racines z1,...,x,. Autrement dit, la résolution de
I'équation (1.1.1) équivaut & la résolution du systeme (1.1.4) avec oy = (—1)Fay.
Les fonctions (1.1.4) sont symétriques en 21, ...z, (voir 1.7.3 ci-dessous pour la définition formelle);

selon Lagrange, on cherche & résoudre les équations (1.1.4) en brisant progressivement leur symétrie. Comme
nous allons expliquer, cette méthode réussit si n < 4.

(1.2) Equations de degré 2. Il faut résoudre le systéme

1+ Ty = —ay, T1T2 = Q2. (1.2.1)
On considere la fonction
Y =21 — T2 (1.2.2)
qui n’est pas symétrique en x; et xz, mais dont le carré I'est:
y? = (11 — 22)? = 27 + 25 — 20100 = (21 + 12)% — o120 = 0F — 409 = a? — 4ay, (1.2.3)

d’ott les formules bien connues:
/2 1 1 /2
y = +4/ai — 4dag, X1,To = 5((:51 +a9)ty) = 5(,(11:& ai — 4ag) (1.2.4)

(1.3) Equations de degré 3
(1.3.1) Il faut résoudre I’équation

22+ a12® + agr + a3 = 0, (1.3.1.1)

c’est-a-dire le systeme

01 =21 +Zgy +2x3 = —ar, 09 = T1T2 + T1T3 + T2X3 = az, 03 = X1X2x3 =— —Aas. (1312)
11 est naturel de généraliser (1.2.2) de la maniére suivante: on prend

=x1 + pro + 2z
Y1 1 P22 p T3 (1.3.1.3)
Yo = x1 + p T2 + pr3,

2mi/3 _ —1+iV3 2 -1 —2mi/3 _ —1-iv/3 _ _1_
= s = 5 =

p=ce pr=p =c P

sont les racines cubiques (primitives) de 1'unité.



Quelles sont les symétries des fonctions y1,y2? Si l'on échange z1 et xo (resp., x2 et x3), les fonctions

Y1, Yo seront transformées selons les formules
y1 > 22 + pr1 + pPzs = pys, Y2 > Ty + pPxy + prs = pPy

resp.,

Y1 — T1+ pr3 + pPT2 = Yo, Y2 — z1 + pPz3 + pr2 = Y.

Il en résulte que les fonctions yiys et y§ + y5 sont symétriques en xy, xo, 3:

2 2 2
YY2 = X7 + 25 + T3 — T1Ty — T1T3 — Tax3

3 3 3 3 3 2 2 2 2 2 2
Yy + s = 2(x7 + a5 + x3) + 12010005 — 3(xix2 + 105 + 2723 + 105 + X523 + Taw5)
Peut-on les exprimer en fonction de o1, 02,037 Posons

k k k 2 2 2 2 2 2
S =x1 + Ty +x3, So1 = T1T2 + T125 + 2723 + X123 + X523 + T2x3,

donc
Y1Y2 = 82 — 02, y:f + yS’ = 283 + 1203 — 352,1.
On peut exprimer so, s3 et So,1 en fonction de 01,09 et 03: on a
0’% = (3'31 + 22 + 373)2 = .’L‘% + .Z'g + l’g + 2(1’1332 + T123 + .’L‘Ql‘g) = S9 + 209

(
(

T1Zo + T1&3 + Takz) = S21 + 3T 12223 = S2.1 + 303

2, .2, .2 3, .3, .3
Ty + x5 +23) = (2] + 25 + 23) + 821 = 83+ 521,

o102 = (z1 + 22 + 23)

0182 = (xl —+ 2o + (E3)

d’ou
2
S9 = 0] — 209, $91 = 0102 — 303, 83 = 0182 — 82,1 = Ui’ — 30109 + 303
et
2 3, .3 3
Y1Y2 = 0] — 3072, Y1 +y5 = 207 — 90102 4 2703
(on verra plus tard que tout polyndéme symétrique F(z1,...,z,) s’exprime en fonction de o1, ..

En résumé, les cubes y3, y3 sont les racines de I’équation quadratique

(t—yd)(t —y3) =t* — (20 — 90109 + 2703)t + (07 — 302)> =0

et I'on a

Y1Y2 = Uf — 309.

(1.3.2) Les formules de Cardan. On peut simplifier (1.3.1.1) en

2 4+pr+qg=0

par la substitution « — x + a1/3. En appliquant la méthode de 1.3.1 a I’équation (1.3.2.1), on a

01 = Oa 02 =D, 03 = —¢,

donc (1.3.1.7) s’écrit

yiy2 = —3p,  yi+ys=-27qg

et y3,y35 sont les racines de I’équation quadratique

(1.3.1.4)

(1.3.1.5)

(1.3.1.6)

(1.3.1.7)

S On).

(1.3.1.8)

(1.3.1.9)

(1.3.2.1)

(1.3.2.2)



(t—y?)(t —y3) = t* + 27qt — 27p* = 0, (1.3.2.3)

d’ott

3 3 _ q (p)S (q)2
=27 —= % = = . 1.3.2.4
Y1,Y2 7( 9 3 + 9 ( 3 )
Il résulte de

yi+y2 =321, Py +py2 =32, py1+py2 = 33 (1.3.2.5)

que les racines z1, x2, 3 sont données par les formules suivantes (dites “de Cardan”):
\/ 4., B Q \/ _4 13 Q
2 3 2 3 2
2y — pzi/_g / L p\/ % - (3)2 (1.3.2.6)
T AT

Ici, les racines cubiques sont normalisées par la premiere équation de (1.3.2.2), i.e. par

f/‘%*\/W'i/_g_\/M:_g' (1.3.2.7)

(1.3.3) Exemple. Considérons I’équation

13— 8z —8=0, (1.3.3.1)
qui a une racine évidente x; = —2, donc se factorise

=8z —8=(z+2)(2® -2z —4) = (z+2)(z — (1 + V5))(z — (1 — V5)),

c’est-a-dire

T =-2, wy=1+V5,  x3=1-5 (1.3.3.2)
D’autre part, les formules de Cardan pour p = ¢ = —8 montrent que
47 : 41
2 = 34+§Z\/15+ 34—52\/15
2 3 4Z 3 4Z
20 = p2il4+ 5\/15 + pifd— 5\/15 (1.3.3.3)
4i 4i
3 = p1/4+§\/ 54 pPifa— é\/m
avec la normalisation
4i 8
\3/4+ VT 4ff\/ =2
9 3
Il n’est pas du tout évident que l'on peut simplifier les valeurs (1.3.3.3) et obtenir (1.3.3.2) ! Bien str, les

formules (1.3.1.3) montrent que



Y1,Y2 = -3 v 15,

d’ott

1 N
o4+ é\/ﬁ =1+ “?7 (1.3.3.4)

mais il n’est pas possible de déduire (1.3.3.4) sans avoir déja trouvé les racines (1.3.3.2).

En général, si p,q € Q, on peut écrire les racines cubiques dans (1.3.2.6) sous la forme simplifiée a + Vb
(avec a,b € Q) si et seulement si I’équation (1.3.2.1) admet une racine rationnelle x; € Q. La méthode
suivante nous permetra de trouver toutes les racines rationnelles.

(1.3.4) Proposition. Soit o = § une racine du polynéme f(x) = apr”+a1x" 1+ +a,, otta, b, ag, . .., an
€ Z, agh # 0, pged(a,b) = 1. Alors blag (b divise ag) et ala,. En particulier, si ag = 1, alors on a a € Z et
alay,.
Preuve. On déduit de ’égalité

0o=u"f (%) =aga” +a1a" b+ -+ ap_1ab™ ' + a, b

que

a divise —a(aga™ ' +a1a" b+ -+ ap_1b"Y) = a,b"
b divise —b(aya™ "t -+ an_1ab" % + a,b" ) = aga™.
11 en résulte que a divise a,, et b divise ag, car pged(a,b™) = pged (b, a™) = 1.

(1.3.5) Corollaire. Soient ¢,n € Z des entiers, n > 1. Alors on a:

YeeQ < YceZ (< ilexiste a € Z tel que c=a").

Preuve. On applique 1.3.4 au polynéme f(x) =z — c.
(1.3.6) Exemple : v/2,V5, V2 ¢ Q.

(1.4) Equations de degré 4
(1.4.1) 1l faut résoudre 'équation

2t + a1x3 + aga:Q + azxr + aq4 = 0.

Par la substitution  — x + a1/4 on se ramene au cas a; = 0, c’est-a-dire a I’équation

et 4+ pr? +qr+r =0, (1.4.1.1)

pour laquelle

g1 = O7 g9 =D, g3 = —(q, g4 =T. (1412)
En généralisant (1.3.1.3), considérons le comportement des expressions linéaires
T1 +1To — T3 — 1Ty, r1 — T + T3 — T4, X1 — 1To — X3 + 1Ty

par rapport aux changements de variables

T > T, Ty «— T3, T3 — Xy4. (1.4.1.3)

Il est facile de voir que ’ensemble de polynémes linéaires
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Ul = T, +To — T3 — T4, Uy = T1 + T3 — To — Ty, U3 =T, + Ty — Ty — T3
est conservé — au signe preés — par les substitutions (1.4.1.3). Il en résulte que les coefficients du polynéme
cubique
(u— ) (u = u3)(u = 3) (1.4.1.4)

sont symétriques en x1,x9,x3, 4. Les coefficients de (1.4.1.4) sont déterminés dans ([Es], 10.8). Ici, nous
allons considérer un polynome légerement modifié:

(v —y1)(y — v2)(y — y3) = y* + b1y® + bay + b, (1.4.1.5)

ou

Y1 = T1X2 + T3T4, Yo = T1X3 + T2y, Y3 = T1T4 + T2x3.

En fait, on a

u1/2)? = —(21 4 22)* = (21 + 22) (w3 + 24) = Y2 + ¥3
u2/2)% = —(x1 + 23)% = (21 + 23) (22 + 4) = y1 + Y3 (1.4.1.6)
—(u3/2)* = — (1 + 24)* = (

car x1 + x2 + x3 + x4 = o1 = 0. Les coefficients de (1.4.1.5) sont égaux a

—(
—(

1+ x4) (T2 +23) = Y1 + Y2,

b1 =y1 +y2 +y3 =02
bo = y1y2 + Y13 + YoYs = TioT3 + - + Tax32] = S2.1,1
—b3 = y1yoy3 = (T3xox3rs + - + Tywow3x]) + (232323 + -+ 232527) = 53111 + S2.0.2,
ou l'on a posé

Siy,i, = la symétrisation de z7' - - -z}

(voir 1.7.5 ci-dessous pour une définition formelle). Les formules

0103 = (X1 + - + 24)(T12223 + - + Tox3xy) = S2,1,1 + 4T 1022324 = 52,11 + 4oy
2 2 2.2 2 2.2 2 2. 2 2. 2
05 = (T122x3 + - - + Tox3x4)” = xiT5T5 + - - - + xyw5w] + 2(TTT3T3T4 + - - - + ToT3TZXL) = S2.2.2 + 20204

2 2 3 3
0489 = T1@ox3x4(x] + -+ xF) = T]T2T3T4 + -+ - + T1T2T3TY = S31.1.1

3Lyt

(1.4.1.7)
montrent que 'on a en général (sans que ’on suppose o1 = 0)
$2,1,1 = 0103 — 40’47 $2,22 = 0'?2) — 20’20’47 $3,1,1,1 = 0482 = 0’4(0’% — 20’2) (1.4.1.8)
et
b1 = —02, b2:0'10'3—40'4, b3=—0‘%0‘4+40’20‘4—0‘§,
donc
bl =P, b2 = —47’7 b3 = 4plr - q2
dans le cas (1.4.1.2). En résumé, les expressions yi, y2, y3 sont les racines de ’équation cubique
3 2 2y _
Yo —py —4dry+ (dpr —q¢°) =0 (1.4.1.9)

(“Iéquation cubique résolvante de I’équation quartique (1.4.1.1)”). Des que 'on sait résoudre (1.4.1.9),
on déduit de (1.4.1.6) les valeurs de z; + x; (i # j), donc celles de z;.
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(1.4.2) Exercice. Déterminer les coefficients de (1.4.1.4).

(1.5) Discriminant des polynémes de degré 2, 3,4

(1.5.1) Par définition, le discriminant du polynéme unitaire

f@)=a"4+ax" '+ a, = (x—x1) (v — )

a racines x1,...,T, est égal a
disc(f) = H (z; — x5)2 (1.5.1.1)
1<i<j<n
On verra dans 1.7.11 que disc(f) s’écrit comme une fonction polynomiale des coefficients ay, ..., a,.

(1.5.2) Pour n = 2, la formule (1.2.3) montre que
disc(z? + ax + b) = a® — 4b.
(1.5.3) Exercice. Soit n = 3. Avec la notation de 1.3.1, montrer que —27disc(f) est égal au discriminant

du polynéme quadratique (1.3.1.8). En déduire une formule explicite pour disc(f). En particulier, montrer

que

disc(x® + pr + q) = —4p® — 274>

(1.5.4) Exercice. Soit n = 4. Avec la notation de 1.4.1, montrer que le discriminant du polynéme f
dans (1.4.1.1) est égal au discriminant de son équation cubique résolvante (1.4.1.9). En déduire une formule
explicite pour disc(f). En particulier, montrer que

disc(z* + qu 4+ r) = —27¢* + 25603,

(1.5.5) Exercice. Deviner la valeur de disc(z™ + ax + b).
(1.6) Racines de ’'unité
(1.6.1) Pour tout entier n > 1, les racines n-itme de 1'unité

pn =1{C € C|(" =1}
sont les racines du polynome

xr—1=J]&x-9.
CEpn
Géométriquement, p,, sont les sommets d’un polygone régulier inscrit dans le cercle unité.
Les polynomes X™ — 1 se factorisent de maniere tres naturelle:

X-1=9,
X2 1=(X-1D)(X+1)=0,D,

X 1=(X-1DX*+X+1)=d,P3

X' —1=(X -D)(X +1)(X2+1) = 00,0,

X 1= X-1DX*"+ X3+ X2+ X +1) =05

X 1=(X-DX+D)X?+ X+ D)X - X +1) = &, 5,03P (16.11)
X 1=X-DX'+X°+ X'+ X3+ X2+ X +1) = 3,®,
X—1=(X DX+ DX+ D)X +1) = 05,0, Dg

XP—1=(X-DX?+ X+ 1)(X°+ X3 +1) = &1 P3P

XU =X DX+ D)X+ X+ X2+ X+ D)X = X2+ X2 - X 1) = 3, DD5Py

XM 1=(X -+ X+ X4+ X"+ X+ X+ X+ X2+ X+ X +1) = DDy

X2 1=(X-DX+D)X24+X+D(X2 - X +1)(X* = X241) = &,D,D3P4D 1,
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ou

P(X)=X -1 Ps(X) =X+ X3+ X2+ X +1 (X)) =X+ X?+1
Py(X) =X +1 Pe(X)=X> - X +1 Pp(X)=X* - X3+ X2 -X+1 (16.1.2)
P3(X)=X"+X+1 B;(X)=X+-.-+1 P (X) =X 4. 41
Py(X)=X2+1 Pg(X)=X"+1 Pp(X)=X* - X2 +1
(1.6.2) Question. Quelle est la régle générale?
(1.6.3) On pose e(z) = ™% et (, = e(+); alors on a
pn={e(%) |1 <a<n}={¢|l<a<n} (1.6.3.1)

Toute fraction £ dans (1.6.3.1) s’écrit comme une fraction irréductible 2, ot d divise n. On en déduit une
décomposition disjointe

=Ufe(4) 11 <b <d, pged(b,d) = 1} = Jnf, (1.6.3.2)
d|n d|n

ou 'on a noté

na="{e(q) [1<b<d pged(b,d) =1} ={C€ pa| (V= 1,....d=1) ¢ #1}

I’ensemble des racines primitives d-iemes de 1’unité. Par exemple, on a

=11, p={-1},  w={pr*}, w={i—i},  pg={-p—r"} (1.6.3.3)

otl p = €>™/3_ Observons que pour n = 1,2, 3,4, 6, 'ensemble des racines du polynéme P, (X) est égal & 0 !
La proposition suivante montre qu'’il s’agit d’une propriété générale et que les factorisations dans (1.6.1.1)
sont déterminées par les décompositions (1.6.3.2).

(1.6.4) Proposition. Soit n > 1; posons

e, (X) = [ (x - ecClx].

Ceny
Les polynémes ®,,(X) ont les propriétés suivantes:
(i) Tgn Pa(X) = X" —1.

(i) deg(®a) = (n) =1, (1 1) (b premier)
Elll) 2(X) € Z[X].

iv) Sip est un nombre premier et k > 1 un entier, alors on a

XP—1
X -1

d,(X) = =XPl L XP2 4. 41, D (X) = 0p(XP ) =

(v) @,(0)=1 (resp., = —1) sin > 1 (resp., sin=1).
(vi) Sin > 1, alors on a X9°8(®n)d, (1/X) = ®,,(X).

Preuve. (i), (ii) Ceci résulte de (1.6.3.2). On en déduit (iii) par récurrence.
(iv) La premiere (resp., la deuxieme) formule est une conséquence de (i) pour n = p (resp., pour n = p¥, p*~1).
(v) On a

Cepd = ¢ltepl, (1.6.4.1)
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d’ou

(car (=C)(=¢71) =1).
(vi) Ceci résulte de (v) et (1.6.4.1).

(1.6.5) Equations réciproques. La proposition 1.6.4(vi) affirme que le polynome &, (X) (n > 1) est
réciproque. Rappelons qu'un polynéme

f(X)=ao X" +a; X"+ +a, (a; € C, ap #0)

est réciproque si

(V7) aj=an_; (= flz)=2"f(3)).
Si c’est le cas, on a
fla)=0 <= f(L)=0 (e €C)
et I'on peut simplifier ’équation f(X) = 0 en introduisant une nouvelle variable Y = X + X 1.
(1.6.6) Exemple : &5 =0. L’équation
P5(X)=X*"+X*+ X+ X +1=0 (1.6.6.1)

s’écrit

(X2 4+ X )+ (X + X HH1=Y?-2)+ YV +1=Y?4+Y -1=0 (1.6.6.2)
(oY = X+X ). Les racines de (1.6.6.1) (resp., de (1.6.6.2)) sont X, = (¢ (resp., Yy, = ¢+(5 " = 2 cos 220)

5
pour a = 1,2,3,4 (resp., b =1,2). Il en résulte que

{2cos 2F,2cos AL} = {%\/5}7

les inégalités cos 2?” > 0 > cos 4?” montrent alors que

C5+C51:2COS2%:\/52_1, C§+C§2=2COS%’T:_\/§_1,

d’ou

G-G-G+E=5
et

¢ — \/5271<5 +1=0, Im(()>0 = (= —\/5_1+i4 1042v5

(1.6.7) Exemple : &7 =0. La méme méthode s’applique & 1’équation
X30,(X)= (X3 + X H+(X2+X )+ (X +X H+1=0. (1.6.7.1)
D’apres 1.6.9 ci-dessous, (1.6.7.1) s’écrit
(Y3 —3Y) 4+ (Y?=2)+Y +1=Y3+Y?-2Y —1=0 (1.6.7.2)

(ot Y = X + X~1). On va chercher les racines z; = ¢ + (;7 = 2cos 2% (j = 1,2,3) de I’équation cubique
(1.6.7.2) par la méthode de 1.3.1: on consideére les nombres
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Y1 = 1 + pas + pPas = G+ p° G + pGE + 8+ pPG + pCE

(1.6.7.3)
Y2 = @1+ pxa + pr3 = (7 + pG + P’ + (F + pli + p° G
(bien sir, 1 + a9 + 3 = —01 = —1).
La suite des exposants dans (1.6.7.3) est engendrée par la multiplication successive par 3:
1—3—3-3=2(mod7)—6—3-6=4 (mod7)—3-4=5 (modT),
donc
6 o 6 o 6 6
1= o7 =N P00 (G), =Y 0 = pel(G), (1.6.7.4)
j=1 j=1 j=1 =1
ol

oy — pr,  o(Q)=¢% (€ € pr)

engendre une permutation cyclique de p9:

R S

L’application o fournit un exemple d’un élément du “groupe de Galois” de 1'équation ®7(X) = 0.
On déduit de (1.3.1.7-8) que

vy = (=1 =3(=2) =7,  yi 4y =2(-1)—9(-1)(-2)+27T=7 = (t—u)(t—93) =" - Tt+ T,
donc

yiys =1 (1*%‘/3) =T7(2+3p),7(2 + 3p2),

ce qui permet d’exprimer x1,r2,x3 en fonction de ¢/7(2 + 3p) et /7(2 + 3p?).
On peut remplacer p, p? dans (1.6.7.4) par n’importe quel élément o € yg: soit

6 ) 6
u(a) = > ad¢f®) =3 alol (¢r), (o € p).
j=1

j=1

Par exemple, on a

u) =G+G+E+G+E G =1
w-1)=CG+E+G - (GGG,

donc
u(1)? = (G + G+ G+ (GG GG 2B (1) =1
u(=1)% = (Gr+ G+ 6+ (T GG = 2B +u(1) = u(1)® — 43 +u(l) = 7.
Le signe de u(—1) est déterminé par I'inégalité
Im(u(—1)) = 2sin 2F + 2sin 2F + 2sin 37 > 0,
d’ou
GH+G -GG -G -G =iVT.
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*(1.6.8) Question. On a calculé que
G-G=iV3,  G-G-G+E=Vh  G+E-G+G-G-F=iVT

Quelle est la regle générale?

(1.6.9) Exercice. Montrer que, pour tout entier n > 0,

(i) 1l existe un (unique) polynéme P,(y) € Zly] tel que 2™ + 2™ = Py(x + 27 1). (Py = 2, P, = v,
Po=y?—2 P3=y3—3y,...)

(ii) Pour tout § € R, on a P,(2cosf) = 2cos(nf) = P,(y) = 2T,(y/2), ou T, (x) est le n-iéme polynéme
de Cebysev (= Tchebycheff = Chebyshev = ...).

(1.7) Polynomes symétriques

(1.7.1) Groupe symétrique S, (rappel). Une permutation de {1,...,n} est une application bijective
o:{l,...,n} — {1,...,n}. Les permutations de {1,...,n} forment un groupe S,, pour Popération de
composition o7 = ¢ o 7, c’est-a-dire (o7)(i) = o(7(3)).

Le signe d’une permutation o € S, (n > 2) est défini par la formule

sgn(o) = (—1)HED [1=i<i<n, o(@)>(D}H
L’application
sgn: S, — {£1}
est un homomorphisme de groupes, dont le noyau est le groupe alterné A, = Ker(sgn) C S,. On a

|Sn| = nl, |An| = nl/2.

On écrit un élément o € S, soit sous la forme
1 2 DY n
o(1) o(2) -+ o(n)
soit comme un produit de cycles (= orbites sous l'action de o). Par exemple, I’élément

1 2 3 4 5 6
o= € Sg
4 5 3 6 2 1

1—4—6—1, 25— 2, 33,

est le produit des cycles

donc

o = (146)(25)(3).

(1.7.2) Action de S, sur les polyndémes. Soit R un anneau (commutatif, unitaire). L’anneau
R[x1,...,xy] de polynémes & n variables sur R admet une action naturelle de S,, (& gauche):

(U : f)($17~ .- 7mn) = f(xa(1)7 cee axa(n)) (U €Sy, fe R[xla cee 7$n])

Si R = K est un corps, la méme formule définit I’action de S,, sur le corps des fonctions rationnelles

K(xl,...,xn):{£|f,g€K[:El,...,xn},g;éO}.

(1.7.3) Définition. Un polynéme f € R|xi,...,2,] (resp., une fonction rationnelle f € K(x1,...,x,),
si R = K est un corps) est dit(e) symétrique si I'on a (Vo € S,) o-f = f. Les polynémes (resp.,
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les fonctions rationnelles) symétriques forment un anneau (resp., un corps) noté R[xy,...,x,]"" (resp.,
K(zy,...,1,)%").

(1.7.4) Exemple : Les polynémes x1zow3, 7] + 23 + 2% € R[x1, 22, 73] sont symétriques, mais x2zo +
r3x3 + x371 ne lest pas.
(1.7.5) Mondmes symétrisés. Pour tout ensemble (ordoné) I = (iy,...,i,) d’entiers i > iy > -+ >
iy, > 0, on pose
ST = Siy,.in = Z feR[xy,...,x,)%", o Ar={o- (2 ---zin)|ocS,}.
feAr

Afin de simplifier la notation, on va souvent omettre les valeurs iy, = 0. Par exemple,

§1 =01, S$1,1 = 02, S$1,1,1 = 03,

sont les polynoémes symétriques élémentaires (1.1.4) et

k k 2 2 2 2 2 2
Sp=xy+ - --+x,, So1 = X1T2 + 125 + 213 + X123 + -+ Ty _ 1Ty + Tp_125,.

Sil=(i1,...,%n) et J=(j1,...,n) (O0i1 > 49> --- >4y, >0, j1 > jo>--->j, >0), on définit

I+J=>G014J1,- - sin+Jn)

Si I # J, alors on dit que I < J (resp., I > J) si lon a 41 = ji,...,9k = Jr et igyr1 < jr+1 (resp., et
Tht1 > jk+1), 0<k<n.

(1.7.6) Exercice. (i) Tout polynéme symétrique f € R[zy,...,z,]°" est une combinaison linéaire (finie)

f=>¢crsr, cr € R.
(ii) Pour tous I, J, on a

SrSjg = Sr+J + E CKSK (CKER).
K<I+J

[Ceci est une généralisation de (1.3.1.5) et (1.4.1.7).]

(1.7.7) Théoréme. On a Rloy,...,0,] = R[z1,...,2,]°", et les éléments o4, ..., 0, sont algébriquement
indépendants sur R. Autrement dit, tout polynéme symétrique (sur R) s’écrit de maniére unique comme un
polynéme (sur R) en les variables o1,...,0p,.

Preuve. Existence: On généralise la preuve des formules (1.3.1.6) et (1.4.1.8). D’apres 1.7.6(i), il suffit de
montrer que (VI) s; € R[o1,...,0,]. Comme so. o = 1, on peut supposer que I = (i1 = -+ i > ig41 >
<o >dp >0 (1 <k <n)et que l'on a déja démontré que sk € Rloy,...,0,] pour tout K < I. On écrit
I=I'+J,oul'=(1,...,1,0,...,0) (ou 1 apparait k-fois). Il résulte de 1.7.6(ii) que 'on a

SI:UkSJ+ZCK3K (CKGR),
K<I
ce qui appartient & R[o1,...,0,] par 'hypothése de récurrence.
Unicité: Pour tout ensemble d’exposants A = (ay,...,ay), a1,...,a, >0, on a

UA::a‘l“---aZ":sj—i—ZchJ, I=1(A)=(a1+ - +an, a2+ -+ an,...,a,), (cs € R).
J<I

9W1 - Yn) = D Gayan ¥ Ye =Y gay®
A
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un polynéme non nul. L’ensemble {I(A)|ga # 0} admet un plus grand élément par rapport & l'ordre
“<” (nécessairement unique!) I = I(A) (pour une seule valeur de A, g4 # 0). Il résulte de (1.7.7.1) que
g(o1,...,0n) contient le mondéme g5y, donc g(o1,...,0,) # 0.

2

(1.7.8) Exemple : On va exprimer sps = 2323 + 223 +---+22_ 22 en fonction de 7y, ...,0,. Comme

o3 = 5%,1 = (2120 + 2123 + -+ Ty 17,)° = (@025 4+ ) + 2(2Pw0xs + ) + 6(z1@0T3TY + ) =
=829+ 28311+ 604,

0103 = 515111 = (T1 + -+ 2) (T12273 + ) = (¥Tm2w3 + -+ ) + A(T 1202374 + ) =

= 521,1 + 40y,
on obtient

S2.1,1 = 0103 — 404, S22 203—20'10'34—20'4.
(1.7.9) Corollaire. Soit K un corps. Alors on a K(oy,...,0,) = K(z1,...,2,)".
Preuve. Soient f,g € K[x1,...,7,], g # 0, tels que f/g € K(z1,...,2,)°". Si g € K[z1,...,7,]°", alors on
afée€Klry,...,x,]°% aussi, donc f,g € K[o1,...,0,] dapres 1.7.7. Si g & K[z1,...,2,]°", alors le produit
Il,e s, (0 - g) est un polynome symétrique et on se ramene au cas précedent a 'aide de la formule suivante :
i _ fHaESn*{e}(o- : g)
g [Les,(o-9)

(1.7.10) Proposition (Formules de Newton). Pour tout entier k > 1, posons sj, = x%¥ +---+z*. Alors
on a

sp— 0181+ + (=D top_181 + (=1)*kop = 0 (k>1)
(bien str, o, =0 si k > n).
Preuve. On va travailler avec des séries formelles > a;t? & coefficients a; € Z[z1, ..., z,]. Posons
) =0 —zyt)--- (1 —apt) =1 — o1t + 0ot* — -+ (=1) "o, t™;

on a

—t

f/(t) n n oo o] )
= = t
T =2 2 tar =) ot
=1 i=1 k=1 k=1
d’ott
(1 — o1t +oot® — -+ (=1)"0ut") (s1t + 59t° 4 - --) = o1t — 209t% + - + (=1)" " Ino,t".

On note que le coefficient de t* dans le produit & gauche est égal &

k—1
Sk—Ulsk_l—F"'—F(—l) Ok—151,

ce qui termine la démonstration.

(1.7.11) Discriminant. Soit n > 2. Le polynéme

A= H i —xj) € Llxy, ...,z

1<j

n’est pas symétrique, car
A -0 =sgn(o)A (0 € Sn),
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mais

A% = (@i = 25)* € Z[zy, ..., 2] = Zon, ..., 0]

i<j

'est. En écrivant A2 en fonction des coefficients ar = (—1)¥oy du polynome

f:x”+a1z"71—|—~-~—|—an:(x—x1)~-~(:z—:cn)GZ[al,...,an][t],

on obtient le discriminant disc(f) € Z[ay,...,ay] de f.
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2. Extensions de corps — exemples et définitions

Dans la théorie algébrique des équations on considere souvent ’ensemble de tous les nombres “engendrés”
par les racines d’une équation — ils forment un corps.

(2.1) Exemples

(2.1.1) Définition. Un nombre complexe a € C est algébrique s’il existe un polynéme f(X) € Q[X]—{0}
tel que f(a) = 0; sinon, « est transcendant.

(2.1.2) Exemples : (i) Pour tout entier n > 1 et a € Q, o = {/a est algébrique (f(X) = X" — a).

(ii) a = v/2+ /3 est algébrique (voir 2.1.7).

(iii) @ = v/2 + V/3 est algébrique (exercice: trouver f(X) tel que f(a) = 0).

(iv) L’ensemble des nombres algébriques est dénombrable (exercice), donc la “majorité” des nombres com-
plexes sont transcendants.

(2.1.3) Etant doné un nombre algébrique «, il est naturel de considérer tous les nombres qui s’expriment
“rationnellement” en fonction de . Voici un exemple :

(2.1.3.1) Exemple : Soit a = /2. Posons

QIV2] = {9(v2)|g € QIX]} C C,

ce qui est un sous-anneau de C. Si

g(X) :a0X2"+a1X2"_1+--~+a2n (CL,‘ EQ),

alors on a

g(V2) = (2"ag + 2" tag + -+ agn) + (2" Lar + - +agn_1)V2 = A+ BV2 (A,B e Q),

d’ou

Q[vV2={A+BV2|A,BeQ}.
(2.1.3.2) Proposition. Q[v/2] est un corps.

Preuve. 11 faut démontrer que l'inverse (A + Bv/2)™! € C de tout élément non nul A + Bv/2 € Q[v2] — {0}
s’écrit aussi sous la forme C' 4+ Dv/2 (C, D € Q), ce qui résulte de la formule

1 A— BvV2 A—Bv2
yewv i (A+Bﬂ)(A\[— N 2\; € Q[Vv2] (2.1.3.2.1)
(ona A+ BvV2#0 <= (A,B)#(0,0) <= A— Bv2#0, car v2 ¢ Q, d’apres 1.3.5).
(2.1.4) Proposition-Définition. (i) Soient R C R’ des anneaux et a,...,a, € R'. Alors
Rlaq, ... an) :={g(a1,...,an) |g=9(X1,...,Xn) € R[X1,...,X,]} C R

est le plus petit sous-anneau de R’ contenant R et oy, ...,a,. On Pappelle le sous-anneau de R’ engendré
sur R par aq,...,Qy.
(ii) Soient K C K’ des corps et aq,...,a, € K'. Alors

K(ar,.. ) = {22 | g b€ K[Xy,..., Xu), h(an,..., ) # 0} C K

est le plus petit sous-corps de K' contenant K et ay,...,a,. On Pappelle le sous-corps de K’ engendré sur
K par aq,...,qy.

Preuve. (i) L’ensemble R|ay,...,a,] D R est évidemment un anneau. Si R C A C R’ est un anneau con-
tenant «q, ..., ay,, alors on a 0/1“ ---akr € A (pour tous les entiers ky, ..., k, > 0), dott AD Rlay,..., ).
On démontre (ii) de méme maniére.

(2.1.5) On peut reformuler 2.1.3.2 en disant que Q[v2] = Q(v/2).
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(2.1.6) Question. Soit o € C une racine du polynéme X3 — 2. Déterminer Q[a]. Est-ce qu'on a Qla] =
Q(a) (c’est-a-dire Q[/2] = Q(V/2)) ?

(2.1.7) Exemple : Comme en 2.1.3.1, on a

Q[vV2,V3] = {A+ BV2+CV3+DV6|A,B,C,D e Q}.

Soit o =v2++V3;onaa ! =vV3—v2et V2 = %(a—oﬁl), V3= %(a—i—oﬁl). L’identité (o —5)2—24 =0
montre que a~! = 10a — a3 € Qla], d’'olt

Q[V2,V3] = Qla.a™'] = Q[a].
On verra ci-dessous que Q[a] est un corps, donc
Q[V2, V3] = Qla] = Q(a) = Q(V2, V3).
(2.1.8) Lemme. /5 ¢ Q(V/2).
Preuve. Si /5= A+ BV2 (A, B € Q), alors on a
5=(A+BV2)? =A% +2B%>+24BV2 € Q,

donc AB =0 (car v2 € Q). Si A = 0 (resp., si B = 0), alors on obtient v/10 = 2B € Q (resp., V5 = 4 € Q),
ce qui contredit 1.3.5.

(2.2) Représentations matricielles

(2.2.1) Exemple : La formule

a —b
C — M>(R), a+ib— ( ) (a,b €R) (2.2.1.1)
b a

fournit une “représentation” des nombres complexes par des matrices réelles d’ordre 2. Autrement dit,
Papplication (2.2.1.1) est compatible avec les opérations d’addition et de multiplication. Par exemple, on a

a —b ¢ —d ac—bd —(ad+ bc)
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i, ( ) ( ) = ( ) )
b a d c bc+ad —bd+ac

En fait, la matrice (2.2.1.1) représent Paction de multiplication par a 4+ bi sur C = R -1+ R - dans la base

{1,i}:
(a+bi)-1=a-1+b-1, (a+bi)-i=-b-14a-1.

(2.2.2) Exemple : On sait que L = Q[v/2] C C est un espace vectoriel sur Q avec une base {1,/2}.
(2.2.2.1) Définition. Pour = A+ BV?2 € L, soit

mg: L — L, mg(x) = fx
lapplication “multiplication par (3”.

(2.2.2.2) L’application mg et Q-linéaire, mg € Endq(L). Dans la base {1,1/2}, elle est donnée par les
formules

1—B8 = A-1+B-\V2
mag .
P V2 BVZ=2B-1+ A V3,
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donc elle est représentée par la matrice

A 2B
M(B) = M(A+ BV?2) = ( )
B A

(comparer avec (2.2.1.1) !). Les matrices M(/3) ont les propriétés suivantes.

(2.2.2.3) Si my = mg, alors on a a = § (car @ = m,(1)). Dans le langage matriciel: si M(a) = M(f),
alors on a o = (3.

(2.2.2.4) Soient o, f € L. Alors on a (a + )z = azx + Bz, a(Bz) = (af)z pour tout x € L, d’ou

Mo+ M5 = Marg,  Maomg=mas, M)+ M(B) = Ma+8), M(@)M(B)=Map).

(2.2.2.5) Voici une preuve “abstraite” du fait que L est un corps : si § € L — {0}, alors on a Sz # 0 pour
tout x € L — {0} (car il n’y a pas de diviseurs de zéro dans C). Il en résulte que I’application mg : L — L
est injective, donc surjective (puisque dimq(L) < o0). En particulier, il existe = € L tel que Sz = 1, donc
B~ € C appartient bien & L.

(2.2.2.6) La propriété 2.2.2.4 permet de calculer I'inverse ! d’un élément 3 = A + BV2 € L — {0}:
lidentité M (B3-1)M(B) = M(1) = I entraine que

_ _ A 2B -1 1 A —2B A*B\/é
M(ﬂl)—M(5)1—<B A) _142—2B2<—B A>_M<Az_232>’

d’oti la formule (2.1.3.2.1) (en utilisant (2.2.2.3)).

(2.2.2.7) L’elément = A+ BV/2 € L est une racine de léquation quadratique
(X — A)? — (BV2)? = X2 - 24X + (A2 -2B%) =0.

On note que 24 = Tr(M(B)), A% — 2B? = det(M(f3)), donc

X% - 2AX + (A% - 2B?) =det(X - T — M(3))

n’est rien d’autre que le polynéme caractéristique de la matrice M (().

(2.2.3) Exemple : Considérons L = Q[V/2] = {A+ BVY2+CV4| A, B,C € Q}, ot ¥/2 € C est une racine
fixée du polynéme f(X) = X3 — 2.
(2.2.3.1) On admet le fait que 1,+/2, v/4 sont linéairement indépendants sur Q (voir 3.2.2 ci-dessous),

donc forment une base de L comme Q-espace vectoriel. Comme en 2.2.2.2, la multiplication par tout
8= A+ BY2+ CV/4 € L définit une application Q-linéaire mg: L — L, mg(x) = fz. Les formules

mg(1) =6,  mp(¥V2)=20-1+A-V2+B-V4,  mpg(V4)=2B-1+2C -2+ A V4
montrent que la matrice de mg dans la base {1, V/2,V/4} de L est égale a
A 2C 2B
M@B)=|B A 2C
C B A

La méme méthode que plus haut montre que M ()M (3) = M(af) et que L est un corps (donc Q[v/2] =
Q(V2)).

(2.2.3.2) Calcul de 37! (8 € L —{0}). On peut utiliser soit la formule M(371) = M(3)~!, soit la
division euclidienne : par exemple, soit
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B=3-2V2+ Va=g(V2), g(X)=X%*-2X+3.
On applique l'algorithme d’Euclide aux polynomes f(X) = X3 —2 et g(X) :
X3 —2=(X?-2X+3)(X+2)+ (X -38)
X2 —2X +3= (X —8)(X +6)+51,
d’o
51 = (X? 48X +13)(X* —2X +3) — (X +6)(X® — 2) = h(X)g(X) — (X +6) f(X).
En substituant X = %, on obtient

h(V2) _ 13+8V2+ V4

Bh(V2) = g(V2R(V2) =51 = B7' = =] =1

(2.2.3.3) On verra ci-dessous que (3 est une racine du polynéme caractéristique

det(X - I — M(B)) = X® —3AX? + 3(A? - 2BC)X — (A® +2B% + 4C® — 6ABC) € Q[X]
de la matrice M (3).
(2.3) Corps — exemples

(2.3.1) Rappel. Un corps F est un anneau (commutatif, unitaire) tel que F # 0 et F — {0} = F*,
c’est-a-dire que tout élément non nul de F est inversible.

(2.3.2) Exemples des corps. Q,R,C,Q(v2) ={A+ BV2|A,BcQ},F, =27/pZ (si p est un nombre

premier).

(2.3.3) Caractéristique d’un corps. Soit F' un corps. Pour tout entier n > 1 on pose

n-lp=1p+---+1p, (—n)-1lp=—(1p+--+1p)
— —_————
n—fois n—fois

(ot 1p est 'unité de F'). Il y a deux possibilitées:

(car=0) (Vn>1) n-1p#0.
On dit que “la caractéristique de F est égale a zéro”, car(F') = 0. Dans ce cas, Q est un sous-corps
de F par la formule

m m-1p
AN 7
n n-lg

(m,neZ,n>1).

(car=p) (In>1) n-1lp=0.
Le plus petit entier n > 1 ayant cette propriété s’appelle la caractéristique de F, car(F) = n.
Exercice: car(F) = p est un nombre premier.
Dans ce cas, F, est un sous-corps de F' par la formule

a-1p, —a-1p (a=1,2,...,p).

(2.3.4) Exemple d’un corps ayant 4 éléments. On prends FF D Fo, F ={0,1,0,a+1},0o01+1=0
et o> =a+ 1.
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(2.4) Extensions de corps

(2.4.1) Définition. Soient K C L des corps. On dit que L/K est une extension de corps. L est
naturellement un espace vectoriel sur K ; une base de L/K (resp., le degré de L/K, noté [L : K| € NU{c0})
est une base de L (resp., la dimension de L) comme K-espace vectoriel.

(2.4.2) Exemples : (i) [C:R]|=2; {1,i} (ou {2 —3i,i+ 17}) est une base de C/R.
(i) [Q(v2):Q]=2; {1,V2} (ou {4 —/2,5v2 + 7}) est une base de Q(v/2)/Q.

(2.4.3) Lemme (Multiplicativité des degrés). Soient K C L C M des corps et {¢;};cr (resp., {m;};cs)
une base de L/ K (resp., une base de M/L). Alors S = {{;m;}(; jyerxs est une base de M /K. En particulier,

[M:K]=|IxJ =|I||J]=[L: K|[M: L]

Preuve. L’ensemble S engendre M comme K-espace vectoriel, puisque tout m € M s’écrit comme

m=>y;m; (yj € L)
jeJ
et tout y; s’écrit comme
Y; = Z{E”[Z (iCij S K),
iel

d’ou

m = Z inj&mj (xij S K)

i€l jeJ

S est en ensemble libre (sur K), puisque si

Zzwzj&m]‘ = Z (Z CEij&) m; =0 (xi; € K),

i€l jeJ jeJ \iel

alors on a

il
(car les m; sont linéairement indépendants sur L), donc x;; = 0 pour tous 7,5 (car les ¢; sont linéairement
indépendants sur K).
(2.4.4) Exemple : Si K = Q, L = Q(+v2), M = Q(v/2,V/5) = L(\/5), alors on a [L : K] = 2. Grace &
2.1.8, on sait que v/5 ¢ L. Comme en 2.1.3, il en résulte que {1,/5} est une base de M /L, donc [M : L] = 2
t [Q(V.VE) Q=22 =4

(2.4.5) Définition. Soit L/K une extension de corps.

(i) Un élément o € L est algébrique sur K s'il existe un polynéme f(X) € K[X] — {0} tel que f(a) = 0;
sinon, « est transcendant sur K.

(ii) L’extension L/K est algébrique si tout élément o € L est algébrique sur K.

(iii) L’extension L/K est de degré fini si [L : K| < co.

(iv) L'extension L/ K est de type fini s’il existe un ensemble fini {a1,...,a,} C L telque L = K(ay, ..., ap).

(2.4.6) Proposition. Soit L/K une extension des corps de degré fini. Alors
(i) L/K est une extension de type fini.
(i) L/K est une extension algébrique.

Preuve. (i) L admet une base finie (comme K-espace vectoriel) ai,...,an; ona L = K(ai,...,qn).
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(ii) Soit n = [L : K] < co. Pour tout « € L, les éléments 1,q, ..., a™ sont linéairement dépendants sur K,
donc il existe une relation

ap-l+a-a+--+a, - a"=0 (a; € K, (i) a;y #0).

(2.4.7) En fait, on a démontré que tout élément de L est algébrique de degré < [L : K| sur K.
(2.4.8) On va démontrer ci-dessous que toute extension algébrique de type fini est de degré fini.

(2.4.9) Si a € L est transcendant sur K, alors les éléments 1,a,a?,... € K[a] C K(a) sont linéairement
indépendants sur K; il en résulte que [K () : K] = 0.
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3. Extensions simples de corps
Une extension de corps L/K est simple si L = K(«) est engendré sur K par un seul élément.
(3.1) Le polynéme minimal

Soient K C E des corps et a € E un élément de E.

(3.1.1) Lemme-Définition. Supposons que « est algébrique sur K. Alors:
(i) L’ensemble de polynémes

{9 € K[X]|g#0, g(a) =0}

étant non vide, il contient un polynéme unitaire f de degré minimum.
(ii) Soit g € K[X]. Alors

g(a)=0 <= flg (<= Jhe K[X] fh=yg).

(iii) Le polynéme f en (i) est unique; on I'appelle le polynéme minimal de « sur K; on dit que deg(f)
est le degré de a sur K.

(iv) Le polynéme f est irréductible sur K (= dans K[X]).

(v) Sig e K[X] est un polynéme unitaire et irréductible (sur K ) tel que g(a) = 0, alors on a g = f.

(3.1.2) Exemples de polyndémes minimaux : (i) Sia € K, alorson a f(X) =X —a.

(i) SSK=R,E=Ceta=id,alorsona f(X)=X?+1.

(iii) Si K=Q,E=Ceta=+2(oua=—2),alorsona f(X)=X2-2.

(iv) Si K =Q, E=C et a € C est une racine du polynéome g(X) = X3 — 2. On verra en 3.1.4 ci-dessous
que g(X) est irréductible dans Q[X], donc f = g d’apres 3.1.1(v).

Preuve de 8.1.1. Tl n’y a rien & démontrer en (i).

(ii) On applique Valgorithme de division aux polyndmes g et f: il existe h,r € K[X] tels que

9(X) = f(X)A(X) + r(X), (deg(r) < deg(f))-

En substituant X = « on obtient r(a) = 0, d’olt r = 0 grice & la minimalité de deg(f).

(iii) Si f1 € K[X] satisfait aux mémes conditions que f, alors on a f|f, et fi|f d’aprés (ii), donc f; = ¢f
(c € K*). Les polyndmes f et f; étant unitaires, on a ¢ = 1.

(iv) Si f = gh avec g, h € K[X] — {0} et deg(g),deg(h) < deg(f), alors on a soit g(a) = 0, soit h(a) =0, ce
qui contredit la minimalité de deg(f).

(v) On a f|g d’apres (ii). Il résulte de lirréductibilité de g que g = ¢f (¢ € K*); on conclut que ¢ = 1 comme
en (iii).

(3.1.3) Criteres d’irréductibilité. (i) Un polynéme f € K[X]| — {0} est irréductible sur K <= f
n’est divisible par aucun polynéme g € K[X] — K de degré deg(g) < deg(f)/2. En particulier, un polynéme
cubique (deg(f) = 3) est irréductible sur K <= f n’a pas de racine dans K.

(i) Soit f = apX"+ a1 X" ' +---+a, € Z[X]. On suppose qu’il existe un nombre premier p tel que p { ag
et que I'image de f dans Z/pZ[X] soit irréductible. Alors f = cf1, olt ¢ = pged(ag, ..., a,) et f1 € Z[X] est
irréductible dans Z[X].

(iii) (“Critére d’Eisenstein”) Soit f = X™ + a1 X" ' + -+ a, € Z[X]. On suppose qu’il existe un nombre
premier p tel que (Vi) pla; et p? t a,, (on dit que f est un polynéme d’Eisenstein par rapport & p). Alors
f est irréductible dans Z[X].

(iv) (Gauss) Si un polynéme f € Z[X] est irréductible dans Z[X], alors f est irréductible dans Q[X].

“Prewve”. (i), (ii) Exercice. (iii), (iv) On va démontrer une version plus générale dans la deuxiéme partie
du cours.

(3.1.4) Exemples : (i) Le polynome X3 — 2 est irréductible dans Q[X], car il n’a pas de racine dans Q
(d’apres 1.3.5).
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(ii) X™ —2 (n > 1) est un polynéme d’Eisenstein par rapport & 2, donc irréductible dans Q[X].
(iii) Si p est un nombre premier, alors

(X+1)P -1 -1 p —2 P
(X +1)=-""F - xp XP
p(X +1) X + 1 + + 1
est un polynéme d’Eisenstein par rapport & p, donc irréductible dans Q[X].

(3.1.5) Exercice. (i) Soit a € Z, 31 a. Montrer que le polynéme X3 — X + a est irréductible dans Q[X].
(ii) Soit p un nombre premier et k > 1 un entier. Montrer que ®,x(X + 1) est un polynéme d’Eisenstein
par rapport a p, donc irréductible dans Q[X].

(3.2) Extensions algébriques simples

Soient K C F des corps et o € F.

(3.2.1) Proposition. Soit « algébrique sur K; on note f(X) = X9+ a; X9 ' + ... 4+ ag € K[X] son
polynéme minimal sur K (d = deg(f) > 1). Alors

(i) Les éléments 1, q,...,a?"! forment une base de K|a] comme K -espace vectoriel.

(ii) L’anneau K[« est un anneau intégre:

ab=0 = a=00ub=0 (a,b € K[a]).

(ili) L’anneau Kla] est un corps, donc K(a) = K[a].

(iv) Le degré de I'extension de corps K(«a)/K est égal a [K(«) : K] = d = deg(f). Plus précisement, les
éléments 1,a, . ..,a% ! forment une base de K(a)/K.

(v) Pour tout corps intermédiaire K C L C E, on a [L(a) : L] < [K(«) : K].

(3.2.2) Exemple : Soient n > 1 et a = /2 € C une racine fixée du polynéme f(X) = X" — 2. Comme
f(X) est le polynome minimal de /2 sur Q (d’apres 3.1.4(ii) et 3.1.1(v)), il en résulte que 1, /2, ..., (/2)"~*
est une base de Q(V/2)/Q et [Q(V/2): Q] = n.

Preuve de 3.2.1. (i) En multipliant 'identité

par o (i > 0), on montre par récurrence que

(Vi>0) oM e K -1+ +K-a® ' ={up-1+u-a+--Fusg a® ' u € K},

d’ou
Klo]=K -1+4---+ K -a%L.
Les éléments 1, q,...,a% ! sont linéairement indépendants sur K: si
ug-l+uy-a+-Fug_-al=0 (u; € K),
alors on a ug = -+ = ug_1 = 0, d’apres la minimalité de deg(f) = d.

(ii) K[a] C E est un sous-anneau d’un corps.
(iii) L’argument de 2.2.2.5 s’applique: pour tout § € K|[a] — {0}, 'application
mg : K[a] — Kla], mg(z) = Bx

est K-linéaire et injective (d’apres (ii)), donc surjective, car dimg (K[o]) = d < co. En particulier, il existe
x € Kla] tel que Bz =1, dott 7! =z € K[a].
(iv) Ceci résulte de (i) et (iii).
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(v) Soit fr, € L[X] le polyndéme minimal de o sur L. D’apres 3.1.1(ii), f est divisible par fr, dans L[X], donc

[L(a) : L] = deg(f1) < deg(f) = [K(a) : K].
(3.2.3) Corollaire. « est algébrique sur K <= [K(a): K] < c0.

(3.2.4) Proposition. (i) Si le corps K est un sous-anneau d’un anneau intégre R ayant dimension finie
comme K-espace vectoriel, alors R est un corps.
(ii) Si R est un anneau intégre ayant un nombre fini d’éléments, alors R est un corps.

Preuve. (i) La méthode de 2.2.2.5 s’applique: pour tout 8 € R—{0}, application mg : R — R, mg(z) = Bz
est injective (Panneau R étant intégre), donc surjective, puisque dimg(R) < oo. Il en résulte qu’il existe
x € R tel que Sz = mg(z) =1, donc § admet un inverse dans R.

(ii) Exercice (la méme méthode s’applique).

(3.2.5) Corollaire. Si «, 3 € F sont des éléments algébriques sur K, alors tout élément de K|, 3] (par
exemple o = 3, af3) est aussi algébrique sur K.

Preuve. Soit d > 1 (resp., e > 1) le degré du polynéme minimal de « (resp., de 3) sur K; alors on a
d—1 ‘ e—1 .
Kla]={> aia'la; € K}, K[B]={>_ b |b; € K}.
i=0 j=0

Il en résulte que 'anneau Ko, 5] est égal a

d—le—1
K[Oé,ﬁ] = {chi]’(xzﬂ] |Cij S K} C E,
i=0 j=0
donc ¢ = dimg Kla, ] < de < oo. Pour tout v € Kla, 3] les éléments 1,7,...,~7° sont linéairement

dépendants sur K, donc il existe une relation linéaire non triviale ug + u1y + - -+ + vy = 0 (u; € K). Bien
str, 'anneau Ko, ] est un corps (grace a 3.2.4(i)), donc une extension de degré fini de K.

(3.2.6) Proposition. Soient aq,...,a, € E des éléments algébriques sur K ; posons d; = [K(a;) : K.
(1) K(alw-'yan):K[ah-"aan]a [K(alv~~~>an):K]SdldQ"'dn

(en particulier, I'extension de corps K (aq,...,a,)/K est algébrique).

(ii) Sipged(di,de) =1, alors on a K(a1) N K(a2) = K et [K(a1,az2) : K] = dids.

Preuve. (i) Considérons la tour d’extensions

K:K()CKlC"’CKi_lCKi:Ki_l(Oli)C"'CKn:K(Otl,...,Oén).

On vient de voir en 3.2.1(v) que tout élément «; (1 <4 < n) est algébrique sur K; 1 = K(aq,...,a;—1), de
degré < [K (o) : K] = d;. En appliquant 3.2.1(iii), on obtient K; = K;_1[a;], d’ott K,, = K[ag,...,a,] par
récurrence et

(K Kol = [[IK: : Kioa] = [[IKi-1(e) : Kioa] < [[1K (i) : K] =[] di < oo
i=1 i=1 i=1 i=1
(ii) Considérons les corps
KCE:K(al)ﬁK(aQ)CK(ai)CF:K(al,ag) (i:1,2).

D’apres 2.4.3, on a les divisibilités suivantes:

[E: K]|d1, [E: KHdg = [E: K]|pgcd(d1,d2) =1l=—[F:K|]=1—FE=K
dl‘[F : K, d2|[F : K| = dids :ppcm(dl,dg)‘[F - K.

D’autre part,
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[F: K(az)] = [K(az)(on) : K(a2)] < [K(on): K] =d
(d’apres 3.2.1(v)), d’out

[F:K]=[F: K(a)][K(a2): K] < dyds.

Il en résulte que [F': K| = dids.

(8.2.7) Exemple : (i) Soient ay,as,as € C les racines complexes du polynéme X2 — 2 (par exemple, on
prend aq € R, ap = pay, ag = p?aq). Alorsona Q C Q(a1) C Q(ai, a2, a3) = Q(az,p), ot [Q(a1) : Q] =3
(d’apres 3.2.2) et [Q(a1,p) : Q(aq)] = 2 (ce degré est < 2, car p?+p+1 = 0; d’autre part, il est > 1, puisque
p€R = p¢& Q(a1)). Il en résulte que [Q(a1,@2,a3) : Q] = 3-2 = 6 (on pourrait également appliquer
3.2.6(ii), puisque pecd([Q(an) : Q1 [Q(p) : Q)) = pred(3,2) = 1),

(i) Ona Q(a1) N Q(az) = Qa1) N Q(p) = Q, mais

Q(a1): QI =[Q(a2): Q] =3, [Q(ar,a2): Q] =6#3-3.

(3.2.8) Exercice. Soit K un sous-corps de C et a,b € K*. Montrer:

(i) K(va)2nK*=K*Uak*2.

(i) K(va)=KWb) <= a/bg K*2

(i) K(va,vb)™2NnK*=K*2Uak*UbK* U abK*?.

(iv) [K(va,Vb): K] =4 <= a,bjab ¢ K*2. Si c’est le cas, alors 1,v/a,/b,\/ab est une base de
K(Va,Vb)/K.

(v) Si L/K est une extension de corps de degré 2 (L C C), alors il existe ¢ € K*, ¢ ¢ K*? tel que
L =K(/c).

(vi) Les corps L = K, K(y/a), K(vb), K(vVab), K(\/a,/b) sont les seuls corps intermédiaires K C L C
K(va, Vb).

(3.2.9) Représentation matricielle. Soit L/K une extension de corps de degré fini n = [L : K].
Fixons une base wy,...,w, de L/K. Pout tout 8 € L, on note M () € M, (K) la matrice de Papplication
mg : L — L (mg(z) = fz) dans la base {w;}. Comme en 2.2.2, les matrices M () ont les propriétés
suivantes:

(3.29.1) (VBeK) mg=p-id, M@B)=p-1.
(3.29.2) (Vo,B€ L) ma+mg=muis, MaOMg = Mag, M(a)+M(B) = M (a+p5), M(a)M(0B) =

M(ap).

(3.293) Va,BeL) a=p < mya=mg < M(a)=M().

Autrement dit, 'application § — mg (resp., 8 — M(B)) est un homomorphisme injectif d’anneaux (plus
précisement, un homomorphisme injectif de K-algebres)

m: L — Endg (L) (vesp., M : L — M, (K)).
(3.2.10) Proposition. Sous les hypothéses de 3.2.9, soit § € L. Le polynéme caractéristique
Ps(X) = Pgp/x(X) =det(X - I — M(f)) € K[X]

de la matrice M () ne dépend pas de la base {w;}, et I'on a Pg(3) = 0.
[Ceci est une généralisation de 2.2.2.7.]

Preuve. Un changement de base de L/K est donné par une matrice inversible g € GL, (K); dans la nouvelle
base, I'application mg est représentée par la matrice gM(3)g~!, dont le polynome caractéristique est égal a
cel de M(B). On a

0= Pg(M(5)) (Thm de Cayley — Hamilton)
= M(P3(B)) (d’apres (3.2.9.2)),

d’on Pg(B3) =0 (d’apres (3.2.9.3)).
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(3.2.11) Exemples : (i) Si 8 € K, alors on a P3(X) = (X — )" = (X — g)[*K].
(ii) Si L = K(vd),oud € K*, d ¢ K*?; alors on a [L : K] = 2. On calcule la matrice M(3) = M(A+ Bv/d)
(A, B € K) dans la base 1,v/d de L/K comme en 2.2.2.2: on obtient

A dB
M(A+ BVd) = (B A),

donc Pg(X) = X2 —2AX + (A% — dB?) (cf. 2.2.2.7).
(iii) Si L/K = Q(v/2)/Q et B = V2 = (v/2)2, alors la matrice M () dans la base 1, (v/2)2, V2, (v/2)® de
L/K est égale a

o
o o o

0 1 0

donc P 5(X) = det(X - I — M(V2)) = (X? —2)2 = X* —4X? + 4. Ici, X% — 2 est le polynome minimal de
B=+v2sur K =Q.

(iv) En général, soit

g X) =X+, X 4 fay (a; € K)
le polynome minimal de 8 sur K. Fixons une base wy, . ..,w. de L/K(f3); alors f'w; (0 <i<d-1,1<j<e)
est une base de L/K. La matrice M () dans cette base est égale a

A 0 ... 0
0 A ... O
0 0 ... A
Ici on I’a noté
0 0 0 —aq
1 0 0 —ag_1
A=10 1 ... 0 —ag_9
0 0 1 —a

Comme det(X - I — A) = g(X), on a

Py(X) = det(X - I — A)° = g(X)HKE],
En particulier, si L = K (f), alors on a P3(X) = g(X).

(3.2.12) Exercice. Soient L/K = Q(V/3)/Q et 3 = A+ BY3+CV9 € L (A,B,C € Q). Déterminer
P3(X) et le polynéme minimal de (§ sur Q.

(3.2.13) Définition (Norme, Trace). Sous les hypothéses de 3.2.9, la norme (resp., la trace) de § dans
Dextension L/K est définie comme

Npk(B) = det(M(B)), Try r(B) =Tr(M(B)).
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(3.2.14) Exemples : (i) Si 8 € K, alors on a Ny, x(8) = LK), Try i (8) = [L: K] - 5.
(ii) Soient L = K(v/d) et 3 = A+ Bv/d comme en 3.2.11(ii); alors on a
Np k(A+ BVd) = A — dB? = (A + BVd)(A — BVd)
Tri k(A + BVd) = 2A = (A+ BVd) + (A - BVd).
(iii) Soient K = Q, L = Q(¥/2) et 3= A+ B2+ C+/4 (A, B,C € Q). On déduit de 2.2.3.1 que

Nix(B) = A* + 2B® +4C® — 6ABC, Trr K (B) = 3A.

(3.2.15) Exercice. Sous les hypothéses de 3.2.9,

(i) (Va,B€L) Trig(a+B)=Try k() +Trr r(3), Np/k(af) = Npjx(@)Np k(3)-
Autrement dit, la norme (resp., la trace) définit un homomorphisme de groupes Ny r : L* — K* (resp.,
Trig: L — K).

(ii) (Vae K,BeLl) Trpk(aB) =aTry k(B), Np k(af) = olBKINg 1 (B).
(iii) Si M/L est une extension de degré fini, alors on a:
(VyeM)  Np/g(Nayo(y) = Nuyr(y), Tri/x(Trayn(y) = Tray e (7).

3.3) Rappel : Homomorphismes d’anneaux et idéaux
( PP p

Tous les anneaux seront commutatifs et unitaires.

(3.3.1) Soient R, R’ des anneaux. Une application f : R — R’ est un homomorphisme d’anneaux si
lon a
(Vz,ye R)  fla+y)=[f@)+f(y), fley) =f@)fly), [f1)=1

(= f(0) =0). Les ensembles

Ker(f) ={z € R|f(z) =0},  Im(f)={f(z)|z € R}
s’appellent le noyau (resp., ’image) de f. L’homomorphisme f est injectif <= Ker(f) = 0.

(3.3.2) Lemme-Définition. Un sous-ensemble I d’un anneau R est égal au noyau d’un homomorphisme
d’anneaux f: R — R’ <= I a les propriétés suivantes:

(i) I#0, Ve,yel) z—yel (< (I,+) est un sous-groupe de (R,+)).

(i) zel,re R=rxel.

Un sous-ensemble de R ayant ces propriétés s’appelle un idéal de R.

Preuve. L’ensemble Ker(f) est non vide (car 0 € Ker(f)) et 'on a

(Vo,y € Ker(f)) (Vre R) f(z—y)=f(z) - fly) =0, flrz)=f(r)f(z)=0,

donc Ker(f) est un idéal de R. Réciproquement, étant donné un idéal T de R, soit R/I I’ensemble quotient
de R par rapport a l’équivalence suivante:

r=y (modl) <= z—yel

(R/I est une généralisation naturelle de Z/nZ). Les propriétés (i), (ii) entrainent que

x =1y (modI) . r+2 =y+vy (modl)
2 =y (modl[) 2z’ = yy' (modI)
(par exemple, xz’ —yy' = z(y —y') + (x — 2')y’ € I). 1l en résulte que I'ensemble R/I, muni des opérations

T+y=x+y, T -y =y (ou 'on a noté T € R/I la classe d’équivalence de € R) est un anneau.
L’application naturelle 7(z) = T est un homomorphisme d’anneaux 7 : R — R/I (surjectif) et Ker(r) = I.

(3.3.3) Exemples : (i) L’idéal principal engendré par a € R est défini comme
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(a) ={ar|r € R}.

Par exemple, 0 = (0) = {0} et (1) = R. Si R est un anneau intégre (voir 3.2.1(ii)), alors on a

(a)=(0) <= (ueR") a=bu (a,b € R—{0}).

Ici, on a noté R* = {u € R|(3v € R) uv = 1} 'ensemble d’éléments inversibles de R.
(ii) Etant donnés ay,...,a, € R, le plus petit idéal de R contenant ay,...,a, € R est égal &

(a1y... an) ={arr1 + -+ aprn|r1...,m € R}.

(3.3.4) Définition. Un anneau principal (en anglais “principal ideal domain”, ou “PID”) est un anneau
intégre dont tous les idéaux sont principaux.

(3.3.5) Lemma. Les anneaux Z et K[X] (ot K est un corps) sont principaux.

Preuve. 11 suffit de montrer que tout idéal non nul I # (0) est principal. L’ensemble I — {0} contient un
élément b avec |b| (resp., deg(b)) minimal. On a (b) C I; il faut démontrer que I C (b). Pour tout a € I,
la division euclidienne montre que l'on a a = bg + 7, ou |r| < |b| (resp., deg(r) < deg(b)). Il résulte de la
propriété minimale de b que I’élément r = a — bg € I est égal & r = 0, d’ott a = bq € (b).

(3.3.6) La propriété universelle de R/I. Soit I C R un idéal. On peut caractériser ’homomorphisme
canonique 7 : R — R/I (w(x) =) par la propriété universelle suivante:

Pour tout homomorphisme d’anneaux f : R — R’ avec I C Ker(f) il existe un unique homomorphisme

d’anneaux f : R/I — R' tel que f = forn (< (Vo € R) f(z) = (%)), autrement dit tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

(3.3.7) Un isomorphisme d’anneaux f : R — R’ est un homomorphisme d’anneaux pour lequel il existe
un homomorphisme d’anneaux g : R — R tel que go f = idg, fog =idr (<= f est un homomorphisme
d’anneaux bijectif).

(3.3.8) Théoréeme d’Isomorphisme. Pour tout homomorphisme d’anneaux f : R — R', I’homo-
morphisme induit

[ R/Ker(f) —Im(f),  f(@) = f(2)

(défini par la propriété universelle 3.3.6) est un isomorphisme.

(3.4) Extensions simples — version algébrique

Soient K C E des corps.
(3.4.1) Fixons a € E. L’application

eva:K[X]—>E’ g(X)'_)g(O‘)

(“Pévaluation en «”) est un homomorphisme d’anneaux dont I'image est égale & Im(ev,) = K|a]. Si a est
transcendant sur K, alors on a Ker(ev,) = 0 et ev, induit un isomorphisme d’anneaux K[X]| — K]|a/].

Si « est algébrique sur K, alors I = Ker(ev,) est un idéal I # (0), (1) de K[X], donc I = (f) pour
un (unique) polynome unitaire f € K[X] de degré deg(f) > 1. D’apres 3.3.8, lapplication ev, induit un
isomorphisme d’anneaux
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oo : K[X]/(f) = Kla],  g(X) = g(a),

ou lon a noté ¢g(X) 'image de ¢g(X) € K[X] dans K[X]/(f). On sait, bien siir, que K|o] = K(a), ce qui
résulte aussi de 3.4.3(iii) ci-dessous.

Ceci fournit une démonstration abstraite de 3.1.1(i)-(iii); en particulier, f est le polynéme minimal de
asur K.

(3.4.2) Exemple : Si K =R, E = C et a =1, alors ev; induit un isomorphisme d’anneaux

&t RIX]/(X* +1) = R[] =R@) =C,  g(X) — g(i).

(3.4.3) Lemme. Soit f € K[X],d= deg(f)>1 posons R = K[X]/(f). Alors on a :

. ~d—

(i) f(X)=0 et les éléments 1,X,..., X ! forment une base de R comme K- espace vectoriel.
(ii) Si f est réductible sur K, a]ors R n’est pas un anneau integre.

(iii) Si f est irréductible sur K, alors R est un corps.

Preuve. (i) On a f(X) = f(X) = 0. Tout polynéme g € K[X] s’écrit de maniére unique sous la forme

g=af+b, a,b € K[X], deg(b) < d

(= g =1b). Il en résulte que l'application b — b induit une bijection K-linéaire

K 1+K-X- 4+ K- X" ={b|be K[X], deg(b) < d} == {b|be K[X], deg(b) <d} =R

(ii) Si f = gh avec g,h € K[X], deg(g),deg(h) < d, alors on a g, h # 0 mais gh = f = 0 dans R.

(iii) Soit r € R—{0}; on ar =g, ot g € K[X] — {0}, deg(g) < d. D’apres 3.3.5, 'idéal (f,g) = (h) est
principal. Le polynéme f étant irréductible (sur K) et h|f, il existe une constante ¢ € K* telle que h = cf
ou h = c¢. Le premier cas h = cf est impossible, car h|g et deg(g) < d. Il en résulte qu’il existe a,b € K[X]
tels que af 4+ bg = 1, d’on bg = 1; autrement dit tout r = g € R — {0} est inversible dans R.

(3.4.4) Remarques. (i) La preuve ci-dessus de 3.4.3(iii) a suivi la méthode de 2.2.3.2; on peut également

utiliser 'argument de 2.2.2.5 (sous la forme 3.2.4).
(ii) En 3.4.3(i) (resp., (ii)), on a redémontré 3.1.1(iv) (resp., 3.2.1(iv)).

(3.4.5) Corollaire. Soit f € K[X] un polynéme unitaire irréductible (sur K ), de degré d = deg(f) > 1;
posons E = K[X]/(f).
(i) L’anneau E est un corps contenant K.

(i) E = K(a), ott « = X est I'image de X dans E.
(iii) f est le polynéme minimal de a sur K.
(iv) 1 a~l(=1,X,...,X )estunebasedeE/Ket[E:K]zd.

(3.4.6) Exemples : (i) K =Q, f(X)= X3 —2. Le polynéme f étant irréductible sur Q d’apres 3.1.4(i),
I'anneau E = Q[X]/(X?3 — 2) est un corps. Pour toute racine complexe ag, a1, as € C de f (o = p?V/2,
j=0,1,2, /2 € R), I'évaluation en o induit un isomorphisme de corps

o, B Qlay),  g(X) = glay).

(i) Si K = F, et f(X) € Fu[X] est un polynome irréductible (sur F,) de degré deg(f) = n > 1, alors
E =F,[X]/(f) est un corps et [E : F,] = n, ce qui entraine que |E| = p" (voir 4.1.2 ci-desssous).

(iii) En particulier, le polynéme f(X) = X2+ X + 1 € Fy[X] est irréductible sur Fy (car f(0) = f(1) # 0),
donc E = F3[X]/(X? 4+ X + 1) est un corps ayant 2% = 4 éléments (cf. 2.3.4).
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(3.4.7) Définition. Soit f € K[X]| un polynéme de degré n > 1. Une extension L/K s’appelle un corps
de décomposition de f sur K si f se décompose f(X) = ¢(X —aq)--- (X — o) dans L[X] (o1 ¢ € K*
et ay,...,an € L) et si L est engendré sur K par les racines «; de f: L = K(ay,...,ay) (daprés 3.2.6,
Pextension L/K est de degré fini).  [On aimerait dire que “le corps de décomposition de [ sur K est le
corps engendré sur K par les racines de f”, mais le probléme c’est que les racines de f ne sont pas données
a priori.]

(3.4.8) Proposition. Soit f € K[X] un polynéme de degrén > 1. Alors il existe un corps de décomposition
de f sur K.

Preuve. Soit fi|f (f1 € K[X]) un facteur non constant irréductible (sur K) de f. D’apres 3.4.3, K1 =
K[X]/(f1(X)) est un corps de degré fini sur K, f; admet une racine a; = X € K; et K; = K(a).
En appliquant la méme procedure au polynéme f(X)/(X — aq) sur K7 etc., on arrivera & un corps de
décomposition de f (sur K).

(3.4.9) En fait, il existe un corps contenant K dans lequel tout polynéme f € K[X] se décompose. Plus
précisement:

(3.4.9.1) Définition. Un corps L est algébriquement clos si tout polynéme non constant f € L[X] a
une racine o € L.

(3.4.9.2) Exemple : Le corps C est algébriquement clos.

(3.4.9.3) Lemme. Soient L un corps et f € L[X] un polynéme de degré n > 1. Si L et algébriquement
clos, alorson a f(X) =¢(X —a1) -+ (X —ayp) (c,a; € L).

Preuve. 1l existe une racine oy € L de f, donc f(X) = (X — a1)f1(X) dans L[X]. Si deg(f1) > 1, on
continue avec f;(X) etc.; on arrivera a la factorisation cherchée.

(3.4.9.4) On va démontrer dans la deuxiéme partie du cours que tout corps K posséde une extension
algébriquement clos L D K, qui est algébrique sur K (une “cloture algébrique” de K). Par exemple, si K
est un sous-corps de C, alors on peut prendre L = {a € C |« algébrique sur K}.

(3.5) Homomorphismes de corps

Etant donné une relation algébrique valable dans un corps K, on peut en déduire d’autres relations en
appliquant des homomorphismes de corps ¢ : K — L. Par exemple :

(3.5.1) Exemples : (i) (2+i)?=3+4i = (2—1)? =3 — 4.

(i) (24 v3)3 =26 + 15v/3 = (2 — V/3)3 = 26 — 15V/3.

(i) (14 V2 - V4)? = -34+42— V4= (1 +pV/2 — p>V4)? = =3 +4pV/2 — p* /4.

(3.5.2) Lemme. Soient K, L des corps et o : K — L un homomorphisme d’anneaux. Alors on a:

(i) (Vre K*) o(x) e L* et o(xz™!) =o(x)"L.

(ii) o est injectif.

(iii) o est un isomorphisme (d’anneaux) <= o est bijectif <= o est surjectif.

Prewve. (i) (Jy € K*) ay =1= o(z)o(y) = o(1) =1 = o(z7 1) = o(y) = o(x)~!. 1l en résulte que
Ker(c) = {0}, d’ot (ii) (ce qui entraine (iii)).

(3.5.3) Terminologie. (i) On dit souvent que ¢ en 3.5.2 est un homomorphisme de corps (ou un
plongement de corps, puisque o est automatiquement injectif). Si o est un isomorphisme d’anneaux, on
dit que o est un isomomorphisme de corps.

(ii) Soient K C K’ et L C L' des extensions de corps. On dit qu’un homomorphisme de corps 7 : K — L'
prolonge 0 : K — Lsi (Vz € K) 7(x) = o0(z) (< 7|k = 0, ou 'on a noté 7|k la restriction de 7 &
K):

L — L
K — K



SiK=LetsiT: K — L prolonge id : K — K ( < (Vz € K) 7(z) = z), on dit que 7 est un
homomorphisme de K-algébres. Posons

Hompg _a1g(K', L") = {7 : K’ — L’ |7 est un homomorphisme de K —algébres}

Isompg_alg(K', L") = {7 € Homg _a1,(K', L") | 7 est un isomomorphisme de corps}.

La propriété fondamentale suivante généralise 3.5.1: si 7 € Homg_a1g(K', L') et a1, ..., ap, € K, alors
on a, pour tout polynéme f=>"c¢; ;. X' X € K[X1...,X,],

.....

T @) =7 (Yol alr) = Y i rlan) s ran) = £ () 7(0n);

en particulier,

flar,...,an) =0 = f(r(a1),...,7(an)) =0.

(3.5.4) Exemples : (i) (“Conjugaison complexe”) o(a+ib) =a —ib (a,b € R), 0 € Isomg_a1s(C, C).
(ii) o(a+bv2)=a—bv2 (a,b € Q), o € Isomq-a1:(Q(V?2), Q(V?2)).

(iii) Sio: K — L est un homomorphisme de corps de caractéristique car = 0 (resp., car = p > 0), alors o
est automatiquement un Q-homomorphisme (resp., un F,-homomorphisme) de corps, puisque on a

m-1g\ m-o(lg) m-1g
U(n1K>_nU(1K)_n1L (m7n€Z7Car(K)){n).

(iv) Soient a; = playg (j = 0,1,2) les racines complexes du polynéme X3 — 2. Comme en 3.4.6(i), on a
(pour chaque j = 0,1,2), un Q-isomorphisme de corps

Vo, E = Q(a;),

ot E = Q[X]/(X? —2). Il en résulte que I'application

0 =&, 0 (eVay) " Qlag) — Qo)
0 : A+ Bag + Cag — A+ Baj + Co (A,B,C € Q)

est aussi un Q-isomorphisme de corps, ce qui explique 3.5.1(iii). On écrit souvent “o; : ag — «;”, car
I’homomorphisme o; est déterminé par o;(av).

(v) Soient ¢ : F =~ F’ un isomomorphisme de corps et f € F[X] un polynome irréductible (sur F)
non constant. Alors I'application g = > a;X* — %g = > 0(a;)X" induit un isomomorphisme de corps
o' F[X]/(f) = F'[X]/(°f) prolongeant o.

(vi) En particulier, si F(«)/F et F'(a’)/F’ sont des extensions simples telles que le polynéme minimal de
a sur F (resp., de o' sur F') soit égal & f (resp., & °f), alors 'application oy = evg 00’0 (ev4) ! : F(a) —
F'(a’) est un isomomorphisme de corps prolongeant o : F' —— F':

~

o FXJ/(f) — Flo) < F

b e e

v o F'[X)/(°f) = F'(d/) <« F
(3.5.5) Proposition. Soient o : F =~ F’ un isomomorphisme de corps,
f=Y aX €F[X] (n=deg(f)>1), f=> ola;)X’ € F[X]
i=0 =0
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et K (resp., K') un corps de décomposition du polynéme f (resp., °f ) sur F (resp., sur F’). Alors il existe
un isomorphisme de corps T : K — K’ prolongeant o.

(3.5.6) Corollaire (Unicité de corps de décomposition). Si K, K’ sont des corps de décomposition
du méme polynéme non constant f € F[X] sur F, alors il existe un F-isomorphisme de corps K — K'.

Preuve de 3.5.5. Soit fi|f, f1 € F[X], un facteur non constant de f, irréductible sur F' (= le polynoéme
7f1 € F'[X] est irréductible sur F’ et divise 7f). Il existe a € K, o/ € K’ tels que fi(a) = 0, 7f1(a’) = 0.
Posons F1 = F(a) C K, F| = F'(¢/) C K’. Comme en 3.5.4(vi) on construit un isomorphisme de corps
o1 : Fy — F| prolongeant o. Le corps K (resp., K’) étant un corps de décomposition du polynome
f(X)/(X —a) (resp., °f(X)/(X — o)) sur Fy (resp., sur FY), on conclut par récurrence sur le degré de f.
(3.5.7) Sous les hypotheses de 3.5.5, le polynéme f se factorise dans K comme f(X) = ¢(X —aq) -+ (X —an,)
(ce F*, a; € K), donc “f(X) = ¢(X — 7(a1)) - - (X — 7(an)), car 7 prolonge o.

En particulier, 'isomorphisme 7 induit une bijection entre I’ensemble des racines de f dans K et
Pensemble des racines de °f dans K’ (y compris les multiplicités).

(3.5.8) Définition. Soit F' un corps. Un polynéme f € F[X] de degré n > 1 est séparable si ses racines
dans un corps de décomposition de f sur F' sont distinctes ( <= si ses racines dans tout corps sur lequel f
se factorise comme ¢(X — «aq) -+ (X — ) sont distinctes, d’aprés 3.5.6).

(3.5.9) Définition. La dérivée d’un polynéme f = a;, X" € F[X] est définie comme f' = >""_  ia; X" "
€ F[X] (ot ia; = (i - 1p)as).

(3.5.10) Lemme. Soient F C K des corps, f € F[X] et o € K. Alors on a:
(i) Le polynéme f(X) — f(a) — (X — ) f'(X) € K[X] est divisible dans K[X] par (X — a)?.
(ii) « est une racine multiple de f <— f(«a) = f'(a) = 0.

Preuve. (i) Exercice [on se rameéne par linéarité au cas f(X) = X", n > 0]. (ii) Si « est une racine multiple
de f, alors on a f(a) = 0 et f(X) est divisible dans K[X] par (X — «)?, donc (X — «)f/(X) l'est aussi
(d’apres (i)). 1l en résulte que X — a divise f/(X), donc f'(a) = 0. D’autre part, si f(a) = f/'(«) = 0, alors
X — a divise f/(X), donc (X — «)? divise f(X) d’apres (i).

(3.5.11) Corollaire. Soit F un corps. Un polynéme non constant f € F[X] est séparable <= I’idéal
(f, f") de F[X] engendré par f, f' est égal a (f, f') = (1).

Preuve. 1’idéal (f, f') = (g) est principal, engendré par un polynéme unitaire g (bien siir, g = pged(f, f’))
g # 1, alors on a deg(g) > 1, donc g possede une racine « dans une extension K O F, d’out f(«) = f'(a) =
Si g = 1, alors il existe a,b € F[X] tels que a(X)f(X) 4+ b(X)f'(X) = 1. 1l en résulte que b(a)f'(a) =
(= f'(«) # 0) pour toute racine « de f.
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4. Corps finis
On va classifier les corps finis (= les corps ayant un nombre fini d’éléments).

(4.1) Corps finis — exemples

(4.1.1) Lemme. Soit F' un corps. Alors: F est un corps fini <= car(F)=p>0etn=[F:F, < oo.
Si c’est le cas, on a |F| = p™ = q, et tout élément de F* (resp., de F') est une racine du polynéme
X497t —1 € F,[X] (resp., X1 — X € F,[X]).

Preuve. Si car(F) = p et n = [F: F)] < oo, alors F est isomorphe a F); comme F-espace vectoriel, donc
|F'| = |[Fp|" = p". Sicar(F) =pet [FF:F,] = oo (resp., si car(F) = 0), alors F' contient F}} pour tout n > 1
(resp., F' contient Q), d’ou |F| = oo.

Si |F| = g < oo, alors F* est un groupe fini d’ordre ¢ — 1, donc (Va € F*) a?~! =1 (= a? = a). Si
a€F—F* alorsonaa=0=— a? =a.

(4.1.2) Lemme. Soient p un nombre premier et f € F,,[X] un polynéme irréductible de degré n > 1. Alors
ona:
(i) L’anneau F = F,[X]/(f) est un corps fini, |F| = p". [On verra ci-dessous que tout corps fini s’écrit

sous cette forme.]
(ii) Le polynéme f divise X" — X dans F,[X].

Preuve. (i) D’apres 3.4.3, F est un corps et [F : F,] = n, d'ou |F| = p". (ii) Soit X Iimage de X dans F.
Ona X’ —X =0dapres 4.1.1, donc fI(XP" — X).

(4.1.3) Exemples : (i) (p =2,n =2) Dans F3[X],ona X*—X = X(X —1)f(X), ot f(X) = X2+ X +1.
Le polynéme f est irréductible dans Fo[X], car f(0), f(1) # 0 (en fait, f est le seul polynéme irréductible
(unitaire) de degré 2 dans Fo[X], d’apres 4.1.2(ii)). Il en résulte que F = Fo[X]/(X2 + X + 1) est un corps
ayant 4 éléments.

(i) (p = 2,n = 3) Les polynémes f1(X) = X3 + X + 1, fo(X) = X3 + X? + 1 sont irréductible dans
F2[X] (car f;(0), fj(1) #0) et on a X® — X = X(X — 1) f1(X) f2(X) € F2[X]. On obtient donc deux corps
F; = Fo[X]/(fj) (j = 1,2) ayant 2% = 8 éléments. La formule fo(X) = f1(X + 1) montre qu’il y a un
isomorphisme de corps

Fi =Fy[X]/(fi) — P, =Fo[X]/(f2), X—=X+1L

(iii) (p =2,n =5) Les polynomes g1(X) = X® + X + 1 et go(X) = X® + X2 + 1, sont-ils irréductible dans
F,[X]? Comme g;(0),g;(1) # 0, ils n’ont pas de facteur de degré 1. Le seul polynome irréductible de degré
2 étant f = X? 4+ X + 1, il suffit d’appliquer I'algorithme de division & g; et f; on obtient

X+ X+1=(X+X+1)(X*+X*+1)
X X2+ 1=(X2+ X+ 1)(X3+X?) +1,

donc g; (resp., g2) est réductible (resp., irréductible) dans Fy[X]. Il en résulte que Fo[X]/(X® + X2 +1) est
un corps ayant 2° = 32 éléments.

(iv) (p = 3,n = 2) Le polynome X° — X se factorise dans F3[X] comme X° — X = X (X —1)(X +1)hh h_,
ot h(X)=X?+1et he(X)=h(X+1)=X2F X — 1. Les polynémes h, hy sont irréductible dans F3[X],
car h(0),h(£1) # 0. On obtient donc trois corps E = F3[X]/(h), Ex+ = F3[X]/(h+) ayant 32 = 9 éléments
et des isomorphismes de corps

E=F3(X]/(h) = By = F3X]/(hs), X — X=£1.

(4.1.4) Exercice. Montrer que I'anneau F = F3[X]/(X* + X2 + X + 1) est un corps. Déterminer le
degré [F : F3] et le nombre d’éléments de F. Soit y = x> — 1 € F, ot I'on a noté x I'image de X dans F.
Déterminer y~! € F, le polynéme minimal de y sur F3 et ordre de x et y dans F™*.
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(4.2) Construction de corps finis

(4.2.1) Rappel : groupes abéliens finis. Soit A un groupe abélien fini; alors A est isomorphe au produit
de groupes cycliques. Plus précisement, si |[A| = p™ > 1 est une puissance d’un nombre premier p, alors A
est isomorphe a

A ZpM L X - X T p™ T (a;i>1,a1 4+ +a,=n).

Si|A| =pyt---plm, ol p1,...,pr sont des nombres premiers distincts (et n; > 1), alors A est isomorphe a

A= A(pr) x -+ x A(py),
ol A(p;) est un groupe abélien d’ordre |A(p;)| = p;"*.
(4.2.2) Lemme. Soit F un corps. Alors tout sous-groupe multiplicatif fini A C F** est cyclique.

Preuve. On peut supposer que |A| = p7* ---pl'~ > 1. Fixons un nombre premier p = p; qui divise |A[; alors
il existe un homomorphisme de groupes abéliens

Alp) = Z/p“Z x --- X Z/p™Z (a; > 1),
d’ou
P = e Ap)[a" =1} <z e Ala? =1} < {z € Fla? —1=0}| <p
(car le nombre de racines du polynéme XP — 1 contenues dans le corps F' est au plus égal a deg(XP —1) = p),
donc k =1 et le groupe A(p) = A(p;) — Z/p"Z est cyclique. D’apres le “Lemme chinois”, le groupe
AT LD % X LT S Ty P
est cyclique aussi.

(4.2.3) Corollaire. Soit F' un corps fini ayant ¢ = p™ éléments. Alors on a:

(i) Le groupe F* est cyclique d’ordre g — 1.

(ii) Si le groupe F* est engendré par o € F*, alors on a F = Fy(a) (= F — F,[X]/(f), ot f est le
polynéme minimal de a sur F),).

(iii) F est un corps de décomposition du polynéome X9=' — 1 (est aussi de X? — X) sur F,,.

Preuve. (i) Ceci résulte de 4.2.2. (ii) Tout élément a € F — {0} s’écrit comme a = o’ (j > 0), donc
F =Fpla] = F,(«). (iii) Le polynéme X? — X a ¢ racines distinctes dans F' (& savoir les éléments de F),
qui engendrent I’ comme une extension de F,,.

(4.2.4) Lemme-Définition. Si F' est un corps de caractéristique car(F) = p > 0, alors on a
(Vz,y € F) (x £ y)? =aP £y, (zy)? = aPyP.

Autrement dit, ’application
p: F—F,  px)=a"

est un homomorphisme de corps; on 'appelle I’application de Frobenius.
Preuve. On a
gy =3 (et =a () = £,
i
i=0
car (£1)? = —1 dans F (méme si p = 2) et (¥) est divisible par p = car(F) pour i # 0,p.
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(4.2.5) Corollaire. Pour tout entier n > 1, application
pt=po-o0p: F—F,  ¢"(z)=2a
—_——

n—fois
est un homomorphisme de corps. Si |F| = p", alors on a ¢™ = id.
(4.2.6) Lemme. Soit E un corps de caractéristique car(E) = p > 0 dans lequel le polynéme g(X) = X?" - X
se décompose g(X) = (X —a1)--- (X —apn) (a; € E). Alors I'ensemble de racines de g
F={acE|a" =a}={ac E|¢"(a)=a}
est un sous-corps de E et |F| = p™.

Preuve. D’apres 4.2.4-5, si z,y € F, alors on a

(rxy) =2 £y =xxy, () =2y =2y, (z/y)? =2y =afy (y#£0),

donc F' est un sous-corps de E. Le polynome g étant séparable (grace a 3.5.11, car ¢’(X) = —1), on a
|F| = deg(g) = p".

(4.2.7) Corollaire. Si E est un corps de décomposition du polynéme X?" — X (n > 1) sur F,, alors on a
Bl =p".

Preuve. En utilisant la notation de 4.2.6, le corps E est engendré sur F,, par 'ensemble F'; mais F' étant un
corps, on a £ = F.

(4.3) Théoreme principal

(4.3.1) Théoréme. Soit p un nombre premier. (i) Pour tout entier n > 1 il existe un corps ayant p"
éléments; il est unique & un isomorphisme prés. On note Fpn (ou GF(p™)) un tel corps.

(ii) Soient m,n > 1 des entiers. Il existe un plongement de corps o : Fym < Fpn si et seulement si m|n. Si
c’est le cas, alors I'image de o est égale a {x € Fyn | 2P = x}.

Preuve. (i) On a démontré 'existence de Fp» en 4.2.7; son unicité résulte de 3.5.6. (ii) Si m|n, alors on a
(p™ —1)|(p™ — 1), donc le polynéme XP" — X divise X?" — X. Il en résulte qu’un corps de décomposition de
XP" — X contient un corps de décomposition de X?™ — X. D’autre part, s’il existe un plongement de corps
o : Fym — Fpn, alors F = o(Fpm) est un sous-corps de Fpn et p = [Fpu| = |F|¢ = p™d, ott d = [Fpn : F]
(comme en 4.1.1), donc n = md.

(4.3.2) Corollaire. (i) Si f € F,[X] est un polynéme irréductible de degré m > 1, alors f divise XP" — X
dans F,[X] si et seulement si m|n.

(ii) Pour m > 1, soit A,, I'ensemble de polynémes unitaires irréductibles f € F,,[X] de degré deg(f) = m.
Alors A,,, est non vide et I’ on a

(vn>1) X" -x=[[ [T £ »" =) mldal

mln f€EAm m|n
[Ceci est une généralisation de (4.1.3).]

Preuve. (i) Soit f € A, (m > 1). Si m|n, alors on a f|(X?" — X)|(X?" — X) (d’apres 4.1.2(ii) et la
preuve de 4.3.1(ii)). Si, d’autre part, f|(X?" — X), alors F' = F,[X]/(f) = Fpm est contenu dans un corps
de décomposition de X?" — X sur F,, (= dans Fp.), donc m|n (d’apres 4.3.1(ii)). (ii) La factorisation de
XP" — X résulte de (i) et du fait que le polynome XP" — X est séparable; on conclut en comparant les degrés
des polynomes a gauche et a droite.

(4.3.3) Exercice. Déterminer les valeurs |A,,| pour p =2 et m < 9.

(4.3.4) Exercice. Généraliser 4.3.2 en remplacant F,[X] par F,-[X].
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5. Séparabilité

(5.1) Eléments conjugués

(5.1.1) Définition. Soit o € C un nombre algébrique. Les conjugués de a sont les racines complexes du
polynéme minimal f € Q[X] de a sur Q.

(5.1.2) Exemples : (1) a€Q, f=X—-a {a}.

(2 a=v2, f=X2-2. {V2, -2}

(3) a:\g)/iaf:Xg_Q: {C/i? p\%/i, p2\’i/§}

(4) a=v24V3 f=X'—10X* 11 {V2+3 vZ— V3, —v3+V3, —v2 -3}

(5.1.3) Définition. Soient K C L des corps, a € L un élément algébrique sur K, f € K[X] le polynéme
minimal de o sur K, E un corps de décomposition de f sur K contenant «. Les conjugués de a sur K
(dans E) sont les racines de f dans E.

(5.1.4) Exemples (nombre de conjugués): (i) Dans 5.1.2(n) (1 < n < 4), le nombre de conjugués de
a(sur Q) =[Q(o) : Q] =n.

(ii) Soient L = F,(t) D F,(t?) = K, ou ¢t est une variable. Le polynéme minimal f(X) = X? —t? € K[X]
de @« =t € L sur K n’est pas séparable, car f(X) = (X —t)P € L[X]. Il en résulte que t est le seul conjugué
de t sur K.

(5.1.5) Proposition. Soient K C L, « € L et f € K[X] comme en 5.1.3.
(i) Pour tout corps M D K, on a

Hompg ag(K(a), M) = {og : K(a) — M| € M, f(8) =0}, op:g(a) ~g(B) (g€ K[X])

(c’est-a~dire qu’un K-homomorphisme de corps K(a) — M est déterminé par l'image de «, qui est une
racine de f dans M). On écrit parfois “og: a+— (7.

(ii) En particulier, [Hom g — a1 (K (cr), M)| = |[{racines 3 € M de f}| < deg(f) = [K(a) : K].

(iii) On a |Homg_a(K(a),M)| = [K(a) : K] <= [ est séparable et M contient un corps de
décomposition de f (sur K ).

Preuve. 11 suffit de démontrer (i), car (i) = (ii) = (iii). Pour tout ¢ € Hompg_a1(K (a), M), on a
flo(a)) =o(f(a)) =0, donc § = o(a) € M est une racine de f et (Vg € K[X]) o(g()) = g(o(a)) = g(B).
Réciproquement, pour toute racine g € M de f, application

og=tvgo(eva) ' : K(a) — K[X]/(f) = K(B) c M

est un homomorphisme de corps sur K et og(a) =&vg(X) = S.

(5.1.6) Exemples : (i) K=Q, L=Q(v2,vV3)=Q(v2+V3),a=v2++3, M=C: on a

HomQ—Alg(Q(ﬂ7 \/§)7C) = {0'1,0'270'3704}, gj: g(\/§+ \/g) = g(aj) (g € Q[X])7
ot {ay,a,az,a4} = {+v2+ 3},

(i) K =Q, L =M = Q(+¥/2). Comme /2 est la seule racine de f(X) = X3 —2 dans L, il n’y a qu’un seul
K-homomorphisme de corps L — L, a savoir 'identité id : L — L (id(x) = = pour tout = € L).
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(5.2) Extensions séparables

(5.2.1) Définition. Soit L/K une extension algébrique.

(i) Un élément « € L est séparable sur K si son polynéme minimale sur K l'est.

(ii) L’extension L/K est séparable si tout élément « € L est séparable sur K.

(iii) Le corps K est parfait si toute extension algébrique L/K est séparable ( <= tout polynéme
irréductible dans K[X| est séparable).

(5.2.2) Exemples : (i) /2, V/2 sont séparables sur Q.

(ii) t € F,(t) n’est pas séparable sur F,(t?) (voir 5.1.4(ii)), donc I'extension F,(t) /F,(t¥) n’est pas séparable.
(ili) Si L/K est séparable et K C F C L, alors les extensions intermédiaires F//K et L/F sont aussi
séparables.

(iv) En particulier, si F' est une extension algébrique d’un corps parfait K, alors F' est aussi parfait.

(5.2.3) Proposition. Soit K un corps.
(i) Si f € K[X] est un polynéme irréductible non constant, alors on a

car(K) =0
f est séparable <= f #0 <+ {
car(K) =p> 0 et f(X) # g(XP), g € K[X].

(ii) Sicar(K) =0 ou |K| < o0, alors le corps K est parfait.

Preuve. (i) Posons g = pged(f, f') (= le polynéme unitaire qui engendre 'idéal (f, f') = (g) de K[X]).
L’irréductibilité de f entraine que g = cou g = ¢f (¢ € K*); il résulte de 3.5.11 que:

f n’est pas séparable <= deg(g) >0 <= g=cf < f}f/ — f'=0

(puisque g|f” et deg(f") < deg(f)). Si car(K) =0, alors on a f’ # 0. Si car(K) = p > 0, alors on a

fl=0 < f(X Zb X7 = g(XP), g(X)= Z b X' e K[X]

=0

(ii) Le cas car(K) = 0 résulte de (i). Si |[K| < oo, il faut démontrer que tout polynéme irréductible non
constant f € K[X] est séparable. L’anneau F' = K[X|/(f) est un corps fini; le méme argument que en 4.1.2
montre que f divise X9 — X dans K[X] (ou ¢ = |F|), mais le polynéme g(X) = X7 — X est séparable,
puisqu’il a ¢ = deg(g) racines distinctes dans F' (& savoir les éléments de F').

(5.2.4) Proposition. Soit L/K une extension de degré fini.

(i) Pour toute extension de corps M/K, on a |[Homg_ai(L, M)| < [L: K].

(ii) L’extension L/K est séparable <= il existe une extension M /K telle que |Hompg_a1g(L, M)| = [L :
K] (en général, M # L; voir 5.1.6(ii)).

(iii) Pour toute extension de corps K'/K il existe une extension M/K' telle que Hompg_a15(L, M) # 0.

Preuve. Si L = K(«) est une extension simple de K, alors (i) et (ii) résultent de 5.1.5(ii) et (iii), respective-
ment. En général, L = K(a1,...,q,); posons K; = K(aq,...,a;) = K;—1(ay):

K:K0CK1C"'CKi,1CKifl(Oli):KZ'C"'CKn:L.

(i) Fixons ¢ € {1,...,n — 1}. D’apres 5.1.5(ii), tout élément 0 € Homg_a1g(K;—1, M) admet au plus
[Ki_l(ai) : Ki—l] = [Kz : Ki—l] prolongements T € HOHlK_Alg(Ki,M)Z

z 1—>K1 1051 :Kz

N

36



donc

|HOInK_A1g(Ki,M)‘ S [Ki : Ki—l] . ‘HOHlK_Alg(Ki_l, M)‘ (5241)
En multipliant les inégalités (5.2.4.1), on obtient

n

[Homg a1 (L, M)| < (H[Ki : Ki_1]> [Homp a1 (K, M)| = [L : K].
i=1
(ii) Si l'extension L/K n’est pas séparable, on peut choisir les éléments s, ..., a, tels que a; ne sois pas
séparable sur K. D’apres 5.1.5(ii), on a

[Hom g a1 (K1, M)| = |[Homg —a1g (K (a1), M)| < [K(oq) : K| = [K; : K]

(pour toute extension M/K); les inégalités (5.2.4.1) alors montrent que

[Hom e a1g(L, M)| < (H[KZ- ; Ki1]> =[L:K].
i=1
Si 'extension L/K est séparable, soit f; € K[X] (resp., g; € K;_1[X]) le polynéme minimal (séparable !)
de «; sur K (resp., sur K;_1). On définit, par récurrence, My = K, M; = un corps de décomposition
de f; sur M;—1 (1 < i <n), M = M,. Le polyndéme g; a deg(g;) = [K; : K;_1] racines distinctes dans
M; on déduit de 5.1.5(iii) que tout élément ¢ € Hompg_a1s(K;—1, M) admet [K; : K;_1] prolongements
7 € Hompg _ a1 (K, M), donc

|H0mK,A1g(KZ-,M)| = [Kl : Kifl] . |HomK,Alg(Ki,1,M)| (1 S 7 S TL)

[Hom g _ arg (L, M)| = <H[Ki : Ki_1]> |Homg _a1e (K, M)| = [L : K.

=1

i <mn), M =M. Alors tout

(iii) Posons M} = K’, M/ = un corps de décomposition de f; sur M/_; (1 < )
(K;, M) (d’apres 5.1.5(ii)), d’ott

élément o € Hompg a1 (K;-1, M) admet un prolongement 7 € Homg _ajg
|HOmK_A1g(L,M)| Z |HOIHK_A1g(K, M)| =1.

(5.2.5) Corollaire. (i) Soient L/K une extension algébrique et o« € L. Si « est séparable sur K, alors
Pextension K («)/K est séparable.
(ii) Si F/K et L/F sont des extensions séparables de degré fini, alors ’extension L/K est aussi séparable.

Preuve. (i) Soit M un corps de décomposition (sur K) du polynéme minimal f € K[X] de a sur K. On
déduit de 5.1.5(iii) que
[Homg —aig (K (a), M)| = deg(f) = [K(a) : K],

d’oti le résultat (en appliquant 5.2.4(ii)).
(ii) Exercice.

(5.2.6) Théoréme de 1’élément primitif. Soit L/K une extension séparable (ce qui est automatique si
car(K) = 0) de degré fini. Alors il existe a € L (un “élément primitif”) tel que L = K («).

Preuve. Si |K| < oo, alors L = K(a), o « est un générateur du groupe cyclique fini L*. Supposons
que |K| = co. D’apres 5.2.4(ii), il existe une extension M/K et n = [L : K| homomorphismes distincts
Oly...,0p € HomK_Alg(L,M). Pour tous 1 < i < j < n, Ker(o; — O’j) C L est un K-sous-espace vectoriel
strict de L. Lemma 5.2.7 ci-dessous montre qu'’il existe o € L tel que ¢ # j = 0;(a) # 0;(e), donc
n=[L:K]>[K(a): K] > |{racines de f dans M}| > |[{o1(),...,0n(a)}| = n,

ou l'on a noté f € K[X] le polynéme minimal de « sur K; il en résulte que [L : K(a)] =1, donc L = K(a).
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(5.2.7) Lemme. Soient K un corps infini, V un K-espace vectoriel et Vi,..., Vi, C V des sous-espaces
vectoriels stricts de V.. Alors V # Vi U--- U V.

Preuve. Récurrence sur k: le cas k = 1 étant trivial, on peut supposer que k > let V =V, U---UV;. 1l
existe u € V,u gV (= ueViU---UVi_1) et, par 'hypothese de récurrence, v € V, v ¢ Vi U+ U Vi1
(= v € V). L'ensemble {u + av|a € K} est infini, donc il existe 1 < j < k et a,b € K, a # b, tels que
utav,u+bv eV, = (a—bjveV; = v eV; = u € Vj, ce qui est impossible.

(5.2.8) Proposition. Sous les hypothéses de 5.2.6, supposons que L = K (o, ...,on) et |[K| = co. Alors
il existe ¢ = (c1,...,¢m) € K™ tel que L = K (o), ott 'on a noté o, = crag + -+ + ¢

Preuve. Le polynoéme

P(Xl,...,Xm): H (Xl(o—i(al)70’j(a1))+"'+Xm(0'i(Oém)70j(am)))GM[Xlw--,Xm}

1<i<j<n

n’est pas nul, donc il existe ¢ = (c1,...,¢y) € K™ tel que
0+# P(ery...yem) = H (oi(ae) —oj(ac))
1<i<j<n
(puisque |K| = o0). On conclut que L = K(a,) comme plus haut.

(5.2.9) Exercice. Soient x,y des variables et L = Fj(x,y) D K = F,(2?,y?). Montrer que, pour tout
a€Ll, [K(a):K]<p<p?=]|[L:K], donc L # K(a).

(5.2.10) Lemme. Soit L/K une extension algébrique séparable. Sin := max{[K(«): K||« € L} est fini,
alors on a [L : K] = n.

Preuve. Fixons o € L tel que [K () : K] = n. Pour tout § € L, il existe v € K(«, ) tel que K(a, 8) = K(7)
(d’apres 5.2.6). Il en résulte que [K(a, ) K]l =[K(y): K] <n=[K(a): K], donc § € K(a). On en
déduit que L = K(«) et [L: K] =n.

(5.2.11) Exercice. Soit K un corps de caractéristique car(K) = p > 0. Montrer que K est parfait <=
K* = K*P (c’est-a-dire que K est parfait <= I’application de Frobenius ¢ : K — K est un isomorphisme
de corps). En déduire que tout corps fini est parfait.

(5.3) Norme, Trace, Discriminant

(5.3.1) Exemples : (i) L/K =C/R, 8 =a+ib (a,b € R). Dans la base {1,:} de C/R, on a

Ps(X) =det(X - I — M(B)) = X2 — 2aX + (a2 4 b2) = (X — (a + ib))(X — (a — ib)). En fait,

a —b ) a+ib 0 1
9 g = ; 9= :
b a 0 a—1b i1
(ii) Soient L/K = Q(+¥/2)/Q, o1 /2 € C est une racine fixée de X>—2, 8 = a+bv/2+cV/4 € L (a,b,c € Q).

Dans la base {1, /2, V/4}, on a
a 2c 2b



(cf. 2.2.3.1) et

Py(X) = det(X -1~ M(8)) = (X — o) (X — Bu)(X — o), By = at b2+ cp Vi

(car Pg(X) = P3,(X) pour chaque j = 0,1,2 et Pg,(3;) = 0, d’apres 3.2.10).

.3. roposition. Soient une extension séparable de degré fini et une extension telle que
5.3.2) P iti Soient L/ K i 3 ble de degré fini et M/K i 11
|[Hompg —a1g(L, M)| = [L : K] = n. Alors on a, pour tout § € L,

n

Prycp(X) = [I(X =0i®). Troj(B)=3_oi(B),  Nujwe() = ][ :(8),

i=1
ou {o1,...,0n} =Homg_ai1g(L, M).

Preuve. Soit f € K[X] le polynéme minimal de § sur K. D’apres 3.2.11(iv), on a

Pryicp(X) = Pro)/i.6(X)° = F(X)°,
ote=[L:K(B)]=n/d, d=deg(f) =[K(B): K]. Le polyndme f a d racines distinctes 51, ...,08s € M:

J(X) = (X =B1)- - (X = Ba),

ou B; = 7;(8), Homg_a1(K(8),M) = {m,...,74}. D’apres 5.2.4(ii), tout homomorphisme 7; admet e
prolongements distincts 7/ € Hompg_a1g(L, M). Il en résulte que toute racine (§; apparait e-fois parmi les
valeurs o1(0),...,0,(8), donc

n

Prikp(X) = (X = B1) (X = Ba) = [[(X —0u(8) =

i=1
=X"—Tryx(B)X" "+ + (=1)"Ny,k(8),
d’ou le résultat.

(5.3.3) Plus précisement, on peut montrer qu’il existe une matrice g € GL,, (M) telle que
o1(B) ... 0
(V6eL) gM(B)g~'= '
0 ..oon(B)
(cf. 5.3.1(i)).

(5.3.4) Proposition. Soit K(«)/K une extension algébrique simple. Supposons que le polynéme minimal
f € K[X] de « sur K soit séparable, de degré n = deg(f). Alors on a

Nig(y/x (f' () = (=1)"" D 2disc(f).

Preuve. 11 existe une extension M /K telle que Homg _a1(L, M) = {01, ...,0,}; alors on a

n n n

Ni(ay/x (f'(@) = Hm(f'(a)) =1/ (oile) = [T f'(cw).

i=1 i=1

ou l'on a noté {ay,...,an}t = {o1(a),...,0n()} 'ensemble de racines de f dans M. On en déduit que

Nictaysc (f(@) = [] /@) = [T [T = ) = (1) 92 [ @ = o) = (~1) "I/ 2dise( ).

i=1 i=1j#i i<j
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(5.3.5) Exemple : Soient p, g des variables, K = Q(p,q), f(X) = X?+pX +q € K[X], K(a) = K[X]/(f),
a =X (= l'image de X). Dans la base 1, a,a? de K(a)/K, la matrice M (f'(a)) = M (3a2 + p) est égale a

p =3¢ 0
0 —2p -3¢ |,
3 0 -2
puisque
(Ba?2+p)-1=p-1+0-a+3-a?
(3a2 +p)-a=3a+pa=3(-pa—q)+pa=-3¢-1-2p-a+0-a?
(Ba2+p)-a’>=0-1-3¢-a—2p-a?,
donc

p —3q 0
(—1)%2/2disc(X3 +pX +q) = |0 —2p —3q¢| = 4p® + 2742
3 0 =2
(5.3.6) Exercice. Déterminer disc(X" +aX +b) (n>2).

(5.3.7) Définition. Soient L/K une extension de degré fini et wy,...,w, (n = [L: K]) une base de L/K.
Le discriminant de la base {w;} est défini comme

D(wl, A ,wn) = det(A), A= (Aij)lgi,jgn c Mn(K), Aij = T?”L/K(win).

(5.3.8) Exemples : (i) Si L = K(Vd), w; =1, wy = V/d, alors on a

2 0
D(1,Vd) = = 4d.
0 2d
(ii) Siwi,...,w, est une autre base de L/K, alors on a

A" = (Trpk(wiw))) = ‘gAg,

ol g = (gij) € GL,(K) est la matrice de changement de base:

n
/ § :
wi = JkiWk .
k=1

En particulier,

D(wy,...,w) = det(g)*D(wy, ... ,wy)
D(wi,...,w,) #0 <= D(wy,...,wp) #0

(iii) Sil’extension L/K est séparable, il existe une extension M /K telle que Homg _a1s(L, M) = {o1,..., 00}
alors on a

n

n
Aij = E (wiw;) ok (wi) ok (wy) E By Bij,s
k=1 k=1

A="'BB, B = (Bij)i<i,j<n = (0i(w;)) € Mp(M), D(wl, oo wy) = det(B)%
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(iv) Sous les hypotheses de (iii), il existe « € L tel que L = K(a). Les éléments 1, ..., a1 forment une
base de L/K et l'on a

1 a1 ?_1 2
1 «a 042_1
D(laaa aanil) :det(B)2 = 71_[(041470‘]')2 :dISC(f) 7&07
i<j
1 o - 04271

oll o; = 0;(e) € M sont les racines du polynéme minimal f € K[X] (séparable !) de « sur K.

(5.3.9) Proposition. Soient L/K une extension de degré fini et w1, ...,w, une base de L/K.
(i) Si L/K est séparable, alors on a D(wy,...,wy) # 0.
(ii) Si L/K n’est pas séparable, alors on a Try i =0 et D(wi,...,wyp) = 0.

Preuve. (i) Ceci résulte de 5.3.8(ii) et (iv).
(ii) I suffit de démontrer que Trr,/x = 0. Fixons o € L qui n’est pas séparable sur K. On déduit de 5.2.3(ii)
que le polynéme minimal de « sur K s’écrit comme f(X) = g(XP) (p = car(K), g € K[X]); alors on a
0= f(@) = g(a”), donc

p-[K(a”): K] <p-deg(g) = deg(f) = [K(a) : K].

D’autre part, a est une racine du polynéme X? — a? € K(a®)[X] de degré p, donc
[K(a) : K]/[K(a?) : K] = [K() : K(a”)] < p.
On en déduit que [K(a) : K(aP)] =p et que 1,a,...,aP~! est une base de K (a)/K(a?). Comme

Trrk = Tri(ary/k © TTr () /K (ar) © TTL/ K (a)

(d’apres 3.2.15(iii)), il suffit de démontrer que 177 (), K (ar) = 0. Soit = ag+arja+--- +a,_10P7 € K(a)
(a; € K(a?)). Les éléments diagonaux de la matrice M () (par rapport a la base 1,q,...,aP~1) sont tous
égaux a ag, donc Trg () /K (ar)(B) = pag = 0.
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6. Groupes de Galois
(6.1) Extensions normales
(6.1.1) Exemples : (i) Il y a deux homomorphismes de corps (sur Q) Q(v/2) — C, & savoir

00,01 : Q(vV2) — C, oia+bV2) =a+b(-1)Yv2 (a,b € Q).

Leurs images dans C sont les mémes: 04(Q(v/2)) = 01(Q(V2)).
(ii) 11y a trois homomorphismes de corps (sur Q) Q(+v/2) — C, & savoir

70,71, 72 : Q(V2) — C, Tj(a+b\3/§+0\3/1):a+bpj\3/§+cp2j\3/1 (a,b,c € Q).

Leurs images 7;(Q(+/2)) dans C sont distinctes.

(6.1.2) Lemme-Définition. Soit L/K une extension de degré fini. Les propriétés suivantes sont équiva-
lents; si elles sont vérifiées, on dit que l'extension L/K est normale.

(i) Sif e K[X] est un polynéme irréductible (sur K ) ayant une racine oy € L, alors f se décompose dans
LIX: f(X)=c(X —aq) (X —ay) (c€ K*, a; € L); c’est-a-dire que si L contient une racine de f, il les
contient toutes.

(ii) Si M/K est une extension de corps et 0,7 € Homp_a15(L, M), alors on a o(L) = 7(L).

Preuve. (i) = (ii): Soient M /K, o,7 comme en (ii). Il suffit de démontrer que, pour tout o; € L, on a
o(a1) C 7(L). Soit f € K[X] le polynéme minimal de e sur K; on a f(X) =c¢(X —aq) -+ (X — o) dans
L[X] grace & I'’hypothese (i). On obtient d’ici I’égalité

c[[(X = alay)) = 7f(X) = f(X) = Tf(X) = ¢ ] [ (X = 7(ay)) (6.1.2.1)
j=1 j=1
de polynémes dans M[X], ce qui entraine quil existe j = 1,...,n tel que o(a1) = 7(a;) € 7(L).

(ii) = (i): Soit f comme en (i). On note K’ O L un corps de décomposition de f sur L; on a alors f(X) =
(X —a1) - (X —ap) dans K'[X]. 1l faut démontrer que toute racine a; € K’ de f appartient a L. D’apres
5.1.5(i) il existe un homomorphisme ¢; € Hompg a1 (K (), K') tel que oj(c) = ;. D’apres 5.2.4(iii) il
existe une extension M/K' et un homomorphisme 7; € Hom g _a15(L, M) prolongeant o;. L’hypothese (ii)
alors montre que 7;(L) = L (comme sous-corps de M), donc a; = 0;(a1) = 7j(a1) € L.

(6.1.3) Exemples : (i) L’extension Q(v/2)/Q (resp., Q(v/2)/Q) est (resp., n’est pas) normale.

(ii) Si L/K est normale et K C F C L, alors 'extension L/F est aussi normale.

(iii) Une extension de degré [L : K] = 2 est normale (exercise !).

(iv) Les extensions Q(v/2)/Q et Q(v/2)/Q(v/2) sont normales, mais 'extension Q(v/2)/Q ne l'est pas.

(6.1.4) Proposition. Soit L un corps de décomposition d’un polynéme f € K[X| de degré n > 1. Alors
Dextension L/K est normale et [L : K| divise nl.

Preuve. Ona L = K(oq,...,ay,), ot f(X)=c¢(X —aq)--- (X —ay) dans L[X]. Soient M/K une extension
et 0,7 € Homg_a1g(L, M). Le méme argument que plus haut montre 'égalité (6.1.2.1), d’ott (L) =
K(o(a1),...,0(a)) = K(1(a1),...,7(an)) = 7(L); Vextension L/K est donc normale.

On va établir la divisibilité [L : K]|n! par récurrence; on peut supposer que n > 1. Si f est irréductible
sur K, soit & € L une racine de f. Alors [K(a) : K] = n et L est un corps de décomposition du polynéme
f(X)/(X—a) sur K(«). Comme [L : K(«)]| (n—1)! par 'hypotheése de récurrence, [L : K| divise n-(n—1)! =
nl. Si f = gh est réductible sur K (g,h € K[X], 1 < deg(g) = d < n), soit F' un corps de décomposition
de g sur K; alors L est un corps de décomposition de h sur F, donc [F : K]||d! et [L : F]|(n — d)!, d’ou
[L: K]|d!(n—d)!|nl.

(6.1.5) Exemples (de corps de décomposition) : (i) Si K C C,alorson a L = K (racines complexes de f).J]
(ii) Si K =Qet f(X)=X3—2, alors L = Q(v/2,pV?2,p*V2) = Q(V/2,p) et [L: K] =6 =3\

(iii) Si K =Qet f(X)=X*—2 alors L = Q(v/2,iv2, —v/2,—iv2) = Q(v/2,i) et [L: K] = 824 = 4!,
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(6.2) Extensions galoisiennes

(6.2.1) Lemme-Définition. Soit L/K une extension de corps.

(i) L’ensemble Aut(L/K) = Isomg_a1s(L, L) est un groupe (par rapport a l'opération ot = o o 7). On
Pappelle le groupe d’automorphismes de ’extension L/K.

(ii) Pour tout sous-groupe G C Aut(L/K), Iensemble L = {a € L| (Vg € G) g(a) = a} est un sous-corps
de L contenant K ; on I'appelle le corps fixe de G.

(ili) Si[L: K] < oo, alors on a Aut(L/K) = Homg a1 (L, L).

Preuve. (ii) On a K C L% par définition. Si a, 3 € LY et g € G, alors on a g(a £ ) = g(a) £ g(8) = a + 3,
g9(aB) = g(a)g(B) = af, g(a/B) = g(a)/g(B) (si B # 0), donc a £ 3, af (et o/ si 3 # 0) appartiennent
tous & LY, ce qui démontre que LE est un sous-corps de L.

(iii) Tout élément o € Hompg _aig(L, L) est une application K-linéaire injective ¢ : L — L; comme
dimg (L) < o0, o est surjective (donc bijective).

(6.2.2) Proposition-Définition. Soit L/K une extension de corps de degré fini.

(i) Ona|Aw(L/K)| <[L:K].

(ii) JAw(L/K)| = [L : K] <= Jlextension L/K est normale et séparable. Si c’est le cas, on dit que
Dextension L/K est galoisienne et on appelle Gal(L/K) := Aut(L/K) le groupe de Galois de L/K
(donc |Gal(L/K)| = [L : K]). On dit que Iextension L/K est abélienne (resp., cyclique) si le groupe
Gal(L/K) est abélien (resp., cyclique).

Prewve. (i) On a |[Aut(L/K)| < [Homg _aig(L, L)| < [L : K|, d’apres 5.2.4(i).

(i) Si |Aut(L/K)| = [L : K] = n, alors L/K est séparable, d’aprés 5.2.4(ii). Soient M/K une extension
et 0,7 € Homg_a1(L,M). Silon note g1,...,g, les éléments de Aut(L/K), alors o o g1,...,0 0 gy
(resp., Tog1,...,T 0 gp) sont des éléments distincts (puisque o (resp., 7) est injectif) de Homp_ a1 (L, M).
L’inégalité |Hompg _a1g(L, M)| < n de 5.2.4(1) montre qu’il existe j € {1,...,n} tel que 00 g1 = 70 g,
d'on 7(L) = 7(g;(L)) = 0(g1(L)) = L; 'extension L/K est donc normale. Réciproquement, si I’extension
L/K est normale et séparable, alors il existe une extension M/K tel que Homg_a1g(L, M) = {o1,...,0,}
(n=[L : K]); comme ¢,(L) = --- = ¢,,(L) C M, on obtient n éléments distincts g; = o7 ' 0 0; € Aut(L/K).
Il résulte de (i) que 'on a |[Aut(L/K)| = n.

(6.2.3) Corollaire-Définition. Soit K un corps.

(i) Si f € K[X] est un polynéme séparable de degré n > 1 et L son corps de décomposition sur K, alors
L/K est une extension galoisienne (de degré [L : K]|n!). On note Gal(f) = Gal(L/K).

(ii) Si L/K est une extension galoisienne (de degré fini), alors L est un corps de décomposition sur K d’un
polynéme séparable f € K[X] (ni f, ni son degré n’étant pas unique; cf. 6.2.5 ci-dessous).

Preuve. (i) Ceci est une conséquence de 6.1.4 et 6.2.2(ii).
(ii) Il existe « € L tel que L = K(«); on prend pour f le polynéme minimal de « sur K.

(6.2.4) Lemme (Groupes de Galois et groupes de permutations). Soient K un corps, f € K[X]
un polynéme séparable de degré n > 1 et L son corps de décomposition sur K; alors on a f(X) = ¢(X —
ay) (X —ay) dans L[X] et L = K(ay,...,a,) (on a choisi une numérotation des racines de f).

(i) Pour tout g € Gal(f) = Gal(L/K), on a f(g(e;)) = g(f(as)) = 0, donc g induit une permutation o, € S,
des racines de f: g(ai) = ag, ;) (1 <i<n).

(ii) L’application g — o, est un homomorphisme injectif de groupes Gal(f) — S,,; on peut donc identifier
Gal(f) a un sous-groupe de S,,.

(iii) SiI'on change la numérotation des racines, Gal(f) sera remplacé par un sous-groupe conjugué.

(iv) Le polynéme f est irréductible sur K <= Gal(f) agit transitivement sur les racines de f.

Preuve. (i), (ii) Ceci est clair (si (Vi) o4(i) = 4, alors on a (Vi) g(e;) = «;, donc g(x) = z pour tout
x € K(o,...,apn) =1L).
(ili) Aprés un changement de numérotation des racines a; = o/ ;) (ot 7 € S,) on a

agr () = 9(05) = glar-1(j)) = ag,r-1(j) = Ohp roa(yy = 0y = TogT " (Vg € Gal(f)).
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(iv) L’ensemble des racines de chaque facteur irréductible de f (dans K[X]) est stable par I'action de Gal(f),
ce qui démontre I'implication “<=". Si f est irréductible sur K et oy, a; € L sont deux racines de f, alors il
existe in isomorphisme o € Isomg_a15(K (), K (a;)) tel que o(oy) = o; (d’apres 3.5.4(vi)), une extension
M/L et un homomorphisme 7 € Homg _a14(L, M) prolongeant o : K (a;) — K(a;) C L (d’apres 5.2.4(iii)).
L’extension L/K étant normale, on a 7(L) = L, donc 7 € Homg _ a15(L, L) = Aut(L/K) (d’apres 6.2.1(iii))
et 7(o;) = o(a;) = o, d’ott la transitivité.

(6.2.5) Exemples : (i) K =Q, f = X3 -2, n = 3. Fixons une racine complexe a; = V/2 € C de f et
posons a = pay = pv/2, ag = p>a; = p?¥/2. Alors L = Q(ay, a0, 3) = Q(ay,p) = Q(V/2,p). L'ordre du
groupe de Galois Gal(L/Q) C Sz est égal & [L: Q] =6 (cf. 3.2.7), donc Gal(L/Q) = S3. On va noter

1 2 3 1 2 3 1 2 3
g1 = 5 g9 = ) 03 =
1 3 2 3 2 1 2 1 3

les éléments d’ordre 2 dans S et H; = {1,0,} C S3 (j = 1,2,3) les sous-groupes d’ordre 2 engendrés par
les 0;. Pour chaque j =1,2,3, on a H; C Aut(L/Q(e;)) et 2 = |H,;| < |[Aut(L/Q(e;))| < [L : Q(ay)] = 2,
donc Pextension L/Q(a;) est galoisienne et Gal(L/Q(c;)) = H;. Comme

o1(p) = o1(az)/o1(a1) = agfar = p*,  02(p) = 02(a2)/oa(a1) = asfaz = p* = g102(p) = p,

le sous-groupe H = {1,7,72} = A3 C S3, ot

1 2 3 1 2 3
T = 0102 = ) T2 = 0901 = ;
2 31 3 1 2

est contenu dans Aut(L/Q(p)). On a 3 = |H| < |Aut(L/Q(p))| < [L : Q(p)] = 3, donc 'extension L/Q(p)
est aussi galoisienne et H = Gal(L/Q(p)). Par contre, les extensions Q(c;)/Q ne sont pas galoisiennes
(d’apres 6.1.3(i)), mais Q(p)/Q = Q(v/—3)/Q l'est.

(ii) Sous les hypotheses de (i), posons 31 = /2 + p. Les images

{9(B1) € L|g € Ss} ={V24p, V24 p* pV2+p,pV2+ 0>, 0*V2 4 p, p* V2 + p*} = {B1,.... B}

sont distinctes, donc 7 a au moins 6 = [L : Q] conjugués, d'ott L = Q(F1). Il en résulte que F(X) =
(X —p1) - (X —B6) est le polynéme minimal de 3; (j =1,...,6) sur Q et L est son corps de décomposition
(sur Q). L’action du groupe G = Gal(L/Q) sur les racines de F(X) permet de réaliser G comme un
sous-groupe de Sg; bien siir, G est isomorphe & S3, d’apres (i).

(i) K = Q, f = (X? —2)(X? — 3), n = 4. Les racines complexes de f sont a; = v2,a2 = —v/2,a3 =
V3,04 = =3, L = Q(ai1,az,a3,4) = Q(v2,v3). Ona[L : Q] = 4 (d’apres 3.2.8(iv)), donc |Gal(L/Q)| =
4. L’action de tout élément g € Gal(L/Q) étant déterminée par les valeurs g(v/2) = £v/2 et g(v/3) = +v/3,
on obtient que

Gal(L/Q) = {gab, | a,b € Z/2Z}, gan(V2) = (-1)*V2, gan(V3) = (-1)PV/3.
Comme g2, =1 et gapged = Jatc,p+d, I'application

Gal(L/Q) =5 Z/2Z x Z)2Z,  gap — (a,b)

est un isomorphisme de groupes. Pour la numérotation des racines ci-dessus, on a Gal(L/Q) C Sy, ou

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
goo = ) gio = » go1 = , 911 = .
1 2 3 4 2 1 3 4 1 2 4 3 2 1 4 3
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(iv) Le méme corps L = Q(v/2,v/3) est un corps de décomposition (sur Q) du polynéme minimal F(X) =
X*—10X2+1 (sur Q) de 1 = V2+V3 € Liona F(X) = (X = 1) - (X —f4), ot B2 = —V2+V3 =1/8,
Bs=-V2—V3=—p1, b1 =V2— V3=~ =—1/B1. Les formules

1 2 3 4
g10 : B« Do, 910 : B3 < Bu, g0 =
2 1 4 3
1 2 3 4
go1 : P« P, go1 : Bo —— [s, go1 =
4 3 2 1
2 3

1 4
g11: 1 < B3, gi1 : B2« By, g1 =
3 4 1 2

donnent une autre réalisation du groupe Gal(L/Q) comme un sous-groupe de Sy. Les deux sous-groupes de
Sy ainsi construits sont isomorphes & Z/2Z x Z /27, mais ils ne sont pas conjugués. En effet, le sous-groupe
en (iii) n’est pas transitif mais celui en (iv) P'est (gréace a 6.2.4(iv)).

(6.3) La correspondence de Galois

(6.3.1) Rappel : sous-groupes distingués. Soit G un groupe. Un sous-groupe H C G est dit distingué
(notation: H <1 G) sil'on a

Vge @) gHg '=H <= (VgeG) gH=Hy,

ou 'on a noté

gHg ' = {ghg™" |h € H}, gH ={gh|h € H}, Hg={hg|he H}.

En particulier, tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué. Si f : G — K est un homomorphisme
de groupes, alors son noyau H = Ker(f) = {g € G| f(g9) = ek} est un sous-groupe distingué de G.
Réciproquement, si H <1 G, alors ’ensemble G/H = {gH | g € G} est un groupe par rapport a opération
gH - ¢'H = gg'H, Vapplication w(g) = gH est un homomorphisme surjectif de groupes 7 : G — G/H et
Ker(m) = H.

Pour tout homomorphisme de groupes f : G — K, posons H = Ker(f). L’application f : G/H — K,
f(gH) = f(g), alors induit un isomorphisme de groupes f : G/Ker(f) — Im(f) = {f(g9) |g € G}.

(6.3.2) Théoreme (E. Artin). Soient L/K une extension de corps et G C Aut(L/K) un groupe fini
d’automorphismes de L sur K. Alors [L : LY] = |G|, P'extension L/L® est galoisienne et G = Gal(L/L%).

Preuve. Fixons a € L et posons A = {g(a)|g € G}, fa(X) = [[,c4(X —b) € L[X]. Pour tout g € G, I'action
de g induit une permutation de A, donc 9f, = f,; on en déduit que f, € LE[X]. Le polynéme f étant
séparable et f(a) =0, Pextension L/K est algébrique et séparable. Comme deg(f,) < |G| pour tout a € L,
il résulte de 5.2.10 que [L : L] < |G|. D’autre part, K C LY, donc G C Aut(L/LY) C Aut(L/K). Comme
[L: L% < o0, 0nal|G| <|Aut(L/LE)| < [L: LY (dapres 5.2.4(1)), d’ot |G| = |[Aut(L/LY)| = [L : LY] et
G = Aut(L/L%).

(6.3.3) Corollaire. Si L/K est une extension galoisienne (de degré fini) et G = Gal(L/K), alors on a
K = LC.
Prewve. On a K C LY, mais [L : K] = |G| = [L : LY] (d’aprés 6.2.2(ii) et 6.3.2).

(6.3.4) Exemple : Soit K un corps, L = K(z1,...,%,) le corps de fonctions rationnelles en n variables sur
K et G =S8, C Aut(L/K) agissant sur L (4 gauche) comme en 1.7.2. D’aprés 1.7.9, LY = K(oy,...,0,).
On déduit de 6.3.2 que l'extension K(z1,...,2,)/K(01,...,0,) est galoisienne de degré |S,| = n! et que
son groupe de Galois est égal a S,,.
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(6.3.5) Théoréme Fondamental de Théorie de Galois. Soit L/K une extension galoisienne (de degré
fini); posons G = Gal(L/K).
(i) Les formules F +— H = Gal(L/F), H — F = L définissent des bijections inverses I'une de I'autre entre
les ensembles

{F corps| K C F' C L} «— {sous — groupes H C G}

(“correspondence de Galois”). En particulier, toutes les extensions L/F sont galoisiennes.
(ii) Si F correspond & H, alors on a [L:F)=|H|, [F:K]=|G|/|H| = (G: H).
(iii) Si Fy (resp., F») correspond a H; (resp., Hs), alors on a

Iy CFy, < H; D H,.

(iv) Si F correspond a H, alors (Vg € G) g(F) correspond a gHg™!.
(v) Si F correspond a H, alors

'extension F/K est galoisienne <= H est un sous — groupe distingué de G.
Si c’est le cas, 'application “restriction a F'” définit un homomorphisme surjectif de groupes
G =Gal(L/K) — Gal(F/K), g+ g,
a noyau H = Gal(L/F), donc un isomorphisme de groupes
G/H = Gal(L/K)/Gal(L/F) — Gal(F/K).

On peut résumer cet énoncé dans le diagramme suivant:

G/H

K

Preuve. (i) Soit H C G un sous-groupe de G; posons F = L. Ona K = LY ¢ L¥ = F C L. D’apres
6.3.2, extension L/F est galoisienne, H = Gal(L/F) et [L : F] = |H|. Réciproquement, si F' est un corps,
K C F C L, alors 'extension L/F est séparable et normale, d’apres 5.2.2(iii) et 6.1.3(ii), respectivement; elle
est donc galoisienne. Posons H = Aut(L/F) = Gal(L/F); alorson a L = F (d’apres 6.3.3) et [L : F| = |H]|.
(ii) On vient de démontrer que [L : F] = |H|, donc [F : K| =[L: K]/[L: F]=|G|/|H| = (G : H).

(iii) Ceci est clair.

(iv) Soient g, h € G. Un élément x € L est fixé par h <= g(x) est fixé par ghg™
il en résulte que

!, car ghg~'g(z) = gh(x);

L9 = g(L™).

(v) Si l'extension F/K = L¥ /K est galoisienne, alors elle est normale, donc (Vg € G) g(F) = id(F) = F;
on déduit de (iv) que (Vg € G) gHg™' = H. Réciproquement, si H < G et F = L alors pour tout

g € G la restriction g|p : F' — g(F) () F est un élément de Aut(F/K). L’application g +— gz est un
homomorphisme de groupes r : G — Aut(F/K) avec noyau Ker(r) = Aut(L/F) = H. 1l en résulte que

(F s K] > [Aus(F/K)| > [lm(r)] = |G/ [Kex(r)| = GI/|H]| = [F : K],
donc [F: K| = |Aut(F/K)| = [Im(r)], ce qui démontre (v).
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(6.3.6) Corollaire. Si F = L fixons g1,...,9m € G (m = (G : H) = |G|/|H| = [F : K]) tels que
G=gHU---Ug,H; alors on a

(VBeL) Trp(B) =Y hiB), Nyr@)=]] B

heH heH

(Va € F) Tre/k(a) = Zgi(a)7 Np/k (o) = Hgi(a)~
i=1 i=1

Preuve. Proposition 5.3.2 s’applique, avec Homp_a1g(L, L) = H et Homg_a1g(F, L) = {g1,...,9gm}; C'est-
a~dire que ’ensemble des conjugués de 8 sur F (resp., de a sur K) est égal & {h(8)|h € H} (resp.,

{g1(a), -, gm(@)}).

(6.3.7) Exemples : (i) D’apres 6.2.5(i), les sous-groupes de Ss

1}

{
/{10’1} H2:{1,0'2} H3:{1,0'3}
H:Ag

S3

correspondent aux sous-corps Q C F' C Q(\s/i, p):

Q(V/2,p)
. Hs Hs
(V2) Q(pv2) Q(p*V2)

Q(p)

H
Q
N
Ona H = A3 9853, mais H; 4 S3 (j =1,2,3); Papplication sgn : S5 — {£1} induit un isomorphisme de

groupes Gal(Q(p)/Q) = S3/H = S3/A3 — {£1}.

(ii) Soit L/K = Q(v/2,v3)/Q. Les sous-groupes de G = Gal(Q(v/2,v/3)/Q) = {900, go1, 910,911} —
Z/27 x Z./2Z (cf. 6.2.5(iii)) correspondent aux sous-corps Q C F' C Q(v/2,/3):

Q
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{1} Q(v2,v3)

ﬁ)/Q(
N

G Q

{1,901} {1,910} {1,911}

(6.4) Exemples de groupes de Galois

(6.4.1) Proposition. Si K est un corps et f € K[X] un polynéme séparable unitaire de degrén > 1, alors
on a:

Gal(f) c A, <= disc(f) € K*2.

Preuve. Soient L un corps de décomposition de f sur K et aq,...,a, € L les racines de f. On a

dise(f) =d*,  d=][(ei—a;)eL*, (Vg€ Gal(f)) g(d)=segn(g)d,

1<J

donc

disc(f) e K? «—= deK* < de (L) — (YgeGal(f)) sgn(g) =1 <= Gal(f) C A,.

(6.4.2) Corollaire. Soient K un corps et f € K[X] un polynéme unitaire irréductible de degré deg(f) = 3.
Si disc(f) # 0 (ce qui est automatique si car(K) # 3, d’aprés 5.2.3(i)), alors on a

As, disc(f) € K*?

Gal(f) = { |
S3, disc(f) ¢ K*2

Plus précisement, on a la tour d’extensions

K C K(y/disc(f)) C L, Gal(L/K (/disc(f))) = As.

Preuve. L’ordre de Gal(f) C 53 est divisible par [K (1) : K] = 3, donc Gal(f) = Az ou S3. On applique
6.4.1 et le fait que d = \/dle f) appartient & L4,

6.4.3) Lemme. Soient p un nombre premier et G C S, un sous-groupe de S,,.

P P
(i) Si Paction de G sur {1,...,p} est transitive, alors G contient un p-cycle (= un cycle de longeur p).
(ii) Si G contient un p-cycle et un 2-cycle, alors on a G = Sj,.

Preuve. On va utiliser trois résultats de la théorie des groupes finis:

(A) Soient G un groupe fini agissant sur un ensemble X et x € X; posons G, = {g € G|g(z) = z} (“le
fixateur de ”) et O(x) = {g(z)|g € G} (“Iorbite de 2”). Alors |G| = |G| - |O(x)]; en particulier, |O(z)|
divise |G].

(B) Si G est un groupe fini et p un nombre premier qui divise |G|, alors G posseéde un élément d’ordre p
(“Théoreme de Cauchy”).

(C) Le groupe S,, (n > 2) est engendré par les 2-cycles (12), (23),...,(n — 1n).

(i) L’action de G sur {1,...,p} étant transitive, {1,...,p} est la seule orbite; il résulte de (A) que p divise
|G|, donc G posséde un élément d’ordre p. Mais les seules éléments d’ordre p dans S, sont les p-cycles.

(ii) On peut supposer que G contient ¢ = (12---p) et s = (ij) (i < 7). On va idéntifier {1,...,p} avec
F,; pour tout k € Z, on a cU=Dksci=Dk — (55 .1) € G, ot I'on a noté jy, =i + (j — i)k € F,. Comme
F, ={j1,...,Jp}, les 2-cycles (j1j2), ... (jp—1Jp) engendrent S,.
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(6.4.4) Corollaire. Soient p un nombre premier, K un sous-corps de R et f € K[X]| un polynéme
irréductible de degré p. Posons L = K(ai,...,qp), ol aq,...,a, € C sont les racines complexes de f.
Siar, a0 € R et as,...,ap € R, alors on a Gal(f) = Gal(L/K) = S,,.

Preuve. L’action de Gal(f) sur {1,...,p} est transitive, puisque f est irréductible; le groupe Gal(f) C S,
donc contient un p-cycle, d’apres 6.4.3(i). Comme K C R, la conjugaison complexe c(a+bi) = a—bi (a,b € R)
définit un élément de ¢ € Homg_a15(L, ¢(L)) = Hompg_a1g(L, L) = Gal(L/K) = Gal(f) (Pextension L/K
étant normale, on a ¢(L) = L). Les hypotheses sur les racines de f entrainent que c agit sur {1,...,p}
comme un 2-cycle; on peut donc appliquer 6.4.3(ii).

(6.4.5) Exemple : Le polynome f(X) = X° — 6X + 2 € Q[X] est irréductible sur Q, d’apres le critere
d’Eisenstein. Comme f a 3 racines réelles, son groupe de Galois (sur Q) est égal a Gal(f) = Ss.

(6.4.6) Théoréme. Soit f € Z[X] un polynéme unitaire de degré n > 1. Soit p un nombre premier;
on note f = f (modp) € F,[X] la réduction de f modulo p. On suppose que f est séparable ( <=
p {disc(f)) et on écrit f = f,--- f,, out chaque f, € F,[X] est un polynéme irréductible (sur F,) de degré
n; (ny +---+n,. =n). Alors le polynéme f est séparable et Gal(f) C S,, contient un élément c; - - ¢, ol
c1,...,c. sont des cycles a supports disjoints, de longeurs ny,...,n,.

“Preuve”. Si’l y a assez de temps, on va démontrer un résultat plus général dans la deuxieme partie du
cours.

(6.4.7) Exemple : Soit f(X) = X° — X + 1 € Q[X]; posons G = Gal(f) (sur Q). La factorisation
f(mod2) = (X? + X +1)(X® + X? + 1) (voir 4.1.3(iii)) montre que G C S5 contient un élément de la
forme g = (ab)(cde), donc aussi le 2-cycle g3 = (ab). On peut vérifier que le polynéme f (mod3) € F3[X]
est irréductible sur F3 (par exemple, 1’algorithme de division montre que pged(f(X), X? — X) =1, donc f
n’a aucun facteur irréductible de degré 1 ou 2, d’apres 4.1.2(ii)). Il résulte de 6.4.6 que G aussi contient un
5-cycle, donc G = S5, d’aprés 6.4.3(ii). On peut également vérifier que f (mod5) € F5[X] est irréductible
sur Fg:

(6.4.8) Exercice. Si p est un nombre premier et a € F}, alors le polynome f(X) = X? — X + a est
irréductible dans F,[X]. [Indication: f(X +1) = f(X).]

(6.4.9) Exemples de groupes finis : (i) Le groupe cyclique d’ordre n > 1: C,, = {0,02,...,0" = 1}.
(ii) Le groupe diédral d’ordre 2n > 4: Dy, = C, U7C,, oit 72 = 1,707~ ! = 0. Le groupe Ds, est le
groupe des isométries d’un polygone régulier a n co6tés. L’action de Do, sur les sommets du polygone définit
un homomorphisme injectif de groupes Ds,, — S,,. Par exemple, Dg C S, contient un 4-cycle o et un 2-cycle
T, mais Dg 7é S4.

(iii) Le groupe GL,(R) des matrices inversibles (n x n) sur un anneau (commutatif, unitaire) fini R.

(iv) Son sous-groupe SL,(R) = {g € GL,(R)|det(g) = 1}.
( ~

v) Le groupe d’isomorphismes affines R” — R sur un anneau fini R:
GA,(R)={x—Uz+a(x € R")|U € GL,(R), a € R"}.
La formule f(z — Uz + a) = U définit un homomorphisme surjectif de groupes
f:GA,(R) — GL,(R),
dont le noyau est égal au groupe des translations x — x + a, isomorphe & (R",+). Comme

U a V b UV Ub+a
UVzx+b+a=UVz+ (Ub+a), = ,
0 1 0 1 0 1

on peut aussi considérer GA, (R) comme le sous-groupe

U a
{( ) ‘UeGLn(RLaeR"} C GLp1(R).
0 1
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(vi) En particulier, Paction naturelle du groupe

u a
GAi(R)={z—ur+a(r€R)|ue R, a€ R} — {(0 1) ueRﬁaeR} C GLy(R)
sur R définit un homomorphisme injectif de groupes GA;(R) < S|g| (des que I'on choisit une numérotation
des éléments de R).
Par exemple, si p est un nombre premier et R = F,,, on obtient ainsi un sous-groupe GA,(F,) C S,
d’ordre [Fy| - [Fp| = p(p — 1).
Un autre exemple : pour tout entier n > 2, le sous-groupe

+1 a
{xl—»:l:x—!—a(er/nZHaEZ/nZ};{( )
0 1

a€ R} C GA{(Z/nZ)

est isomorphe & Ds,,. En particulier, GA;(Z/nZ) —~~ Ds, pour n = 3,4,6.

(6.4.10) Exercice. Montrer qu’un sous-groupe G transitif de Sy (resp., de Ss) est isomorphe a Cy X
02704,D87A4 ou S4 (resp., ) C5,D10,GA1(F5)7A5 ou 55) La I‘éCipI‘OqllG est VI‘E)j, si G 7é CQ X CQ (Cf
6.2.5(iii)).

(6.4.11) Exercice. Soient K un corps et f € K[X] un polynéme irréductible séparable de degré deg(f) = 4;
posons F' = K[X]/(f) (donc [F : K| =4). Montrer que:

il existe un corps K C E C F tel que [E: K] =2 <= Gal(f) = Cy x C2,Cy ou Ds.

(6.5) Corps finis

(6.5.1) Théoréme. Soient p un nombre premier et n > 1 un entier.

(i) L’extension Fpn /F,, est galoisienne. Son groupe de Galois est cyclique d’ordre n, engendré par 'applica-
tion de Frobenius ¢(x) = 2P, Gal(Fpn /F},) = {p, 92, ..., " = 1}.

(ii) Tout sous-groupe de Gal(F,n /F,) est cyclique d’ordre n/m (ot m est un diviseur de n), engendré par
©™. Son corps fixe est égal 4 Fym et on a Gal(Fpn /Fym) = {p™, @*™ ... om™ = 1}.

Preuve. (i) Pour tousm=1,...,n—1, on a

{2 € Fpn | @™ (x) = 2}| = |[{racines de XP" — X dans Fp» }| < deg(XP" — X) = p™ < p",

donc ¢, p?,...,¢" 1 #£1 € Aut(Fpn /Fp). On en déduit que

n=[{e,¢% .. 0" = 1 < |[Aut(Fpn /F)| < [Fpe : Fy)] =1,

d’ou les égalité {p, ¥?,...,¢" =1} = Aut(Fpn /Fp) = Gal(Fpn /F,).
(ii) 11 est bien connu que tout sous-groupe H du groupe cyclique d’ordre n engendré par ¢ est aussi cyclique,
engendré par ™ (ot m|n). D’apres 4.3.1(ii), le corps fixe de H est égal &

FIL = (o€ By |4 = 2} = By
donc Gal(Fpn /Fpm) = H d’apres 6.3.2.
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(6.5.2) Corollaire. Sous les hypothéses de 6.5.1, soient ¢ = p™ une puissance de p et d > 1 un entier.
Alors: (i) Le groupe Gal(F,/F,) est cyclique d’ordre d, engendré par pq(x) = ¢™(x) = x9.

(i) (Vo€ FL) Ne e, () = 2 o = =0/,

(ili) Six engendre F},, alors sa norme Nr _,/F, (z) engendre . En particulier, I’homomorphisme NF . /F,
F;d — F7 est surjectif.

Preuve. (i) Ceci est une réformulation de 6.5.1. (ii) On applique 6.3.6. (iii) L’ordre de = étant égal & ¢¢ — 1,
celui de z(2"~1D/(4=1) et égal & ¢ — 1.

(6.6) Racines de 'unité
(6.6.1) Fixons un corps K. Pour tout entier n > 1, on va noter

un(K)={ae K|a" =1}

I'ensemble de racines n-iemes de I'unité appartenant & K. Si car(K) =p > 0 et n = p* - m, p{ m, alors la
formule X" — 1= (X" — l)pk € K[X] montre que pi,(K) = pm(K).

On va considérer les polynomes ®,,(X) € Z[X] (voir 1.6.4 ci-dessus) comme des éléments de K[X]; la
formule de factorisation 1.6.4(i)

(vn>1)  J[®a(X)=X"-1€ K[X] (6.6.1.1)
d|n

est valable dans K[X]. Fixons un corps de décomposition K (p,) du polynéme X™ — 1 sur K et posons
Hn = Mn(K(Mn))
(6.6.2) Proposition. Soient K un corps et n > 1 un entier tel que car(K) { n.
(i) Le polynéme f(X)= X" — 1 € K[X] est séparable.
(ii) Pour tout corps F D K (i), le groupe jui,,(F) est cyclique d’ordre n; soit u2 (F) ensemble de générateurs
de pn(F). Fixons ¢, € pl(F); alors on a

p2(F) ={¢*|1 < a < n, pged(a,n) = 1} = {racines de ®,(X) dans F}.

(iii) Soit {, un générateur de p,; alors on a K(u,) = K((,) = un corps de décomposition du polynéme
b, (X) sur K.
(iv) L’extension K(u,)/K est galoisienne. Il existe un homomorphisme injectif de groupes

Xn : Gal(K (pin)/K) — (Z/nZ)" = GL1(Z/nZ)

tel que
(V¢ € pn) (Vg € Gal(K (1n)/K))  g(¢) = (9.

(v) L’extension K (u,)/K est abélienne.

Preuve. (i) D’apres 3.5.11, il suffit de vérifier que 1 = X" — (X" —1) = n ' X f/(X) — f(X) € (f, f') (Ventier
n étant inversible dans K).

(ii) D’apres 4.2.2, le groupe p,(F) est cyclique. Il résulte de (i) que les racines de f sont distinctes, donc
|in (F)| = deg(f) = n. Si ¢, € pl(F), alors on déduit de (6.6.1.1) que

(Ym=1,....n—1) ("=1#0 = (Vm=1,....,n—1) ®,,(¢,) #0,

n

donc ®,,(¢,) = 0. On vient de démontrer que ud(F) = {¢¢|1 < a < n, pged(a,n) = 1} est contenu dans
I'ensemble des racines de ®,,(X) dans F; les deux ensembles ayant la méme cardinalité |l (F)| = ¢(n) =
deg(®,,), il sont égaux.

(iii) Comme g, = {(n, 2, ..., ¢" = 1}, on a K(u,) = K(¢,) = K1), le dernier corps étant un corps de
décomposition de ®,,(X) sur K, d’apres (ii).
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(iv) L’extension K (u,,)/K est galoisienne, puisque K (p,,) est un corps de décomposition (sur K') du polynéme
séparable X" — 1 € K[X] (voir 6.2.3(i)). Fixons ¢, € p® (= une racine de ®,,(X) dans K(u,)). Pour tout
g9 € Gal(K(un)/K), on a

=g
donc il existe un élément (unique) a € (Z/nZ)* tel que ¢(¢,) = ¢*. Tout élément ¢ € u, s'écrit comme
¢ = CZ (1 <b < n); il en résulte que

(0) =0,

9(¢) = g(¢h) = g(¢n)? = (20 = ¢*.

En particulier, I’exposant

Xn(9) :=a € (Z/nZ)"
ne dépend pas du choix de ¢, € uY. L’application

Xn : Gal(K (pn)/K) — (Z/nZ)*

ainsi obtenue est un homomorphisme de groupes, puisque si g,¢’ € Gal(K (u,)/K) et ¢ € py,, alors on a

(99")(Q) = 9(g'(Q)) = g(¢¥"9)) = g(¢)*»(9) = (@ )xnld) = X @xald) =y, (gg") = xn(9)Xn ()

Si g € Ker(xn), alors on a g(¢,) = (,, donc g(a) = o pour tout élément o € K((,) = K(un), dot g = 1.
(v) Gal(K (pn,)/ K) est isomorphe au sous-groupe x,(Gal(K (u,)/K)) du groupe abélien (Z/nZ)*.

(6.6.3) Proposition. Si K = Q et n > 1, alors on a:

(i) Le polynéme ®,,(X) est irréductible sur Q.

(ii) L’homomorphisme X, : Gal(Q(u,)/Q) — (Z/nZ)* est un isomorphisme.
(iii) Simln, alors x, induit un isomorphisme de groupes

Gal(Q (1) /Qpm)) <> {a € (Z/nZ)" |a =1 (modm)}.

Prewve. (i) Si n = p* (p premier), voir 3.1.5. En général, supposons que f(X) € Z[X] soit un facteur
irréductible unitaire de ®,(X) = f(X)g(X) (deg(f) > 1); fixons une racine ¢ € Q(u,) de f(X). Soit
p 1 n un nombre premier; on va montrer que f(¢?) = 0. Sinon, on a g(¢?) = 0 (car ®,(¢?) = 0). Posons
h(X) = g(XP) € Z[X]; alors f divise h dans Q(X), puisque h({) = 0 et f est le polynéme minimal de ¢ sur
Q. Le polynéme f € Z[X] étant unitaire, algorithme de division montre que f divise h dans Z[X]. Il en
résulte que la réduction modulo p f = f (modp) € F,[X] divise h(X) = g(XP) = g(X)? dans F,[X]; en
particulier, si r € F,[X] est un facteur irréductible non constant de f, alors on a r?[fg = @, € F,[X], ce
qui est impossible, puisque ®,, € F,,[X] est séparable, d’apres 6.6.2(i).

Si a > 1 est un entier, pged(a,n) = 1, alors a = p; - - - py est un produit de nombres premiers p; 1 n,
donc f(¢*) = 0, par récurrence sur k. On vient de démontrer que tout élément de u est une racine de f,
donc f = ®,,.

(ii) D’apres (i), le polynéme minimal de ¢, sur Q est égal & ®,,(X), d’ou

[(Z/nZ)"| = p(n) = deg(®n) = [Q(Cn) : Q) = [Q(un) : Q] = |Gal(Q(un)/Q)]-

L’homomorphisme yx,, étant injectif, il est donc surjectif.

(iii) Ceci est une conséquence de (ii).

(6.6.4) En particulier, si n = p est un nombre premier, le groupe Gal(Q(u,)/Q) — (Z/pZ)* est cy-

clique d’ordre p — 1. Par exemple, le groupe (Z/7Z)* est engendré par 3 (mod7), donc Gal(Q(u7)/Q) =

{0,0%,...0% =1}, ot 0(¢) = 3 (¢ € puy); cf. 1.6.7.

(6.6.5) Exemple (Sommes de Gauss) : Fixons un nombre premier p > 2. Le groupe G = Gal(Q(u,)/Q)
p—1

étant cyclique d’ordre p — 1 = 2%, il existe un seul sous-groupe H C G d’ordre *5=, donc il existe une
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unique sous-extension Q C F C Q(u,) de degré [F : Q] = 2, a savoir F' = Q(u,)H. Fixons un générateur
g € G; alors H est engendré par g2. Posons (, = e2m/P et

7= (-1 ¢(G) = (-1 ¢ € Q) (a=xp(9) € (Z/pZ)")

j=1

(il est facile de voir que 7, ne dépend pas du choix de g). Comme

p—1 P
+1 k lc

§ J § Cp —Tp,

j=1 k=2

on a
gz(Tp) =Tp = Tp € Q(NP)H =F
g =7 = 7, €Q(m)" =Q.

Par exemple, on a calculé en 1.6.6-7 les valeurs

=G-G=iV3, Tm=G-C-C+G=V5 o m=G+E-C+G-G-¢=iVT

En général, on peut montrer que I'on a 77 = (=1)P=D/2p et

+v/D p=1 (mod4)
"o {—H\f p =3 (mod4).

Plus généralement, si r|(p — 1) et a € u, on peut considérer la somme

Z o’ ¢7(G) € Q(pp, pir) = Q(tipr)

Le méme calcul que plus haut montre que l'on a (cf. 1.6.7)

mp(a, 9)" € Q(ur)-

(6.6.6) Exemple (Gauss) : Le groupe G = Gal(Q(u17)/Q) — (Z/17Z)* est cyclique d’ordre 16 = 24,

engendré par g : ¢ — (3 (¢ € p17). Les sous-groupes de G

G:H03H13H23H33H4:{1},

o H; = {g;, 93, .. ,9]2-473' =1} est engendré par g; = g2, correspondent aux sous-corps K; = Q(u7)i de

Q(m7)/Q:
Q=KyCK; CKyCK;3CKy=Q(u17).
Posons ¢ = (17 = e2™/17 et
2477 ;
4 = Triey i, (O = 3 o0 = 30 ¢,
ccH; k=1
On a K; = Q(a;) et [K; : Kj—1] = 2. Les conjugués de a; sur K;_; sont a; et a} = g;_1(a;), puisque

Hj—l = Hj @] gj—lHj~ Explicitement, on a
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Cl():—l

a1 =CH+O+ I+ 2
ag = ¢+t ¢+
a3=C+C71:200s?—’7T

ag = ¢

]
Il
|
—

CHT+C+C+ P+ T+ P+
C+E+ (P4
74_’_44

=

=]

I
J\‘,J\,
=

S S
S5 S S S
Il

En particulier, a; + a;- = a;_1; on peut calculer explicitement les produit b;_; = aja;- € K;_1, donc obtenir
le polynéme minimal (X —a;)(X —a}) = X2—a;_1X +bj_1 de a; sur K;_; (cf. [Es], p.149-150). Le résultat

final

16cos§;1+ﬁ+\/342\/ﬁ+\/68+12\/ﬁ4\/342\/ﬁ8\/34+2\/ﬁ

permet de construir le polygone régulier a 17 cotés a la regle et au compas.
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7. Résolubilité des équations par radicaux

(7.1) Extensions de Kummer

(7.1.1) Proposition. Soient K un corps, n > 1 un entier tel que car(K) {n et a € K*. Soit L un corps de
décomposition du polynéme X™ — a sur K. Alors on a:

(i) L’extension L/K est galoisienne.

(ii) Le groupe p,(L) est cyclique d’ordre n; fixons un générateur ¢, € p,(L).

(ili) Fixons une racine o = {/a € L de X" —a; alors on a X" —a = [[]_ (X = {Ja) et L = K((y,a) =
K (Gn, /) = K(jin, /a).

(iv) Sige€ Gal(L/K), alors on a

9G) =9, gla) =9, x(9) =xalg) € (Z2/nZ)*,  clg) € Z/nZ

(x(g) C(g)>
Aig—
0 1

est un homomorphisme injectif de groupes

et Iapplication

A Gal(K (pin, V/a)/K) — GA1(Z/nZ).

(v) Si K = K(u,) (< K contient n racines n-iémes de I'unité), alors on a L = K({/a) et I'application
¢: g c¢(g) est un homomorphisme injectif de groupes

c:Gal(K(Va)/K) — Z/nZ

et le groupe Gal(K ({/a)/K) est cyclique, d’ordre un diviseur de n.
(vi) En général, on a un diagramme commutatif

(1} — Gal(K(un, Ya)/K(a)) — Cal(K (o, Va)/K) — CGal(K(u)/K) — {1}

I b b

{1} — Z/nZ — GA,(Z/nZ) — (Z/nZ)* — {1}

Preuve. (i) Le méme argument qu’en 6.6.2(i) montre que le polynéme X" — a est séparable, donc 6.2.3(i)
s’applique.

(ii), (iii) Soient a1 = «, ...,y € L les racines (distinctes) de X™ — a dans L; alors on a {aj/a|l1 < j <
n} = un(L), ce qui démontre (ii) et (iii).

(iv) D’aprés 6.6.2(iv), on a g(¢n) = X9 (x(g) € (Z/nZ)*). Comme g(a) est une racine de X™ — a, on a
9(@) = 29, c(g) € Z/nZ. Soient g, g € Gal(L/K); alors on a x(g¢') = x(g)x(g') (d’apres 6.6.2(iv)) et

Gl = (99')(@) = 99/ () = 9(¢1Va) = 9(G) " g(a) = U o = c(gg) = x(9)el9') + (o),

donc

) x(99')  lg9) x(9) @)\ (x(g) clg)
Agg') = =

) = Mg)A(g)-
0 1 0o 1 0 1

Si g € Ker()), alors on a g((,) = ¢, et g(a) = o, d’ott g(x) = x pour tout z € K((,,«) = L, ce qui démontre
I'injectivité de .
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(v) Si g, C K, alors on a L = K({/a) et x(g) = 1 pour tout g € Gal(L/K), ce qui entraine que ¢ est un
homomorphisme de groupes (injectif, d’apres (iv)): c(gg’) = c(¢') + c(g) (9,9’ € Gal(L/K)). 1l en résulte
que Gal(L/K), étant isomorphe & un sous-groupe de Z/nZ, est cyclique d’ordre un diviseur de n.

(vi) Ceci est une conséquence de (iv), (v) et 6.6.2(iv).

(7.1.2) Exemple : Soit p un nombre premier. Le corps de décomposition du polynéme (irréductible)
f(X) = XP -2 € Q[X] sur Q est égal & L = Q((p, ¥/2) C C. Les degrés [Q(¢p) : Q] = p—1 et
[Q({/2) : Q] = p étant premiers entre eux, on a [Q(¢y, ¥/2) : Q] = p(p — 1) = |GA;(F,)|. 1l en résulte que

I’homomorphisme injectif

Gal(f) = Gal(Q(Gp, ¥/2)/Q) = GAL(F,)
est un isomorphisme.

(7.1.3) Proposition. Soient K un corps, n > 1 un entier tel que car(K) {tn et u, C K. Si L/K est une
extension cyclique d’ordre n, alors il existe a € K* tel que L = K(/a).

Preuve. Fixons un générateur o (resp., (,) du groupe cyclique G = Gal(L/K) (resp., de p, = pn(K)).
Soit wy,...,w, une base de L/K; comme le discriminant D(wy,...,w,) = det(B)? # 0 (d’apres 5.3.9(i)),
la matrice B = (0%(w;))1<ij<n € My,(L) est inversible. On en déduit qu’il existe un élément de la base
x € {wy,...,w,} dont la résolvante de Lagrange

n—1
a=YClo'@) =+ o(@) + o+ T (@) € L
i=0
ne soit pas nul. Comme

o(a) =o(@) + ¢ o®(@) + -+ G e = Gaa,

onaa:=a" € LY =K. Les éléments conjugués {a,o(a),...,c" )} = {a,ua, ..., (" Ha)} & a étant
distincts, on a [K(«) : K] >n=[L: K|, donc L = K(«).

(7.1.4) Proposition. Soient K un corps, n > 1 un entier tel que car(K) { n et L/K une extension
galoisienne (de degré fini). Alors le groupe Gal(L(py,)/K (1)) est isomorphe a un sous-groupe de Gal(L/K).

Preuve. D’apres 6.2.3(ii), L est un corps de décomposition (sur K) d’un polynéme séparable f € K[X]; alors
L(y,) est un corps de décomposition de f sur K (uy,). La restriction d’'un élément g € Gal(L(un)/K (un))
a L est un élément de Gal(L/K); ceci définit un homomorphisme de groupes f : Gal(L(un)/K (pn)) —
Gal(L/K). Soient oy, ...,a, € L(uy,) les racines de f dans L(py,); alors on a L = K(aq, ..., ) et L{u,) =
K(pn)(o1,...,a,). Sig € Ker(f), alors on a g(oj) = a; (j =1,...,7), donc g = 1. L’homomorphisme f
est donc injectif, d’ou le résultat.

(7.1.5) Exercice. Soit p un nombre premier. Montrer que le corps de décomposition du polynéme f(X) =
X* —p e Q[X] sur Q est égal a L = Q(i, ¢/p) C C et que Gal(L/Q) — GA(Z/AZ) — Dsg. Expliciter
P’action de Dg sur L.

(7.2) Groupes résolubles

(7.2.1) Définition. Un groupe G est résoluble s’il existe une suite finie de sous-groupes G = Go D G1 D
<D G ={1} (k < 00) telle que G411 < G; et G;/G;41 soit abélien pour tousi =0,...,k— 1.

(7.2.2) Exemples : (i) Un groupe abélien G est résoluble: G D {1}.

(ii) G = GA1(R) est résoluble: G D Gy = (R, +) D {1}, G/G1 — R*.

(iii) G = S5 est résoluble: S3 D Az D {1}.

(iv) G = Sy est résoluble: action de Sy sur les polynémes yi,y2,y3 que on a défini en 1.4.1 donne un
homomorphisme surjectif de groupes 7 : Sy — S3, dont le noyau est isomorphe a C5 x C5. On obtient donc
une suite de sous-groupes Sy O Ay D Cp x Cy D {1} (voir [Es], 10.8).
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(v) Un groupe simple non abélien n’est pas résoluble (rappel : un groupe G est simple si G ne posséde
aucun sous-groupe distingué H # G, {1}).

(vi) Tout sous-groupe H C G d’un groupe résoluble G est résoluble (on prend H; = H N G;).

(vii) L’image d’un groupe résoluble G par tout homomorphisme de groupes f : G — K est résoluble (on
prend f(G)i = f(Gy)).

(viii) Pour tout n > 5 le groupe A,, est simple. Il résulte de (v) (resp., de (vi)) que A, (resp., S,) n’est pas
résoluble pour n > 5.

(ix) Tout groupe d’ordre p™ (ol p est un nombre premier) est résoluble.

(7.2.3) Lemme. Un groupe fini G est résoluble <= il existe une suite de sous-groupes G = Hy D -+ D
H; = {1} telle que H;1 < H; et Hj/H, 1 soit cyclique d’ordre premier pour tous j =0,...,1 — 1.

Preuve. 11 suffit de démontrer “=": si G; est une suite de sous-groupes de G comme en 7.2.1, on construit
pour tout i une suite de sous-groupes intermédiaires G; = K§ D Ki D --+ D Kﬁ = Gj41: on choisit K;+1 un
sous-groupe distingué maximal de K} contenant G; 1. Le quotient KJ’: / K} 41 est un groupe simple abélien,
donc cyclique d’ordre premier. On obtient la suite Hy = K > Hy = K{ > --- > KX D K§ D --- D {1}
recherchée.

(7.3) Extensions radicales

(7.3.1) Définition. Soit K un corps.
(i) Une extension L/K de degré fini est une extension radicale s’il existe des extensions

K:KoC-~-CKj:K(al,...,aj):Kj,l(aj)C-~-CKm:L

7y

telles que pour tous j = 1,...,m il existe un entier n; > 1, car(K) { n;, tel que a; := ;

Kj = K;1( ny/a;))-

(ii) Soit f € K[X] un polynéme séparable. On dit que ’équation f(X) = 0 est résoluble par radicaux
sur K s’il existe une extension radicale L de K contenant un corps de décomposition de f (<= contenant
toutes les racines de f).

EKJ‘,1 (<:>

(7.3.2) Lemme. Toute extension radicale de K est contenue dans une extension radicale L/K ayant les
propriétés suivantes:

(i) L’extension L/K est galoisienne.

(ii) Ky = K(pn), ot car(K) t n.

(ili) Pour tous j =1,...,m, K; = K;_1(y/a;) (a; € Kj_1).

Preuve. On remplace, d’abord, chaque corps Kj1 par K;(u,), ot n = ppem(ni,...,ny,). Le (nouveau)
corps Ky = Ki(w/ar) = Ki(y/ a?/nl) est une extension galoisienne de K7 = K(u,). Ensuite, on ajoute
toutes les racines n-itmes des éléments o(az)™™2, ot ¢ € Gal(Ky/K1), etc. [Par exemple, I'extension

Q(V2+ v/5)/Q est contenue dans L = Q(pu12, 0" V2 +ikv/5; 5 =0,1,2, k = 0,1,2,3).]

(7.3.3) Théoréme. Soient K un corps et f € K[X] un polynéme séparable.

(i) Si I’équation f = 0 est résoluble par radicaux sur K, alors le groupe de Galois Gal(f) (sur K) est
résoluble.

(if) Si Gal(f) est résoluble est son ordre n’est pas divisible par car(K), alors I’équation f = 0 est résoluble
par radicaux.

Preuve. (i) Soit F' un corps de décomposition de f sur K. D’apres 7.3.2, il existe une extension radicale
L/K contenant F' ayant les propriétés (i)—(iii). Posons G = Gal(L/K) et G; = Gal(L/K;) (j =0,...,m).
Pour tous j = 0,...,m — 1, Pextension K;1 = K;({/a;11) est galoisienne (donc Gj+1 < Gj) et le groupe
Gal(Kj41/K;) = G;/G,j41 est abélien, d’apres 7.1.1(v) (resp., 6.6.2(v)). Il en résulte que G est résoluble,
donc son quotient Gal(f) = Gal(F/K) = G/Gal(L/F) est aussi résoluble, d’apres 7.2.2(vii).

(ii) Posons n = |Gal(f)|. Soit F un corps de décomposition de f sur K; alors F(u,) est un corps de
décomposition de f sur K(u,) et Gal(f(un)/K (1)) est un sous-groupe de Gal(f) = Gal(F/K) (d’apres
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7.1.4), donc résoluble. L’extension K(u,)/K étant radicale, on peut remplacer K par K(u,) et supposer
que p, C K. Il résulte de 7.2.3 qu’il existe une suite de sous-groupes Gal(f) = G = Hy D --- D H; = {1}
telle que (V§j = 0,...,0 —1) Hj41 < Hj et Hj/Hj11 — Z/p,;Z, ou p; est un nombre premier. Posons
K; = FHiionaalors K=K CK, C---CK, =Fet Gal(K y1/K;) = H;j/Hj+1 AN Z/p;Z. Comme p;
divise |G/, on déduit de 7.1.3 que K11 = K;( »/a;11) (aj+1 € Kj), donc F/K est une extension radicale.

(7.3.4) Exemple : L’équation f(X) = X® — X +1 = 0 n’est pas résoluble sur Q par radicaux, puisque le
groupe Gal(f) = S5 (voir 6.4.7) n’est pas résoluble.

(7.3.5) Equation générale de degré n. Soient F un corps, L = F(z1,...,2,) le corps de fonctions
rationnelles en les variables z1,...,z, et K = L = F(oy,...,0,) le sous-corps de fonctions rationnelles
symétriques. On sait (voir 6.3.4) que extension L/K est galoisienne et Gal(L/K) = S,,. Plus précisement,
L =K(x1,...,z,) est un corps de décomposition (sur K) du polynéme séparable

fX)=(X—21) (X —2,) = X" = X" P+ X" % — ..+ (=1)"0, € K[X].
Comme S, n’est pas résoluble pour n > 5, il résulte de 7.3.3(1) que “I’équation générale”

X" — o X" o X2 (-D)", =0

sur K = F(o01,...,0,) n’est pas résoluble par radicaux pour n > 5.
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