TERMINALE MATHEMATIQUES EXPERTES

DIVISIBILITE & CONGRUENCES

I Divisibilité dans Z

@ Rappel.

B OO0 OE oottt e

B OO0 0UC oottt

—~ Définition 1.

Soient a et b deux entiers relatifs, b # 0.

On dit que b divise a lorsqu’il existe ..........co i

On dit QUSST QUE &« ettt e e

OU CIICOTE UL & .ttt ettt ittt ittt it ie e te s te e anesooeeaseonesennsenns

Exemple 1.

Exemple 2.

» Les diviseurs de 1 SOnt : ..ot

» Il existe deux entiers qui divisent tout entier n; ....... ... ... . il

En effet, pour tout entier n, on a : ...

1. Montrer que, pour tous entiers relatifs p et g, le nombre 14p? — 35q est divisible par 7.

IATEX 2¢



TERMINALE MATHEMATIQUES EXPERTES DIVISIBILITE & CONGRUENCES

2. Déterminer les entiers naturels n tels que 4 divise n 4 13.

3. Prouver que pour tout entier n, 6n + 5 n’est pas divisible par 3.

Raisonnons par 1’absurde.

SUPPOSOIIS (U .+« + ottt ettt ettt et e e e e et e e e e et e et e e e e e e e e e e e e e e e

Il existerait donc un entier k tel qUE 1 .. .. o e e

Mais alors, k et 7 Lant @NtIETS, ... ..ot e e e e e

et la derniere égalité eXPrime QUE . ... ...ttt e et e et e e e e e e e
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— Propriété 1.

Soient a et b deux entiers relatifs, b # 0.

Preuve.

L. SE D diVISE @, BlOTS .ttt ettt

Mais AlOTS, O & AUSST & ..ttt ettt ettt et e et e e e e e e e e e e e e e e e

2. Si b diVISE @, AlOTS ...

Mais AlOTS, O & ATISST & .\ vttt ettt ettt et ettt e ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

COIMIMNE .ottt e

Propriété 2.

Soient a et b deux entiers relatifs, b # 0.

Preuve.

L. ST D diVISE @, AlOTS .ttt ettt

OO0 8 dOMIC 1 oottt

ComIme @ 7 0, O & 1 K oottt ettt e e e e e e

TL SUIE AlOTS UE 1 .ttt e e e e e e e e e e e e

2. Si b divise a et a divise b, alors d’apres 1, on a :
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— Propriété 3.

Tout entier relatif non nul 7 posséde ........ ..o

L’ensemble de ces divISEeUurs Se NOLE 1 ..ottt

Preuve. (dans le cas o n est un entier naturel non nul)

Notons d un diviSeur de 7. .. ..ottt

D’apres la propriété 2, 0N a @ ... e

Ainsi, dans tous les cas, 'entier d est compris entre ...............ccociiiiiiiin...
L’entier d (non nul) appartient donc & 'ensemble : ......... ... ... . L

Ainsi, Uentier 1 possede au PIUS ... ...ttt

Exemple 3. Déterminer les entiers relatifs n tels que 4n — 7 divise 9.

» L’ensemble des diviseurs de 9 est : ... .

» On cherche donc ....... i e
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Exemple 4. Déterminer les couples d’entiers naturels (a; b) tels que a® — b? = 20.

» Remarquons d’abord qUE : .. ... .o

Par suite, si le couple (a; b) est solution, alors :

» L’ensemble des diviseurs positifs de 20 est 1 .. ..o

» Comme a—b et a+b appartienient & .. ...

comme leur produit doit valoir 20 et comme ............ i , les seules possibilités sont :

On vient ainsi de PrOUVET (UE, . ... .uouut ettt et et et e et et et e et e e e e e

A On a raisonné en utilisant uniquement des implications.

Il est nécessaire de vérifier & présent que le couple (6 ; 4) est effectivement solution de 1’équation.
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TERMINALE MATHEMATIQUES EXPERTES DIVISIBILITE & CONGRUENCES

,—[Propriété 4 (Transitivité) J N

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs, avec a # 0 et b # 0.

Preuve. Si a divise b et b divise ¢, alors :

On peut Alors ECTITe 1 ...

Comme k et k' SONt des ENEIETS, . ...\ttt e e e e e

€t € apparalt COMINE TIL ... ..ottt ettt ettt e ettt e e e et et e e e ettt e e e e e e e e e

AUErement dit, ... ... e e e e e e e e |

Exemple 5.

» Prouver que 1001 ne possede aucun diviseur pair.

Raisonnons par 'absurde en SUPPOSANG ... .. ...ttt
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,—(Propriété 5 (Divisibilité & combinaison linéaire).J \

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs, avec a # 0.

Exemple 6. Prouver que si un entier d divise deux entiers consécutifs, alors d =1 ou d = —1.

N O OTIS .« vttt ettt e et e et e e e e e les deux entiers consécutifs que divise d.
L7070/ c S
d’apres la Proprifté D, ON & 1 ...
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Exemple 7. Onpose: a=n+7 et b= 3n+ 32. Déterminer les entiers relatifs n tels que a divise b.

.. M¢éthode. Dans ce genre de question classique, 'idée consiste a trouver
une combinaison linéaire de a et b indépendante de n.

B ON TEIMATGUE (UE I .ttt ettt ettt et ettt et e et e e e e e e e e e e e e e et e e e e e e e e e e

» Sia divise b, alors

A On a raisonné en utilisant uniquement des tmplications.
I1 est nécessaire de vérifier a présent que pour chaque valeur
de n trouvée, a divise effectivement b.

n =

a=n+7=
b=3n+32=

a divise b?

Ainsi, les solutions sont
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II Division euclidienne

,—(Déﬁnition et propriété 6.]

Soient a et b deux entiers naturels, avec b # 0.
B S 1
B e e e e

@ Attention, il existe plusieurs écritures de 1a fOIIE : ... ... .. .. i e

Mais dans ces écritures, ......................

Par exemple :
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Exemple 9. Soit n un entier naturel.

Déterminer, selon les valeurs de n, le quotient et le reste de la division euclidienne de 7n + 5 par 3n + 1.

" Méthode. On commence par chercher une écriture de la forme :

Pour tout entier naturel 7, ON & : ...t e e e e

» Cette écriture correspond a la division euclidienne de 7n + 5 par 31 4 1 SSI oottt e
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Exemple 10. Soit n un entier naturel (n > 2).
1. Vérifier que : (4n — 3)? =8(2n% — 3n) + 9.

2. Cette écriture traduit-elle 'écriture de la division euclidienne de (4n — 3)? par 8 ? Préciser le quotient et le reste.

B L galitl .o
» On peut alors la transformer : (47 — 3)% = 8(21n2 — 31) 4«0ttt
Cmard T o
Comme ................... , cette derniere écriture correspond & . ...
Le quotient est donc ........ ... .. i etleresteest ... ..

3. Déterminer les entiers naturels n > 2 pour lesquels I'écriture du 1. est celle de la division euclidienne de (4n — 3)? par
(2n? — 3n).

Légalité (4n —3)? = 8(2n% — 3n) +9 correspond & la division euclidienne de (4n — 3)? par (2n? —3n) ssi .............
Or, le diSCTIIMINANT . ..ottt et e et e e e e et e et e e e e e e e e e e
x —00 +00
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Exemple 11. Prouver que pour tout entier naturel n, n? + 1 n’est pas divisible par 3.

...+ Méthode.
Dans la division euclidienne d’un entier naturel n par 3, les restes possibles sont :

Par suite, étant donné un entier naturel n, n s’écrit nécessairement sous I'une des formes suivantes :

On procede alors par disjonction de cas, en vérifiant que dans chaque cas, n? + 1 n’est pas divisible par 3.

Soit n un entier naturel. Dans la division euclidienne . ....... ... i

les Testes POSSIDIES SONt 1 .. ... e e

n s’écrit nécessairement sous 'une des forme SUIVAILES 1 ... ottt
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Exemple 12. Soit n un entier naturel. Montrer que n? — 1 est divisible par 8 ssi n est impair.

a Remarque.

Dans la division euclidienne d’un entier naturel n par 2, les restes possibles sont :

Par suite, étant donné un entier naturel n, n s’écrit nécessairement sous I'une des formes suivantes :

AINST, ST M @SE IIIPAIT, .ottt ettt ettt et e e e e e e e e e e e e e

Par COMSEQUENT, .. ...ttt ettt e e e e e e e e e e e
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IIT Congruences dans 7Z

— Définition 2. N

Soient a et b deux entiers relatifs et 7 un entier naturel non nul.

» On dit que

@ Remarque. Reprenons I'exemple précédent :

P et on a aussi :

P EF OI & AUSST & .ottt

C’est pourquoi, on dit aussi que :

On dit que la congruence est

Exemple 14.
1. Déterminer les entiers relatifs z tels que = = 8 (5).

Par définition,

Les entiers z tels que x =8 (5) sont donc les entiers s’écrivant sous la forme

2. Donner les trois premiers entiers naturels solutions de I’équation précédente.

On cherche les trois premieres solutions
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Propriété 7. N

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs et n un entier naturel non nul.

Preuve du 1.

1. » Sens direct : Supposons que @ =b (1), C-A-d 1 oottt

e La division euclidienne de @ Par 70 ST6CTI & ...ttt e e e e e e

e La division euclidienne de b par 70 S78CTIE & . ...ttt e e e e e

Om A Al0TS & oo

» Réciproque : Supposons que a et b aient le méme reste r dans la division euclidienne par n.

On peut alors écrire ces divISIONS : §

Tl SUIt U & ettt e e e e

€78t OTIC UE . ettt ettt ettt e e e e e e e e e e e e |
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@ Remarque. Soit n un entier naturel non nul. Soit a un entier relatif quelconque. D’apres le 4. de la propriété 7, on a :

Exemple 15.
> 25= 0 T

Exemple 16" . @ Par la transitivité de la relation de congruence,
1. Déterminer les entiers x tels que z = —88 (3). on va commencer par « simplifier » I’équation. . .

Les entiers z tels que = = —88 (3) sont donc les entiers s’écrivant sous la forme : ....... .. .. . oo i,

2. Les entiers impairs sont les entiers solutions de Iéquation @ ........... it e

3. Les entiers dont le reste dans la division par 13 est 10 sont les entiers solutions de ’équation : .......................
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,—[Propriété 8 (Congruences et opérations).} \
Soient a, b, a’ et b’ des entiers relatifs et n un entier naturel non nul.
P
2 e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
PP

u On dit que 'addition, la multiplication et la puissance SONL ... ............iiiiit i i

Preuve du 1.

1. Si a=b(n) et o’ =b" (n), alors :

L | 5 1 J

L 1 5 1 J P
B Om 8 dOIIC & ottt e e e e e
K et k7 étant des eDBIETS, .. ... ..ottt e et donc,
Par suite, On & DIem & ... e |
@ Remarque. La diviSIOn ... ...
En effet, par eXemple @ .. ... e e
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Exemple 17.
1. Déterminer les entiers x tels que z — 7 = 11 (5).

155 On utilise le 2. de la propriété 8 selon lequel on peut :
O e s B 6 B S B R 8B e T S SRR S 86 SR 18 S 6 R 6 39 S S aux 2 membres d’une congruence ;
O i e e S W e R E R S R B B 8RR R EEE R Y S e B S les 2 membres d’une congruence.
Les entiers « tels que = —7 =11 (5) sont donc les entiers s’écrivant sous la forme : ......... ... i

2. Déterminer les entiers x tels que 3z =4 (7).

Meéthode. On réalise un tableau de congruences affichant :

On en dEdUIL QUE & ..ottt ettt e e e e e

Les solutions sont donc les entiers x s’écrivant sous la forme : ... ...
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Exemple 18. Montrer que pour tout entier naturel n, lentier a = 327+! 4 27"*+2 est divisible par 7.

» Transformons ’écriture de a :

L et donc, par compatibilité avec la puissance : ....... ... .. . i i

e Puis, par compatibilité avec la multiplication : ........ .o

e Enfin, par compatibilité avec addition @ ... ... .o

Exemple 19. Déterminer les entiers relatifs n tels que Uentier a = n? —3n + 6 soit divisible par 5.

' Meéthode. On réalise un tableau de congruences affichant :

On en déduit que a est divisible PAr B SS1 .. .. .ot

Les entiers cherchés sont donc les entiers n s’écrivant sous la forme : ... .. i
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Exemple 20. r,. bM‘fthOdei R , o 4 modul
1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 4941 par 7. |® On observe les premieres puissances de 4 modulo 7.

e On s’arréte a la premiere puissance p telle que 47 =1 (7).

e On écrit la division de 941 par p pour simplifier 44! modulo 7.

(255 Méthode.
*
[ ]

7 . . . . . . 350
2. Déterminer le reste de la division euclidienne de 248 par 5. On commence a simplifier (modulo 5) le nombre sous la puissance.

e On procede ensuite comme a la question 1.

8350

Puisque .................... , c’est donc que le reste de la division euclidienne de 24 parSest ...l
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3. Déterminer, selon les valeurs de I'entier naturel p, le reste de la division euclidienne de 5P par 13.

Bilan :

Reste de la division
de 5P par 13
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