TERMINALE MATHEMATIQUES EXPERTES PGCD, THEOREMES DE BEZOUT ET DE GAUSS

I PGCD de deux entiers

I[.1 Définitions et premieres propriétés

,—[Déﬁnition et propriété 1.} <

Soit n un entier naturel.
(10 30T 8T < P
B Si =0, AlOTS .ot

| B R 1 )

Exemple 1.
1. Déterminer 2(60).

Pour cela, on liste les diviseurs de B0 ... ... e e

2. Déterminer 2(100).

Pour cela, on liste les diviseurs de 60 . ... ...t

,—[Déﬁnition et propriété 2.} N\

Soient a et b deux entiers naturels non tous nuls.

En reprenant les résultats de 'exemple 1, il SUit : ...

Dans cet exemple, il apParalt QUE . ...t

La définition suivante généralise cette notation.
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TERMINALE MATHEMATIQUES EXPERTES PGCD, THEOREMES DE BEZOUT ET DE GAUSS

—~ Définition 1. N

Soient a et b deux entiers naturels non tous nuls.

B Llensemble D(a,b) €St ...

» L’ensemble P(a,b) PosS@de dONC .. ....o.i it

» Cet entier, plus grand commun diviseur de a et b, s’appelle . ... .. ...
Remargque. On peut étendre cette dEfiNition AUX .. ... ..o e e e
Ainsi, PGCD(—60,100) déSigne 1e . ...t Or,
@Y les diviseurs dans Z de —60 SONb © ... ..ttt
@Y les diviseurs dans Z de 100 SONE © . ...ttt et e e
Il apparait que : PGCD(—60,100) = ...ttt ettt e e e e e e
Plus généralement, pour tous entiers relatifs a et b (non tous nuls), PGCD(a,b) = ...,

Propriété 3.

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

1 2 3. bdivise @ SSI ...oviii

2. O A D@, L) o
Ainsi, PGCD(@,1) St 16 oottt et e e e e

3. » Supposons que b divise a.

e Par définition, PGCD(a,b) divise ..........coviiiiiiiiiiiiiiiiiiin... Onadont: ..ooovviiiiiii i
e D’autre part, b divise @ et Clairement ... ... .. ... e
boest dONC UN ..o Mais alors, par définition, PGCD(a , b) b.
ANSL, OI & DIOIL 1 oo e
» Réciproquement, SUPPOSOIS (U ... ...t ntttnt ettt et ettt e et et e e e e e
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TERMINALE MATHEMATIQUES EXPERTES PGCD, THEOREMES DE BEZOUT ET DE GAUSS

Exemple 3. Soit n un entier naturel tel que n > 2. On pose: a=5n+3 et b=n—2.
1. Prouver que Z(a,b) = 2(n —2,13).

» Soit d € Z(a,b).

On vient de prouver que si d € 2(a,b), AloTs d €. ..ot
C’est donc que : P(a,b) Z(n —2,13).
» Réciproquement, soit d € 2(n — 2,13).

On vient de prouver que si d € Z(n —2,13),alors d € ... i
C’est donc que : Z(n —2,13) P(a,b).

2. Déterminer la plus petite valeur de lentier naturel n > 2 pour laquelle PGCD(a,b) = 13.

B Par définition, PGOD(@, D) €St ..ottt e e
O, ATaPTES L,y oottt et e e Il suit donc que :
PGOD(@, D) BSt ettt et ettt e e e
C-A-d 1 PGOD(@,0) = ettt

B Onaalors : PGCD(a,h) = 13 & o e
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I.2 Recherche du PGCD : Palgorithme d’Euclide

Propriété 4.

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

Si r désigne le reste de la division euclidienne de a par b, alors :

B e e B et dONC & oo

Preuve. La division euclidienne de a par b s™éCrit : ... ... o
» Soit d € Z(a,b).

@ ALOrS, €N PATTICULIET, ...ttt ettt et e e e e e
® AUSSE, d diVISE BOULE ...ttt e e e e
L S
On vient de prouver que si d € Z(a,b),alorsd € ......... ... i C’est donc que : Z(a,b) 2(b,r).
» Réciproquement, soit d € 2(b,r).
@ ALOrS, €N PATTICULIET, . ..ottt et ettt e e e e e e e e
® AUSSE, d diVISE BOULE ...\ttt e e e
Or, = oo
On vient de prouver que sid € Z(b,r),alors d € ... C’est donc que : 2(b,r) 2(a,b).
Les deux inclusions précédentes permettent alors de conclure que : ....... ... it
PGCD(@,D) €8b « oottt
Or, par définition :
PGOD(D,7) €St veee e
(07034014 1< PP |

Exemple 4. Calculer le PGCD de 252 et 360.

» La division euclidienne de . ... e

D’apres 1a propriCte 4, ... ..o e e e

» La division euclidienne de . ...

D’apres 1a propriGte 4, ... ..o e e e e e

» La division euclidienne de . ....... i

D’apres 1a PropriCte 4, ... ...
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1
On peut vérifier le résultat avec la calculatrice : Texas Instrument CASIO "
@ — [P — Hid

MATH MERE CMPLX PROB FRAC
1:abs(

rarrondir( GCDC252, 3660
tent( 36

2
3

PGCD(252,360) peut étre généralisée a tout calcul de PGCD. FIRErEIsct o
6

La méthode employée dans l’exemple 4 pour déterminer

:partEnt(
tmin(
:max(

o~

Elle repose sur la propriété 4 et s’appelle ...................
8:ppcm(

EBescd( indril seo JLcr] oo Foo e
.............................................................

P9cd(252,360)

— Théoréme 5. N

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

B Sib divISe @, AlOrS 1 oo e
» Si b ne divise pas a, alors partons de la division euclidienne de a par b puis écrivons les divisions euclidiennes

UL GO S VS 4 vttt ettt et ettt e et e e e e

1. On divise a par b
2. Si 7y # 0, on divise b par 7

3. Si 75 # 0, on divise 71 par 75

Alors, la suite de ces divisions finit par s’arréter, c-a-d & une certaine étape N, on obtient ............................
PGCD(@,D) €81 AlOTS ..ttt et e e
Preuve. La suite (r,,) des restes obtenus est une suite d’€ntiers ............... i
Il existe donc nécessairement un rang IV tel qUE : ... .o e
Complétons alors les deux derniéres étapes du tableau, c-a-d les étapes de rangs .............cooiiiiiiiiiiiniennnn .

T
1. On divise a par b a; 1 0<ri1<b PGCD(a,b) = PGCD(b, 1)
2. 71 # 0 et on divise b par 74 b:/fl”l‘(/]’g + 7o 0<rs<ry = PGCD(r1,72)
3. 15 # 0 et on divise r; par 75 7"1‘/= Tz‘q/z + 73 0<r3<rsy = PGCD(r2,73)
N -1
rN_1#0
N. : rny =0

et on divise 7 _2 par N _1
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TERMINALE MATHEMATIQUES EXPERTES

PGCD, THEOREMES DE BEZOUT ET DE GAUSS

Exemple 5 (PGCD et algorithme).

1. Compléter I'algorithme et les programmes suivants de sorte qu’ils renvoient le PGCD de deux entiers non nuls.

Entrer ...... .. ...
................................. a
JBaG g On a donc : 5=
Affecter & .... lavaleur ...................
.. a
...................................... Ainsi, <3<
Fin Tant que

aLa division euclidienne de a par b s’écrit : a=bx g+, avec 0 <r <b.

Texas Instrument
PROGRAM: EUCL IDE ======

:Prompt A 7+H

: "B=n33Ea

ot 2 While E#Be
—ExInt, (A<E)+Re
E-fe

:While B#@
:A-BxpartEnt (A/B)->R
:B2A

N

def PGCD(a,b):
while b!=0:
r=a-b*int (a/b)
R+Bd a=b

:R2B =
WhileEnds

:End =i =

:Disp "PGCD=", "PGCD=":R. b=r

PromEUCL IDE return a

>>> PGCD(7458,3582)

6
>>>

. La feuille de calcul suivante réalisé avec un tableur permet d’obtenir le PGCD des deux entiers saisis en A2 et B2.

» Formule & saisir en A3 :

» Formule & saisir en B3 :

» On sélectionne les cellules A3 et B3 que l'on étire vers le bas jusqu’a obtenir un 0
dans la colonne B (reste nul).
» Le PGCD des entiers saisis en A2 et B2 est alors la valeur située au-dessus de ce 0

dans la colonne B.

w N o AW N

A B
7458| 3582
3582 294
294 54
54 24
24 6
6 0
0| #DIV/0!

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

1. L’ensemble des diviseurs commumns & @ €t D €St .. ...t
Autrement dit, si un entier d divise @ et b, alors . ... ... ..ot e

2. Pour tout entier naturel k nomn UL, ... ...

Exemple 6.
1. Déterminer le PGCD de 420 et 660.

On peut ici remarquer que :

D’apres le théoreme 6, il suit : PGCD(420,660) = ...\ ootntnttt ettt e e e e e

Or, ClAITEIMENE 1 ..ottt e e e e
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2. Déterminer les diviseurs positifs communs a 168 et 204.

D’apres le théoréme 6, I’ensemble des diviseurs communs a 168 et 204 €St . ... ..ottt

3. Lorsqu’on divise 2897 et 3505 par un méme entier naturel n non nul, on obtient respectivement pour restes 13 et 5.
Quelles sont les valeurs de n possibles 7

» Par hypothese,
e la division de 2897 PAr 7 STECTIt & ..o\ttt e e
o la division de 3505 Par 1 S’ECTIt 1 ...t
B O 8 AONC & ot
Autrement dit, I'entier n cherché est Un . ....... ..

B D’apres le théoreme 6, les . ... ..o

les seules valeurs de 1 poSSIDIES SONt 1 ...ttt e e e
» Vérifions alors si chacune de ces deux valeurs convient. A ’aide de la calculatrice, on obtient :
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I.3 Nombres premiers entre eux

— Définition 2.

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

O dit QUE ..ot e e

\

Exemple 7.
1. Les nombres 42 et 95 sont-ils premiers entre eux ?

2. Montrer que pour tout entier n > 2, n et n + 1 sont premiers entre eux.

» 1 facon : par I’algorithme d’Euclide

> 2°M€ facon : par la définition du PGCD

Soit d un

On sait alors qUe d diVISE ... ...
En particulier, ... ...

Par SUIEE, ..ot e e

Par définition, on & dOmiC @ ...ttt e e e e e e
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TERMINALE MATHEMATIQUES EXPERTES PGCD, THEOREMES DE BEZOUT ET DE GAUSS

,—[Théoréme 7 (Caractérisation 1 du PGCD).J <

Soient a, b et d trois entiers naturels non nuls.

A est 1e PGCD de @ €6 D SSI v

Preuve.

=) Sens direct : Sid est le PGCD de a et b,

O AOTS o

Comme .........ccoviivinnnnnn.. S AL STt 1 e

<) Réciprogque : Si a=da’ ; b=dbV et PGCD(d,V) =1,

A OTS, .
......................................................................................................................... |
Exemple 8.
1. Déterminer les entiers naturels a tels que : a < 320 et PGCD(a, 320) = 20.
» D’aprés le théoréme 7, PGCD(a,320) =20 ssi 1l €XISEE ... ouuitt et e
» Ainsi, PGCD(a,320) = 20 ssi il existe un entier a’ tel que :
B D PIUS, oo
» Par conséquent : { a < 320 ssi
q : PGCD(a,320) = 20 S5 +rrmmmmommms
Les valeurs de a’ qui CONVIENIENE SOIE © ...\ttt ettt e e e e e e e e e e e
Ainsi, les entiers naturels a cherchés SONt : ... .. ..
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PGCD, THEOREMES DE BEZOUT ET DE GAUSS

2. Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a; b) avec a < b tels que : {

ab = 3468

PGCD(a,b) =17 °

» Par conséquent :

ab = 3468

PGCD(a,b) = 17

a<b

» D’apres le théoreme 7, PGCD(a,b) = 17 ssi

ssi

3. Prouver que pour tout entier naturel n non nul, le PGCD de 2n? et de n(2n + 1) est n.

Ainsi, les couples (@ ; ) SOIULIONS SOIL © ..o\ttt e ettt

» On remarque que :

Par suite, 0N & DIemn @ ... e e e e e
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TERMINALE MATHEMATIQUES EXPERTES PGCD, THEOREMES DE BEZOUT ET DE GAUSS

II Le théoreme de Bézout

~ Théoréme 8 (Théoreme de Bézout). |

<
Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
@ et b SOnt Premiers €Ntre @UX SSI . ... ...ttt e e
\ v
Exemple 9.

1. Montrer que pour tout n € N, a = 5n+ 3 et b = 7n + 4 sont premiers entre eux.

. Méthode. Dans ce genre de question classique, 'idée consiste a trouver
g . . ] . » N
une combinaison linéaire de a et b qui est égale a 1.

On remarque que POUT tOUL 70 € N Lo ettt e e

3. Soient a, b et c trois entiers non nuls. Montrer que si a est premier avec b et ¢, alors a est premier avec bc.

» a et b étant premiers entre eux, selon le théoreme de Bézout,
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4. Soient a et b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Démontrer que a + b et b sont premiers entre eux.

1. Justifier que I'équation (E) admet des solutions.

Exemple 10. On considére 'équation (E) : 17u+ 15v =1 ot (u; v) est un couple d’entiers relatifs.

P a et b étant Premiers ENtIe CUX, ... ..ottt ettt e e

@ Remarque. Soient a et b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.

2. Déterminer un couple d’entiers (u; v) solution de (F).

Le théoreme de Bézout assure de I’existence des entiers u et v tels que au + bv = 1.

On applique 'algorithme d’Euclide :

Divisions euclidiennes On isole les restes

Expression en fonction de 17 et 15

IATEX 2¢



TERMINALE MATHEMATIQUES EXPERTES PGCD, THEOREMES DE BEZOUT ET DE GAUSS

,—[Corollaire 9 (du théoreme de Bézout : caractérisation 2 du PGCD).} \

Soient a, b et d trois entiers naturels non nuls.

PGCD(a,b) =d ssi

\ J

Démonstration au programme.

=) Sens direct : Soient a et b deux entiers naturels non nuls et d leur PGCD.
B Par défimItion, .. ..o e e e e e

> De plus, d’apres le thEoreme 7, .. ..o e e e

<) Réciproque : Supposons que d divise a et b et qu'il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = d.
» d étant un diviseur commun de a et b, par définition du PGCD, ona : ... .o i
» D’autre part, il existe u, v € Z tels qUE .. ..o

AUtrement dit, .. ... e e e e e e e

En particulier, ... et donc : ...

Finalement, on a DIen . ... ... |

@ Remarque. Dans le corollaire précédent, I'hypothese d divise a et b est indispensable.
En effet, on a par @Xemple @ ...
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Exemple 11. Soient a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls. On note d = PGCD(a,b) et on suppose que ¢ est premier
avec b. Prouver que d est le PGCD de ac et b.

D’apres le corollaire du théoreme de Bézout,

d =PGCD(ac,b) ssi

B COIIIIIC ittt

Par ComSEQUENT, .. ... e e e e

B COIIIIIC ittt

On ODBICIIE UIIE oottt e e e e e

D DTS e .o
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Exemple 12 (Equations diophantiennes).

1. L’équation 54z — 42y = 17 admet-elle des solutions dans Z2 ?

B DOUEIIIIIIONS . o\ttt e e e e e
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2. a) L’équation 54z — 42y = 18 admet-elle des solutions dans Z?2?

L 4P T U o 1§ PP

D’apres le corollaire O, .. ..o

Y03 L T3 0170 < J P

L’équation 54 x — 42y = 18 admet dONC ... ...t

2. b) Déterminer un couple (z; y) d’entiers solution de I’équation 54 — 42y = 18.

Procédons comme dans 'exemple 10 Dar .. ...ttt e

Divisions euclidiennes On isole les restes Expression en fonction de 54 et 42

-16/23 - IATREX 2¢
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IIT Le théoréme de Gauss

,—[Théoréme 10 (Théoreme de Gauss).} \
Soient a, b et c trois entiers naturels non nuls.
3 PP
AUtrement dit, ... ... e e e e e e e

P SqUE ..o

et la derniere égalité traduit alors qUE .. ... ... . |

@ Remarque. Dans le théoreme de Gauss, '’hypotheése a premier avec b est essentielle.

En effet, on a par eXemple @ ... ..o
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Exemple 13.
1. Résoudre dans Z? I'équation (E1) : 5(z — 1) = 7y.

Soit (x; y) une solution de (F1).

Le théoremme ... ..o
C7eSt ONC QUE 1 .ottt
» En remplagant dans I’équation, il suit :
Dong, si (z; y) est une solution de (FE1), QlOTS . ...ttt

Réciproquement, il s’agit de vérifier que ...... ... ..

2. Résoudre dans Z ’équation (Es) : 13(x +6) =0 (17).

Soit = une solution de (Es).

Lie thEOTRINE ..ot
Clest donc qUe & .ottt C-a- o
Donc, si z est une solution de (F2), @lOTs ... ...

Réciproquement, il s’agit de vérifier que ........... ... e
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Exemple 14 (Résolution d’une équation diophantienne).
On cherche & résoudre dans Z? I'équation (E) : 39z + 15y = 27.

1. Déterminer le PGCD de 39 et 15.

Par définition, On @ dOmC @ .. ..ot e e e e e e e e

2. Justifier que (E) admet des solutions dans Z2.

O@ @ VU QUE & ottt ettt et et e e e e

D’apres le corollaire O, . ... o

SOIE BIICOTE & vttt ittt ettt et et e e e

L’équation 39z 4+ 15y = 27 admet dONC .. ..ot e

3. Pourquoi (E) est-elle simplifiable par PGCD(39,15) ? Que peut-on dire des coefficients de = et y de I"équation (E')
obtenue par cette simplification 7

» Selon le théoreme 7, les quotients de deux entiers par leur PGCD sont .........c.. i

Du coup, la simplification de (F) par PGCD(39,15) conduit & .......c.uuuiuiininit i
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4. b) Déterminer deux entiers u et v tels que 13u + 5v = 1.

On peut utiliser 'algorithme d’Euclide comme dans I’exemple 10, ou bien simplement remarquer ici que :

Ainsi, une SOIULION de . ...ttt e e e e e e

5. Soit (z; y) € Z?%, une solution de (E).
5. a) Prouver que : 13(z — 18) = —5(y + 45).

B (z; y) étant solution de (E), ...
B D’apres 4. €), OI @ AUSSL I+ttt ittt ettt e e e e e

En oo membre a membre ces deux égalités, on obtient :

5. b) Montrer que : = =18+5k et y=—45—13k ou k € Z.

B DIADTES Bu @), 011 & & ottt ittt et e e e e e e e e
Clest dONC qUE ..o oeee OF,

Le théoreme de Gauss assure alors QUE .. ...ttt e e
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6. Déterminer I'ensemble Sg des solutions de (F) dans Z?.

» D’apres 5, si (z; y) est solution de (E), QlOTS ... .ottt e

B RECIPIOQUEIMENT, SI ...ttt ettt et e e ettt e e e e e e e e e

,—[Corollaire 11 (du théoreme de Gauss).} \

Soient a, b et c trois entiers naturels non nuls.

Si alors .

B COTIINIE .« .ottt ettt e e e
B IL Uit dONC QUE 1 .o
Cette derniere égalité exprime le falt que @ ... .o

B PSS QU ..

» Finalement, on ObEIent 1 ...

Par COMSEQUENT, .. o e e e |

@ Remarque. Dans ce corollaire, 'hypothése a premier avec b est essentielle. En effet, on a par exemple :
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Exemple 15. Prouver que pour tout entier naturel n, le nombre A = n(n + 1)(n + 2) est divisible par 6.

» Commencons par prouver que A est divisible par 2 :

Tout entier n est congrumodulo 2 a: ............. ... ... ... On peut alors dresser le tableau de congruences suivant :
n=..(2)
La derniere ligne de ce tableau fait apparaitre que, pour tout n € N, ..................
n+1=..02) & PP aue. p
n+2=..(2)
A= (2) .......................................................................................

“ Remargque. On pouvait aussi se passer d’un tableau de congruences en remarquant que :

» Prouvons ensuite que A est divisible par 3 :

Tout entier n est congrumodulo 3 &a: ................. .. ... On peut alors dresser le tableau de congruences suivant :
n=..(3)
La derniere ligne de ce tableau fait apparaitre que, pour tout n € N, ..................
n+1=..(3) 8 bp aue.p
n+2=..(3)
A= B | [ |

“ Remarque. On pouvait aussi se passer d’un tableau de congruences en remarquant que :

» Conclusion : On vient de PrOUVET QUE ... .. ...ttt ettt et e e e e e
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s R =2 (3 N ‘s . .
Exemple 16. On consideére le systéme de congruences (S) : { Z -1 E5§ , ou n désigne un entier relatif.
1. Vérifier que 11 est une solution de (.5).
» La division euclidienne de ................ STECTIt & v Ainsi,ona: ................
» La division euclidienne de ................ STECTIb & L Ainsi,ona: ................

2. Montrer que si n est solution de (S), alors n — 11 est divisible par 3.

Soit n une solution de (.5).

B On a en PartiCUlIEr 1 .o e e

» Comme on 'a vErifié au 1, ON & AUSSL 1 « ...ttt et et

3. Résoudre alors le systeme (5).

» Soit n une solution de (S).

e Ala QUESTION 2, ON & PIOUVE (UE vttt ettt ettt et et e e et e e et et e e et et e e e et e e et e e

» Réciproquement, vérifions si tout entier n de la forme ............. ... ... . ... ... .. est une solution de (9).

LS 7051 0o < YN
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