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Avant-propos

Cet ouvrage est conforme au programme de Mathématiquegeeauwridans les
classes de Terminale ES et Terminale L. Sont traités darmigesge I'enseigne-
ment spécifique, la spécialité de Terminale ES et la spéciddi Terminale L.

La présente édition, revue et corrigée, est complétée decaont exercices ainsi
gue de rabats incluant des mémentos de cours. Elle bénéficie douvelle ma-
guette en couleur, pour une lecture encore plus aisée eadfic

Dans chaque chapitre, on trouvera :

e un rappel de cours qui s'appuie sur la résolution pratiques @u plusieurs
exercices-types, résumant de maniére concise tout ce queldit retenir du
chapitre étudié ;

* des QCM ou des exercices de type vrai-faux, permettant tier s maniére
rapide la connaissance du cours et sa réelle assimilation ;

< des énoncés d’exercices réellement posés dans les clasbesrdnale ES ou L
de différents lycées de France, triés par thémes et ordrifbellté croissante.
Certains sont des applications immédiates du cours, tauéisl’autres néces-
sitent une réflexion approfondie et constituent un excebetrainement pour
la préparation au baccalauréat;

* les solutions des exercices. Certaines sont parfois bapystos détaillées que
ce qui est normalement demandé a un éléve de Terminale ES ewblt est de
I'aider & garder les idées claires sur les notions fondaatentiu programme.

Enfin, pour synthétiser 'ensemble, un baccalauréat blanpreposé en fin d’ou-
vrage.

Rappelons notre recommandation traditionnelle : il neisjgas d’'un manuel de
classe. Les auteurs souhaitent que la lecture de ce livre salsstitue pas au
travail fait au lycée, mais qu’elle puisse étre I'occasionnddialogue avec le
professeur de mathématiques.

Nous remercions par avance tout lecteur qui nous fera pasesieemarques ou
suggestions (edition.prepamath.com), afin d’'amélioreosncet ouvrage lors de
futures rééditions.

Nous vous souhaitons une bonne et profitable lecture.

Les auteurs.



ILTESM — v.1.0
26 janvier 2016 — page4 — #5

Table des

matieres

Chap1 Suites numériques 1
e Cours 1
o Interros 8
e Corrigés 23
Chap 2 Dérivation et langage de la continuité 49
e Cours 49
o Interros 59
e Corrigés 69
Chap3 Fonctions exponentielles 87
e Cours 87
o Interros 97
e Corrigés 107
Chap 4 Fonction logarithme népérien 125
e Cours 125
o Interros 132
e Corrigés 141
Chap5 Fonctions convexes 163
e Cours 163
o Interros 169
e Corrigés 176
Chap6 Primitive et intégration 185
e Cours 185
o Interros 194
e Corrigés 203
Chap7 Probabilités conditionnelles 219
e Cours 219
o Interros 226
e Corrigés 239



ILTESM — v. 1.0

26 janvier 2016 — page5 — #6

Chap 8 Lois a densité 253
e Cours 253

e Interros 260

e Corrigés 267

Chap 9 Intervalle de fluctuation et estimation 277
e Cours 277

o Interros 282

e Corrigés 291

Chap 10 Matrices et suites (Spécialité ES) 299
e Cours 299

o Interros 305

e Corrigés M

Chap 1 1 Théorie des graphes (Spécialité ES) 317
e Cours 317

o Interros 328

e Corrigés 341
Baccalauréat blanc 365

e Sujet 365

e Corrigé 370



ILTESM — v.1.0
26 janvier 2016 — page6 — #7

Méthodes

de travail

Tous les conseils qui suivent sont utilisés par un grand merdb majors des
meilleures grandes écoles (Polytechnique, Normale Sup. BNrecommandés
par de nombreux professeurs, et trés souvent pratiquéspardfessionnels de
I'organisation.

Pour en savoir plus, nous vous recommandons la lecture @udiComment tra-
vailler plus efficacement», par F. Déliac, U. Hadrien, E. Mo et E. Maurette,

aux Editions Prepamath.

Faire des « feed-bhack »

Le «feed-back » est le conseil le plus important et le pluséatpar ceux qui réus-
sissent brillamment leurs études. Il consiste a contrdlstésnatiquement, sans
s'aider de notes, ce que 'on vient d'apprendre (exercitesers). Ce controle

peut se faire mentalement, oralement ou par écrit.

< Dans les transports, essayez de vous rappeler mentalesheahs vous aider
de vos notes, le cours et les exercices vus le matin en cleegkljack mental).

e Apres avoir relu votre cours le soir, essayez de retrouvesqd les principaux
paragraphes et démonstrations sans regarder votre legmiifack écrit).

e Aprées avoir résolu un probléme, prenez 5 minutes pour clemtp@r écrit que
vous vous rappelez clairement I'énoncé ainsi que la démeadlehrésolution
(feed-back écrit).

* Expliquez a des amis la legon que vous venez d’apprendreereartice que
vous venez de résoudre : c’est un excellent feed-back oral.

Choisissez le type de « feed-back » qui vous convient le me¢teites-en le plus
régulierement possible (aprés chaque cours et chaqueal&tecices). Pour étre
efficace, un « feed-back » doit se faire sans I'aide de vossnéi@si, faire des

fiches de résumés de cours a partir de vos cahiers ouvertsistitge nullement
un « feed-back ».

Miser sur la qualité

De nombreux témoignages démontrent que pour obtenir derBsohats, il est
préférable de faire un nombre limité d’exercices, mais plysrofondis, que d’en
survoler une grande quantité de piétre qualité. Une tereda@s répandue consiste
a abattre une grande quantité d’exercices, a la chaine smaésficiellement, en
espérant que le jour du contréle, I'on aura déja vu ce typedea@me et que I'on
saura s’en souvenir. Cette méthode est absolument ineffizada seule maniére
de se souvenir d’'un exercice de mathématiques ou de physitgse de I'avoir
parfaitement compris et assimilé.
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Ainsi :
« Alafin d’un probléme, prenez 5 & 10 minutes pour essayer dgérain moyen
de le généraliser ou de le compliquer (c’est ce que font sdues professeurs

pour concevoir leurs controles écrits) ; trouvez ce quepalarait changer dans
la solution.

* Prenez également I'habitude, aprés chaque exercice, meufiai« feed-back »
en faisant ressortir la démarche générale et en tissantasfssdvec le cours.
Bref, il ne faut pas vous contenter de résoudre I'exercia@srihvous faut lui
apporter de la valeur ajoutée et vous interroger sur sorenant

e Idem pour le cours. Ne vous contentez pas de le parcourir d&negpassive. ||
vous faut avoir la rigueur d’effacer toutes les zones d’@mBour chaque théo-
réme, il faut vous demander quels types d’exercices sdeaittdn permettra de
résoudre.

Travailler par « couches successives »

Cette méthode, trés utile pour les étudiants préparantxi@sens ou des révi-
sions, peut également étre utilisée dés le lycée.

On observe que pour apprendre un gros volume de cours, résh plus ineffi-
cace que de l'attaquer de front, de maniére linéaire. La &onaniere consiste
a d’'abord survoler 'ensemble, en ne retenant que la streictlest-a-dire les
grands titres, ainsi que les noms des paragraphes (precoiécbe, étape devant
durer 5 minutes). Dans I'étape suivante (deuxiéme couchegeddurée de 10
minutes), on reprend son cours du début en retenant cestédalement les théo-
remes et résultats importants. Aprés cette deuxieme cpocha déja une idée
claire de la structure de I'ensemble du cours. On peut aloosder la derniére
étape (troisieme couche) : on reprend son cours au débutqedte fois-ci, I'étu-
dier en profondeur en apprenant le détail des démonstsation

Il est a noter que cette méthode peut étre également applayee succes a des
matieres littéraires, ainsi qu’aux révisions du bac degsioiphie. Par exemple :

e Pour la préparation d’'un contréle, on commencera par passsgvue rapide-
ment I'ensemble du cours et des exercices du chapitre prau@dnt étudiés,
avant de les réviser en détail. Ainsi aura-t-on développ aompréhension
synthétique et claire.

* De méme, avant d’aborder un probléme volumineux (tel quamtrdle écrit),
il est préférable de survoler 'ensemble du probléeme avartiattaquer.
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Travailler sa rapidité

Pour acquérir de la rapidité, trois voies sont possibles :

* Prenez I'habitude, en travaillant chez vous, de vous cdneesur une seule
chose a la fois, c’est-a-dire ne pas attaquer un problémeeudissertation, en
révassant a ce que vous pourriez trouver a manger dansigéréfeur ou en
écoutant de la musique.

¢ Prenez I'habitude de travailler chez vous dans les mémaetitamms qu’en de-
voir surveillé. Le minutage de chacun des exercices de ce dst fait en ce
sens. Cependant, cela ne devrait pas, une fois la résofattenvous empécher
d’y réfléchir plus calmement afin de vérifier la bonne assitiitedu probléeme.
Si les seuls moments ou vous vous pressez sont les contdles €ous ne
deviendrez jamais rapide.

* Essayez de contenir tout votre travail & la maison dans @wueioraire serrée.
Engagez-vous, par exemple, a travailler chez vous tousles gntre 18 h et
20 h et efforcez-vous de ne jamais déborder (quelle que sti¢ ¢harge de
travail). En effet, si 'on ne se donne pas de limite de temmsr@ccomplir
un travail, I'on a naturellement tendance a le laisser éraén longueur et a
révasser. L'étroitesse de la plage horaire vous obligee@as vous endormir
et a devenir efficace.

Pendant une épreuve de type bac

e Il estimportant de lire au préalable le sujet dans son entier

* Lenombre de points attribués a I'exercice donne des inditaisur sa longueur,
et par voie de conséquence sur le temps maximum qu'il faudchsacrer.

« Ne pas s'obstiner sur une question qui « résiste »! Au costrpasser a la
question suivante pour essayer de traiter le maximum daezengice.

e Concernant les QCM, vous devez savoir que les réponsesfassnt parfois
fortement pénalisées. Il est donc conseillé, dans ce case dépondre qu'a
coup sdr. En revanche, silaréponse fausse n’est pas pEnaépondez a toutes
les questions méme si vous n’étes pas sir de vous.

< Organisez votre rédaction de facon logique (chaque exescicune copie sépa-
rée) et non pas chronologique. Cela permet de laisser dada plr une copie
pour éventuellement revenir & une question laissée enssisgas un exercice.
La correction de votre copie en sera d’autant plus facilitée
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Chapitre

B Suites numeériques

1. Suites arithmétiques (Rappels)
2. Suites géométriques
3. Suites arithmético-géométriques

Exercice type 1 Cité scolaire Internationale, Grenoble

n Soit (up) la suite définie pour tout entier naturepar :

_ n(n+1)
= >
On considere la suitey,) définie pour tout entier naturalpar :

n

Un = Unt+1 — Un .

Montrer que la suitévy) est arithmétique et préciser sa raison.
n+1
E Montrer que la suite de terme généugl = ——— est une suite géomeé-

32n+1
trigue dont on donnera la raison.

a La suite de terme générdls! — 3" est-elle arithmétique, géométrique
ou ni l'un nil'autre ?

Voir corrigé page &

&3 Suites arithmétiques (Rappels)

Définition 1
Une suite(up) est une suite arithmétique s'il existe un rédél que, pour tout
ndeN, upt1 = Uy + 1 ;1 est appelé la raison de la suite.

Propriété 1
Une suite arithmétique est telle que, pour tout

Uns1 — Up = constante

@ METHODE

Utilisez la propriétén+1 — Uun = constante) pour démontrer qu’une suite est
arithmétique ou non.
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Propriété 2
Soit (up) une suite arithmétique de raisonAlors, pour tous et p deN,
Un = Up + Nr etup = up + (N — pir.

Propriété 3
Les entiers positifs forment une suite arithmétique de Eemerme 0 et de
raison 1.
La somme des + 1 premiers entiers est égale & :

_n(n+1)

S=0+1+2+---+n 5

3 Suites géométriques

€2 Rappels

Définition 2
Une suite(up) est une suite géométrique s'il existe un rgeél que, pour tout
ndeN, unr1 = Up X g; q est appelé la raison de la suite.

Propriété 4
Une suite géométrique non nulle est telle que, pourrnale N,
u
"1 _ constante
Un

@ METHODE
Un+1

Utilisez la propriété( 5

= constant9 pour démontrer qu’une suite est
n

géométrique ou non.

Propriété 5
Soit (un) une suite géométrique de raisgnAlors, pour tous et p deN,
Uph=Ugxq" et uy=upxq" P

Propriété 6
Si (up) est une suite telle que, pour tauteN, u, = ag", a étant un nombre
réel, alorg(up) est une suite géomeétrique de raigpn

Cette propriété permet dans certains cas de reconnaitseiiiegéomeétrique sans
calculs.
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SUITES NUMERIQUES « CHAP. 1

Somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique

Théoreme 1
1— qn+1
1 24 ... n__~- 4
+9+9°+---+q T g
Théoréme 2
La sommeSdesn + 1 premiers termes d’une suite géométrique est égale a :
1— qn+1
S=Up+Ui+ ---+Up=U —_ .
o+tUr+---+Un 0 X 1-q
n
. o
@ A RETENIR =
1— raisoﬁlombre de termes E
S = premier termex . =
1 — raison
1— qn+l
Remarque seule lasomme4q+q°+---+q" = ﬁ estau programme,
mais celle donnée ici s’en déduit facilement. ]
o
" L] E
E®) Sens de variation (rappel) [
o
Propriété 7 \/
Soit la suite(un) définie sulN paru, = q", g étant un nombre réel strictement

positif.
* Si0< g < 1, alors la suit€up) est décroissante.
* Siq > 1, alors la suitgup,) est croissante.

Remarque on peut en déduire facilement le sens de variation de taiitie géo-
métrique.

EX) Limite d’une suite géométrique de raison q> 0

Plusieurs cas se présentent :

* si0 < q < 1, alors le terme général de la suite devient de plus en pachpr
de 0 quanch devient de plus en plus grand : on dit quetend vers O lorsque
tend verstoo et on noten Ii+m un = 0.

— +00

e siq =1, la suite est constante et égale au premier terme.
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* siq > 1letup > 0, le terme général de la suite devient de plus en plus grand
lorsquen devient de plus en plus grand : on dit qugetend verstoo et on note
lim up = +oo.

N—+00

° siq > 1etup < 0, le terme général de la suite de la suite devient de plus en
plus « grand » négatif lorsquedevient de plus en plus grand : on dit que
tend vers—oo quandn tend verst-oo et on noten lim up = —o0.

—+00

E®) Limite de la somme des termes d’une suite géométrique

On ne s'intéressera ici qu'au cas ou la raispwérifie 0 < g < 1. On sait alors

que lim u,=0.
n——+o00

. ) 1
On obtient alors, dans ce cas, linf® = ug
n—+00 1

@ Solution de Uexercice type 1 Cité scolaire Internationale, Grenoble

n Pour montrer que la suite est arithmétique, on peut montretaydiffé-
rence de deux termes consécutifs est une constante :
Unt+1 — Vn = Un42 — 2Un41 + Un
_ (n+2)(n+3) —2(n+1(n+2)+n(n+1)
B 2
n+5n+6-2n2—6n—4+n?+n
2

= 1

La suite(vy) est donc une suite arithmétique de raison 1. Son premier
termeestp=u; —upg=1-0= 1.

Une autre méthode serait de chercher a exprimen fonction den :

Un = Un+1 — Un
_(+DO+2)  nn+D
- 2 2

2—n

n-+
=MN+1)———
n+1—s

=n+1
On obtient la forme générale d’une suite arithmétique{ nr).

Cela montre que la suit@y) est la suite arithmétique de raison 1 et de
premier terme 1.

Remarque (up) est la somme des entiers naturels derd (&oir pro-
priété 2).
Xy
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SUITES NUMERIQUES « CHAP. 1

@ Solution de Uexercice type 1 (suite) Cité scolaire Internationale, Grenoble

El [Iciaussi, on peut utiliser deux méthodes :

» Puisqu’aucun terme de la suite,) ne s’annule :

Wnt1 2n+2 32n+1
wn | 320+D+L X onti
2
3
. 2
=3

Comme le quotient de deux termes consécutifs est constalat, c

. . . 2
montre que la suitéwy,) est géomeétrique, de rals%n g
D o
* On peut aussi écrire : o
2n+1 =
wWn = —5——= E
32n+1
— 2 X 2n \/
- 3x(3)"

2 2\"
==-x|=) .
3 9

Cette écriture est de la fornugq", ce qui montre que la suitev,) est

CORRIGES

o .2 .
géométrique, de raisog et de premier term%.

:

a Les trois premiers termes de cette suite sont 2, 6 et 18.
Comme 6- 2 # 18— 6, cette suite ne peut pas étre arithmétique.

Par contreg = %3 = 3, cette suite pourrait étre géométrique.
On remarque que :

I _P=_3"G-_1=2x3".
Cela montre que cette suite est bien géométrique, de prégniee 2 et
de raison 3.

Remarque seule une suite constante non nulle est a la fois arithonétiq

(de raison 0) et géométrique (de raison 1).
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ED Suites arithmético-géomeétriques
Lycée Victor Duruy, Paris

On pose :

Vi =120
Vi1 = %Vn + 120
E} calculerV; et V.
E Montrer que la suitéVy,) n’est ni arithmétique, ni géométrique.
El Onposew, = 160— Vj.
(a) CalculerWs.

1
(b) Montrer queéWh+1 = ZW"'

(c) ExprimerW, puisV, en fonction den.

Voir corrigé page 6

Définition 3

Une suite(un) arithmético-géométrique est une suite définie par son gremi
terme et par la relation de récurrenag,; 1 = auy + b, a etb étant des réels
non nuls, et étant de plus différent de 1.

Remarques

* Sia était égal a 0, on aurait une suite constante.

e Sib était égal a 0, on aurait une suite géométrique.
e Sia était égal a 1, on aurait une suite arithmétique.

IIn'y a pas de résultat de cours a connaitre sur ces suitesjlraat utile de savoir
les reconnaitre pour comprendre la démarche décrite dagmsancice.

© Solution de Uexercice type 2 Lycée Victor Duruy, Paris

1 1
n Vo = Zvl +120= 150 etV3 = ZVZ +120= 157,5.

Bl V:-Vi=30etV3—\V,=75.
Cela montre que la suite n’est pas arithmétique.

Vo, 150 V3 1575
22 _125et— = > —105.
Vi 120 Vo~ 150

La suite n’est donc pas non plus géométrique.
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SUITES NUMERIQUES « CHAP. 1

@ Solution de Uexercice type 2 (suite) Lycée Victor Duruy, Paris

E (@ W =160-V;=160—120= 40.
(b) Wn+l = 160— Vn+1

= 160— %Vn — 120

(c) Cela montre que la suit@\;,) est une suite géométrique de raison

4

INTERROS

1 n—-1
7 comme son terme de rang 1 est 40, da= 40 x (—) :

) 1 n—-1
Puis on calcul&/, = 160— W, = 160— 40 (Z) .

Voir énoncé page 6

(

CORRIGES

(
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n ac Propriétés d’une suite géométrique < 15min| © |

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsa&st ex

Soit (up) la suite géométrique de premier teroe= 2 et de ralsopé.

E} uniiestégala:

1 1 1
@Un-l-é @Eun @(Un)2
Fl unestégala:
1
[@]2+3n [b] 21" [c] 2"+
Bl uw+ui+uz+us+usestégala:
31 15
it 15 -
(a] 8 [b] [c] 8
a n_ll)r_l;looun est égal a:
[a] +o0 [b] O [c] 2
El soitS,=uo+uy+--+uy Alors lim S estégala:
n—oo
[a] +o0 [b] O [c]4

E“‘" Suites arithmétiques et géométriques < 15min °[f°2'3“9°"

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaest ex

n La suiteu définie pour toun € N paru, = 2n? + 2 est une suite :

[a] arithmétique.[b] géométrique[c] minorée.[d] décroissante.
E Le premier janvier 2010, Julie a placé 5 08Qa intéréts composés, au

taux de 3 %. On not€, le capital de Julie aucljanvier (2010 +).

[a] Les intéréts acquis durant 'année 2011 se montent &150

[b] Pour tout entier positifi, C, = 5 000+ 150n.

[c] Le 2¢rjanvier 2016, Julie pourra disposer de plus de 6600

[d] Le lerjanvier 2021, Julie disposera de moins de 7 €00

. P 3\" .
B La suitev définie pour touh € N parvy = —2 x (5) est une suite :
[a] décroissante [b] minorée
[c] croissante [d] définie par récurrence

n Soitu la suite arithmétique de raisen3 telle queu; = 77.
Usp est égal a :

(a] 73 [b] —73 [c] —83 [d —70
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SUITES NUMERIQUES « CHAP. 1

B acM Bac La Réunion juin 2007 0 min © o

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsa&st ex

n La suite(un) est définie pour tout entier naturglpar :

6
 n-105
[a] La suite(up) est croissante a partir du rang 11.
[b] La suite(un) est décroissante.
[c] La suite(un) est monotone pour tout

Un=1

n La suite(up) est définie par :
Up = 2 et, pour tout entier natural un+1 — Uy = 0,1 x Up
[a] La suite(up) est arithmétique.
[b] La suite(un) n'est ni arithmétique, ni géométrique.
[c] La suite(un) est géométrique.
a Les ventes d’'un nouveau roman ont régulierement progresszod

chaque semaine depuis sa parution. Au cours de la premigrairss
il s’en était vendu dix mille exemplaires.

Arrondi a I'unité, le nombre d’exemplaires vendus au coues 45 se-
maines écoulées depuis sa parution est :

[a] 23900 [b] 718 927 [c] 743306
3 La suite(un) est définie par :
Pour tout entier naturel, u, = e "2 :

. . 1
[a] (un) est une suite géométrique de raison

[b] (un) est une suite géométrique de raisein 2.
[c] (un) n'est pas une suite géomeétrique.

n v/F  Vrai ou faux “15min @ ;ozrérigé‘

Répondre par vrai ou faux aux questions suivantes et justifie
La suite(up) est définie suN parupy1 = 0,5up + 4 etug = 9.

La suite(v,) définie sulN parvy = uy — 8 est géométrique.
La suite(vp) tend verst-oo.

La suite(up) a pour limite 8.

vn est inférieur & 10* dés quen est supérieur ou égal 4 13.

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

(
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INTERROS

ﬂ V/E_ Logique * 15min © Core |

(un) est une suite définie pary = 500 et pour tout entier naturel par
Unt1 = 0,5up.

Dire si chacune des propositions suivantes est vraie osdagrs justifiant la
réponse.

Il existe un nombre entier natuneltel queu, < 100.
Pour tout nombre entier natumglu, < 100.

Il existe un nombre entier natunelttel queu, = 0.

Il existe un nombre entier naturel tel que pour tout entier naturel
supérieur g, on aup < 5.

n acm [nterprétation de U'affichage - 10min < [fozr;ige"

Soit (up) la suite géométrique de premier terme= 1 et de raisom = 1,2.
On considére I'algorithme suivant :

U prend la valeur 1

S prend la valeur 1

Pour | entier variant de 1 a 5 Faire
U prend la valeur U
S prend la valeur S+U

Fin Pour

Afficher S

Cet algorithme affiche : (désigner la bonne réponse en pustjfi
[a] le 5eterme de la suitéup).

[b] le €2terme de la suité€up).

[c] Lasomme des 5 premiers termes de la s(itg.

[d] La somme des 6 premiers termes de la s(itg.

u acm Variations en pourcentage -~ 15min| © Cor ‘

Pour chacune des questions, déterminer les réponsesexhdtfier.

n Océane vend un article par correspondance au prix uniteit@€. Elle
en vend 1 000. Chaque mois, elle diminue son prix unitaireld 2t
en contre partie, la quantité vendue augmente de 26 %.

La valeur de ses ventes au boutrdenois est :
V= prix unitaire x quantité vendue
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Alors : /\

[a] La suite(Vy) est croissante.
[b] La suite(Vy) est décroissante.
[c] A long terme, la valeur d¥/,, est nulle.

Anatole achete sa moto 10 0@ Il apprend que sa valeur diminue de
10% chaque année.

COURS

[a] Savaleur est nulle au bout de 10 ans.
[b] Cing ans apres son achat, elle vaut 5 @08 10 euros prés.
[c] Along terme, sa valeur devient constante.

Suites géomeétriques

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

u Suite géométrique * “1omin| © Corise |
Lycée Lamartine, Paris
Ecrire les trois premiers termes des suites définies cisapré
Peuvent-elles étre géométriques ? Justifier.
Si la suite est géométrique, donner sa raison.
E} u, =3"+4n+ 1 pour toutn deN.

n

2
B u-= 1 pour toutn deN.

CORRIGES

(

n Critére de choix - 5'1:0min °[f°2’8"9° \
Lycée La Bruyere, Versailles
Soit (up) une suite telle quag = 2,u; = 8 etup = 32.
Indiquer la bonne réponse sur la copie :
n Est-on sdr que la suit@l,) est ou n’est pas une suite arithmétique ?

E Est-on sOr que la suit@,) est ou n'est pas une suite géométrique ?

m Suites et puissances *  15min °[f°2’9"’° \
Cité scolaire internationale, Grenoble
n Soit (up) la suite arithmétique de raison 2 et de premier teoge- 4.
Déterminery, us etus.
n Soit (vy) la suite définie pour tout entier natureparv, = 24,
(a) Déterminer les trois premiers termes de la sGitg.
(b) Démontrer que la suiter,) est géométrique et donner sa raison.
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m Modifier un algorithme * “20min @ ;ozrqrigé‘
Lycée Victor Duruy, Paris

On pose:
S—1+4+ 42+ + sl
N 3 3 3/

On se propose de trouver la plus petite valeundelle queS soit supérieur
ou égal a A, ou A est un nombre donné a I'avance.

On considére I'algorithme suivant :

Saisir A
N prend la valeur O
S prend la valeur 1
Tant que S<A faire
N prend la valeur N+1

4 N
S prend la valeur S+(§)

Fin tant que
Afficher N
Afficher S

Pour A= 4, détailler le déroulement de I'algorithme.
Indiquer la plus petite valeur detelle queS soit supérieur ou égal a 4.
Quelle valeur dex obtient-on pour A= 10 ? Justifier.

m Suite logarithmique *  30min °[f';’ﬂ"9° \
Lycée Chaptal, Paris
On consideére la suitaun) de nombres réels définie par :

Up=2
In (Uns1) =1+ Inup.
On note e le nombre de Neper, tel que la 4.

n Donner les valeurs exactes dg u, etus en fonction de e.
F1 Montrer que:
Un+1 —e
Un
En déduirau, en fonction den.
ﬂ Préciser le sens de variation de la syiig) et calculer :

lim up.
n—-+4o00

] Déterminer le plus petit entier tel queu,, > 10%.
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E Comparaison de deux placements * 30 min © [f%rﬂrisé‘ —
Lycée Gabriel Fauré, Paris

Au 1¢ janvier 2004, Marcel place 10 0@ a un taux de 3%. Au®ljan-
vier 2004, Edith place 9008 a un taux 4 %. Les deux placements se font &
intéréts annuels composés.

On noteu, (respectivementy) le capital dont dispose Marcel (resp. Edith)
au Frjanvier de I'année 2004 r.

COURS

Quel est le capital pour chacun atijanvier 2005 ?

Déterminer la nature des suiteg] et (vn).

Exprimer les termesy, etvy en fonction den.

Au bout de combien d’années le placement d’Edith sera-ii pen-
table que celui de Marcel ?

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

m Trouver la raison Kk - tsmin © ;o;;igé\
Lycée La Bruyeére, Versailles

n La suite(upn) est une suite géométrique décroissante telleugue 10.
Que peut-on dire de sa raison ?

ﬂ La suite(un) est une suite géométrique décroissante tellegue —10.
Que peut-on dire de sa raison ?

CORRIGES

E Retrouver la suite *k czmin © ;o;;igé\
Lycée Victor Duruy, Paris

(

a, b etc sont trois termes consécutifs d’'une suite géométriquasaoie tels

que:
at+b+c=19
S
{Za +b—-c=5 )
E} Expliquer pourquob? = ac.
ﬂ On noteq la raison de cette suite géométrique.
Expliquer pourquog > O.
a Montrer que le systéme S est équivalenta :
al+q+qg?) =19 )
ai3+2q) =24

n Résoudre ce systeme S et déterminer les valeurs des noréblss b
etc.
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E Suite décrite par un algorithme ** {ésmin 9[5'3'3““‘

Lycée Albert de Mun, Nogent-sur-Marne

On donne I'algorithme suivant :

U prend la valeur 2
Pour i variant de 1 a 3

U prend la valeur §U

Fin Pour
Afficher U

E} Que fait cet algorithme ?

ﬂ Modifier cet algorithme pour qu’il donne le Eerme de la suite géomé-
trique de premier terme 100 et de raison 1,2.

a On considére la suite géométrique de premier teame= 100 et de
raisonq = 1,2.

(a) Exprimer, sans justifier, pour tountdeN, up41 en fonction deup,
puisuy, en fonction den.

(b) Déterminer la limite de cette suite quaméend verstoo.

(c) Calculerlasomm& = ug+ Uz + - - -+ Us des six premiers termes
de cette suite.

m Recherche de taux x4k - 3mn € Corrig
Lycée Jacques Monod, Clamart

Le 1¢rjanvier 2002, René a placé 5 0@0a intéréts composés au taux annuel
de 3%. On noteCy, le capital de René disponible a& janvier de I'année
2002 +n.

E} (a) cCalculerCy etCo.
(b) ExprimerCp,1 en fonction deC,, et montrer que&c, peut s’écrire :

Cn =1,03" x 5000

ﬂ Au 1¢ janvier 2010, René aura besoin d’'une somme de 7800

(a) Le capital disponible ausljanvier 2010 sera-t-il suffisant pour sub-
venir a cette dépense ?

(b) A quel taux minimal René aurait-il dd placer son capitaldgan-
vier 2002 pour disposer d’au moins 7 0&0au %' janvier 2010 ?
Arrondir le résultat au dixieme.
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m Exponentielle d’une suite arithmétique * x% < 30min 9[5'3’5"“\ —~——
Lycée Victor Duruy, Paris

Comme son titre I'indique, cet exercice ne pourra étre &ajt’'aprés avoir
étudié la fonction exponentielle.

n On consideére la suite arithmétiq(a,) de premier termeip = 2 et de
raison—1.

COURS

(a) Calculerus etus.

(b) Exprimerup en fonction den. En déduireuss.

(c) On donne I'algorithme suivant :

Variable d’entrée
N réel
Variables de sortie
S, A réels
Traitement
Saisir N
A prend la valeur 2
S prend la valeur 2
Pour i= 1 a N faire
A prend la valeur A-1

(2]
Q
o=
[~
L
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W

S prend la valeur S+A g

FinPour o=

Sortie ==

Afficher A 8
Afficher S

(

Quels résultats obtient-on pour N=1, N=2 et N=3?
Que se passe-t-il si N=0?
Que représentent les valeurs A et S?

(d) On poses, = ug + Uz + - - - + un. Démontrer que :

n+1)@4—-—n
g o ¢ )2( )
Fl Onposes, = .
(a) Calculervg, vy etus.

(b) Démontrer quévn) est une suite géomeétrique dont on donnera la
raisong.

(c) Détermineny, en fonction den.

a SoitPy, =vg X v1 X -+ X vp.
En utilisant le résultat de la question 1.d, exprirRgren fonction den.
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m Suites extraites *okk - bomin © ;%rérigé‘

Lycée Pierre de Fermat, Toulouse

Pour I'année en cours, le prix d'un objet &t(€). Suite a I'inflation, le prix
augmente chaque année.

n On suppose une inflation des prix constante, de 3 % par an,lesur
années a venir.

(@) Exprimer le prixP, en fonction den.

(b) Au bout de combien d’années le prix de I'objet aura-t-il déub
Le temps de doublement dépend-il du prix initizal?

E On suppose maintenant qu’a une année d'inflation a 3 % sucotzle
année de désinflation de 3 % (les prix baissent de 3 %) et drsavLes
taux d'inflation (en %) forment donc une suite alternée (3,-3,...).

(@) ExprimerP; en fonction dePy.

(b) Exprimer de méme le priRon42 en fonction deP,. En déduire que
la suite(Pyp) est géométrique.

(c) ExprimerPy, et Poyy1 en fonction den et dePp.

(d) Reprendre la question précédente en supposant que lesitiac d
tion et de désinflation sont respectivement éeet—i %.

(e) Etudier les variations des suiteRyf) et (Pany1)-

m Etude d’un algorithme *  15min © ;osrarigé‘

Lycée Victor Duruy, Paris

On considere I'algorithme suivant ou N désigne un entienneht

Entrée
Saisir la valeur de N
Initialisation
Affecter a | la valeur 0
Affecter a P la valeur 63,2
Traitement
Tant que I<N
Affecter a | la valeur [+1
Affecter a P la valeur 1,002P+0,1
Sortie
Afficher P

Détailler le fonctionnement de I'algorithme poldr = 4 et donner la valeur
affichée en sortie, arrondie au milliéme.



an ILTESM — v. 1.0 fan
26 janvier 2016 — Chapitre 1 page 17 — #25

SUITES NUMERIQUES « CHAP. 1

Suites arithmético-géométriques SN

m Suite arithmético-géométrique * % fz?ﬂmin‘eﬂgigé‘
Lycée Henri IV, Paris

Une observation faite par un journal sur ses abonnés a peerisnstater,
pour chaque année, un taux de réabonnement voisin de 808igam|’'ap-
parition d’environ 5000 nouveaux abonnés.

On notea, le nombre d’abonnés aprasinnées et on précise gag= 10 000.
n Expliquer pourquoi, pour tout nombre entier naturel
an+1 = 0,8an + 5000
E Soit (up) la suite définie, pour tout entier naturelpar :
Un = 25 000— ay.

(a) En exprimantun,1 en fonction deu,, montrer que(up) est une
suite géométrique dont on précisera la raison et le preeriere.

(b) Exprimeruy, en fonction den. En déduire que :
an = 25 000— 15 000x 0,8".
(c) Déterminer la limite de la suitey).
a (a) Résoudre suN I'inéquation 25 000- 15 000x 0,8* > 22 000.

(b) En déduire le nombre d’années nécessaires pour que le nombre
d’abonnés dépasse 22 000.

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

4 . . R . Corrigé
m Représentation graphique *k - 30min °p_';{ﬂ"9° \
Lycée Joliot-Curie, Nanterre
Soit la suite définie pour tout entier natungbar :

:

1
Uup=0 ) Unt1 = Eun‘i‘l-

n Calculer les valeurs exactesulg uz, uz. La suite est elle arithmétique ?
géométrique ?
E Dans le plan rapporté a un repere orthonorgalr ; 7), d’unité 2 cm,

. . . . . 1

tracer les droite\ d’équationy = x et D d’équationy = EX + 1.

Déterminer par le calcul les coordonnées de leur pointerggctionl .
a Pour tout entier naturel, on construit le pointA,(un,0), puis le point

M de D ayant pour abscissg, puis le pointR, de A ayant pour or-

donnée celle d&ly, puis le pointAn+1 et ainsi de suite.

(@) Construire les pointgyg, A1, A2, Az ainsi queMg, M1, M2, M3.

(b) Que peut-on conjecturer quant a la limite de la suit@ ?
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n On considére maintenant la suig,) définie paw, = up — 2, pour tout
entier natureh.

(a) Calculervg et montrer que pour tout € N, 2up+1 = vp.

(b) En déduire la nature de la suite,) et exprimerv, en fonction
den.

H Déterminer la limite de la suitén) puis celle dgup).

E Double récurrence 'S Y min‘ °[f°_,"1“9° \
Lycée Henri IV, Paris
On consideére la suitaun) définie par :

1
Up=1, U1 =3, Up= EaZUn_HL + (a—3)u, pourtoutn € N.

Soit la suite(vy) définie pawp = Upt1 — up (N € N).
n On pose d’abord = 2. On a don@iny2 = 2Up4+1 — Up.
(a) Vérifier que la suitgvy) est constante.

(b) Déduire que la suitéup) est une suite arithmétique de raison 2.
Exprimer le termei, puisS, = Ug+Usi+- - -+Up, en fonction den
en observantque; = Ug+r,U2 =Ug+ 2r,...,Up = Ug + Nr.

(c) Endéduire la somme des entiers naturels impairs inférie@a0.

El On pose maintenaat= —4.

(a) Vérifier que(vn) est une suite géométrique de raison 7.
Exprimervy en fonction den.

(b) CalculerTy, = vo+ v1+ ...+ vy en fonction den.

(c) Montrer que pour tout € N, Tp = un+1 — 1.

En déduireu, en fonction den. La suite(up) est-elle convergente ?

B Etude simultanée de suites ok dsmin © Tt

Lycée Louis Pasteur, Neuilly-sur-Seine

Un biologiste étudie les mutations génétiques entre depestyle cellules,
A et B, évoluant dans un méme milieu. Le nombre total de @slukste
constant (ni disparition ni création) ; mais d’un jour a t@u25 % des cel-
lules de type A mutent vers des cellules de type B, et réciprotent.

On noteay, (resp.b,) le nombre de cellules de type A (resp. de type B) au bout
den jours d’observation. Pour tout entieron aa, + b, = 300. Initialement,
ap = 100 etbg = 200.
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n Montrer que pour tout entier naturel, on a : /\
3 n 1b
any1 = 4an 2o
1 3
bni1 = Zan + an .
o
ﬂ En déduire que pour tout entier natunel ap1 = 0,5a, + 75. g
o
a On posecy = 150— ap, pour tout entier nature.
(&) Montrer que la suitéc,) est géométrique.

(b) Exprimerc, en fonction den.
En déduire que, = 150— 50 x 0,5".

I Etudier les variations de chacune des suigs et (bn).
B Déterminer la limite de chacune des suites. Interpréterdsgltats vis-
a-vis de la situation étudiée par le biologiste.

(2]
Q
o=
[~
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E Représentation graphique *k i mi,,‘ © Corigé ‘
Lycée Jean-Pierre Vernant, Sévres

On considére la suit@in) définie paun 1 = /2 + (un)2 etug = 1.
On donne la représentation graphique de la fonction défanie p

f(x) =v2+x2 sur[0; 4+ool.

CORRIGES

(

n Tracer la droiteD d’équationy = x sur le graphique.

Représenter sur le graphique u1, uz etus, sans utiliser le calcul. Lais-
ser apparents les traits de construction.

Montrer que la suitgv,) définie parv, = (un)2 est arithmétique de
raison 2.

El calculervy, puisv, en fonction den.
En déduire une expression dg en fonction den.
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v
=
[
= m Graphique et limite S & - 30min| © Corrige |
-_— Tl p. 45
= Lycée Massena, Nice

Partie A

On considere la suite définie pag = 5 500 et pour tout entier natura|
Un+1 = 0,68un + 3 560.

n Utiliser les droites d’équatioty = x ety = 0,68x + 3560 pour
construire les quatre premiers termes de la swigg sur le graphique
suivant :

ﬂ Conjecturer le sens de variation ainsi que la limite de [&esuj,).

Partie B

E} Quelestle réle de I'algorithme suivant ?

A prend la valeur 5500
k prend la valeur 0
Tant que A<11000 faire
k prend la valeur k+1
A prend la valeur 0.68*A+3560
Fin Tant que
Afficher k

ﬂ Soit (vp) la suite définie pour tout entier naturel pgr= u, — 11 125.

(@) Démontrer quévp) est une suite géométrique dont on déterminera
le premier terme et la raison.

(b) Exprimer pour tout entiem, v, en fonction den.
En déduire que pour tout entieyu, = 11 125— 5 625x 0,68".

(c) Déterminer la limite de la suitaun) quandn tend verstoo.
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m Evolution d’un salaire *okok - 30min @ Cortig ‘ .
Lycée Dumont d’Urville, Toulon
Partie A

Soit la suite(un) définie par la donnée de son premier teume= 14 000 et
par la relation :

COURS

pour tout entier natured, Unt+1 = 1,04 x uy + 200.
E} calculeru; etus.

E Pour tout entier naturel, on posev, = up + 5 000.
(a) Calculervg.

(b) Exprimervny1 en fonction devy,.

En déduire que la suit@n) est une suite géométrique dont on pré-
cisera le premier terme et la raison.

(2]
Q
o=
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(c) Exprimerv, en fonction den.
(d) En déduire quei, = 19 000x 1,04" — 5 000.

Partie B

On suppose que, représente le salaire annuel d’'une personne pour I'année
2013+ n, n étant un entier naturel.

n Calculer le salaire annuel, arrondi a I'euro, de la pers@m2021.

o . . 33
n (a) Résoudre danR I'inéquation d'inconnue : 1,04* > 19

CORRIGES

(

Remarque sile cours sur la résolution de telles équations n'a pas
encore été vu, remplacer la question par : déterminer lrabke

. 33
des entiers tels que 104" > 1o

(b) A partir de quelle année le salaire annuel de cette persamae-l
doublé par rapport a celui de 2013 ?

B (a) Lorsque I'on entreS = 21 000 dans l'algorithme page suivante,
I'affichage en sortie est = 8.
Expliquer ce que fait cet algorithme.

(b) Quelle valeur faut-il donner &pour retrouver le résultat de la ques-
tion27?
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= Variables :
n, S : entiers
A : réel

Début

Entrer la valeur de S
n prend la valeur 0
A prend la valeur 14000
Tant que A<S
n prend la valeur n+1
A prend la valeur 1,04*A+200
Fin tant que
Afficher n

Fin

m Probleme ouvert * kx50 min‘ Qﬂ’;‘“ \
Lycée Jean Jaures, Chatenay-Malabry
Le client d’'une banque a le choix entre deux types de placemen

* Soit le placement U, a intéréts simples : chaque année, datclierse
6 000€ sur son compte d'épargne et recoit en fin d’année des intéréts
égaux a 5% du montant de son compte au 31 décembre. Cessrsenét
versés sur un autre compte et seront donnés au client ldrsl§tuirera son
compte d’épargne. On notg, le montant disponible a la fin de 'année
sur le compte épargne gt le montant total des intéréts cumulés jusqu’a
'annéen.

* Soit le placement V, a intéréts composés : chaque annéegid gkerse
6 000€ sur son compte d'épargne et recoit en fin d’année des intéréts
égaux a 4 % du montant de son compte au 31 décembre. Cessrsgnét
ajouté a son compte d'épargne et produiront des intérétarleées sui-
vantes. On notey, le montant disponible sur le compte d’épargne I'année
n.

Son banquier lui dit que I'algorithme suivant peut I'aideckoisir le pla-
cement qui lui convient le mieux en fonction du nombre d’a@mpendant
lesquelles il compte épargner.

N prend la valeur 0

V=0

Tant que (V+6000)x1,04-6000N<150N(N+1)
N prend la valeur N+1
V prend la valeur (V+6000)x1,04

Fin Tant que

Afficher N.

Cet algorithme affiche 18. Comment interpréter ce résultat ?
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n acm Propriétés d’une suite géométrique \ © o ‘ —~

. P 1
E} Réponse[b] : (un) est une suite géométrique de raus;z—)rdonc, pour

. 1
tout entier natureh, up 1 = SUn.

E Réponse[b] : (up) est la suite géométrique de premier temmge= 2 et

COURS

.1 .
de ralsoné, donc, pour tout entier naturel:

n\" 2
Un = 2 x (—) = 21-n

.

2) —
El Réponse[a] : .
5 =
(2) g
1-(= o=
2 Ll
Uo+ U1+ U2+ Ug+us=2x 1 —
= =
2

31 2 31

=2X — X - = —

32 1 8

. L .1 1
n Réponse[b] : La suite géométriqueu,) a pour ralsorE et0< > <1
donc lim up =0.
n—+00

Bl Réponse[c] :

)
LA
=
e
o
=]
o

S=Up+Uur+---+Up=2x

1
2
n+1 1
Or, Iim (—) =0,donc Im §=2x - =4.
n—+oo \ 2 n—+o00 %
E acm Suites arithmétiques et géométriques \ © o \

EJ Réponse[c] : Pour tout entier naturel, 2n>>0 donc 2? + 2>2. La
suiteu est donc minorée par 2.

Remarques
* un’est pas arithmétique car n'est pas de la forme, = an+ b.
* U n’est pas géométrique cay n'est pas de la forme, = a x q".

* u est croissante car, pour toatu, = f(n) avecf définie surR par
f(x) = 2x2 + 2, or la fonctionf est croissante s ; +oo[ donc la
suiteu est croissante.
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E Réponse[d] : Le placement étant un placement a intéréts composés au
taux de 3 %, pour tout entier naturglles intéréts acquis 'année+ 1
sont égaux an+1 = Cp x 0,03 et donc le capital 'année+ 1 est égal
aCrH_]_ = Cn aF |n+1 = Cn X (1+ 0,03) = 1,03(:;-1.
La suite(Cp) est donc une suite géométrique de raison 1,03 ; comme
son premier term€y est égal a 5 000, alors, pour tout entier natarel
Cnh =5000x (1,09".
Alors, le capital dont Julie peut disposer en 2011 est égal a :
5000x 1,03 =5 150, les intéréts acquis durant 'année 2011 sont donc
égaux a5 15k 0,03 = 15450<€.

A ATTENTION

La question posée est : « quels sont les intéréts acquistdiaramee
2011 ? » et non « durant 'année 2010 ». Il faut donc calcukeme
téréts sur le capital dont Julie dispose en 2011 pour détemees
intéréts.
Le 1¢rjanvier 2016(n = 6), Julie pourra disposer de :
5000x (1,03)% ~ 5 970€.

Le 1¢rjanvier 2021(n = 11), Julie pourra disposer de :
5000x (1,09 ~ 6 921€.

3
a Réponse[a] : vy est de la forme x " aveca = —2 etq = > donc

. . o . 3 3
la suitev est une suite géométrique de rals§)nComme 1< > cette
suite diverge.

. o (3)\" . .
La suite de terme genera(E) est une suite croissante, donc

3\" Ay o
—2x (5) est le terme général d’une suite décroissante.

Cette suite n’est pas minorée car sa limite-est donc il y a toujours
des termes plus petits que n'importe quel nombre choise. i2ést pas
non plus définie par récurrence puisqu’elle est définie derfagplicite
en fonction den.

Remarques
 Toute suite convergente est bornée.
* La suitev n’est pas définie par récurrence.

Une suite est définie par récurrence si le teupe; de rangn + 1 est
donné en fonction du terme, de rangn.
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n Réponse[d] : Pour toute suite arithmétique de raisgron a, pour tous /\
entiersnetp,uy =up+ (N —p) xr.

La suiteu est la suite arithmétique de raisefB telle queu; = 77,
donc:

Uso = U 4 (50— 1) x (—3) = 77+ 49 x (—3) = —70.

A ATTENTION

L'énoncé donnel; et nonug.

COURS

.

Y o< Bac La Réunion juin 2007 o]

E} Réponse[a] : calculonsun 1 — up.
Pour tout entier naturel,

6 6
—up= 1o — 2 ) (1-—>
tnt1 = tn ( n+1)— 10,5) ( n— 10,5)’

Soit :
u Up =6 -1 ol 1
TN =P \hZ95  n-105

_ 6(=n+105+n-195)
- (n—=9,5(n—105)
. 6
T (n=95)((n-105)"
Un+1 — Up est donc du signe d@ — 9,5)(n — 10,5).
Pourn<9, upy1 —un > 0 ; pourn>11,ups1 — up > 0, mais pour

n = 10,uny1 — Uy < 0O, la suite(up) n'est donc pas monotone pour tout
n.

La suite(up) est croissante a partir du rang 11.

INTERROS
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Remarque si vous cherchez avec votre calculatrice, les valeunsgge
U1p etusj, vous trouvezlg = 5,uip = 13,u;; = —11, ce qui confirme
le fait que la suitgup) n’est pas monotone.

E Réponse[c] : pour tout entier nature,

Un+1 —Up = 0,1 x Up & Upy1 = 0,1 x Up + Up < Upgr = 1,1 X Up.
La suite(up) est donc la suite géométrique de raison 1,1 et de premier
termeug = 2.

a Réponse[b] : soitu, le nombre de romans vendusi@aeme semaine.
D’aprés I'énoncé, le nombre de romans vendu®k 1)-ieme semaine
est en augmentation de 2 % par rapport au nombre de romanss/end
n-ieme semaine ce qui se traduit pam:;1 = up x 1,02. La suite(uyn)
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ainsi définie est donc la suite géométrique de raison 1,02 ptemier
termeu; = 10 000.

1-qg"
Up+---+ Uy =U1 X 5
1-q
Le nombre d’exemplaires vendus au cours des 45 semainetéésou
depuis sa parution est :

1—(1,02)%°

itS~ 718 927.
1-102 soitS 8

S=u;+U2+---+ ugs =10 000x

A ATTENTION

Ici, le premier terme esi; : le nombre de termes est donc 45.

Réponsela] : pour tout entier nature,

1 n
Up = e—nln2 & up = (e—lnz)n & up = (E) )

. . . 1
La suite(up) est donc une suite géométrique de ralion

Y v/r vrai ou faux o et

Vrai. En eﬁet,vn+1 = Un+1—8 = O,5Un +4—8 = O,5(Un-8) = O,5Un.

Faux. La raison de cette suite géométrique st donc comprise entre
0 et 1, par conséquenty,) tend vers 0.

Vrai. un = vy + 8 ; or, (vp) tend vers 0, don¢uy,) tend vers 8.

Faux. On peut soit afficher les termes successifs de la suéecal-
culatrice, soit, si le chapitre a été traité, utiliser ladbon logarithme
népérien vy = v90,5" etvg = Up — 8 = 1, donc:
un <1074 0,5" <104 & nIn(0,5) < In(10~%)
IN(10~%)
> =

In(0,5)

n doit étre supérieur ou égal a 14.

A ATTENTION

In(0,5) est négatif, donc quand on divise patdrb), on doit changer
le sens de I'inégalité.
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u wE Logique ‘ epi_'}'ﬁm ‘

Le terme général de cette suite Bgt= 500x 0,5".
Vrai : par exempleiz = 500 x 0,5° = 62,5.

Faux puisque au moing > 100.
Faux car 500< 0,5" ne s'annule jamais.

Vrai : la suite est strictement décroissante puisque sarrast stricte-
ment inférieure a 1 et son premier terme positif.

On constate que, par exemple,~ 3,9 doncuz < 5, et pour touh > 7,
onau, <uy <b.

@ METHODE

Pour montrer :

e « il existe un nombre . », il suffit de trouver un exemple pour montrer
que c'est vrai.

e « pour tout nombre . », il suffit de trouver un contre-exemple pour
prouver que c’est faux.

il

E acm Interprétation de U'affichage .10

Réponse[d] .
Lors de I'initialisation, U et S prennent la valeug = 1.

Dans la boucle, U rend successivement les valayrsiz, Uz, Us et us qui
sont ajoutées a S.

Donc en sortie de boucl& = ug + uj + Uz + Uz + Us + Us.

‘ © Enoncé ‘

u acM Variations en pourcentage p.10

n Réponse[h] . Chague mois le prix unitaire est diminué de 21 %, donc
multiplié par 0,79. Au bout da mois, il devient donc 1& 0,79".
La quantité vendue augmente de 26 %, donc devient >00@6".
Alors,
Vi =10x 0,79 x 1 000x 1,26" = 10* x 0,995 4' .
(Vn) est une suite géométriqgue de premier terme positif et derrais
strictement inférieure a 1, elle est donc décroissante.
Sa limite est nulle, mai¥, n’est jamais nul.

(Vn représentant une somme en euros, sera inférieur a 1 ceriéore d
pour n de I'ordre de 3 000, soit aprés 250 ans, on ne peut donc pas
invoquer un arrondi pour dire qu'a long terme la valeur sidar)

COURS

INTERROS
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Fl Réponselb] .
La valeur de la moto au bout deannées est 10 000 0,9".
Cette valeur n’est jamais nulle, méme si elle est strictémécroissante
et tend vers 0.
Pourn = 5, on trouve 10 00& 0,9° ~ 59049, c’est-a-dire 5 900 &
10 euros pres.

CORRIGES

. , sa m E 3
n Suite géométrique \°p_'ﬁ“‘°\
Lycée Lamartine, Paris
B w=2u1=3+4+1=8etuz=9+8+1=18.

8 18 . ~ s
Commei = = cette suite ne peut pas étre géométrique.

1

2 4
2| uo=§,ul=§etus=2—7.

On constate uctej1 2. 3_2 et 12 492
= X = —_ = == X = = .
M "0 17 3% " 277273
Cette suite pourrait donc étre géométrique de ragson
Pour le prouver, en remarquant qu’aucun terme de la suigt nig, on
fait le quotient de deux termes consécutifs poguelconque :
2n+1 3n+1 2

Un+1 % 2
Un S 20 3

. . . s 2
Ceci prouve que la suite est bien géométrique de ra§son

n Critere de choix | © ermct |
Lycée La Bruyeére, Versailles

n Uiy — Up = 6 etupx — u; = 24. Comme la différence de deux termes
consécutifs n’est pas constante, on peut étre slr que B et pas
arithmétique.

ug 8 uz 32 . .
ﬂ =3 4 etu— =5 = 4. Comme ces deux quotients sont égaux,
0 1
la suite pourrait étre géométrique, mais on n’en est pasaiorr ne

connait rien sur les autres termes.

@ METHODE

Pour montrer qu’une suite n'est pas arithmétique (ou géaqu&l), il suf-
fit de trouver trois termes consécutifsb etc tels queb —a # c— b (ou

b ¢ )
3 + B)' Il suffit donc de trouver un contre exemple.
Par contre, pour montrer qu’une suite est arithmétique Gmnggtrique),

il faut démontrer que la différence (ou le quotient) de derries consé-
cutifs quelconques est constante (constant).
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A . E ¢
m Suites et puissances \°p_'ﬁ“‘°\
Cité scolaire internationale, Grenoble
B} ui=u+2=6,up=u;+2=28etus=uz+2=10.
Remarque la forme générale de, estu, = 4 + 2n, ce qui sera utile
pour la suite.
Bl @ vw=2%=2"=16;v1=2"%=2%=64;v, = 2"2 = 28 = 256.
(b) Pour tout entier naturel, v, est non nul et :
JUny1 A2+

Untl
vp 2un  24+2n
La suite(vn) est donc géométrique de raison 4.

=224

7 . Enoncé
m Modifier un algorithme \Qp_'}z"“\
Lycée Victor Duruy, Paris
Initialisation N S
A=4 0|1
Boucle « Tant que »| TestS < A
1<4:vrai 1 1+g=z
! 4 :vrai 2 ! + 4\ _ 37
— <4 = = ==
3 3 3 9
37
9 < 4 : faux Fin de boucle

L'algorithme affiche N, la plus petite valeur detelle queS > 4. On a ici
37
SE 5 pourn = 2.

Si A = 10, il faut modifier le test en compara®t 10. Les premiers calculs
sont identiques au cas précédent, puis :

TestS < A N S

37 37 [/4\°® 175
— < 10: vrai 3| — =

g -V 9'+(3) 27
175 175 [/4\* 781
~ =~ 2 10: vrai 4| =4 (=) ==
o7 <V 27 (3) 81
781 . 781 [/4\°> 3367
ﬁ<10.vra| 5 a—i_(é) —m
3367

—— < 10: faux Fin de boucle

243

L'affichage est donc N= 5.

( COURS
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m Suite logarithmique | Sk |
Lycée Chaptal, Paris

Bl - hui=1+In2=Ine+In2=1In2e.
Par stricte monotonie de Iruz = 2e.

*Inuz=1+Inu; =Ine+In2e=In(e x 2¢) = In (2€).

v
Al
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Dol : Uy = 2€2.
*Inuz=1+Inuz =Ine+In2€& = In (e x 2¢%) = In (2¢€%).
Dol : ug = 263

E] De facon générale :

IN(Un+1) = 1+ In(up) = Ine+ In(up) = In(e x up)
u
n+1 —e
Un
Cette relation de récurrence défifu,) comme une suite géomeétrique.
(up) est donc la suite géométrique de premier terme 2 et de raison e

= Upyl =€xX Uy &

up, =2€' pourtoutn € N.
a Comme la raison est supérieure a 1(€l) et que les termes sont posi-
tifs :
Unp < €X Uy = Unp < Up41 (HGN).
La suite(up) est donc strictement croissante et divergente :

lim € =+40c0= Iim up=+oo.
n—+00 n— 400

3 On cherchen tel queu, > 109, c’est-a-dire : 2& > 10,
Sachant que In est strictement croissante :
2d' > 10° «— In(2€") > In(10"°) < In2+nlne > 10In10
—_
1
<= n>10IN10-In2 < n> 223410 pres.

Le plus petit entier naturel qui satisfait la derniére ctindiestng = 23.

E Comparaison de deux placements | S |
Lycée Gabriel Fauré, Paris

n Au 1¢r janvier de I'année 2005, Marcel dispose de son capital de dé-
part, soit 10 000 euros, augmentés des intéréts sur un arg %ode
10 000 euros :

3
uy = 10 0004 10 000x 100 = 10 000+ 300= 10 300€.

De méme, Edith dispose alors de :

4
v1 = 9 000+ 9 000 100 = 9000+ 360= 9 360€.
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E Au début de 'année 2004 n + 1, Marcel dispose du capital, de /\
'année 2004+ n augmenté des intéréts (3 % dg), soit :
Uo = 10000
Un+1 = Un + 0,03Un = 1,03Un.
Il s’agit d’'une suite géométrique de raisorD2 et de premier terme
up = 10 000.
De méme pour Edith :

V0 = 9000
{vn+1 = vp + 0,04v, = 1,04 vy.
Il s'agit d’'une suite géométrique de raisorD4 et de premier terme
vo = 9 000.
a Les expressions des termes en fonctiomdent :
Un = Up x (1,03)" vn = vg % (1,04)".

n Il s’agit de trouver le plus petit entier tel queun < vy. On résout
cette inéquation d’inconnue en utilisant la croissance de la fonction
logarithme :

Un < vp <= 10000x (1,03" < 9000x (1,04"
1,04\" 10000
1,03 9000

<— In 104" Inl—0
103) |7 "o
< nxlIn 1,04 In 1—0
103) " "'\
—_—
a>0

n (10 i 104 -1
— N> n(g) x(n1,03) .

~10,9
Les solutions entieres de cette inéquation vérifient donc 11. C'est
donc au bout de 11 années de placement qu’Edith disposeraahital
plus important que Marcel. Elle a placé moins d’argent, aimieux
placé!
Si le chapitre logarithme n’a pas été traité, on peut aussiertles tables
de la calculatrice pour déterminer 'année ol le capitabitttdépasse
celui de Marcel. Ensuite, on est sir qu'il restera supénpeisque ses
intéréts sont supérieurs.

( COURS
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m Trouver la raison | S |
Lycée La Bruyeére, Versailles
n Si la suite est décroissante, alars < us, mais aussily < ug donc
1092 < 10q, c’est-a-direg? < q, soitq(q — 1) < 0. Cela montre que
0<qg<l1.
Cette condition est suffisante camusi= 10, alors :

CORRIGES

10
Unzloan_Szﬁan.

La suite(q”) est décroissante car9 q < 1 et on obtienu, en multi-
pliantg™ par un nombre positif, donc la suite,) est bien aussi décrois-
sante.

Dans ce cas, la condition9 q < 1 est nécessaire et suffisante.
ﬂ Ici aussi la suite est décroissante dagc< Us, c’est-a-dire-10q < —10,
ce qui donney > 1.
-10 . .
On aalorsip, = — xq". Commeq > 1, la suite(un) est croissante, et

multipliée par un nombre négatif, elle donne bien une siétzaissante.
Cela montre que la conditian > 1 est nécessaire est suffisante.

E Retrouver la suite ‘epgﬁogncé‘

Lycée Victor Duruy, Paris
n Comme la suite est géométrique, en notald raison, on & = aq et
¢ = ag? donc:

b? = (aq)? = a x ag® = ac.

ﬂ Si q était négatif, les termes de la suite seraient alternatvemositifs
et négatifs. Dans ce cas, la suite ne peut pas étre crois&amiglus,
g # 0 sinon la suite serait constante a partir du rang 1. Par qoesg,
q > 0.
El Sigestlaraison, alors = aqetc = ag?.
En remplacant la seconde équation de S par la somme des deax €q
tions de départ, ona:

3a+2b=24
Puis, en exprimarti etc en fonction dea :

a+aq+ag®=19
3a+2aq=24

{a+b+c=19

On obtient alors :

2\ _
- {a(1+q+q ) =19
a3+ 2q) = 24
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n De ces deux équations, on déduit, par produit en croix : /\
24a(1+9+9°) = 1%@B+2q)
et commea # 0 (sinon la suite serait constante), on obtient :
240° — 149 —33=0.

. . . 14458 14-58
Les deux solutions de cette équation sont 218 et 8

COURS

Commeq > 0, on en déduit qug = g

.

Alors, d’apres la seconde équation de S’(S + 2 x g) = 24,
3 3
On trouvea = 4, puisb = 4 x > =6etc=6x > =09.
. a0 - @ Enoncé
Suite décrite par un algorithme el

Lycée Albert de Mun, Nogent-sur-Marne
n L'algorithme affiche le termas de la suite géométrique de terme= 2

INTERROS

.4
etde ralsorE.

4\° 128

Laffich d 2|z) ==
affichage sera donc (3) >7

E Le 5 terme de la suite est le terme de rang 4 donc on modifie I'algo-

rithme de la fagon suivante :

)
LA
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e
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U prend la valeur 100
Pour i variant de 1 a 4
U prend la valeur 1,2U
Fin Pour
Afficher U

B @ un1=12u,etu, =100x 1,2

(b) Comme 12 > 1, on sait que 2" tend verstoo lorsquen tend vers
+o00. En multipliant par 100, qui est un nombre positif, on trouve
que la limite de(up) est aussit-oo.

() S=up+ui+---+us
=100+ 100x 1,2+ 100x 1,22 +--- 4+ 100x 1,2°
=1001+ 1,2+ 1,22+ 1,2° + 1,2* + 1,2°)

i, — 1,29

=12

=500x (1,2° - 1)

= 992992

= 100x
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m Recherche de taux ‘apgqczneé‘

Lycée Jacques Monod, Clamart

(1 EY

(b)

H @

(b)

Aprés un an de placement, le capital disponiBieest la somme
du capital initialCp, et des d'intéréts,, 03 x Cy. Donc

C1 =1,03x Cp = 5150 (en euros).
De méme :

C2=C1+0,03x C; =1,03x C; =5 3045 (en euros).

De facon générale, le capital disponible apnésnnées de place-
mentCp 41 est égal au capital disponible I'année précédete,
augmenté des 3% d'intéréts03 x C,. D’'ou la relation de récur-
rence :

Cn+1=1,03x Cy,

pour tout entier natured, qui prouve quéCyp) est la suite géomé-
trique de raison D3 et de premier term€y = 5 000. Le terme
généralC,, s’exprime donc en fonction depar :

Cnh =5000x 1,03".

Le capital disponible au¢ljanvier 2010 correspond @g. On le
calcule a l'aide de la formule précédente. On constate gstiin-
férieur a la somme désirée.

Cg = 5000x 1,03 ~ 6 334(euros.

Supposons que René place 5 000 euros'l@tvier 2002 un pla-
cement au taux de% (out est un réel strictement positif). La
nouvelle suite(C/,) des capitaux est définie par la relation de ré-
currence :

t
/ _ - /
Chia = (L+ 755)C5:
t
Cette suite est donc géométrique de raiseufliaJ etl'ona:

t \n
C,=5 00((1 + ﬁ)) pour toutn € N.
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On recherche le plus petit tatix- O tel queCg > 7 000 : /\

5000(1+1OO) > 7000 < (1+m)8>g

= 'n< 1+100 ) '”(9

— 8In(1+ >In7-1In5

100
IN7—1In5
— )y -
‘:"”<1+100)/ 8

mn t > ex IN7—1n5
— 100~ P\ 73

<— t>43 (a40,1prés

René aurait donc da placer son capital au taux d’au moins 4,3 %

COURS

.

Comme dans I'exercice précédent, si le chapitre sur Iesithgaes

INTERROS

n'a pas été traité, on peut programmer la fonction S(OQQR)
et faire afficher une table de valeurs avec la précision stienaour

obtenir le taux minimal nécessaire.

m Exponentielle d’une suite arithmétique =5

Lycée Victor Duruy, Paris
B @ u=2-1=1letu;=1-1=0.
(b) up =up+nr =2-—ndoncujs=2—15=-13.
(c) * Pour N=1, A=1 et S=3.
* Pour N=2, A=0 et S=3.
* Pour N=3, A=1 et S=2.
Si N=0, A et S prennent la valeur 2 et gardent cette valeur : on

n’entre pas dans la boucle car i ne peut pas prendre de vaigar e
letO.

)
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A est la valeur du terme de rang N de la suite arithmétique.
S est la somme des termes de rangs 0 a N de cette suite.
(d S=(Uo—0)+(Uo—1)+(Up—2)+---+ (Uup—n)
=N+Dup— O0+1+2+---+n)

= (n+ Duo — ”(”2”)
n

=(n+1 (2—§>

_ (+DH@d—-n)

B 2
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B @ w=e¢o=y=ci=e=cety=ez=e=1.
(b) Pour toutn, v, est non nul donc :
Un+l e —_el_ 1-
Un ghin e
Le quotient de deux termes consécutifs est constant, la @ui

o o1
est donc géométrique, de ralsgn

1\" &

C = = = — = ez_n.
() vn=wvo x (e> o
(d) Pph=voxviXv2X--+Xuvp

=e¥ x gl x...xeh

— euo+ul+---+Un

(1) (@-n)

— D .

. . E 3
B suites extraites el

Lycée Pierre de Fermat, Toulouse
n D’une année a l'autre le prix augmente de 3%, c’est-a-direnedtiplié
par 103 ; la suite des prix est en progression géométrique derraiso
1,03.
Phi1=Ph+0,03x P,=1,03x P, donc P,=1,03"x Py
On cherchen tel queP, > 2Py, c’est-a-dire : 103"Py > 2Py. On sim-
plifie d’abord cette inéquation pd (sans en changer le sens puisque
Py est strictement positif). On résout en utilisant la strim@ssance de
la fonction logarithme :
1,03" > 2 < In(1,03") > In2
<= nin1,03>1In2
——
>0
. In2
~ In1,03
——
~23.45
Le plus petit entier naturelp qui satisfasse cette condition est donc :
no = 24. Le prix double au bout de 24 ans. D’apres la résolutionéré
dente, la solution est indépendanteRie
E Les prix ne suivent plus une progression géométrique paitegitaux
changent d’une année a l'autre.
(@) On sait queP; = 1,03Py et P, = 0,97P;. En substituanP; dans
la deuxieme égalité :
P> = 1,03 x 0,97 x Py = 0,9991P
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(b) Pour un couple d’anné@n + 1,2n + 2) : /\

l:)2n+1 = 1,03P2n
Pongy2 = 0,97Ponta

On en déduit la relation de récurrence suivante :

donc P2n+2 = 0,9991P,,

Un+1 = 0,9991u, avecup = Pop

COURS

La suite(uy), égale a la suitéP.y,), est donc géométrique de raison
0,9991 et de premier terni®.

(c) Pon =0,9991"Py et Pynyi1 = 1,03Py, = 0,9991" x 1,03P,.
(d) En généralisant avec un taux d’inflationidé suivi d’'une désinfla-

.

tion de—i% :
100+ i W
Pont1 = 100 Pan i 2 g
. donc P2n+2 =|1-(-— Pon o=
P _ 100—i P 100 [T
2n+2 = 100 2n+1 E

On obtient comme relation de récurrence :

Ny
i
Un+1 =Qqun, avecup =Py, Q= (1— (ﬁ)) )

La suite des prix Pon) est géométrique de raisapet de premier
termePy. Par suite :

(-

i
Pongy1 = (1 + —) Pon

)
LA
=
e
o
=]
o

SRR
(-G

(e) La raisonq est positive et strictement plus petite que 1, donc la
suite (q") décroit et les deux suites de pfiRn) et (Poni1) aussi.
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rt
=)
& ) ,
= m Etude d’un algorithme | e |
= Lycée Victor Duruy, Paris
| P
Initialisation
N=4 0 63,2
Entrée dans Test I<N
la boucle
1 0 < 4 Vrai 1 1,002 x 63,2+ 0,1 ~ 63,426
2 1 < 4 Vrai 2 1,002x P + 0,1~ 63,653
3 2 < 4 Vrai 3 1,002x P + 0,1~ 633881
4 3 < 4 Vrai 4 1,002x P + 0,1~ 64,108
5 4 < 4Faux| SOM€Ude Atichage du résultat 64,108
la boucle

La valeur affichée est donc, arrondie au millieme, 64,108.

Remarque c’est le &4 terme de la suite arithmético-géométrique :

Pny1 =1,002P, + 0,1, avecPy = 63,2.
Attention a l'utilisation de la calculatrice : si & chaqueg#, on utilise la
valeur arrondie dé>,, on accumule les erreurs d'arrondi. Il est donc préfé-

rable de reprendre la valeur exacte trouvée par la cal@égtouche ans )
en général).

m Suite arithmético-géométrique [

Lycée Henri IV, Paris

0
n Il'y a 80% de réabonnements par an s«f%an = 0,8a,. llyaen
outre 5 000 nouveaux adhérents par an. Soit en tout,

an+1 = anciens lecteurs qui se réabonnenhouveaux abonnés

—0,8an = 5000
= 0,8a, + 5000

Fl (@ Onsaitque up =25000—a, <= a, = 25 000 up.
On cherche a écrire une relation enirg 1 etuy, :
Unt1 = 25 000— ap. 1 = 25 000— (0,84, + 5000
= 25 000- 0,8a, — 5000= 20 000— 0,8(25 000— up)
= 20 000- 0,8 x 25 000+-0,8up,
=0
= 0,8up.
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(un) est donc la suite géométrique de raisaB @t de premier /\
terme :

up = 25 000— ag = 25 000— 10 000= 15 00Q
(b) Le terme général, s’exprime en fonction da par :
Un = Up x 0,8" = 15 000x 0,8".
On en déduit I'expression d®, en fonction den :
an = 25 000— u, = 25 000— 15 000x 0,8".

(c) Laraisonq de la suite géométriqu@ln) vérifie 0 < q < 1, donc
(up) converge vers zéro :

lim 0,8"=0
n— o0

COURS

.

Par conséquent : g
lim a, = lim (25000— 15 000x 0,8") o
n—00 n—00 E
-
= 25000- 0= 25000 =
a @ 25 000— 15 000x 0,8 > 22 000
25 000— 22 000
X
<— 0,8" < ——15000
1
0,8 < =
— < 5

)
LA
=
e
o
=]
o

gl -

< In (O,8X) <In (la fonction logarithme est croissante)

<= xIn(0,8) < In

Y

1 . -
§) (attention en divisant : |©,8) < 0)

1
In g
> °
In(0,8)
Les solutions sont donc tous les entiers strictement seyuéra 7.

— X

(b) Le nombren d’années recherché doit étre solution de I'inéquation
précédente n > 7,21. Or le plus petit entier satisfaisant cette
condition est n = 8. On en conclut que 8 années sont nécessaires
pour que le nombre d’abonnés dépasse 22 000. On peut aussi tab
ler la suite sur la calculatrice, ce qui donne le méme résulta
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Ml

m Représentation graphique
Lycée Joliot-Curie, Nanterre
n Pour montrer qu’une suite n’est pas géométrique (respaétique) il

' Y e s
suffit de montrer quéeux rapports paI’tICU|IeI’S|:—+1 (resp. deux diffe-
n

v
Al
9
_—
(- 1
(- 1
Q
L4

rencedin 1 — Up) Ne sont pas égaux.

1
ug =§uo+1=1 u 3 . Us

1 1 3 Uz 2 U2
u = =Uu 1:— 1:—@
’ 2 o 2+ 2 U2—U1—} et U3—U2—}
1 3 7 2 4
us ==u 1=-+1=-
3 > 2+ 4+ 2
u u
23 et Uz —uUg # Uz — Uy
ui u2

Donc la suite(up) n'est ni arithmétique, ni géométrique.

n La figure suivante montre la construction des drofest A. Les coor-
données du point d’intersection @eet A s'obtiennent en résolvant le
systeme suivant :

1 é 1 > 11 5
= Zx+1 = Zx+1 “x =1 X =2
y=x+ X SX+ 5X

| a donc pour coordonnées le coufite 2).

A
& M M/)
M1
! +1 ! >
==
Y77
y=x
0
A0 Al A A, 2

a (@) \oir la figure précédente.
(b) On conjecture grace a la figure que la limite de la s@itg vaut 2.
Il (@ Onsaitque:

Un = Up —2, et donc Up = 'Un+2.
vg =Up—2=—-2.
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On cherche une relation de récurrence pgun (vn+1 €n fonction /\
dewp):

Untl = Uny1 — 2

1

N
-4
1 =
=5un—1 o
1
= (42 -1
1 M
=—-vp+1-1
2
R 1
D'ou : Un+1l = Evn.

S 1 .
(b) (vn) estdonc la suite géomeétrique de ralszoat de premier terme

1 n
—2.0navp = -2 (5) .

INTERROS

1
El o<:><1,donc lim vy, =0,dou:
2 n—+4-o00

AL o=, M (o) = (. s 2=0rra=2 2
Finalement, la suitév,) converge vers 0 et la suite,) converge donc =
vers 2. (-
(=]
o
s E g
E Double récurrence | et |

Lycée Henri IV, Paris

E} (@ Aveca=2,onadoncun2 = 2uns1 — Un.
Exprimonsvp41 en fonction devy, :
Un+1 = Un42 — Unt1 = (2Un+1 — Un) — Upt1 = Unyl — Up = vp.
De vnt+1 = vp pour tout entien, on déduit :

Un+1 = Un = Un—-1 = Un-2... = V1 = V0.
La suite(vy) est constante et tous ses termes sont égag>cast-
a-dire a 2.
(b) D’aprés la question précédente,on a:
Un =2=Upt1 — Uy dONC Upy1 =Upn+ 2.

Ceci prouve queuy) est la suite arithmétique de raison 2 et de
premier terme 1, doncu, = 1+ 2n pour toutn € N.
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D’aprés les formules de somme :

S =Up+Uo+Tr +Up+2r +Up+3r+---+uUop+nr
=MN+Dup+r(1+2+3+---+n)

n(n+ 1)
2

(up) est la suite arithmétique de raison 2 et de premier terme 1,
c’est-a-dire la suite des nombres impairs3,5,7,9, etc.

Pourn = 49,u49 = 1+ 2 x 49 = 99 < 100. Les entiers impairs
inférieurs a 100 correspondent donc aux termes de la suitg de
Ugo.

=M+ Lug+r =M+ +n+1)=(n+1>

Aveca = —4 on obtient Uny2 = 8up+1 — 7Up.
Comme dans la question précédente, on cherche a détermimer u
relation de récurrence pou,) (écrirevn41 en fonction devy) :
Unt1 = Uny2—Unt1 = 8Unt1—7Un—Unt1 = 7Uny1—7Up = 7vp.
Ainsi, (vp) est la suite géométrique de raison 7 et de premier terme
vo = 2. Son terme de rang s’exprime en fonction de par
Un = 2x 7
Th=vo+vi+...4+vn
=24 2x T 42x TP+ +2xT"
=2x (1+ 7+ 7+ +7")
1— 7n+1
1-7
7n+1 -1
7-1
7n+1 -1
= T
En écrivant differemment la somnig, on obtient :
Th=vo+vi+uvo+...+vn
=U; —Up+U2—Up+U3—U2+ ...+ Uny1 — Un.

Tous les termes sauf,;1 et —up se compensenuf — u; par
exemple). Il ne reste donc finalement que :

=2x

=2x

Th=Unt1—Up=Unr1— 1
D’apres la question précédente :
7n+1 -1

3

Y 1_7"—1:>u _7"+2
n = 3 n= 3 -

Tn=Unp1—1=
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Or la suite géométrique&™) diverge verstoo (car 7> 1), donc : /\
. T"+2
lim

N—+00

= +oo C'est-a-dire que la suit@in) diverge verstoo.

m Etude simultanée de suites St
Lycée Louis Pasteur, Neuilly-sur-Seine

n Le nombre de cellules de type A (a + 1)¢jour est : 75 % des cellules
A du jour précédent (car 25% de cellules A ont muté vers B) aliqu
s’ajoutent les 25 % de cellules B qui ont muté vers A. On olbtien

COURS

.

3 1
=- —bn. 1
ant1 4an + 2°n (1) .
Le raisonnement est similaire pour les cellules B : g
3 1. 1 3 &
bhy1 = an ar Zan = Zan + an- (2 E

n Sachant quey, + by = 300, on ab, = 300— a,. En substituant dans
I'équation 1, on obtient :

3 1
ant1 = —an + - (300— ay) ﬂ
4 4 T
o=
3 1 1 -
— Zan— Zan+ - x 300
g gt X 8
_1, 8300
3%ty
—0,5x a + 75.

B (&) On cherche une relation de récurrence p@u), sachant que
¢ch = 150— a, et donca, = 150— ¢;, :

Cnt1 = 150— an41 = 150— (0,5 x an + 75)
=75-0,5x ay = 75— 0,5(150— cp)
=75—75+0,5x% cp
= 0,5 x cp.

On reconnait la relation de récurrence d’'une suite géoquetrie
raison Q5.
(b) Onacy = 150— ag = 50, donccy, = ¢p x 0,5" =50 x 0,5".

Commea, = 150— ¢y, on en déduit que, = 150— 50 x 0,5"
(n e N).
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] Puisque 0< 0,5 < 1:05" > 0,5"1. Or,
05" > 0,5" «— —50x0,5" < —50x 0,5""*
<~ 150—50x 0,5" < 150— 50 x 0,5"*1
< an < an41.
La suite(an) est donc croissante.
Un raisonnement analogue montre que la siogg est décroissante.
B On saitque lim 0,5" =0 (car 0< 0,5 < 1). On en déduit que :
n— 400
lim (150-50x 0,5") = 150,

n—+o00

v
Al
9
_—
(- 1
(- 1
Q
L4

et de méme:
lim (150+ 50 x 0,5“) = 150
n—+o00

A long terme il y aura 50 % de cellules A et 50 % de cellules B.
R a . hi © Enoncé
eprésentation graphique <0 |

Lycée Jean-Pierre Vernant, Sevres
n Le graphique complété est le suivant :

yNie A

0 u, 1 u, 2u, u; 3

2 2
E Un+1 = (Un+1) = 2 4+ (Un) = 2 =+ Un.
La suite(vn) est donc une suite arithmétique de raisoa 2.
ﬂ o = (u0)2= 1 etvy, = vg 4+ nr =1+ 2n.
Commevy = (un)z, cela donnel, = /v, (en effetu, > 0 puisque les
termes sont définis par une racine carrée dans la relatioécderence,
etug > 0).
Par conséquent,, = +/1 + 2n pour tout entier nature.
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. o Enoncé
m Graphique et limite | Nt | ~
Lycée Massena, Nice
Partie A
E} Onale graphique suivant : o
o
11000 —)
=
o (3
9000 |-
7000 | M/

5000 N
o
o
30001 - E
-
=

1000 :

0 P IR R :

0s & &4 JuuSu, = 3

S S (e} S S = S

(e} S S S S S S

(e) S
n La suite(un) semble croissante. o
En fonction du soin apporté au dessin, on peut conjecturetajguite E
converge vers 11 000 ou vers une valeur légéerement sup&rorifordre o
de 11 100. 8

Partie B

n Dans cet algorithme, A représente le terme de kadg la suite.

L'algorithme calcule les termes successifs de la suitejjlaal premier
rangk tel queux >> 11 000. Il affiche donc le plus petit rafkgel que
uk > 11 000 a condition qu'il existe.

Si il n’existe pas, on ne peut pas sortir de la boucle.
Fl (@ Sivn=uy— 11125, alorsi, = vy + 11 125.
Donc :
Uns+l = Upeg — 11125
= 0,68up + 3560— 11125
= 0,68(vn + 11 125 — 7 565
= 0,68vy, .
La suite (vp) est donc géométrique de raison 0,68 et de premier
termevg = up — 11 125= —5 625.

(b) vh =-5625x 0,68" et alorsu, = 11 125— 5 625x 0,68", pour
tout entier natureh.
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(c) Comme 0< 0,68 < 1, la limite en+o0o de Q68" est 0. Alors, la
limite de la suite(up) est 11 125.
La conjecture de la partie A est compatible avec ce résaata
I'échelle du dessin, il n'est pas raisonnable de penseehaxte-
ment 11 125.

v
Al
9
_—
(- 1
(- 1
Q
L4

m Evolution d’un salaire | S |
Lycée Dumont d’Urville, Toulon
Partie A

E} ui=14760et; = 15 5504.
El (@ wvo=uo+5000= 19 000.
(b) Commev, = up + 5000, alorau, = vy, — 5 000. Donc :
Uns1l = Uny1 + 5000

= 1,04u,, 4+ 200+ 5 000
= 1,04u, + 5 200
= 1,04(un + 5 000
= 1,04vy, .

La suite(vn) est donc géomeétrique de premier teroge= 19 000
et de raison 1,04.

(©) vn = 19 000x 1,04".
(d) un = vy —5000= 19 000x 1,04" — 5 000.

Partie B
E} 2021=2013+8 ;il faut donc calculer :
ug = 19 000x 1,048 — 5000~ 21 003

33
E (a) 1,04* > 19 donne, en prenant le logarithme des deux membres, et

. . . 33
en utilisant la croissance de la fonction Ixin 1,04 > In 1o’ et

33
n et
comme In104 > 0, on a :x o
104> ~ In1,04
n33
En posana = - 11094, I'ensemble des solutions dst; +oo[, avec
a~ 14,07. ’

Si on n'utilise pas le logarithme, on peut rechercher lestsmis
entiéres de cette inéquation. La suite de terme génépd! st
une suite géométrique strictement croissante @@ & 1. Il suffit

33
donc de trouver le premier entiettel que 104" > 19
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A la calculatrice, on trouve 041 < i—g et 10415 > i—g Par /\
conséquent, les solutions sont tous les entiers supéneuggaux
als.
(b) On cherchen tel queun > 2ug, c'est-a-dire :
19 000x 1,04" — 5 000> 2 x 14 000, g
ce qui équivaut a : =
104" > 28 000+ 5 000

19 000 ’
. L 33
qui se simplifie en 04" > 19°
La solution est donc le plus petit entier trouvé dans la qoest
précédente, c’est-a-dire 15.
Le salaire aura donc doublé en 20435, soit en 2028.

a (a) Lalgorithme donne le nombre d’années nécessaires pouteque
salaireA devienne strictement supérieur a un monfant
D’aprés la question 1 de la partie B, il faut bien 8 années paer
le salaire dépasse 21 000 euros.

(b) Il faut donner aSla valeur 21, c’est-a-dire 28 000.

.

INTERROS

B Probleme ouvert o et
Lycée Jean Jaures, Chatenay-Malabry

Pour choisir le meilleur placement, il faut comparer les sws disponibles
a la fin de chaque année dans chacun des cas.

)
LA
=
=
e
=]
o

e Pour le placement U, la sommg sur le compte épargne est une suite
arithmétique de premier terme 0 et de raison 6 000, dgre 6 00M.
Chaque année, I'intérét est égal a 5% de la somme placéeadduut de
nannées,ona:

in=0,05x u; +0,05x uz + ---+ 0,05up
=0,05x60001+2+---+n)
nin+1)

= 0,05 x 6 000x >

— 1500(n + 1).

La somme disponible au bout deannées est donc dans ce cas :
6 00 + 150(n + 1).

e Pour le placement V, la sommg est une suite arithmético-géométrique :
vn+1 = 1,04 x (vh + 6 000 car chaque année il est déposé 6 @de
plus, et la totalité de la somme rapporte 4 % d’intéréts.

Le placement V est le plus intéressant lorsggle- 6 00 + 150n(n + 1),
doncuvn, — 6 00 > 150n(n + 1).
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Dans I'algorithme, le nombre N d’années augmente tant gtie cetgalité
n’est pas vérifiée, donc le nombre N affiché correspond a léedoninimale
de I'épargne pour que le placement le plus avantageux spidtement V.

Pour une épargne inférieure ou égale a 17 ans, il vaut mieandpe le place-
ment U, si I'épargne est plus longue, le placement V est piiéséssant.
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Chapitre

Dérivation et langage

de la continuité

1. Continuité
2. Rappels sur la dérivation
3. Applications de la dérivation

&3 Continuité
Exercice type 1 Lycée Francois Couperin, Fontainebleau

On consideére la fonction définie sur= [—10; 10] par :
f(x)=x3—3x%>+x+3.

E} Etudier le sens de variation de la fonctidnet dresser son tableau de
variations su .

E (2) Démontrer que I'équatiom (x) = 0 admet une unigque solution sur
[—10; 10] notéea.

(b) Encadrem par deux entiers relatifs consécutifs.
a On consideére I'algorithme suivant :

Initialisation
a prend la valeur -1
b prend la valeur O.
d prend la valeur 0,1
Traitement
Tant que b-a>d
m prend la valeur (a+b)/2
Si f(m)>0
Alors b prend la valeur m
Sinon
a prend la valeur m
Fin de Si
Fin de Tant que
Sortie
Afficher a et b.
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Exercice type 1 (suite) Lycée Francois Couperin, Fontainebleau

(&) Remplir le tableau ci-dessous en s’arrétant quand on se¢fldnt
que » (il y a peut-étre trop, ou pas assez, de colonnes).

On arrondira les résultats au centieme a chaque étape

Etapd Etapq Etapq Etapq Etapd Etapd Etape
1 2 3 4 5 6 7
a -1
b 0
m
f (m)
Signe
de f (m)

Quelle seront alors les valeurs dethb en sortie ?
(b) Quel est le réle de cet algorithme ?
(c) Expliquer, par exemple a l'aide d’'un graphique, le réle du = S
dans cet algorithme.
n Donner une valeur approchée dé 103 prés en utilisant la calcula-
trice.
B En déduire le signe dé(x) suivant les valeurs de.

Voir corrigé page 51

€% Notion de continuité

La définition mathématique de la notion de continuité n'est @u programme.

Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalE la courbe représen-
tative de la fonctionf pourx appartenant & se trace « sans lever le crayon ».

Théoreme 1

Les fonctions usuelles sont continues sur chacun des alfesvde leur en-
semble de définition.

Convention :

Dans un tableau de variations de fonction, les fleches odditpaduisent la conti-
nuité et la stricte monotonie de la fonction sur I'intereatbnsidéré.

Remarques
e Si f est continue sur eta appartient d anrs)(Ii_)r’r;l f(x) = f(a).

¢ Lanotion de continuité n'a de sens que sur un intervalle.
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€2 Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoreme 2

Si f est continue sur un intervalla | b] alors, pour tout réek compris entre
f(a) et f (b), il existe un réet compris entre etb tel que f (c) = A.

Remarque cela veut dire que I'équatiofi(x) = A a, sur l'intervalle &; b], au
moins une solutioic comprise entra etb.

€X) Unicité de la solution de U'équation f (x) = A

Théoreme 3

Si f est continue et strictement monotone sait Ij] alors, pour tout réek
compris entref (a) et f (b), I'équation f (x) = A admet une solution unique
comprise entra etb.

INTERROS

.

Remarques
e Utilisez ce théoréme pour démontrer I'existence et I'ugici’'une solution a
I'équation f (x) = A sur un intervalld .

* Ce théoreme ne vous permet pas de trouver la solution eX#mis. pouvez
seulement trouver un encadrement de la solution, pour gélisez le menu
« table » de votre calculatrice.

@ Solution de Uexercice type 1 Lycée Francois Couperin, Fontainebleau

B /00 =3x2—6x+1.
A = 6% — 4 x 3 = 24. ’équationf’(x) = 0 a donc deux solutions :

CORRIGES

:

6—+/24 6 6
Dansl, le trinbme est positif & I'extérieur des racines, et négatire
les racines.
Donc f est croissante sUir-10; x1] et sur[xz; 10], et décroissante sur
[X1; X2l

f(—=10) = —1307; f(10) = 713; f(Xx1) ~ 3,1; f(x2) ~ 0,9. On
obtient le tableau de variations suivant :

X —00 X1 X2 10
f/(x) + 0 — 0 4
f (X1) 711
f(x) Va N\ S
1307 f (X2)
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@ Solution de Uexercice type 1 Lycée Francois Couperin, Fontainebleau

E f est une fonction polynédme, elle est donc continuelsur
Sur [—10; x3], f est strictement croissante et O appartient a
[f(=20); f(x1)], donc I'équationf (x) = 0 admet une solution et une
seule dans I'intervallg—10; x1].
Sur[xy ; 10], f (x) est positif puisque le minimum est atteintxenet est
environ égal a 0,9. Donc sur cet intervalle, I'équatfaix) = 0 n'admet
pas de solution.
Il'y a donc bien une solution unique sk
De plusf(—1) = —2 et f (0) = 3, donc en reprenant le méme raison-
nement—1 < a < 0.

a (@) Nous avons le tableau suivant :

Etape 1| Etape 2| Etape 3| Etape 4| Etape 5
a -1 -1 -1 -0,875| —-0,81
b 0 —-0,5 —0,75 —0,75 —0,75
m -0,5 -0,75 | —0,875| —0,813
f(m) 1,63 0,14 -0,84 | —0,33
Signe
de f (m) El T N -

A l'étape 5, le tesb — a > d est faux puisque — a ~ 0,06.
La sortie sera dona = —0,81 etb = —0,75.

(b) On obtient un encadrement de la solution de I'équafiox) = 0
d’amplitude inférieure ou égale a 0,1.
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@ Solution de Uexercice type 1 (suite) Lycée Francois Couperin, Fontainebleau

(c) On areprésenté a la question 3.b la fonctfon
Initialement,a = —1 etb = 0, doncm = —0,5.
Or, f(—0,5) est positif, donc la nouvelle valeur 8esera—0,5 : la
solution de I'équation est maintenant encadréefhet—0,5.
A chaque étape, I'amplitude de I'encadrement est divis@par

n Par balayage a la calculatrice, on trouve,77 < a < —0,769. Donc
une valeur approchée @ei 1072 prés est-0,770.

H D’apres le tableau de variations depuisquef (a) = 0, f (x) est néga-
tif pour x appartenant §10; a[ et positif ensuite.

Voir énoncé page 49

INTERROS

&3 Rappels sur la dérivation

Exercice type 2 Lycée Calmette, Nice

n Soit f la fonction définie suR par :

.

to =zt

(a) Déterminer une équation des tangentes a la catirbprésentative
de f aux points d’abscissesl; 0; 1 et 4.

(b) Construire le tableau de variations flesur I'intervalle [-5; 5].
(c) Montrer que la fonctionf est bornée sur{5; 5].
ﬂ Construire la courbe siir-5; 5] et les quatre tangentes déterminées.

Voir corrigé page 55

CORRIGES

:

€X) Nombre dérivé

Définition 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle f est dérivable en un réalde |

f(a+h)— f(a)

sile taux de variation dé entrea eta+h, c’est-a-dire admet

une limite finie quandh tend vers 0. Cette limite est notéé(a) et appelée
nombre dérivé dd ena.

Remarque en économie, sif (x) désigne le colt de production d’'une quantité
d’'objetsx, le taux de variation mesure le colt de production par objapemen-
taire lorsqu’on augmente la productionaaa + h.
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¥ Tangente a une courbe

Soit f une fonction définie sur un intervalle Si f est dérivable en un réalde
| alors la courb€ s admet une tangente au poifvtd’abscisse d’équation

y=f'(@x—-a+ f(.

€3 Fonction dérivée
Définition 2
Si une fonctionf est dérivable en tout réed d’un intervalle |, la fonction

dérivée def est la fonctionf’ définie surl par f’: x — f/(x).

Remarque en économie, on assimile le cot marginal a la dérivée dutotd.

E®) Dérivées des fonctions usuelles

f(x) f’(x) | Ensemble de dérivabilite
k réel 0 R
x"(n e N*) | nx"-1 R
X—ln(” ) —% R*
VX — 10; 400
2/

EX) Dérivées et opérations

Théoreme 4
Soientu etv deux fonctions dérivables sur un intervallet A un réel, alors les
fonctionsiu, u + v etuv sont dérivables sur et

u =au Uu+v) =u+ (uv) =u'v+uv.

. .1 u -
De plus, siv ne s’annule pas sur, les fonctions- et — sont dérivables sulr,
v v

et
(1)/ v (u>/ uv —uv
v/ T 2 v/ v2
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@ Solution de Uexercice type 2 Lycée Calmette, Nice

n (@) f estune fonction rationnelle, donc dérivable sur son imtéde
définition [-oo ; +oc].
u e
f = — avecu etv définies sulR paru(x) = x etv(x) = x2+ 1
v
u'v —u’
v2
Commeu’(x) = 1 etv’(x) = 2x alors, pour touk réel,
CIx(x2+1) —xx2x

alorsf’ =

T ="""Ca 1
o) — 1-x2
CUS (X2 4+ 1)

(b) f’(=1) = 0; la courbeC admet donc au point d’abscisse. une
tangente parallele a I'axe des abscisses (horizontalejn@ode

INTERROS

1 1
plus f (-1) = —5 la courbeC admet au poinA (—1; _5) une

. . 1
tangente d’équatiop = —5

.

f’(0) = 1 et f(0) = 0; au point d’abscisse 0, la courBeadmet
donc une tangente d’équatign= 1 x (x — 0) + 0, soity = Xx.

1 . .
f'() =0etf(1) = > ; la courbeC admet au point d’abscisse 1 E
. ; ) 1 o=
une tangente horizontale d’équatipr= > ,;né
o
15 4 . o
f'(4) = —— et f(4) = —; la courbeC admet donc au point
289 17
, . e : 15 4 . \/
d’abscisse 4 une tangente d'équatjos —2—89(x -4+ [N Soit :
_ 15 128
Y= "289" " 289
(c) On a, pour touk réel, f/'(x) = 1_7)(2
1 p 1 - (X2 + 1)2'

La dérivée est donc sk du signe de - x2, soit en utilisant la
regle du signe du trinébme :

f'(x) <0 sur Foo; —1[ et sur ]1; +o0[
f'(x) >0 sur -1; 1]
f'(x)=0 pourx = —letx =1

La fonction f est donc strictement décroissante susd ; —1[ et
sur ]1; +oo], strictement croissante sur1; 1[.

ax;
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@ Solution de Uexercice type 2 (suite) Lycée Calmette, Nice

Cela nous permet de construire le tableau de variatiorfs:de

x| -5 —1 0 1 5
f'(x) - 0 + 0 —
_ 5 1
26 2
/
f(x) N 0 N
/!
_1 5l
2 26

(d) D’apres le tableau de variations0,5 est le minimum def sur
I'intervalle considéré et 0,5 est le maximum. Donc la fometf
est bornée, syr~5; 5] par—0,5 et 0,5.

@ METHODE

Vérifiez vos résultats a I'aide de votre calculatrice.

. /o_
. /y=x
SSecaa,, /
-4
-6 4 =) \-\4\2
0 5 4 R

Remarque le point d’abscisse 0 de la courbe représentative asst
ce qu'on appelle un point d’inflexion (voir chapitre 5) : laxtbe est au-
dessus de sa tangente a gauche de ce point et en-dessouartyesdet

a droite.
Voir énoncé page 53
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&3 Applications de la dérivation

EX) Sens de variation

Théoréme b

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle

« Sif’>0surl, alorsf est croissante sur;

e Sif’ <O0surl,alorsf estdécroissante sur,

e Sif’>0surl,alorsf est strictement croissante duy

* Sif’ <0surl,alorsf est strictement décroissante $ur

@ A RETENIR

Le sens de variation d'une fonction se déduit du signe de seéeéé

INTERROS

(

E®) Continuité

Théoreme 6
Si f est une fonction dérivable sur un intervallalors f est continue sur.

CORRIGES

Remarque justifiez la continuité d’une fonction a l'aide de ce théoe

A ATTENTION

La réciproque de ce théoréme est fausse.

Voici un contre-exemple : soiff la fonction définie sur] — oo; 0] par
f(X) = —x et sur[0; +oo[ par f (X) = x.

Cette fonction est continue en 0 (elle se trace sans leveay®o). Cependant,
la fonction n’est pas dérivable en 0.

(

y
G
3
2 —
1/
J
1 1 1 1 1
3 2 -1o|i1 2 3 X
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A\ ATTENTION

On peut observer ici poux = 0 une demi-tangente a gauche d’équation
y = —x (confondue avec la courbe), et une demi-tangente a drotgud-
tion y = x (la aussi confondue avec la courbe). Donc on n’'a pas une e@niqu
valeur pour le coefficient directeur de la tangentdf, atest pas dérivable en 0.

E®) Extremum

Théoréme 7

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle
f admet un extremum local ey de | si et seulement sf’ s’annule ernxg en
changeant de signe.

Fy Minimum local C, y Me}XI(ml)lm lé)cal
x,) =

F0<0 | £69>0

X, X
0 X !

Sx)=0 Sx)>0

S)<0

e—

A ATTENTION

Le fait que la dérivée s’annule e ne suffit pas a prouver I'existence d’un
extremum. Il faut en plus que la dérivée change de signe.en

yl\

S>0
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n acm Dérivées et applications “tomin| © il

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaest ex

4
Soit la fonctionf définie sur2; +oo[ par f (x) = —x + 3 — - etC sa
courbe représentative.

n Soit f’ la dérivée de la fonctiori sur l'intervalle]2; +ool.

4 X(4 —X)
ffx)=-1-—— f'X) = ——
@] f'(x) 1 G (B 700 = 557
Xc4+4x+4
f'X) = ————
[c] £/00 x—2?
ﬂ Une équation de la tangente a la coufbeu point d’abscisse 3 est :
[aly=-x+3 [b]y=3x—13 [c]y=—5x+18

El Lafonctionf :

[a] est croissante sUR; +oo[

[b] est décroissante s ; +oo[

[c] n’est pas monotone s ; +oo[
Il Lafonctionf admet:

[a] un maximum sui2; +oo[ [b] un minimum suf2; +oo[
[€] ni maximum, ni minimum

E] Léquation f (x) = 0 admet suii2; +oof :
[a] O solution [b] 1 solution [c] 2 solutions

B 5K Bac Asie juin 2007 o ©

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponseaetd. €3n
considére une fonctiom définie sur |10; +oo[ et C sa courbe représenta-

tive.
Le tableau de variations de la fonctidnest le suivant :
x| =10 -2 2 +00
8 0
f(x) N /! N
-1

n Dans [10; +oo[, I'équation f (x) = 0 admet :

[a] une unique solution [b] 2 solutions distinctes
[c] 3 solutions distinctes

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

(
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INTERROS

F] Dans [-10; +ocf, l'inéquation f (x) > 2
[a] n'a pas de solution [b] a toutes ses solutions positives
[c] a toutes ses solutions négatives

a Soitg une fonction définie suH oo ; 3[ dont le tableau de variations est
donné ci-dessous.

X | —oo -3 -2 2 3

g(x) 0 0

On peut affirmer que :
[a]9(0) <0 [b] 9(0) =0 [€]9(0) >0

n Soit h une fonction définie sur—6; —3[U] — 3; +oo[ dont le tableau
de variations est donné ci-dessous.

X | —6 -4 -35 -3 2 +00

8

/! N N /!
hx) | 7 0 4

N\
Dans I'ensemblé—6; —3[U] — 3; +o0[, I'équationh(x) = 4 admet :
[a] O solution  [b] 1 solution  [c] 2 solutions [d] 3 solutions

E w/F  Vrai ou faux “tomin @ ;«;rﬂrigé‘

On considére une fonctioh dérivable suf—3; 6] dont le tableau de varia-
tions est le suivant :

X -3 1 4 6

f(x) N / N

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou faussesieopeut-on pas
conclure ? Justifier chaque réponse sur votre copie.

L'équation f (x) = 0 admet une unique solution sur l'intervalle3; 6].
La droite d’équatiory = 4 est tangente a la courbe représentativé de

Pour tout réel d¢—3; 4], f(x) > 0.

Pour tout réel d¢—3; 4], f’(x) > 0.
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n v/F Vrai ou faux “15min @ ;%rigé‘

Répondre par vrai ou faux aux questions suivantes et justifie
n L'équationx® 4+ 2x — 6 = 0 admet une solution unique daRs

Fl Léquationx?* + 5x3 + 15x? — 30 = 0 n"admet aucune solution dans
[0;2].
ﬂ Il est possible de déterminer un intervalle tel que I'écprati
x°—10x+7=0
ait une solution unique.

n On peut trouver une équation de la forniéx) = 0 dont les seules
solutions sont 1, 2 et 3, et telle qui€5) = 10.

COURS

H v/ Dérivée et propriété de fonctions 5:]ﬂmin‘ °[f°7'1'i9é ‘

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Les assertions suivantes sont-elles fausses ou vraiesfiedls réponse (en
fournissant au besoin un contre-exemple).

n f’(xg) = 0, doncf atteint un maximum ou un minimum eq.
ﬂ f’(x) > 0 pourx € [a; b], donc f est croissante sur € [a; b].

(]

S

=
Continuite =

(3]
E Nombre de solutions d’une équation  10min °[f';'z“9é ‘ —

Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand
On donne le tableau de variations d’une fonctfodéfinie sur -10; 10] :
x| —10 -1 0 3 10
1 -1 2
f(x) N S N /"
-2 -4
n Donner le nombre de solutions de I'équatib(x) = 0.
ﬂ Donner le nombre de solutions de I'équatib(x) = —3.

ﬂ Equation du type f (x) = 0 * ~ 20min| © Soriet |
Lycée Virlogeux, Riom
Soit I'équationx® — 3x + 2 = 0.

n Programmer la fonction a la calculatrice. Combien I'équasemble-t-
elle avoir de solutions ?
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ﬂ Dresser le tableau de variations de la fonctfodéfinie surR par :
fx)=x3—3x+2,
et vérifier votre conjecture.

ﬂ Le tableau de variations donne une des solutions. Troaneet c tels

que f (x) = (x — 1)(ax?+ bx + ¢). Donner la valeur exacte de chacune
des solutions.

n Nombre de solutions d’une équation 15 min °[f°7'3“9é ‘

Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand
Soit f la fonction définie surf1; 3] par f (x) = x3 — 5x.
Justifier la continuité dé sur [-1; 3].

Justifier que I'équatiorf (x) = a admet au moins une solution dans
[-1;3]si-4<a<12.

Tracer la représentation graphiquefdsur I'écran de votre calculatrice.

Par lecture graphique, donner, suivant les valeura dempris entre 0
et 12 le nombre de solutions de I'équatfaqi) = a.

n Signe d’une fonction - 5'1|5min‘ °[f';’4"9é \
Lycée Descartes, Cournon
f est la fonction définie siir par f (x) = x3 + 3x%2 — 9x + 5.

E} Dresser le tableau de variations e

ﬂ Calculer f (—10). Expliquer pourquoi I'équatiorf (x) = 0 admet exac-
tement deux solutions. Donner la valeur exacte de ces sphiti

Dérivabilité
BT condition de dérivabilite x o | O o

Lycée Stanislas, Nice
Soit la fonctionf définie par :

1

E} Préciser les conditions de dérivabilité ée

E] cCalculer la fonction dérivéé’.
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m Calcul de dérivées, nombre dérivé 5:$min \ °[f';’5"9é \ ~—~—
Lycée Victor Hugo, Poitiers
Déterminer la dérivée des fonctions suivantes et le nomémiedlen 1 :
f(x) =2x+3x> surR.
g(x) = /X +3x pourx > 0.

COURS

m Dérivées et opérations * “20min @ Corrig ‘
Lycée Claude Monet, Paris

Dériver f sur 'ensemble proposé, dans chacun des cas suivants :
B fo=x3-5x>+2 surl =R

2
X X
2| f(x)=7+§+5 surl = R.

-3 1

[4) f(x):ﬁié surl =]0: +od[.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

m Equations de tangentes * ;zio min‘ O:t;rérigé ‘
Lycée Léonard de Vinci, Melun

CORRIGES

Calculer I'équation de la tangente Mb(xo; f(xo)) a la courbe d’équation
y = f(x) dans un repére0,1,7), ou :

(

f(x)=3x2—x+1, Xo = 1.

Lycée Camille Claudel, Palaiseau

E} Soit la fonctionf définie par :
XD -1
=2 aur

Déterminer 'ensemble de définition deet les plus grands intervalles
ou f est continue.

ﬂ Soit la fonctiong définie par :
X—2
X2 —3x+3

Déterminer I'ensemble de définition deet les plus grands intervalles
ou g est continue.

9(x) =
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ﬂ Soit la fonctionh définie surR par :
h(x) = —3x — 4 pour x € ]—o0; —1[.
h(x) = —x?+2 pour X € [—1; +oo].
La fonctionh est-elle continue suR ?

Applications de la dérivation

E Utiliser une représentation graphique x % 20min| © il

Cité scolaire internationale, Grenoble
Soit f une fonction définie et dérivable sur2; 4].

On donne ci-dessous la représentation graphiquee la fonctionf dans le
plan muni d’un repére orthonormal.

La courbe admet au point A d’absciss& une tangente paralléle a I'axe des
abscisses.

La tangente/ a la courbe’s en B(0; 2) passe par 2; 0).

n En utilisant les données graphiques, donner, sans justifier

(@) Lenombre de solutions sur I'intervalle 2; 4] de I'équationf (x) = 1
et un encadrement d’amplitude 0,25 des solutions éventuell

(b) Lavaleurdef’(-1).
(c) Le signe de la dérivéé’ de la fonctionf sur I'intervalle[—2; 4].

ﬂ Dans cette question, toute trace de recherche, méme inetemplu
d’initiative, méme non fructueuse, sera prise en compte démalua-
tion.



an ILTESM — v.1.0 fan
26 janvier 2016 — Chapitre 2 page 65 — #73

DERIVATION ET LANGAGE DE LA CONTINUITE « CHAP. 2

Donner en justifiant : /\

(&) Le coefficient directeur de la tangerite

(b) Celle des trois courb&y, Co, C3 représentées ci-dessous qui repré-
sente la fonction dérivéé’ de f.
Ecrire «C1 », «Co » et «C3 » sous les courbes.

COURS

14
N
21

m Un probleme complet Kk 3omin © i
Lycée Victor Duruy, Paris

L'entreprise CoTon produit du tissu en coton. Celui-ci eftrfiqué en 1 m de
large et pour une longuedrexprimée en kilometres, étant compris entre 0
et 10.

Le codt total de production en euros de I'entreprise CoTdrdeanée en
fonction de la longueux par la formule :

C(x) = 15x% — 120x® + 500x + 750
Le graphique suivant donne la représentation graphique fimttion C.
Les graduations sur I'axe vertical sont en milliers d’euros

/

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

(
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Les deux parties A et B de cet exercices sont indépendantes.

Partie A : étude du bénéfice

Si le marché offre un prixp en euros pour un kilometre de ce tissu, alors
la recette de I'entreprise CoTon pour la vente d’'une quamtiest égale a
R(x) = px.

n Tracer sur le graphique donné page précédente la digitéquation
y = 400x.
Expliquer, au vu de ce tracé, pourquoi I'entreprise CoTompeet pas
réaliser un bénéfice si le prixdu marché est a 400 euros.

E Dans cette question on suppose que le prix du marché est 6§al&
(@) Tracer sur le graphique ci-dessus la droite d’équafien680x.

Déterminer graphiquement (avec la précision permise pgrde
phique) pour quelles quantités produites et vendues &prise
CoTon réalise un bénéfice si le pgixdu marché est 680 euros.

(b) On considére la fonctioB définie sur I'intervalld0; 10] par :
B(x) = 680x — C(x).
Démontrer que pour tout appartenant a l'intervallg®; 10], on a :
B'(X) = —45x? + 240x + 180,
(c) Etudier les variations de la fonctid® sur[0; 10]. Dresser son ta-

bleau de variations complet.

En déduire pour quelle quantité produite et vendue le bénédia-
lisé par I'entreprise CoTon est maximum. Donner la valeucele
bénéfice.

Partie B : Etude du codit moyen

On rappelle que le colit moyen de product@p mesure le codt par unité
produite. On considére la foncti@y définie suf0; 10] par :

Cx)
Cu(x) = —.
M (X) X

n Démontrer que, pour tout appartenant a I'intervall¢0; 10], on a :
30(x — 5)(x2 + X + 5)

x2 '
E (a) Démontrer que, pour toutappartenanta l'intervall® ; 10], Cy, (X)

est du signe d& — 5.

En déduire les variations de la foncti@g, sur I'intervalle]0; 10].

(b) Pour quelle quantité de tissu produite le colt moyen de ptoaiu

est-il minimal ? Que valent dans ce cas le colt moyen de ptintuc
et le colt total ?

Cyx) =
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Lycée Victor Duruy, Paris

En situation de monopole pur, les points morts d’une firmesspondent aux
quantités pour lesquels le bénéfice de la firme est nul.

Le codt de fabrication d’un produit est composé d'un codt fize20 000€
et d'un codt variable de 108 par unité produite.

Le revenu, en euros, pour ce produit, est donnélggy = q(750— 5q) pour
une quantitd variant de 0 a 100 unités.

COURS

n (a) Déterminer I'expression du co(t tot@lq) en fonction de la quan-
tité .
(b) Exprimer le bénéficd3(q) de cette firme pour une quantigépro-
duite et vendue.

Déterminer les points morts de la firme.

a Déterminer la quantité produite pour laquelle le bénéfitereximum,
et la valeur de ce bénéfice.
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m Variations *k 521,,,,“,,‘:5 ;oﬂr{ige"
Lycée Charlemagne, Paris

wn
Soit la fonction rationnelle : g
X+ 1(X+2 =

fog= XFDx+2 =

X+3)(x+ 49 S

Calculer f’ la fonction dérivée dd . En déduire les variations die

(

m Etude de fonction rationnelle ok dsmin © Coisé |
Lycée Descartes, Tours
Soit f une fonction définie par :
x3—x24+3x+5
X2+ 3

f(x)=

E} Quel est son ensemble de définition ?
n Calculer la dérivée dé . Montrer quef’ s'écrit pour touix :

(x —1D2(x>+2x+9)

e = (2 + 3)2

En déduire les variations de

a SoitD la droite d’équatiory = x — 1. Montrer qu’il existe un et un seul
point AdeC+ tel que la tangente@; en A soit paralléle &D.

n Tracer la courbe représentative tlelans un repére orthonorm®,1, 7).
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m Théoréme des valeurs intermédiaires * x % < 15min °[f°8'3"9é‘

Lycée Jacques Monod, Clamart
E} Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction :

fixm Vvx34+2x2—-1+1
est définie et continue.

Pour factorisex® + 2x2 — 1, on remarquera que :
X2+ 22— 1=+ x%) + x> —1).

INTERROS

ﬂ Montrer quef est strictement croissante sur l'intervalle= [1; 2].

ﬂ En déduire le nombre de solutions ddnde I'équation :f (x) = 3.
Déterminer une valeur approchée,@Dprés des éventuelles solutions.

m Discussion du nombre de solutions % 20min °[f°8'5"9é‘

Lycée Virlogeux, Riom
Soit f la fonction définie suf—2; 2] par f (x) = 2x3 — 6x.
E} Dresser le tableau de variations tle

ﬂ Donner le nombre de solutions de I'équatib(x) = 0.

ﬂ Soitk un nombre réel. Discuter, suivant les valeurskdi nombre de
solutions de I'équatiorf (x) = k.

m Tangentes %* %k {#Umin O:%%rigé‘

Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

Soit f la fonction définie suR par f (x) = 3x — x3 etC sa courbe représen-
tative dans un repeére.

Dresser le tableau de variations fle

Donner I'équation de la tangenfe; aC au point d’abscisse 2, puis de
la tangentéD, &C au point d’abscisse 0.

Donner les coordonnées du point d'intersectfode ces deux tangentes.

Existe-t-il une autre tangenteCgparallele aD; ?
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DERIVATION ET LANGAGE DE LA CONTINUITE « CHAP. 2

n acM Dérivées et applications ‘ €>pf_-15';n=é ‘ —~
E} Réponsdb] : f est dérivable sur ]2+oc[ et, pour toutx de ]2; +oc,
/ 4
f'o0)=-1+ 22 B
_SEegrad o
S x=272 =

—X2 + 4x X(4 —X)
ou .
(x —2)? (x —2)?

ﬂ Réponsgh] : f est dérivable sur ]2+oc[ donc en 3, donc la courlig
admet une tangente au point d’abscisse 3.

f(3) = —4, f/(3) = 3, une équation de la tangente a la coutbeu
point d’abscisse 3 est donc :
y=3(x—3) —4, soit y=3x—13.

a Réponsdc] : sur ]2; +oo[, f/(x) est du signe de 4 x, d'ou f est
croissante sur ]24] et décroissante sur [4+o0], la fonction n’est donc
pas monotone sur }2+o0].

n Réponsda] : la dérivéef’(x) s’annule poux = 4, elle est positive sur
]12; 4] et négative sur ]4+o0], la fonction admet donc un maximum sur
12 ; +o0o[ pourx = 4.

B Réponsda] : La fonction f admet un maximum poux = 4 égal a
f (4) = —3, donc pour tout réet de 12; +oo[, f(x) < —3, I'équation
f (x) = 0 n'admet pas de solution sur]2-o0].

.

INTERROS
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o

E acM Bac Asie juin 2007 epg%ogncé ‘

n Réponsgh] : d’aprés le tableau de variation$,est continue et stric-
tement décroissante sur-10; —2], f(—=10) = 8 et f(—2) = —1;
comme Oe [—1; 8], il existe un réel unique; € [—10; —2] tel que
f(xy) =0.

D’apreés le tableau de variations, 0 est le maximum stricf d=ir I'in-
tervalle [-2; +oo[ car f est strictement croissante sud; 2] et stric-
tement décroissante sur;[2-oo[. Alors, pour toutx de [—2; +oo[, on
af(x) <0six #2etf(2) = 0. Il existe donc un réel uniqgue = 2
dans |F2; +o0], tel que f (x) = 0.

L'équation f (x) = 0 admet donc 2 solutions distinctes.

ﬂ Réponséc] : sur l'intervalle [-2; +o0], la fonction f admet un maxi-
mum en 2 qui est égal a 0; donc, sur cet intervdllg) < 0 < 2:
I'inéquation n'a pas de solution dans cet intervalle.

Sur [-10; —2[, la fonction f est continue et strictement décroissante,
f(—=10) = 8etf(—2) = —1; comme 2c ]—1; 8, il existe un unique



Vraioufaux — v. 1.0
26 janvier 2016 — Chapitre 2 page 70 —

réela € ]-10; —2[ telle quef («) = 2. De plus comme est décrois-
sante, I'ensemble des solutions de I'inéquatfgr) > 2 est I'intervalle
[—10; o[ et commex < 0O, I'inéquation a bien toutes ses solutions né-
gatives.

a Réponsda] : sur l'intervalle 1-2; 2[, d’apres son tableau de variations,
g est continue et strictement croissante ;g() = 0 donc, pour tout
réelx de l'intervalle }-2; 2[, g(x) < 0, en particulieg(0) < 0.

n Réponsdc] : sur l'intervalle }-6; —4][, la fonctionh est strictement
croissante ei(—6) = 7, donch(x) > 7.

Sur l'intervalle[—4; —3,5], la fonctionh est continue et strictement dé-
croissante, et 4 appartienft® —3,5) ; h(—4)] donc I'équatiorh(x) = 4
admet une solution.

Sur[—3,5; —3], h est strictement décroissante ddmng) < h(—3,5). Il

n'y a donc pas de solution dans cet intervalle.

Sur] — 3; +o0[, la fonction est continue et passe par un minimum qui
est justement 4. Il y a donc une solution unique dans cetvaller

En résumé, I'équation admet deux solutions dans I'ensecdisidéré.

CORRIGES

B v/ Vrai ou faux S|

n Vrai. En effet, sur l'intervalld—3; 4], f (x) est positif puisque le mini-
mum est 1 sur cet intervalle. Sur l'intervallé; 6], f est strictement
décroissante et continue (c’est la signification de la flegliescen-
dante »), et 0 appartient[d (6) ; f(4)]. Donc I'équationf (x) = 0 ad-
met une unique solution sur cet intervalle, et donc une waplution
sur[—3; 6].

E On ne peut pas conclure. Pour que cette droite soit tangéateoarrbe,
il faut que la dérivée s’annule pour une valeuxgdeais elle peut s’annu-
ler sans que cela corresponde a un extremum et donc, comaigdau
de variations ne contient pas la ligne concernant la dérimé@e peut
pas savoir si la dérivée s’annule ou pas.

Vrai. Sur cet intervalle, le minimum de la fonction est 1, dom a bien
f(x) > 0.

n Faux. Sur cet intervalle, la fonction est tout d’abord dé&sante, puis
croissante, ce qui signifie que la dérivée est tout d’abogatiée, puis
positive.

n w/e Vrai ou faux L |

E} vrai:si f(x) = x®+2x — 6, f'(x) = 5x* + 2, donc pour touk réel,
f’(x) est positif, ce qui signifie qué est strictement croissante.
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Or, f(—=2) = —42, etf (2) = 30, donc I'équatio (x) = 0 admet une /\
unique solution dans I'intervalle{2; 2].

La fonction étant strictement croissante Biielle n’en admet pas d’autre.

ﬂ Faux : en programmant la fonction sur la calculatrice, il BEngu’il y
ait une solution entre 1 et 2.

COURS

f/(x) = 4x3 + 15x2 + 30x = X(4x2 + 15x + 30).

Pourx positif, f/(x) est positif, ce qui signifie que, siik,, f est stric-
tement croissante.
Or, f(0) = —30 et f(2) = 86, donc I'équationf (x) = 0 admet une
solution dans [0 2].

B vrai:

.

INTERROS

f/(x) = 5x* — 10 = 5(x* — 2) = 5(x2 — V2) (x> + /2)
- 5(x—vﬁ) (x+\/«/§) (x2+«/§).
Tous les facteurs de cette dérivée sont positifs pour tqusauf
X —v+/2.
f@=19, f(Vv2)~-25L

Or, d'apreés la factorisation ci-dessus, {u{«/ﬁ 2], f est strictement

croissante, donc d’aprées le théoreme des valeurs inteainéslil'équa-
tion f(x) = 0 admet une unique solution dans I'intervalle .

)
LA
=
e
o
=]
o

n Vrai : pourg(x) = (X — H)(x — 2)(x — 3), I'équationg(x) = 0 a
pour solutions 1, 2 et 3. Cependayib) = 24. Il suffit donc de poser

10 . 5 o "
f(x) = Z‘rg(x), soit f (x) = 1—2g(x) pour satisfaire les conditions.

5
f(x) = 1—2(x —D(x—-2)(x —3).

il

u v/ Dérivée et propriété de fonctions p. 61

n Faux. f’(xg) = 0 veut dire par exemple que la tangente a la courbe
enxp est horizontale (puisque son coefficient directeur vaut@)a ne
veut pas dire pour autant que la fonction admette un maximumno
minimum, comme on peut le voir sur le dessin.

Une fonction admet un maximum ou un minimum la ot sa dérivaée-s’
nule ET change de signe (voir figure page suivante).
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CORRIGES

tangente

x' R
/ y'

F] Vrai. Cela résulte du théoréme 5.

K3 Nombre de solutions d’une équation i

Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

n f est continue et strictement décroissante sur(; —1] et 0 appartient
alintervalle[ f (—1); f(—10)], donc I'équationf (x) = 0 admet une
solution dans l'intervallef10; 1].

En suivant le méme raisonnement, I'équatibfx) = 0 admet une so-
lution unique dans l'intervalle [310], mais n’en admet pas dans l'inter-
valle [-1; 3].

Donc, finalement I'équatior (x) = 0 admet exactement deux solutions
dansR.

E De méme,f est strictement monotone dansl0; —1]etdans{1; 0];
mais—3 n'appartientnid f (—=1); f(—10)]nia[ f(-1); f(0)]. Léqua-
tion f(x) = —3 n’admet donc aucune solution dans ces intervalles.
Cette équation admet une solution unique dans l'intery@li&] et une
solution unique dans l'intervalle [3L0], puisquef est strictement mo-
notone sur chacun de ces intervalles et g@appartient if 3, f (O)]
eta[f(S); f(lO)].

Il'y a donc en tout deux solutions a I'équatidiix) = —3.
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n Equation dutype f(x) =0 ‘epguzqneé‘

Lycée Virlogeux, Riom

n Apparemment, I'équation a deux solutions.

Bl f'(x)=3x2-3=3(x—1)(x+ 1). D'oll le tableau de variations :

e
X | —o0 =1l 1 +o0o =
f7(x) + 0 — 0 + L
4
f(x
3] / N gy

D’aprés ce tableau, I'équatioh(x) = 0 admet comme solution 1. De
plus, f(=3) = —16 et f (—1) = 4, donc I'équationf (x) = 0 admet
une deuxieme solution dans l'intervalle3; —1]. Elle n’en admet pas
d’autre car, suf—1; 1] et sur ]1; +oo[, f(x) > 0.
Donc cette équation admet exactement deux solutions.

Bl ona:x3-3x+2= (x—1)(@x?+bx+c) = ax3+(b—a)x?+(c—b)x—c.
Par identification des coefficients, on a :

a=1 a1
b—a=0 B
3 <« {b=1

INTERROS

c—b=-
—-c=2

)
LA
=
e
o
=]
o

x3—3x+2=xX-1DX2+x—2).

Or, x?2 4+ x — 2 = (x — 1)(x + 2), donc les solutions de cette équation
sont 1 et-2 (1 étant racine double).

I Nombre de solutions d’une équation i

Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

n f est une fonction polynéme donc continue Bur

E f/(x) = 3x2 — 5, d’oul le tableau de variations suivant :

x | -1 3 3
f/(x) - 0 +
4 12
f(x) N /!
5 10 /5
Ona:f|,/=)|=-=./=~-43
na (3) 3V3 " *
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a Si a est compris entrd (\/g) (exclu) et 4, I'équation admet deux so-

lutions dang — 1; 3]. Sia = f (\/g) ou sia > 4, I'équation admet
une seule solution.

n Il semblerait que cette équation ait deux solutions.

Remarque x3 — 5x = x(x? — 5) = X(X — v/5)(X + v/5).

Cette factorisation montre que I'équatidiix) = O a trois solutions dang,
dont deux dans{1; 3].

n Signe d’une fonction °|f“6°z“°é\
Lycée Descartes, Cournon
B /) =3x%2+6x—9=3(x%+2x —3) = 3(x — 1)(x + 3) (cette
factorisation s'obtient facilement en factorisant le drimex? + 2x — 3).
Ceci permet d'obtenir le tableau de variations suivant :

X | —00 -3 1 +00
f/(x) + 0 — 0 +
32
f(x) J N o /!

El f(-10 = —605.
Donc, d’apres le tableau de variations et le théoréme desrsintermé-
diaires appliqué aux fonctions continues strictement nmmes, I'équa-
tion f(x) = 0 admet une solution dans lintervalle-10; —3[, et 1
comme deuxiéme solution.

En programmant la fonction pour les valeurs entiéres dar la calcu-
latrice, on voit quef (—5) = 0.

Donc les deux solutions sonts et 1.

BT condition de dérivabilite Ml

Lycée Stanislas, Nice

n x?—1s’annule poux = 1 etx = —1; par conséquent, d’aprés le cours,
f est dérivable sur tout intervalle 0 — 1 ne s’annule past. est donc
dérivable suD¢ =R\ {—1; 1}.

E D’apres la formule de dérivée d’une fonction inverse :

v'(X) 2X
v(x)2  (x2—1)2

f'(x) =



an Dérivées et opérations — v. 1.0 an
26 janvier 2016 — Chapitre 2 page 75 — #83
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il

m Calcul de dérivées, nombre dériveé D63

Lycée Victor Hugo, Poitiers
n f est dérivable suR en tant que polyndme.
f'(X) =2x 143 x2x =2+ 6X.
f'l)=2+6x1=28.

E g est dérivable sut = ]0; +oo[ comme somme de deux fonctions
dérivables.

COURS

gx) = V/x + 3x .
—_ =~

.

u(x) v(X)
1
/ / /
gXxX) =u(x)+v(x) 2ﬁ+
1 1 6 7
f ESIES = = e~
9(1)—2X1+3 5t5=3

INTERROS

s w7 s . E ¢
B2 Dérivées et opérations |© 7]
Lycée Claude Monet, Paris
B} (0 =x3-5x2+2surl =R. f estdérivable sur comme polynéme.

f/(x) =3x3 1 -5 x 2x>"1 + 0= 3x2 — 10x.

x2 X . o
E f(X) = —+ = +5surl =R. f estune fonction polynbme, donc =
dérivable sun . 5
/ 1 (=)
f'(X) = x+ =. (x]
3
1
B f est dérivable en tant que fonction rationnelle définie]suaso; —5[ :
x—3 u(x)
f(x) = = —.
*x) 2x+1  v(x)
Or,
(U)/ B uv —u’
v/ v2
Donc :
, Ix@2x+1)—(x—3)x2 7
f'(x) = = .
(2x +1)2 (2x+1)2
f ona:
VX+1
X f(x)= sur | =1]0; .
= f(x) /X2 105 +oof

Les fonctions au numérateur et au dénominateur sont déevahrl
car la fonction racine est dérivable surLe dénominateur ne s’annule
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par surl, donc f est dérivable sut en tant que quotient de fonctions
dérivables suf .

1 1
o a7z VX2 = 5= (VX+) .
)= 2 = 5
(vx+2) 2/X (VX +2)
E Equations de tangentes epgnlbzncé ‘

Lycée Léonard de Vinci, Melun
On remarque tout d’abord qu2s = R.

Enxo = 1,x0 € D et f est dérivable erxp, donc la tangente au point
d’abscisse 1 existe. Sdji cette tangente. Sion ne se rappelle plus la formule
de I'équation de la tangente, on la cherche sous la foryne::mx+ p. On
sait que le coefficient directean de 71 est égal au nombre dérivé en 1, soit
f/(2).
ffx)=6x—1= f'1)=6-1=5=>m= f'(1) =5.
Par ailleurs, le poinA(1; f(1)) est le point de contact de la courbe et de la
tangente ; ses coordonnées satisfont I'équatiofmde
Ti:y= m x+p=Ff(1)=5x1+p
5
= p=fQ)—-5=-2

Une équation df7 estdonc y = 5x — 2
yA

QS
N
N.l

=y
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DERIVATION ET LANGAGE DE LA CONTINUITE « CHAP. 2

SR Enoncé
m Continuité ‘Qp.né%nce |
Lycée Camille Claudel, Palaiseau
El cConsidérons :

X+ 1(x—1)

2x—=3)(x+1)°

« f est définie partout ol son dénominateur ne s’annule pas.
2X—=3)(x+1) =0 <= 2x—3=0 ou x+1=0

X f(x) =

COURS

3
— x=§ ou x=-1

.

On adonc: .
D =R\{-1;—=}.
f \{ 2}

Remarque une fois le domaine de définition trouvé, on peut simpli-
fier 'expression paxk + 1. Mais ensuite, on ne voit plus apparaitre le
fait que f n’est pas définie er-1. Il faut donc déterminer I'ensemble
de définitionavantd’entreprendre une quelconque simplification.

INTERROS

» Lafonction f est un quotient :

= % avecu(X) = X+ 1H(x—1), v(X) = (2x —3)(x+1).

s

Les fonctionsu et v sont des polynédmes, donc sont continuesiur
D’apres les théorémes sur les fonctions continues, le euioti sera
donc continu sur tout intervalleot son dénominateur ne s’annule pas.
Donc f est continue sur chacun des intervalles suivants :

1 =]—o00; —1[, |2=]—1;§[, I3=]§;+oo[.

F] considérons:

)
LA
=
e
o
=]
o

X—2
X2 —3x+3’
La fonctiong est définie et continue sur tout intervalle ou son déno-
minateur ne s’annule pas. Le discriminant du trinbme sevaptiau
dénominateur vautA = 9—12= -3 < 0.
A étant strictement négatif, on sait que le trinbme est decsigmstant
et ne s'annule donc jamais. Dog = R etg est continue suR.

X > g(x) =

a Sur l'intervallel = ]—o0; —1[, h coincide avec la fonction affine :
hy:x+— —3x -4,
donc elle est continue sur. SurJ = [—1; 4+o0[, h coincide avec la
fonction polynéme :
ho: X > —Xx2+2,
donc elle est continue suir.
Il reste a savoir sh est continue er-1.



Un probléeme complet — v. 1.0
26 janvier 2016 — Chapitre 2 page 78 — #86

Or,h1(—1) = —1, donc la courbé; représentartt; est une demi-droite
privée de son originéd; de coordonnées-1; —1).

De plus,ha(—1) = 1 donc la courb€s, représentartt, surJ est un arc
de parabole d'originé\,; de coordonnées-1; 1).

Ces deux points étant différents, la courbe représentdéen’est pas
d’un seul tenant. Donb n’est pas continue er1, eth n'est pas conti-
nue sumR.

L]
A
9
_—
(- 1
(- 1
(=)
L

K5 utitiser une représentation graphique i

Cité scolaire internationale, Grenoble
n (&) Il'y adeux solutions : ce sont les abscisaestb des points d’inter-
section de la courbe avec la droite d’équatyos 1.
En tracant cette droite, on peut voir g€ < a < —1,75 et
1<b<1,25.

(b) f’(=1) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe re-
présentative dd au point d’abscisse-1. Puisque la tangente est
paralléle a I'axe des abscissd$(—1) = 0.

(c) Sur[—2;—1], la fonction est croissante donc la dérivée est posi-
tive.

Sur[—1; 4], la fonction est décroissante donc la dérivée est néga-
tive. La dérivée s’annule pouxr= —1.
E (a) Le coefficient directeur est égal-2l.

(b) Puisquef est croissante sui-2; —1], la dérivée doit étre positive
(donc la représentation doit étre au-dessus de I'axe dessabs)
sur cet intervalle.

Puis, commef est décroissante siir-1; 4], la dérivée doit étre
négative sur cet intervalle, donc la courbe représentdévieé doit
rester sous l'axe des abscisses.

Ceci élimine la courbés.

Par ailleurs, d’aprés la question 2fd(0) = —1 car le coefficient
directeur de la tangente est égal au nombre dérivé.

La bonne courbe est donc la couBe

BT un probleme complet =
Lycée Victor Duruy, Paris

n La figure sur la page suivante sert pour les questions 1. e4 Ardite
d’équationy = 400x est celle en vert.

On constate que la courbe représentant la recette est tegouessous
de celle qui représente les colts. Par conséquent, on neépéser ainsi
aucun bénéfice.
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E (a) Ladroite d’équatiory = 680x est en bleu. Cette fois ci, elle coupe /\
la courbe qui représente les codts.

On réalise un bénéfice des lors que la recette est supériexre a
co(ts, soit approximativement pour une longueur produite-c
prise entre 2 et 8,8 km.
(b) Ona:B(x) =680 — C(x) = —15x3 + 120x% + 180x — 750.
Donc : B'(x) = —45x? + 240x + 180.
() A =240+ 4 x 45 x 180= 90 000.
Les deux racines du trindni# (x) sont donc :
Xt — —240— 300 _ et xo— —240+ 300 _ _g.
2 x (—45) 2 x (—45) 3
Par conséquent, en utilisant la régle du signe du trin@nhe,) est
positif pourx appartenant §0; 6] et négatif poux appartenant a
[6;10].
B(0) = —750;B(6) = 1 410;B(10) = —1 950.
On obtient donc le tableau de variations suivant :

[ COURS

INTERROS

X 0 6 10
B’(x) + 0 —
1410
B(x) /! N
—750 —1 950

Le bénéfice est donc maximal pour une longueur de 6 km, et il est

wn
Lid
()
o
foal &
€gal a 1410 euros. S
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Partie B

CORRIGES

15x3 — 120x2 + 500 + 750 750
X X+ U 15x2 — 120x + 500+ =

3 _ 2
Donc :Cj, (x) = 30x — 120— 7_5;}) _ 30 123( 750
X X

Or,

30(x — 5)(X% + X + 5) = (30x — 150)(Xx? + X + 5)
= 30x3 + 30x2 + 150x — 150x2 — 150k — 750
= 30x3 — 120x%2 — 750

30(x — 5)(x? + X + 5)
x2 '

El (@ 30 etx?sont évidemment positifs.
De plus, le discriminant de? + x + 5 est—19, donc ce trindme est
toujours positif (du signe de 1, coefficient &8).
DoncCy, est bien du signe de— 5.
Par conséquenty est décroissante sii®; 5] et croissante sur
[5;10].

(b) Le colt moyen de production est donc minimal pour une produc-

tion de 5 km de tissu.

Le colt moyen vaut alor€y (5) = 425 euros, et le colt total
C(5) = 2125 euros.

B cvxo=

On a donc bierCy, (x) =

m Point mort T |
Lycée Victor Duruy, Paris
B (@ c(@ = 20000+ 100.
(b) B(@) =q(750—5q) — C(q)
= 7503 — 5g° — 20 000— 100q
= —502 + 6500 — 20 000
El lfaut résoudreB(q) = O soit :
A =650 — 4 x 5 x 20 000= 22 500= 150"
Il'y a donc deux solutions :

—650— 150 —650+ 150
=— """-80 et =——— =50
=35 ®2=33c5
Les deux points morts correspondent a une production de B0 oui-

tés.
El ona:B'(g) = —10q + 650.
B'(q) >0 <= —-10q+ 650> 0 < q < 65.
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DERIVATION ET LANGAGE DE LA CONTINUITE « CHAP. 2

La fonctionB est donc croissante pogr< 65 et décroissante ensuite. /\
Le bénéfice est donc maximal paye 65.
On a alorsB(65) = 1 125 euros.

m Variations ‘ Qpi.nﬁt;ncé ‘

Lycée Charlemagne, Paris

COURS

En tant que fonction rationnelle (quotient de polynédmédsgst définie sur
R\ {—3; —4} et dérivable sur chacun des intervalles de son ensembldide dé
nition. Les numérateur et dénominateur vont se dériver cem@s produits.

On pose :

.

(7r}
g =xX+D(x+2) g =1x+2) +x+DH1l=2x+3 =~
h(X) = (X+3)(x+4) WX =1X+3)+X+H1l=2x+7 E
Onadonc: =
_ 9
100=h
sor 900h(X) = g)h'(x)
o= h(0? -
(X4 JIX+H(X+4) — (2X + (X + D(X +2) o
N (X + 3)2(x + 4)2 =
_ @CH KA +4) — @+ KA DK +2) S
N (X + 3)2(X + 4)2
_ (4x*420x +22)
T (X +3EAx+ 4?2
_ 2% +10x+11) . . AU
= XTI x T+ D)2 (on a développé, ordonné et simplifié 1)

Les variations def se déduisent du signe dé. Ici, la dérivéef’ est suffi-
samment factorisée pour commencer I'étude de signe (lésufiecsont tous
de degré 1 ou 2; on sait étudier leur sigr@ cherche les facteurs de signe
constant

Les facteurs se trouvant au dénominateurf dsont toujours positifs, car ce
sont des carrés.

La dérivéef’ est donc du signe du trindme?2+ 10x + 11. On en étudie le
signe :
A =107 — 8 x 11=100— 88 = 12= (2v/3)".

2x2 4+ 10x + 11 a deux racines réelles :

X1 = _10; 2v/3 - —5;«/@ ~ 337 et xp= #g ~ —1,63.
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2X° +10x+11=0 < X=X OU X=X

v
Al
9
_—
(- 1
(- 1
Q
L4

2X° +10x+ 11> 0 < x € ]—00; X1[ U]x2; +00[

En conclusion :
« f est strictement croissante surdo ; —4[, ]—4; xa[ et ]x2; +oo[;
« f est strictement décroissante sk ] —3[ et ]—3; Xo|.

E Etude de fonction rationnelle T |
Lycée Descartes, Tours

E} Une fonction rationnelle n’est pas définie 1a o son dénotaimas’an-
nule.

Or, ici:

x24+3>3> 0 pour toutx € R.

Le dénominateur ne s’annule jamais. La fonctibrest définie et déri-
vable surR.

Fl ona:
60 = (Bx2 = 2x+3)(x2+3) — 2x(x3 = x2+ 3x + 5)
(x2+3)2
_ x*+6x2+9— 16x
B (X2 + 3)2
Il suffit de développer I'expression proposée pour démotiggalité :

(X —D2(x°+2x+9)

(x2 +3)?
(X2 = 2x+ 1)(X2+2x+9)
- @ +3)?
X4+ 2x3 4+ 9x% — 2x3 — 4x% — 18x + X2+ 2x + 9
- (X2 +3)2
x4+ 6x2—16x+ 9
CEE

Les variations de se déduisent du signe de sa dérivée. Examinons quels
facteurs def’ peuvent changer de signe.

* Pour toutx, (x — 1)2 > 0 et(x — 1) = 0 pourx = 1.
* Pour toutx, (x2 + 3)2 > 0.

* Le trindmex?+2x+9 a pour discriminantA = 4—4x9 = —32 < 0.
Il n’y a donc aucune racine et le trinbme est de signe congtasttif.

Tous les facteurs dé’ sont donc positifs ou nuld.” est donc toujours
strictement positive, sauf en= 1 ou elle s’annule (un tableau de signe
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DERIVATION ET LANGAGE DE LA CONTINUITE « CHAP. 2

n’est pas utile). On en déduit qdeest strictement croissante fifbien /\
que de pente nulle en 1).

a Silatangentd aCs en A est paralléle &, cela signifie qud a méme
coefficient directeur qu®. Le pointcherché\(a, f (a)) estdonctel que

f’(a) = 1 puisque le coefficient directeur @&: y = x — 1 vaut 1. 2
]
o
flfay=1 o
(a-1D%@*>+2a+9 1
(a2 + 3)2 - \/

— a*+2a+9%?—2a%—4a®—18a+a’+2a+9=a*+6a’+9
< 6a’— 16a = 6a’ X
— o
<— 16a=0 =
< a=0. =
=

5 . . 5
D’autre part,f (0) = 3 Le point recherché est donk:(o; 5)'

: . . . 5
La droite recherchée est d’équation = x + 3

[} Courbe représentative dedans un repére orthonormé :

07

)
LA
=
e
o
=]
o

75

-10 ﬂ/ 2,5 5 7.5 10

F-25




Théoréme des valeurs intermédiaires — v. 1.0
26 janvier 2016 — Chapitre 2 page 84 — #92

il

m Théoreme des valeurs intermédiaires 0,68

Lycée Jacques Monod, Clamart
Soit la fonctionf : X — /X3 +2x2 — 1+ 1.

n Il s'agit d’'une fonction composée, dans I'ordre, d'un pdyme du troi-
sieme degré, de la fonction racine, et de la fonction affire x + 1 :

CORRIGES

X> X3+ 22— 1> Vx3+2x2— 1 Vx3+2x2— 1+ 1.

Comme la fonction racine n’est définie que sur {8oo[, la composée
f n'est définie que sur un intervallesur lequek® + 2x2 — 1 est positif.

On est donc amené a étudier le signe du polyn&ne = x3+2x%—1.

*Ona:
P(X) = (X3 + x2) + (X2 — 1)

=x?(x+1) + (x+(x—1)
= (X+D(X%+x—1).
* Le trindme(x® + x — 1) a pour discriminant :
A=1>—4x1x(-1)=5.
Il a donc deux racines :

e e LSO S S YN
2 2
* D’ou le tableau de signe de(x) :
X | —o0 o -1 B 400
X+1 = - 0 + +
x2+x—1 om = - 0 +
X+D(x*+x—1) - 0 + 0 - 0 +

Par suiteD¢ = [o; 1] U [B; 4+09].
La fonction f est continue sulhy = [« ; —1] et surly = [B; +o0.
E f est bien définie sur = [1; 2] puisquel C [B; +o9].
f estde la formg/u + 1, aveau(x) = x3 + 2x?> — 1 donc :
00 = w'x) 3x2 + 4x __ x(3x+4) .
2Ju(x)  2x34+2x2—-1 2/x34+2x2-1
Surl,x > 0,3+4>0et2/x3+2x2— 1> 0doncf’(x) > 0surl.
La fonction f est donc strictement croissante $ur
B Vuquef()=1++2etf(2=1++150naf(l) <3< (2.
Par le théoréme des valeurs intermédiaifegrend au moins une fois la
valeur 3 sur l'intervalldg1; 2]. Commef est strictement croissante, elle

prend la valeur 3 exactement une seule fois. Do) = 3 admet une
unique solutiory .
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DERIVATION ET LANGAGE DE LA CONTINUITE « CHAP. 2

En programmant la calculatrice avec un pas de calcul @&, @n obtient /\
une valeur approchée gea 0,01 prés iy ~ 1,24.
X 1,24 y 1,25
~ 3,019

/! n

f(x) 0 =

7 S

~ 2,995
- - . Enoncé

m Discussion du nombre de solutions °p."6°8“°° \ Ny

Lycée Virlogeux, Riom

Soit f la fonction définie suf—2; 2] par f (x) = 2x3 — 6x. g
E} ona: =
f'(x) = 6x>—6 =

=

= 6(x?— 1) -

=6(x —D(x+1).
La régle du signe du trinbme donne le signefdex), d’'ou le tableau de

variations :
x | -2 -1 1 2 o
f/(x) + 0 — 0 + =)
7 4 =
f (%) J Ny / S
—4 —4

E f(—=2) = —4etf(—1) = 4. f est continue et strictement croissante sur
[—2; —1], donc I'équationf (x) = 0 admet une solution unique sur cet
intervalle.

En utilisant le méme raisonnement, on trouve une solutiaguensur
I'intervalle [—1; 1] et sur l'intervalle[1; 2], donc en tout exactement 3
solutions.
El sSik < -4, iln'ya pas de solutions.
Sik = —4, il y a deux solutions;-2 et 1.
Si—4 < k < 4, il y a trois solutions.
Sik = 4, ily a deux solutions;-1 et 2.
Sik > 4, il n'y a pas de solution.

m Tangentes \°,f“6'§“°é\
Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

Soit f la fonction définie suR par f (x) = 3x — x3 etC sa courbe représen-
tative dans un repére.
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CORRIGES

F} oOna:

f/(x) = 3—3x°
=3(1-x?
=3(1—-x)(1+Xx).

D’ou le tableau de variations :

X —00 -1 1 400
f/(x) - 0 + 0 -
2
f(x) N , /! N

Bl (@ =-2;f(2) = —9.équation deD; estdoncy = —9(x —2) — 2
ouy = —9x + 16.
f(0) = 0; f/(0) = 3. L'équation deD, est dongy = 3x.

a Les coordonnées du point A vérifient :

y =3X — y = 3X
y =-9x+16 12x = 16
X

—
{y

4
A a donc pour coordonné{&3 ; 4).

Il
D owl s

n Cette tangente, si elle existe, a pour coefficient directéur| faut donc
trouverx différent de 2 tel que’(x) = —9.

f'(x) = -9 <= 3-3x*>=-9
— 12=3%°
= x>=4
— x=2etx=-2.
Donc la tangente parallélel?y se trouve au point d’abscisse?.
f(—=2) =2.
Elle a donc pour équation= —9(x + 2) + 2 ou encorg/ = —9x — 16.
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Chapitre

Fonctions
exponentielles

1. Fonction X > g*,avecq > O
2. Fonction exponentielle X — €*
3. Fonction x > €U

ED Fonction x — g*,avecq > 0

Exercice type 1 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

Le jour de sa naissance, la mere de Clara a placé 2 000 euros buret A
au taux annuel de,25 % a intéréts composés. On suppose que le taux reste
constant pendant toute la durée du placement.

n En supposant que Clara ne touche pas a cet argent, quella serame
acquise le jour de ses 18 ans ?

E Combien de temps supplémentaire devrait-elle attendre goe la
somme atteigne 4 000 euros ? (on arrondira a I'année supéyieu

a Quel aurait di étre le taux, arrondi au centieme, pour que setnme

soit atteinte le jour de ses 18 ans ? A
Voir corrigé page 89

€% Représentation d’une suite géométrique et propriété des puis-
sances

Exemple Prenons la suite géométrique de premier terme 1 et de r&jSo®n
obtient la représentation de ses 6 premiers termes :

4]

2 x

2 [0 2 4 6
2

En joignant le plus régulierement possible les points, dieabune courbe.
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Pour tout réek, on décide de noter,3* I'image dex par la fonction ainsi définie.
En programmant sur la calculatrice la fonctior> 1,3%, on obtient une courbe
qui joint les points représentant la suite géométriqueduiénte :

2 0 2 x4

€23 Fonction exponentielle de base q

Rappel :pour tousn etn’ deN,

qn > qn’ — qn+n’.

Définition 1
Soitq un nombre réel strictement positif. Il existe une uniquectam f définie
surR telle que :
e pourtoutn deN, f(n) =q";
* f estdérivable suR;

e pourtousréelx ety, f(x +y) = f(x) x f(y).

La fonction f est appelée fonction exponentielle de bgset on note, pour tout
x deR, f(x) =g

Remarque larelationf (x+Yy) = f(x) x f(y) estappelée relation fonctionnelle.

Propriétés 1
Pour tousx ety réels :

. q’=1. e g* > 0 pour toutx.
1
L1 CAr= Y
cat= < * (g¥)Y = g¥* pourx ety réels.

e fx+y)=fX) x f(y) & gV =g x .
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FONCTIONS EXPONENTIELLES - CHAP. 3

€8 Sens de variation de la fonction x — g*,avecq > O

Propriété 2 (admise)

* Si0 < g < 1, lafonction est décroissante (comme la suite géométrique
associée)

* Siq =1, la fonction est constante (comme la suite géométriqocass).
* Sig > 1, lafonction est croissante (comme la suite géométrigseciée).

On obtient donc trois types de courbes, ici pque 0,5, = 1 etq = 1,3

INTERROS

(

CORRIGES

@ Solution de Uexercice type 1 Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

n Au bout d’'une année, le capital de Clara sera
2 000+ 0,022 5x 2 000= 2 0001+ 0,022 5 = 1,022 5x 2 00Q

En refaisant le méme raisonnement, au bout de 18 ans, ledtséant
intégrés au capital a la fin de chaque année, son capital sera :

2000x 1,022 58~ 2 98517.
ﬂ On programme la fonctior définie surR . par :
f(x) = 1,022 5 x 2 000,

et on réalise une table de valeurs par pas de 1. On obtiertilagai-
vante :

(

X Y1
28.000 | 37291
29.000| 38130
30.000 | 38988
31.000 | 39865
32.000 | 40762
33.000| 41679




ILTESM — v. 1.0
26 janvier 2016 — Chapitre 3page 90 — #98

@ Solution de Uexercice type 1 (suite) Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

Donc Clara devra attendre ses 32 ans, donc 14 ans de plustdeits
étant versés a la fin de chaque année.

t \18
On cherche tel que 2 000< (1 + 1_00> = 4 000. On programme la

fonction f définie sufR,. par f (x) = 2 0001 + 0,01x)8, et on tabule
cette fonction. On cherche la valeur dgour laquellef (x) = 4 000.
On obtient successivement les trois tables suivantes ementgnt la
précision :

X Y1 X Y1 X Y1
0.0000| 20000 3.4000| 36509 3.9000| 39821
1.0000| 23923 3.5000| 37150 3.9100| 39890
2.0000 | 28565 3.6000( 37801 3.9200| 39959
3.0000 | 34049 3.7000| 38463 3.9300( 40028
4.0000| 40516 3.8000| 39137 3.9400| 40098
5.0000( 48132 3.9000( 39821 3.9500( 40167
6.0000( 47087 4.0000( 40516 3.9600 | 40237

Le taux doit donc au moins étre égal ®3%.

Voir énoncé page 87

E3 Fonction exponentielle X — €*

Exercice type 2 Cité scolaire internationale, Grenoble

Partie A
Soit f la fonction définie suf0; 5[ par f (x) = xe* — e* — 8.

Montrer quef’(x) = xe*.

Donner 'équation de la tangente a la courbe représentdéve au

point d’abscisse 0.

Dresser le tableau de variations completfdsur son ensemble de défi-

nition.

(@) Montrer que I'équationf (x) = 0 admet suif0; 5[ une unique
solution que I'on notera.

(b) Montrer que 2040< a < 2,041.

(c) En utilisant les questions précédentes, donner le signigxleen
fonction des valeurs desur[0; 5[.

ax;
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FONCTIONS EXPONENTIELLES - CHAP. 3

Exercice type 2 (suite) Cité scolaire internationale, Grenoble

Partie B

Une entreprise fabrique milliers d'objets, avex appartenant §0; 5].

La fonction f de la partie A modélise les bénéfices ou les pertes de I'entre-
prise en centaines d’euros.

Pour une quantit& donnée, sif (x) est positif, I'entreprise réalise des béné-
fices, et six est négatif I'entreprise subit une perte.

En utilisant les résultats de la partie A, déterminer a pegicombien d’ob-
jets produits I'entreprise commence a réaliser des béséfice

Voir corrigé page 93

X Définition

Définition 2

INTERROS

Il existe une unique fonction de la forree— g* qui admet pour nombre dérivé
1 en 0. La base de cette fonction est appelée exeRg/18. La fonction se note

(

exp X > eX.
Remarque quand on parle de la fonction exponentielle, il s’agit &ifdment de o
la fonction exponentielle de base e. &
o
EX) Propriétés S
o
Propriétés 3 Ny

Ces propriétés se déduisent directement de la définitioresyibpriétés géné-
rales des fonctions exponentielles :

«@=1; et=e; e—lzé; et = .
« La fonction étant strictement croissante :
<d e a<b et é=€ «— a=h.

* Propriétés algébriques : pour tauet tousx ety réels :

et — e x e oy <. ()" = e;
1 . e/ e >0;
et = e2 = JB; & >1 < x>0.
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€X) Etude de la fonction exponentielle
2.3.1 - Dérivée

Propriété 4
La fonction exponentielle est égale a sa dérivée ' (@p= exp(x).

On en déduit donc le tableau de variations suivant dap) = exp(x) :

X | —o0 0 1 +00
exg(x) +
S
e
exp(x) S
1
/!

2.3.2 - Tangentes a connaitre

* La tangente a la courbe représentative de la fonction expiefie au point
d’'abscisse 0 a pour équatign= x + 1.

e La tangente a la courbe représentative de la fonction exjpi@tie au point
d’'abscisse 1 a pour équatign= ex.

2.3.3 - Représentation graphique
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FONCTIONS EXPONENTIELLES - CHAP. 3

@ Solution de Uexercice type 2 Cité scolaire internationale, Grenoble

B /(0 = e+ xek — e = xeX.

Fl Aupoint d’abscisse 0, on & (0) = 0 et f (0) = —9.
Donc I'équation de la tangente egt= —9 (il s’agit d’'une tangente
horizontale).

a Sur[0; 5[, x > 0, et & > 0. Donc la dérivée est positive.
f(0)=—9,etf(5) =56 — e —8=4e — 8~ 58565.
On obtient le tableau de variations suivant :

x| O 400
f'cx) | 0 +
4e — 8
f(x) /!
-9

n (@) Sur[0;5], f est continue par composée de sommes et produit
de fonctions continues siit. Elle est également strictement crois-
sante et 0 appartient[& (0) ; f(5)].
Donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaire sqppiux
fonctions strictement monotones, I'équatibx) = 0 admet une
unique solution dang; 5].

(b) A la calculatrice, on trouve (2,040) < 0 et f (2,041) > 0, donc
2,040< a < 2,041.

(c) D’aprés ce qui précedd,(x) < 0 pourx appartenant §0; a[, et
f (x) > 0 pourx appartenant ¢a; 5].

( INTERROS

CORRIGES

:

Partie B

Pour cette question, aucun nouveau calcul n’est nécess&net juste faire
attention aux unités. L'entreprise réalise des bénéficekdequ’elle produit

au moins 2 041 objets.
£ Fonction x > ')

Exercice type 3 Cité scolaire internationale, Grenoble

On consideére la fonctioh définie sunl = [—1; 8] par f (x) = (2x — 6)e™ %,
etC sa courbe représentative dans un repére orthonormal.

E} Compléter le tableau de valeurs en arrondissant au centiéme

x| -110]21(2|3(4,5|6|7]|8
f(x)




ILTESM — v. 1.0
26 janvier 2016 — Chapitre 3 page 94 — #102

Exercice type 3 (suite) Cité scolaire internationale, Grenoble

Montrer quef’(x) = (8 — 2x)e .

Etudier le signe de’(x) surl et dresser le tableau de variationsfde
Quelle est I'équation de la tangerfea la courbeC au point d'abs-
cisse 0?

Combien I'équationf (x) = 0 a-t-elle de solutions sur?

Résoudre I'inéquatiori (x) < O surl .

Voir corrigé page 95

€2 Dérivée de x — U™

Propriété 5

Sila fonctionu est dérivable sur un intervalle alors la fonction & est dérivable
surl et pour tout réel de,

(") (x) = u'(x)e"™,

A ATTENTION

D’apres cette propriété, contrairement a ce que de nomi&iéwrs écrivent,
la dérivée de la fonctiori définie suR par f (x) = e X n'est pase™*, mais :

f'(x) = —e*.
Remarque La fonction ¢ a le méme sens de variation que la fonction

EX) Un exemple important pour la suite

Comme on le verra aux chapitres 8 et 9, les fonctions de laddgmx — e‘kxz,
k étant un nombre réel strictement positif, jouent un réleantgnt en probabilités

et statistiquesf, (x) = _2kxe~*. On obtient donc :
¢ |e tableau de variations suivant :

X | —oo 0 +00
f.(X) + 0 -
1
() / N\

« les courbes représentatives sur la page suivante, syoeszar rapport a I'axe
des ordonnées (ici avéc= 3; 2; 0.8; 0,4, les courbes étant de plus en plus
étalées quanki se rapproche de 0) :
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@ Solution de Uexercice type 3 Cité scolaire internationale, Grenoble

1] x| -1 0 1 2 3
f(x) | —21.,75| —6,00 | —1,47 | —0,27 | 0,00 -
x| 4 5 6 7 8 =
f(x) | 0,04 | 003 | 001 [ 0,01 [ 0,00 o
-
-_—

(2 [ A ATTENTION

La fonction dérivée d& — e X estx — —e X,

.

f'(x) =26+ (2x—6)(—e7)

W
=e*X2—-2x+6) 5
B _X =
= (8—2x)e". &:
o
o

El Pourtoutx, e > 0.
Le signe def’(x) est donc celui de 8 2x.
Par conséquentf,(x) > 0 six < 4, etf’(x) > 0six > 4.
f(—1) = —8e;f(4 =2e*; f(8) = 16e8.
On obtient donc le tableau de variations suivant :

:

x| —1 4 8
f/(x) 4 0o -
2¢ 4
f(x) /! N
—8e 10e8

B fo=-6;f0=8.

Donc I'équation de7” est :y = 8x — 6.

H f est continue comme produit de fonctions continues. Ellesste-
ment croissante sur-1; 4], et 0 appartient 4 f(—1); f(4)]. Donc,
d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires appliguéametions
strictement monotones, I'équatidrix) = 0 admet une solution sur cet
intervalle, que 'on notera.

ax;
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@ Solution de Uexercice type 3 (suite) Cité scolaire internationale, Grenoble

Sur [4; 8], le minimum de la fonction est atteint en 8 et est positif
(méme si trés proche de 0), donc la fonction ne peut s’anisulecet
intervalle. Donc sut, I'équation f (x) = 0 admet une solution unique
D’aprés ce qui précede, syrl; a[, f (x) est négatif, et suia; 8], f (x)
est positif.

Voir énoncé page 93
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FONCTIONS EXPONENTIELLES - CHAP. 3

n acM| Fonction x — g 15 min Qpﬁ)ﬁ;igé‘

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsa&st ex
Margot a placé 7 000 euros en vue de pouvoir s'acheter unareajui colite

10 000 euros. -
n Si elle place son argent au taux de 5%, il lui faudra, pourrases n==
10 000 euros : r—9
[a] 5 ans [b] 7 ans [c] 8 ans “

ﬂ Le taux minimal pour que, en placant la méme somme, elleand#
pas plus de 6 ans, serait, arrondi au dixieme :

[a] 6% [B] 7% [€]6,2%

a La somme minimale qu’elle devrait placer au taux de 3 % pounpiv

(7]
s’acheter sa voiture au bout de 3 ans est : =
[a] 9 152€ [b] 8 500€ [c] 9 750€ [
[
n Pour pouvoir s’acheter sa voiture au bout de 3 ans, avec eermplent =
au taux de 2,5 %, il faudrait qu’elle place :
[a] 9 750€ [b] 9 286€ [c] 7 500€
E aem Fonction X — €~ ~ 20min| © forie | (%
[T
Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaest ex E'é
o
E} Pour tous nombres réedsetb : L
e? a e? e?
— =¢gb — =P — = -
E Pour toutx réel et toutn entier relatif :
[@] )" =e" [B] (€)" = e™ [€] (€)" = ™
El Léquation @-X —egq:
[a] une solution [b] deux solutions [c] aucune solution

n L'ensembleS solution de I'inéquation’irf—x‘3 < .eest:

@}1_«/1—5'1%/1_5[ @[1—«/1—5_1+«/1—5}

2 2 2 2
[c] 'ensemble vide

H acm Interprétation d’un graphique - 20min °p_°;’55‘9é |

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsa&st ex

On considére la représentation graphiquee la fonctionf définie et déri-
vable sur }-oo; 6]. La fonction dérivée dé est notéef’. La droite7 est la
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2]
Q
(- 1
(-
=
= tangente & au pointA(1; 0). On admet que la courlikest située sous cette
= tangente] sur J-oo; 6].
AY
54
44
34
24
14
L, o4
3 2 -1 o

Partie A
n L'équation réduite de la tangenfeaC au point d’abscisse 1 est :
[Aly=x-1 [b]y=x-2 [C]y=2x-1)
Fl Léquationf’(x) = 0 admet :
[a] 1 solution [b] 2 solutions [c] aucune solution
Partie B

Dans cette partie du QCM, on appejjea fonction définie sur} oo ; 6] par
son expressiog(x) = exp( f (x)).

E} Lafonctiong est strictement croissante sur :

[@]]-00; 3] [B]11: 6] [€]]-o00: 6]
Bl g estégala:
[a]2 [b] O [c] 2e
ﬂ La fonctiong s’annule exactement :
[a] 1 fois [B] 2 fois [c] O fois
BY ack Fonction x > ¢/ “amn S

On s'intéresse & la fonction f définie sRipar f (x) = e — 4¢e*.

n La fonction dérivée dd est définie suR par :

[@] f'(x) = e — 4¢* [B] f'(x) = 2e4(e* — 2
[¢] Ni I'un ni l'autre
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Fl foest: /\

[a] décroissante puis croissante [b] croissante puis décroissante
[c] toujours croissante

El Léquationf(x) = 0 admet:

7
une solution eux solutions aucune solution
[a] luti [b] d luti [c] luti °==
=
Il Leéquationf(x) = 2 admet : o
une solution eux solutions aucune solution
[a] Juti [b] d Juti [c] luti
wsy s P e | @ Corrigé
Propriétes algébriques * - Smin ) g \
Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine é
Simplifier et factoriser si possible les expressions suasn E
[
A ex+y B e2x+2y E
e T
4 - ~t| . c s
n Equation * “smin | © Coret |
Lycée Lacordaire, Marseille ©
Résoudre I'équation suivante daRs E
eeX =
j - ex - O. u
, . . Cortiaé
n Equation * - 5min ‘ Qp. origé ‘ \/
Lycée Le Corbusier, Poissy
Résoudre I'équation suivante daRs
e lxegt2=1
. PP stae .| @ Corrigé
Valeurs intermédiaires * ¥ mm‘ et \

Lycée Victor Hugo, Carpentras
Soit f la fonction définie suR par :
2
f(xX)=——.
W=7

Montrer que I'équationf (x) = x admet dan®R une unique solutior et
vérifier que 05 < « < 0,6.

Indication: Etudier les variations de la fonctian: x — f (x) — X.
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n Fonction exp[u(x)] * %k 5:?0min‘ep§?{5igé‘
Lycée Victor Duruy, Paris

On a représenté ci-dessous la cowlpeeprésentative, dans un repére ortho-
normal, d'une fonctionf définie surR.

La courbeCt passe par les poins(—3; 0), B(—1; 5,5) etC(0; 5).
La droite(C D) est latangentd aCs enC, etD a pour coordonnéd$ ; 0).
La tangente &+ au pointB est paralléle a I'axe des abscisses.

[

N
-
y

n Déterminer, en justifiantf’(—1) et f/(0).
Fl Résoudre graphiquement efkp(x)) = 1.

ﬂ Déterminer une expression @&(x) en fonction def (x) et f'(x), et
calculerg’(0) etg’(1).
Dresser le tableau de variations diepuis celui deg sur I'intervalle
[—3;6].

BT calcul de dérivée o Chme | O

Lycée Emmanuel Mounier, Grenoble
P . 2
Calculer la dérivée de la fonctian: x > e t1,

B catcul de dérivée o Chme | O

Lycée Montesquieu, Bordeaux
Calculer la fonction dérivée de la fonctidndéfinie sur }-o0o ; O[ par :

f(x) = exp(4x - %)
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m A Uaide du graphique * Kk %,%o min‘ °p_°;’1’;'9° \
Lycée Corneille, La-Celle-Saint-Cloud
Le plan est rapporté a un repére orthono(i@é, 7).
La courbeC ci-aprés représente la fonctidndéfinie surR par :
f(x) = (ax + b)€e*,
oua etb sont deux nombres que I'on se propose de déterminer.

La courbeC passe par le point de coordonné@s1) et elle admet une tan-
gente horizontale au point d’absciss@.

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

~|

Q
|
CORRIGES

Exprimer f’(x) en fonction dex, a etb.

(

A l'aide des informations de I'énoncé, déterminer les vedelea etb.

Etudier les variations de la fonctioin Dresser son tableau de variations
sur l'intervalle[—3; 1].

Discuter, suivant les valeurs du rée| le nombre de solutions de I'équa-
tion sur l'intervalle[—3; 1] :

x+1ef =m.

E Valeurs intermédiaires s  30min © corit |
Lycée Galilée, Gennevilliers
Montrer que I'équation :

e3x+4 =_x+3
admet une solution unique
Donner une valeur approchéed@ 1072 prés.
Indication: on étudiera les variations d’une fonction bien choisie.
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m Solutions d’équation * & ;:#.,min‘ep_cmigé

Lycée Virlogeux, Riom
f est la fonction définie suR par f (x) = e — 2€X.

n Dresser le tableau de variations fleet donner la valeur exacte de son
minimum.

E Donner une équation de la tangente au point d’abscisse 1.

INTERROS

a Montrer que I'équationf (x) = 0 admet exactement une solution sur
R,. Donner un encadrement au centieme de cette solution.

E Elimination d’un médicament * % %:]5min‘ °p_°;’{;‘9é‘
Lycée Victor Duruy, Paris

Un groupe de chercheurs étudie I'élimination d’'un médicatndans le sang.

A partir d’un instant initial, on mesure pendant 24 heurelacentration en
grammes par litreq - L~1) de médicament restant dans le sang du patient.

Sit mesure le temps en heures, la concentrafi@n a I'instantt est donnée
par la formule :

f(t) =1,2x 0,67, pour tout nombre réglde l'intervalle[0; 24].
E} Quel est le sens de variation de? Est-il conforme au phénoméne étu-
die?
ﬂ Les chercheurs utilisent I'algorithme suivant :

Entrée

Saisir une concentration C
Initialisation

t prend la valeur O
Traitement

Tant que 1,2x0,67' > C

t prend la valeur t+1

Fin de Tant que
Sortie

Afficher t

(@) Quel estle réle de cet algorithme ?

(b) Quelle valeur obtient-on en sortie de I'algorithme lorsque
+«C=05?
+C=02?

a On admet que le médicament est éliminé lorsque la concemtrast

inférieure & 0,08 - L~1. A l'aide de la calculatrice, déterminer au bout
de combien de temps le médicament sera éliminé.
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E Fonction exponentielle et algorithme * % élés min‘ ﬂﬁ){gme \ ~
Cité scolaire internationale, Grenoble
Soit la fonctionf définie surR par :
f(x) =42 _ 5
etCs sa courbe représentative dans un repére orthogonal.
E} (a) Etudier les variations dé surRR.

(b) Pour chacune des trois affirmations suivantes, indiquejusti
fiant, si elle est vraie ou fausse.

« Affirmation 1 : La courb&  coupe une et une seule fois I'axe des
abscisses.

* Affirmation 2 : La courb& s coupe la droite d’équation = 5.

 Affirmation 3 : il existe un unique point dé¢ en lequel la tan-
gente est paralléle a I'axe des abscisses.

F1 On considére 'algorithme suivant :

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Entrée
P est un réel strictement positif
Initialisation
X prend la valeur 0 et Y prend la valeur -1
Traitement
Tant que ¥ < O
Donner a X la valeur X + P
Donner a Y la valeur f(X]
(f étant la fonction définie précédemment]
Fin de Tant que
Sortie
Afficher X-P et X

CORRIGES

(

(@) OnentreP = 0,1. Quelles sont les valeurs affichées en sortie ?
(b) Que fait cet algorithme ?

(c) On fait fonctionner I'algorithme avec une certaine valearRiet
on obtient en sortie les valeurs 0,892 et 0,893.

Quelle valeur deP avait-on choisi en entrée ?

(d) On entre une valeur de égale a 0,000 1. Quelles sont les valeurs
affichées en sortie ?

m Un graphique incomplet * ok 5:?5min‘°pF?{;isé‘
Cité scolaire internationale, Grenoble

Le bénéfice, en milliers d’euros, que réalise une entrepoisgu’elle fa-
brique et vend centaines d’objets (pouw compris entre 0 et 6) est donné
par:

f(x) = (200x — 300 e *~1 + 10.
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Alix a affiché sur I'écran de sa calculatrice la courbe repnéative de la
fonction f sur l'intervalle[0; 6] :

A

L

[

Partie A : objectif « réaliser un bénéfice maximal »

Alix a mal choisi sa fenétre d’affichage et on ne peut déteemlie bénéfice
maximal.

On va donc étudier la fonction pour trouver ce bénéfice.

Donner, pour touk de[0; 6], f/(x).
Dresser le tableau de variations de la fonctfosur I'intervalle[0; 6].
Ce tableau est-il compatible avec le graphique incompidessus ?

En déduire le nombre d’objets a vendre pour réaliser un b#néfaxi-
mal.
Quel est le bénéfice maximal, arrondi a I'euro ?

Proposer une fenétre graphique permettant de visualisggt@num de
la fonction.

Partie B : objectif « ne pas vendre a perte »

Au vu du graphique ci-dessus, a partir de combien d’objetstieprise
ne vend-elle pas a perte ?

Démontrer que sur l'intervallgl ; 2], I'équation f (x) = 0 admet une
unique solution notéa.

Donner une valeur approchéead 1072 pres.

Préciser le nombre d'objets a partir duquel I'entrepriseveied pas a
perte.
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m Etude de fonction *x i min‘ °p_°;’1’g‘9é \
Lycée Mezeray, Argentan
On considére la fonction définie sBrpar f (x) = -3

n Etudier les variations déet donner son tableau de variations sur l'inter-
valle[-2; 2].

ﬂ Tracer la courbe représentative Bielans un repéréO ; T1,7).

COURS

a En utilisant la courbe, donner en fonction du réele nombre de solu-
tions de I'équationf (x) = m sur l'intervalle[—2; 2].

E Etude de fonction et équation ko Camin @ Sriee
Lycée Virlogeux, Riom
Soit f la fonction définie suf — 2; 2[ par f (x) = x2eX.
n Dresser le tableau de variations tle

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

ﬂ En déduire le nombre de solutions de I'équatioix) = 1.

ﬂ Donner une valeur approchée de la ou les solution(s) & pees.

. y- ] } Y m
m Conjecture et preuve *Kk 2 mm‘ °p_°1°{;'9° \ w
Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand §
Soit f la fonction définie suR par : 8
f00 = e -1
ezx + 1 \/

Tracer la fonction sur la calculatrice et faire une conjeetoncernant
un encadrement possible déx) pour toutx.

Prouver que, pour towt, —1 < f(x) < 1.

Dresser le tableau de variation fie

Donner, & 10 prés, en expliquant votre méthode, la plus petite valeur
dex telle que 1— f(x) < 0,001.

m Positivité d’une fonction Kk - 20min Qp_cgﬁigé‘
Lycée Descartes, Cournon

Soita un nombre réel. Soif la fonction définie suR par f (x) = xe* + a.
E} Dresser le tableau de variations tle

ﬂ Déterminer les valeurs detelles que, pour towt, f (x) > 0.
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m Coiit moyen minimal * kK ;:‘I,.,mi,,‘ep_cmigé‘
Lycée Chaptal, Paris

Une entreprise achete une machine 30 000 euros. Elle peavéadre au
bout det années au prix de :

(t) 0
v =

05t +1
out est exprimé en annéeswgt) en milliers d’euros (i€).

n (&) Au boutde combien d’années la machine aura-t-elle perdu 86 %
sa valeur d’achat ?

(b) Quelle est sa valeur de revente au bout de 4 ans ?

(c) Ladifférence, exprimée ergk entre le prix d’achat de la machine
et son prix de revente au bout lannées estD(t) = 30— v(t).

Montrer queD est une fonction croissante sur l'intervalle; [8].

E On peut exprimer le co(t total d’entretien de la machine€ngdour une
durée de années d'utilisation, par :

E(t) =254 —t —25,
(a) CalculerE'(t), ol E’ désigne la fonction dérivée de
(b) Montrer queE est une fonction croissante sur l'intervalle [8].
a (a) Veérifier que le colt d’'usage total, ekekde cette machine est :

INTERROS

pour 0<t <8,

30 4t
C(t) = D(t) + E(t) = 27,5 — 051 + 2,584 _t.

(b) Déduire des questions précédentes le sens de variati@ gle
[0; 8].
(c) Tracer la courbe représentatiVede C, dans un plan muni d'un

repere orthogonal, avec pour unités : 2 cm pour une anné@sar |
des abscisses, 1 cm pour€ kur I'axe des ordonnées.

On pourra utiliser le tableau de valeurs suivant :

t 0 1 2 3 4
C) 0 10,23 16,06 20,80 25,88
t 4,5 5 6 7 8
C) 28,90 32,40 41,56 54,94 74,83

n Le colt moyen d'utilisation, en& et au bout d& années, est égal a :

Ct
U(t):?aveclgts&

(@) SoitM le point d'absciss¢ de la courbd™. Montrer queU (t) est
le coefficient directeur de la droit®© M).

(b) Déterminer graphiquement la valeur tdeour laquelleU (t) est
minimal.
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FONCTIONS EXPONENTIELLES - CHAP. 3

n acn Fonction x — g* \epi.':;mé‘

7 000x 1,05" < 10 00Q

Répons : en effet,
Kl Reponsée] 7 000x 1,058 > 10 000

6,1)\°

7 000(1 + 100) ~ 9986 &

F] Réponséc] : en effet, 5046 =

9 u

7000( 1 ~ 10 04
00 ( + 100) 0042
10 000
E] Reéponséa] :en effet, =5 ~ 9 152. Ny
10 000
réponsdb] : en effet ~ 9 286.
Bl réponsdd] 1,025 K
=
. E 6
E aem Fonction X — €~ S| i
=

El Réponséb] : g = b,

El Réponséb] d'aprés le cours.

El Réponsda : e
S
X — gt s X2 dx = —4 E
e X2 —4x+4=0 =
— x-22=0 <
= X=2.
] Réponséb] :
1
8 < fo e x2—x-3< >
7
— x%?—x-— 5= 0
L R . 1-— 415
Or le discriminantdu trinbme eat = 15 ; ses deux racines somz—
1+ 415 . A
et +2 . D’apres la regle du signe du trindme,
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© Enoncé ‘

E acM Interprétation d’un graphique .97

L]
A
9
_—
(- 1
(- 1
(=)
L

Partie A

E} Réponsdc] : le coefficient directeur de la droitg est 2, la seule ré-
ponse possible est dogyc= 2(x — 1).

Remarque de plus, la droite d’équationp= 2(x — 1) passe bien par le
point A(1; 0).

E Réponsgh] : Graphiquementf’(x) = 0 aux points ou la tangente est
horizontale. Une seule tangente est marquée comme haleomtais la
fonction change de sens de variation deux foisf, est dérivable, donc
il y a un autre point ol la tangente est horizontale. L'éaumafi’(x) = 0
admet donc deux solutions.

Partie B

n Réponséda] : comme la fonction exp est strictement croissante, par com-
position, la fonctiorg = exp( f) ale méme sens de variation que la fonc-
tion f sur ]—oo0; 6], commef est strictement croissante surdo ; 3],
g est strictement croissante surdo ; 3].

E Réponséa] : par opérations sur les fonctions dérivablgest dérivable
sur J-oo ; 6] et pour tout réek de ]-o0; 6], g'(x) = f/(x) exp( f (X)),
doncg’(1) = /(1) exp(f (2)).
Or, f'(1) =2 etf (1) = 0doncg’(1) = 2exp0), soitg’(1) = 2.

a Réponsédc] : On ag = exp(f); or, la fonction exponentielle est tou-

jours strictement positive, donc la fonctignest toujours strictement
positive donc ne s’annule jamais.

n acm Fonction x — eU®) €>p§-19%ncé‘

EJ Réponsdb]: f/(x) = 26 — 4 = 2&(e* — 2).

E Réponséa] : la dérivée s’annule pour‘e= 2, et la fonction exponen-
tielle étant croissante, elle est négative potel que &€ < 2 et positive
ensuite, donc elle passe par un minimum.

a Réponsda] : f(x) = €*(e* — 4). On a un produit de facteurs.
Pour toutx, € > 0, donc la seule possibilité est e- 4.

Cette équation admet une solution unique car la fonctiomeaptielle
est strictement croissante, continue, et 4 appartiédt &oo[ (d'apres
le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué aux fometstricte-
ment monotones).

] Réponsda] :e* —4e8 =2 = &> -4 —2=0.
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Posons €= X. /\
=X
& -4 —2=0 —
X2—-4X-2=0
Le trinéme a pour discriminant 24, et deux racinés = 2 — v/6 et
X2 =2+ /6.
e* étant strictement positif pour toxt la premiére solution ne convient
pas car elle est négative.
Il reste donc & = 2 + /6.
En reprenant le raisonnement de la question 3, cette éguatioe solu-
tion unique, donc I'équatiori (x) = 2 a une solution unique.

COURS

.

B Propriétés algébriques °DE,“9‘;“°°\
Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine
On utilise ici les propriétés algébriques de la fonctionanentielle :
A=V *X_ ¢ - =e/1-¢).
B — e2x+2y—x—2y — X,

INTERROS

) (%)
n Equation S| ]
Lycée Lacordaire, Marseille 5
Une simplification est possible en se ramenant & une situdtie= eV : 8
e3x+x—2x —ef =0 — e3x+x—2x —
— & =¢
<= 2X =X par stricte croissance de exp
< x=0.
B2 Equation | © e |

Lycée Le Corbusier, Poissy

e3x—1 x eX—',-2 =1 e(3x—1)+(x+2) -1

— e4X-i—l — eO

<— 4x+1=0 (par stricte croissance de exp)
1

= X=-—=
4

1
La solution de(F) est donc :—Z.



Fonctionexplu(x)] — v. 1.0

26 janvier 2016 — Chapitre 3 page 110 — #118

n Valeurs intermédiaires \°,f“9'3“°é\
Lycée Victor Hugo, Carpentras

Un tel énoncé doit faire penser au théoréme des valeursratBaires, puis-
gu’on demande de prouvkexistence d’une racineet non pas de la détermi-
ner exactement.
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Posons :
—fX) =X = —— —
g(x) (x) — X x 12 X
Les solutions de I'équatiog(x) = 0 sont celles de I'équatioh(x) = x. En
effet :

fX) =X < f(X)—x=0 < gx)=0.
On va étudier les variations dg pour pouvoir appliquer le théoreme des
valeurs intermédiaires.
Montrons d’abord qug est dérivable. La fonctior — €“+2 est non nulle et
dérivable suRR ; par inverse puis différence avee— X, g est bien dérivable

SsurR.
>0

—
—2¢¢ _—2e><—(e><+2)2__2e?<+(ex+2)2<0
e&+22 7 (e+22 (& +2)2

——
>0

gx) =

La fonctiong est donc strictement décroissante Rur

De plus,g(0) = g > 0etg(l) = ﬁzz — 1 < 0. L'équation admet donc
une unique solution dansR, comprise entre O et 1.
Par balayage a la calculatrice, on obtient que :

g(0,5) ~ 0,05 > 0, g(0,6) ~ —0,08 < 0.
Commeg est strictement décroissante deq00,6] dans[g(O,G) 0 g(0,5)],
c’est que la solutiow est située dans [B; 0,6].
En conclusiong est I'unique solution darnR de I'équationf (x) = x. Ona:

a ~ 0,5 a0l prés par défaut.

© Enoncé

n Fonction exp[u(x)] . 100
Lycée Victor Duruy, Paris
n f’(—1) = 0. En effet, erB, il y a une tangente horizontale.
f’(0) est le coefficient directeur de la droit€ D).

ey Yo—Y 0-5 5
Donc.f(O)_XD_XC_G_O_ 5

Bl exp(f0)=1 < f(x)=0.
Graphigquement, les solutions sen8 et 6.
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E] Lafonction dérivée de la fonction— €™ est la fonctiorx - u’(x)e!®),
doncg' (x) = f/(x)ef ™,

Doncg' (0) = f/(0)ef© = —§e5.
De plus,g'(-1) = f/(-1)efD =0carf’/(-1) = 0.

n
3 - On obtient pourf : =
x[-3 -1 6 8
f/(x) + 0 -
55
0 f (6)

Remarque le graphique ne permet pas de donner une valeur exacte
pour f (6), donc on écritf (6) dans le tableau de variations.

* Pourg, le sens de variation sera le méme que celuf d&n effet, la
fonction exponentielle est croissante, donc :

* lorsquef est croissante :
x<y < f(x)< f(y) < exp(f(x) <exp(f(y).
ce qui signifie quey est croissante.
¢ lorsquef est décroissante :
X<y < f(x)> f(y) < exp(f(x)>exp(f(y)),
ce qui signifie quey est décroissante.
Par ailleursg(—3) = exp(f (—3)) = exp(0) = 1.
g(—1) = exp(f(—1)) = exp(5,5).

9(6) = exp(f (6)).
Le tableau de variations dgest donc :

INTERROS

s

)
LA
=
e
o
=]
o

X | -3 -1 6
g'(x) + 0 -
eS,S
gx) /! N
1 ef ©®

m Calcul de dérivée

Lycée Emmanuel Mounier, Grenoble
Il s’agit ici de la dérivée d’une fonction composée d’'expoatiedle, dont I'ex-
posant est une fonction dérivable &ir
f(x) =3x2+1,
f/(x) = 6x

@ Enoncé
‘ p. 100 ‘

ux) = el ™, avec { (f dérivable suiR)

W) = f/(x) x ef® = xe3+1,
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] catcul de dérivée O

Lycée Montesquieu, Bordeaux
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1
On pose ici :f (x) = '™ ; u(x) = 4x — ™ est dérivable surjoo; O et :

1
/ —_
ux) =4+ X2
La fonction composéé = e est donc dérivable surjoo; O[ :
f(x) =™,

f/(x) = U'(x) x e4®

1 4x—l
= (4+ ﬁ) x e’ X,

m A Uaide du graphique | N |
Lycée Corneille, La-Celle-Saint-Cloud
E} Lafonctionf estle produitiv, avec :
u(x) = (ax + b) etv(x) = €*.
Les fonctionau etv sont dérivables suR, doncf 'est aussi par produit.
f'=uv+w = f'(x) =ae’ + (ax+ b)e* = (ax+ a+ b)e*.

F1 Drapres ce qui précede, on sait qiié—2) = (—2a+ a + b)e 2.
D’aprés I'énoncé, la tangente a la couébeu point d’abscisse 2 est ho-
rizontale, donc son coefficient directeur est nul, c’eslira-f'(—2) = 0:

f(-2) =0 < (—2a+a+b)e—2=(b—a)3;2=o
< b—-a=0= a=b £0

Par ailleurs,A € C donc f(0) = 1 (1 unité en ordonnées prend deux
graduations).

fO=1<be =1 b=1
——
=1
Finalement, on obtierds = b = 1 et f (x) = (x + 1)€X.
a En substituant les valeurs deetb dans le calcul précédent dé(x) :

FfX)=x+2) € et f'X)>0 = x+2>0 & x> -2
——

positif
X -3 -2 1
f/(x) - 0 +
2673 2e
f(x) N . /
e

1
f(=2)=(—2+ e 2= —Z f(—2) ~ —0,14 4102 prés.



T A l'aide du graphique — v. 1.0 fan
26 janvier 2016 — Chapitre 3 page 113 — #121

FONCTIONS EXPONENTIELLES - CHAP. 3

3 1l s’agit de résoudref (x) = m, autrement dit, de discuter du nombre /\
d’antécédents dm par f. On va utiliser le tableau de variations de
et le théoréme des valeurs intermédiaires sur des intesvall f est
continue et strictement monotone. On peut aussi s’aiderat'ésolution
graphique, mais celle-ci est malaisée [su8; 1].

" ]

: Il

: E

2

=

( COURS

INTERROS

1 1
e Commef admet pourminimum?, sim < 2 I'équationf (x) = m =
n’a aucune solution. =
1 =
° Sim= 2 I'équation f (x) = m admet une unique solutior,2. 8
Si 1 m< —2e3;
c —— <m< — 5
2
— f est continue et strictement décroissante[si8; —2[ et
1
f([-3;-2) = |-5: —2e3]|.

e
Donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires appliguéomc-

. . ] 1
tions strictement monotones, tout appartenant —? 3 — e

admet un unique antécédenpar f dansl'intervallg —3; —2[, c’est-
a-dire que I'équationf (xX) = m admet une unique solution dans
[-3;—2[.
—Si f est continue et strictement croissante sur l'intervahe? ; —1[
1
etf(l]—2:-1)) = —2 O[, donc, par le théoréme des valeurs
intermédiaires appliqué aux fonctions strictement momesptoum

1 . C . ]
appartenant3—— ; O| admet un unique antécédent gadans I'in-

e?
tervalle] — 2; —1[, c’est-a-dire que I'équatiofi (x) = m admet une
unique solution dank— 2; —1].
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. . " 1 . .
D’aprés les deux tirets précédents;si= < m < —2e 3, I'équation

f (xX) = m admet deux solutions, une daps3; —2[ et 'autre dans
1—2;-1].

*Si2e3 < m < 2e, f est continue et strictement croissante sur
] — 2; 1], donc I'équationf (x) = m admet une unique solution dans
l'intervalle ] — 2; 1], et elle n’en admet pas ailleurs car sur l'intervalle
[—3; —2], f(x) < 2e3.

* Sim > 2e, I'équation n'admet aucune solution car 2e est le maximum
absolu de la fonction syr3; 1].

Dol

E Valeurs intermédiaires p. 101

Lycée Galilée, Gennevilliers

On demande de montrer quékisteune solution et on parle de valeappro-
chée Clairement, il faut utiliser le théoréme des valeurs imédiaires.

On étudie la fonction différence des deux membres de |'éouat

fix—> e — (—x+3).
f/(x) = 3e>*+4 4+ 1, doncf’(x) > O pour toutx; f est donc continue
strictement croissante sir.
De plus,f(—1) ~ —1,28 et f (0) ~ 51,6.
La fonction f est strictement croissante skiy0 appartient éf (=1); f(O)],
donc, d'aprées le théoréme des valeurs intermédiairescapplux fonctions
continues strictement monotondsx) prend la valeur O pour une valexr
unique appartenant a I'intervalle- 1; O[.
X —0,89 o —0,88
~ 0,02

/
f(x) 0

/!

~ —0,109

On encadre la solutiom grace & la calculatrice & 18 prés :
—0,89< o <—-0,88 o~ —-0,88

m Solutions d’équation \ﬂ_‘?ﬁ’;‘“\
Lycée Virlogeux, Riom
B /(0 =26 — 2& = 2e5(e* - 1).
Pour tout réek, € > 0doncf’/(X) >0 = & >1 <= x> 0.
Ainsi, f est décroissante si_ et croissante sUR ;.




an Fonction exponentielle et algorithme — v. 1.0 an
26 janvier 2016 — Chapitre 3 page 115 — #123
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Fl Onale tableau suivant : /\

X | —oo 0 +00
f/(x) - 0 +
f(x) N\ / &
_1 =
=
B f@ =¢€-2e (1) = 2e(e— 1), donc I'équation de la tangente est : et

y=2ee—1)(x—1) +€ —2e
soit 1y = 2e(e — 1)x — €.

.

n f(x) = eX(e* — 2); € est toujours positif, donc la seule solution pos-
sible pour I'équationf (x) = 0 est & — 2 = 0.
Or, f (x) est négative surjoo ; 0] car sur cet intervalle ¥e— 1 < 0.
Par ailleurs, sur ]0+o0[, f est strictement croissante et contin@i€))
est négatif,f (1) ~ 1,95, donc I'équationf (x) = 0 admet une solution
unique sur [Q +oo[, cette solution étant comprise entre O et 1.
En utilisant la calculatrice, on peut encadrer cette sofudintre 069 et
0,70.

INTERROS

Remarque lorsque le chapitre sur les logarithmes aura été traité, on
pourra trouver la valeur exacte de la solution.
Eneffet, & =2 <= x =1In2, etIn2 est environ égal a 0,69.

s

)
LA
=
=
e
=]
o

E Elimination d’un médicament S|

Lycée Victor Duruy, Paris

E} 0<0,67 <1, donc d'aprés le cours, la fonction-> 0,67 est décrois-
sante, et la fonctiorf aussi. Cela est logique pour le phénoméne consi-
déré car on sait qu'un médicament est progressivementréigans le
sang.

E (a) Cet algorithme détermine au bout de combien d’heures laezenc

tration du médicament dans le sang devient strictemeriénfiee a
une valeulC donnée.

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de la concentialbien
nues pour les valeurs successives de t en faisant tourigo-I'a

rithme.
Tt 0] 1 2 z Z 5 6
Concentration ; , | 4 654 | 0,539 | 0,361 | 0,242 0,162 | 0,109
dans le sang

e SiC = 0,5, on sort du « Tant que » lorsquie= 3.
e SiC = 0,2, on sort du « Tant que » lorsquie= 5.

Le médicament sera éliminé au bout de 8 heuresf¢@y ~ 0,073 et
f (8) ~ 0,049.
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© Enoncé ‘

E Fonction exponentielle et algorithme 103

Cité scolaire internationale, Grenoble
B @ f'(x)=4x025&2% =2

f’(x) est positif pour toutx, donc f est strictement croissante
SurRR.

(b) - Affirmation 1 : vraie.

H @

(b)

(©)
(d)

f(0)=-1; f(1) ~ 0,136.

f est une fonction continue et strictement croissante ; ds, plu
0 appartient g f(0); f(1)]. Donc, d’apres le théoréme des va-
leurs intermédiaires appliqué aux fonctions strictemesriatones,
I'équation f (x) = 0 admet une unique solution si; 1], et elle

ne peut en admettre d’'autre daRspuisqu’elle est strictement
croissante suR.

Ceci signifie que la courb@; coupe une fois et une seule I'axe
des abscisses.

* Affirmation 2 : vraie.
f(3) ~ 3,468 etf (4) ~ 5,873.
Donc, en faisant le méme raisonnement que précédemment,
I'équation f (x) = 5 admet une solution et, par conséquént,
coupe la droite d'équation = 5.

* Affirmation 3 : faux.
La dérivée ne s’annule jamais donc il n’y a aucun point ou la
tangente est parallele a I'axe des abscisses.

Le tableau ci-dessous donne les valeurs successiv&sale’, Y
étant arrondi au 1 0@Wnférieur.

X 0 0,1 0,2 0,3 0,4
Y -1 —-0,899 | -0,795 | —0,689 | —0,580
X 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
Y | —-0,468 | —0,353 | —-0,235 | —0,115 0,010

Dans la derniére colonn¥, est positif. Donc les valeurs affichées
seront 0,8 et 0,9.

Cet algorithme donne un encadrement d’amplitBd#e la solution
de I'équationf (x) = 0. On démarre & = —1 car c’est la valeur
de f (0).

Ici, 'encadrement a pour amplitude 0,001 ddhe= 0,001.

On peut programmer I'algorithme comme suggéré, mais atissi u
liser la fonction table de la calculatrice, ce qui est plysda puis-
gu’on a déja un encadrement d’amplitude 0,01.

On obtient en sortie 0,892 5 et 0,892 6.
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m Un graphique incomplet ‘ QpF?g;cé ‘

Cité scolaire internationale, Grenoble

Partie A

B ') =200e !+ (200x — 300 (— e *7 1)
= e *1(200— 200x + 300
= (500— 200x)e X1,

COURS

ﬂ e %=1 > 0 pour toutx, donc la dérivée est du signe de 50@00x.

Pour 0< x < 2,5:500— 200x > 0; par conséquent, la dérivée est
positive etf est croissante.

.

Pour 25 < X < 6 :500— 200x < 0; par conséquent, la dérivée est
négative et la fonction est décroissante.

f(0) = —300e 1+ 10; f(2,5) = 200e 3> + 10~ 16,039;
f(6) = 900e 7 + 10.

On obtient le tableau de variation suivant :

INTERROS

X 0 2,5 6
f/(x) 4 0 —
f(2,5)
f(x) /! N
—300e? f (6)

)
LA
=
e
o
=]
o

a Il faut vendre 2,5 centaines d’objets, soit 250 objets, &Eleéfice sera
alors environ 16,039 milliers d’euros, soit environ 16 088os.

n Compte tenu du bénéfice maximal, il faut prend¢esntre O et 6, et
Y entre—4 (ceci n’a pas vraiment d'importance) et 17.

Partie B

n La courbe coupe I'axe des abscisses tout prés de 1, doncdiaiau
vendre au moins 100 objets, mais ce n’est pas trés précis.

ﬂ f est continue et strictement croissante [dur2] d’aprées le tableau de
variations.
De plus, f (1) ~ —3,5 et f (2) ~ 15, donc 0 appartientaf (1) ; f(2)].
Donc, d’'apres le théoreme des valeurs intermédiairesgpmphux fonc-

tions strictement monotones, I'équatidiix) = 0 admet une unique
solution dans l'intervallg¢l; 2].

a D’apreés la calculatricef (1,09 < 0 et f(1,1) > 0, donca ~ 1,1.

n Il faut produire 110 objets pour ne pas vendre a perte.
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VA o E A
BT Etude de fonction | © Froe |
Lycée Mezeray, Argentan
f est une fonction composék, avecu : x — x3 — 3x.

E} Lafonctionu est dérivable suR et u'(x) = 3x? — 3. Par composition,
f est dérivable ef’ = u’e".

£/(x) = (3x2 — 3~
= 3(x2 — 1)e’°
= 3(x — 1)(X + e,

Donc f’(x) est du signe déx — 1)(x + 1) (car =% 5 0 pour toutx).
Le trinbme(x — 1)(x + 1) est positif a I'extérieur de I'intervalle de ses
racines—1 et 1.

X | —o0 -1 1 400
f/(x) + 0 - 0 +

f(x) / N /

E1 Onobtient:

"\ pas de

solution

B On fait varier les positions des droites horizontales d&iguny = m et
on compte les points d’intersection avec la courbe :

* Sim < 0, il n'y a aucune solution;

. 1 .
. S|0<m<?,|lyalsolutlon;

1
° Sim= 2 alorsily a 2 solutions;;
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* Sime ]é ; ez[, alorsily a 3 solutions;; /\

» Sim=¢€?, alorsily a 2 solutions;
» Sim > €, alorsily a 1 solution.

COURS

E Etude de fonction et équation =
Lycée Virlogeux, Riom

E} ona:

.

f/(x) = 2xe* + X% = X(2 + X)€X.
f/(x) est donc du signe de(x + 2), c’est-a-dire négatif pour compris

entre—2 et 0; et positif poux compris entre 0 et 2. é
X | =2 0 2 o=
f/(x) - 0 4+ O —
T =
T 4¢
f(x) N /
0

E Onaf(—2) ~ 0,54 etf est décroissante si#2; 0].
Par conséquent,(x) < 1 sur cetintervalle.
L'équation f (x) = 1 n'a donc pas de solution sur cet intervalle.
Sur lintervalle[0; 2], la fonction f est continue et strictement crois-
sante. 1 est compris entfe€0) et f (2). D'apres le théoreme des valeurs
intermédiaires appliqué aux fonctions strictement moneso il existe
un réel uniquea dans[0; 2] tel quef (a) = 1.
L'équation f (x) = 1 admet donc une solution unique $t2; 2].
a Grace a la table de valeurs dieon trouve :
f(0,7) ~ 0,987 et f(0,71) ~ 1,025
Puisquef est croissante s ; 2], cela signifie qua tel quef(a) = 0
est compris entre,@ et Q71.
Une valeur approchée de la solution & 1@rés peut donc étre D1.

)
LA
=
e
o
=]
o

m Conjecture et preuve | S |
Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand

n A la calculatrice, il semble que pour tox f (x) soit compris entre-1
etl.

Fl Pourtoutx, € — 1 < € + 1 etcomme & > 0, on a aussi :

e el
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CORRIGES

ce qui donne la double inégalité :
—@+1) <e®—1<e*+1

En divisant chaque membre pa*et 1 qui est strictement positif on
trouve l'inégalité cherchée :

1< fx) <l
El On calcule la dérivée dé :
26X (e + 1) — 2% (e — 1)

f'(x) =
& (@ 1 1)2
A
(& +1)°
On constate qué’(x) > 0 pour toutx, doncf est strictement croissante
SurRR.
X | —00 —+00
f/(x) 1
f(x) /

n On cherche la plus petite valeur geelle que 1— f (x) < 0,001, c’est-
a-dire telle quef (x) > 0,999. Notonsa cette valeur.

On programme la fonctiofi a la calculatrice, puis on affiche un premier
tableau de valeurs par pas de 1 a partir de 0.

Commef (3) < 0,999 < f(4), on en déduit qua est compris entre 3
et 4.

On tabule & nouveau la fonction a partir de 3 par pas,tle@n trouve
f(3,8) < 0,999 < f(3,9).

On recommence a tabuler a partir d8 ar pas de @1 et on trouve
finalementf (3,8) < 0,999 < f (3,81).

La valeur cherchée est doac= 3,81.

A AT - Enoncé
m Positivité d’une fonction \Qp_ |
Lycée Descartes, Cournon
n Pour tout réek, f’(x) = &8 + xe* = (1 + x)e*. Comme & est stricte-
ment positif, f/(x) est du signe de % x, donc positif poux > —1 et
négatif sinon. Sachant qug—1) = a — €%, on peut établir le tableau
de variations suivant :

X | —o0 -1 400
f/(x) — 0 +
f(x) N /!
a_1
€
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E D’aprés le tableau de variations, le minimum flest atteint en-1 et /\

1
vauta — —.
e

. 1 -
On aalorsf (x) > 0 pourtoutx si et seulementsa—é > 0, c’est-a-dire

1 &
a>—.
e =
(]
~ (] E 3
B coiit moyen minimal S|
Lycée Chaptal, Paris \/
30 30
B @ v0=g5"7=v0=55577=3=w

On retrouve bien la valeur d’achat annoncée.
On cherchdy tel quev(tp) < 0,5vg, Ssoit :
30 < 1 X 3071 < 1
05tp+1~ 2 05tp+1~ 2
< 0,5t0+1>2 < tp>2
La machine aura perdu la moitié de sa valeur initiale au beut d

INTERROS

2 ans.
(b) Au bout de 4 ans, I'entreprise pourra revendre la machineriau p ]
dev(4): 30 20 (1)
v =——=—=10. 5
(=]
(]

05x4+1 3
La valeur de revente de la machine au bout de 4 ans est de ¥0.000
(c) D(t) =30—v(t)
30
0,5t +1

1
- 30(1_ 0.5t + 1)

05t+1-1
EES
15t
T 05t+1°
On calcule la dérivée db par la formule du quotient :
15(0,5t + 1) — 15t x (0,5) 15
(0,5t + 1)2 ~ (0.5t +1)2°
On observe qu®’(t) > 0 (le dénominateur est un carré) ; ddbc

est une fonction strictement croissante sur son ensemlléfia-
tion [0; 8].

=30—

=30 x

D'(t) =
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(b)

H @

(b)

(©

[+ JEY

Colt moyen minimal — v. 1.0
26 janvier 2016 — Chapitre 3 page 122 — #130

Et) = 2,54 —t — 2,5 est dérivable en tant que somme d’une
exponentielle et d'une fonction affine (sur t@®Ritlonca fortiori sur
[0;8]):

E't)=25x04xe** —1=e%_1

On sait, d’apres I'ensemble de définition, gue 0. Cherchons le
signe deE’(t).

Et)=0<= % —-1=0
eO 4t =1
04t _ 0

5 =e
t=0.

4 _1>0
04t _ 1
0,4t >0
t>0.

Autrement dit,E’ est strictement positive sur @] et nulle en
t = 0. E est donc une fonction strictement croissante syi8J0

Le co(t total de la machine est composé de la partie d'irssssti
ment « utilisée » depuis son achat, a laquelle il faut rajdetprix

de son entretien.
C() =D(t) + E(t)
30
=30— —— 4+ 25 _t_25
0,5t +1 +
— —
D (t)=30—u(t)

30
0,5t +1
On aC(t) = D(t) + E(t). Or, d'apres les questions précédentes,
D et E sont des fonctions strictement croissantes suBJOLeur
sommeC est donc elle aussi strictement croissante suBJOll est
inutile d’étudier de signe de la dérivée.

On trace la courbe en utilisant les points fournis par |'@®fatten-
tion aux unités graphiques). L'allure de la courbe est ind@sur le
schéma de la page suivante. Une unité sur les abscissesaetaré
une année et une unité sur les ordonnées représen.10 k
Le pointM d'abscissexy = t appartient a" si et seulement ses
coordonnées vérifient 'équation de: y = C(t).
Doncym = C(t). Le coefficient directeua de la droite(O M) vaut
donc:

a— v _ C@M

wy ~ t O

E'(t) >0

frry 117d

—275— + 2,584t _ ¢,
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FONCTIONS EXPONENTIELLES - CHAP. 3

(b) Faire varier le poinM sur la courbe”, c’est faire varier la droite /\
(OM). Plusieurs positions deO M) sont indiquées en pointillés
sur le graphique.

Comme(O M) passe par l'origine, elle a pour équatign= ax.
En diminuant son coefficient directear (OM) se rapproche de
I'horizontale. Or diminuem, c’est diminuerU (t). Le coefficient
directeur minimal d€O M) est obtenu quan@© M) est tangente a
" et soud". Cela correspond a une abscisse d’envirdn 4

Donc, le colt minimum est atteint pour 4 années et demi, envir

COURS

.

A
+ , . I

1 K minimum de U

____________________________

INTERROS
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Chapitre

Fonction
logarithme népérien

1. Fonction logarithme népérien
2. Résolution d"équations du type x" = k (k réel >0, n entier>0)

Exercice type Lycée Evariste Galois, Sartrouville

n Simplifier I'écriture des expressions suivantes :
@ % IN9— 4Inv3—In (%) 0) ;”f?n S © '”;;\';‘;0
E Résoudre danR les équations et inéquations suivantes :

@ Inl—2x)=In(x+2)+1In3

(b) In(1-x? =In@2x -1

(c) (Inx)2+2lnx -3=0

(d) Inx+Inx+3) <In2+In(x+1)

a Etudier les variations de la fonctiohdéfinie sur JQ +oo[ par
f(x) =xInx —x.

n Résoudre danR les équations et inéquations suivantes :
2¢+1 (c) e 00X <005
= 3 9
@ &1
(b) € —-3e¢¢—4=0 (d) e*—2e¢-3<0

Voir corrigé page 127

ED Fonction logarithme népérien

Définition 1

Pour tout réel strictement positf I'équation & = x (d’'inconnuey) admet une
et une seule solution das Ce réely solution est noté In. On définit ainsi
une fonction appelélegarithme népérien

In R} — R, x> Inx.

.
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Le symbole In obéit aux mémes conventions d’écriture que ekpouvent des
parenthéses sont inutiles. Par exemple :4a Q.

SoientA € R% etB € R. Onadonc:
A=e® < B=InA

Corollaire 1

Si le repére est orthonormé, les courbes représentatiggonetions In et exp
sont symétriques par rapport a la drokted’équationy = x.

Théoreme 1
La fonction In est continue, dérivable, strictement crame deR* dansR.
Ona:

1
(n)' (x) = ™ pour toutx > 0,

In(1) = 0.

Conséquencela fonction logarithme étant strictement croissante®uy il en
résulte que, pour tous réelset y strictement positifs :

INx <lny < x<y.
Inx=Iny < x=y.

Remarque la dérivée de la fonction In vaut 1 pour= 1, et I'équation de la
tangente au point d'abscisse 1 a la courbe représentatile fdection In est
y=x-—1.

Complément la courbe représentative de la fonction logarithme edopaiau-
dessous de sa tangente.

yl\ ’7’]

y =In(x)
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN - CHAP. 4

Théoreme 2 (Relation fonctionnelle)
Pour tous réelg ety strictement positifs :
In(xy) =Inx+1Iny.

Conséquencepour tout réek strictement positif et tout entier relatif :

In(%) = —Inx, IN(x™ = minx.

A ATTENTION

Faire preuve de rigueur lors de I'utilisation de la relationctionnelle : ne pas
scinder Inixy) en somme de deux logarithmes sans avoir vérifié et mentionné
la stricte positivité dex ety.

INTERROS

3 Résolution d’équations du type x" =k
(k réel >0, nentier > 0)

Onavudansle paragraphe 1 quaks Inb <= a = b pour tous nombres et
b strictement positifs. Donc, ick" = k <= In(x") = In(k), ces deux nombres

.

étant positifs. Grace aux propriétés algébriques desithgags, on obtient : E
X"=k < In(x") =Ink) E
<= ninx) =In(k) 8
In(k)
& In(x) = —=
n
Ink) Y

<— X=e N

Il n'est évidemment pas question d’apprendre cela par aoeis, de connaitre la
méthode pour pouvoir I'appliquer lorsqu’elle est utile.

@ Solution de Uexercice type Lycée Evariste Galois, Sartrouville

1 1 2 4
(1 EY azgln(Sz)—4In(3%)—ln§=—In3—§In3+In3,d'oU:

3
1
— _ZIn3.
2 3
_In@2x32 2x(n2+In3) .
() b_In3+ln2_ IN3+1In2 doub=2.
IN5—In(2x5 IN5—In2—-1In5
(@ c=12 xS _ T dolic= —1
2In(2) 2x ZIn2
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@ Solution de Uexercice type Lycée Evariste Galois, Sartrouville

n N’oubliez pas de déterminer 'ensemble de validité de latoun ou de
I'inéquation et de vérifier que les solutions trouvées afgrament a cet
ensemble.

@ METHODE

Pour résoudre ces équations (inéquations), ramenez-vous a

Inu=Inv (Inu<Inv)

apres avoir déterminé I'ensemble de validité.

(@)

(b)

L'équation est valide pour42x > 0 etx+2 > 0, ce qui équivaut

ax < —etx > —2.
2

. . 1 1
L'équation est donc valide sjr2; 5[. Pour toutx de]—2; 5[ ;
INAl—2x)=Inx+2) +1In3
< In(1—2x) =In(3(x + 2))
«—— 1—-2x=3x+6
— -5x=5 < x=-1

- 1 _
—1 appartienta l'intervallg¢—2; E[ donc I'ensemble des solutions
estS={—1}.
L'équation est valide si & x? > 0 et X — 1 > 0, ce qui équivaut

a-l<x<letx > }
2
1 1
L'équation est donc valide sn]ré ; 1[. Pour toutx de} 2 1[,

IN(1-x?) =I@2x-1) < 1-x*=2x-1
— —x2—2x4+2=0.

L'équation—x? — 2x + 2 = 0 a pour discriminant :

A =12=(2V3)
Les solutions de I'équationx? — 2x + 2 = 0 sont donc :
2+ 23
X1 = +_2f = —1—«/5,
2—-2J3
X2 = 2f =—-1++/3.

Or,—1+ 3~ 0,732 et—1 — /3 ~ —2,732, donc—1 + /3
1
appartient a I’intervall% > ; 1[, mais non—1 — /3.

ax;



an ILTESM — v. 1.0 fan
26 janvier 2016 — Chapitre 4 page 129 — #137

FONCTION LOGARITHME NEPERIEN - CHAP. 4

@ Solution de Uexercice type Lycée Evariste Galois, Sartrouville

Finalement 'ensemble des solutions de I'équation
In(1 — x?) =In(2x — 1)
estS= {—1+/3}.
(c) On résout cette équation au moyen d’'un changement de \ariabl
X =Inxavecx > 0:
X242X-3=0

(INx)2+2INX —3=0 <
X =Inx.

L'équationX? + 2X — 3 = 0 a pour discriminanA = 16 et pour
solutions :X; = 1 etXo = —3. Alors :

Inx=1
(Inx)?+2Inx—-3=0 < {ou

Inx = -3

INTERROS

1@
.

1
Xx=e3=_—=

el
L’ensemble des solutions de I'équatidn x)? +2Inx — 3 = 0 est

1
doncS = {e, g}.

(d) Linéquation Inx + In(x + 3) < In2 + In(x + 1) est valide pour
X >0,x+3>0etx+ 1> 0, ce qui équivaut & > 0.
Linéquation est donc valide sur ]G+oo[. Pour tout x de
10; o0l :

CORRIGES

:

INX+In(x+3) <In2+In(x + 1)
< In(x(x+3)) < In(2(x + 1)).
Comme la fonction In est croissante sur, }0oco[, pour toutx de
10; +oo[ :
In(x(x+3)) =IN(2(x + 1)) < x(X+3) <2(x+1)
— x°+x-2<0.

Le trinéme du second degr& + x — 2 a pour discriminanh = 9
et pour racineg; = 1 etxp = —2.

Linéquationx? 4+ x — 2 < 0 a donc pour ensemble de solutions

l'intervalle [-2; 1].

L'inéquation Inx + In(x + 3) < In2 + In(x + 1) étant valide sur

10; +o0], 'ensemble des solutions de cette inéquation est :
S=1]10;1].

ax;
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@ Solution de Uexercice type Lycée Evariste Galois, Sartrouville

a La fonction f définie sur ]Q +oo[ par f (X) = xInx — x est dérivable
sur ]0; +oo[ par opérations sur les fonctions dérivables, et pour xout
de ]0; +oo[ :

f'(x) = <|nX+XX %)—1=Inx.

Comme f/(x) = Inx, alors f’(x) < 0 sur ]0; 1[, f’(1) = 0 et
f/(x) > 0 sur]1; +oc[. La fonction f est donc décroissante sur;]0]
et croissante sur [1+o0].
n (a) Léquation est valide pour'e— 1 # 0 <= x # 0.
Pour toutx réel différentde 0 :

2 +1

x_1 =3 & 2&+1=3E"-1)
= 28 +1=3e& -3
— & =4
< x=1In4.

L'ensemble des solutions de I'équation est d&ne {In 4}.

(b) Léquation est valide suR.
On résout cette équation au moyen d’'un changement de \ariabl
X =€~

X2-3X—-4=0
e _3&—4=0
— X — &

L'équationX? — 3X — 4 = 0 a pour discriminanh = 25 et pour
solutionsX1 = —1 et X> = 4. Alors :

& =1
X _3&—4=0 < { ou — x=1In4

tions de I equatlon estdors="{In4
car I'équation & = —1 n’a pas de solution. L'ensemble des solu-
(c) Linéqu t|on est valide suR.

Pour tout x réel :
e 00X 0,05 &< -0,01x <In0,05
In 0,05
>
—0,01
<= X > —100InQ05.
L'ensemble des solutions de I'inéquation est donc :

S=1-100 In(0,05) ; +o0[.
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Evariste Galois, Sartrouville

(d) Linéquation est valide SuR.

On résout cette inéquation a I'aide d’'un changement de blaria
X=e":

X 28 —3<0 {

X2 -2X-3<0

X =¢

Le trindme du second degné? — 2X — 3 a pour discriminant
A = 16 et pour racine¥; = —1 etXy = 3.

X? —2X —3 < 0équivauta-1 < X < 3.

D'ou :
-2 —3<0 & -1<€ <3
— €& <3 S
o
— x <In3. o
L'ensemble des solutions de I'inéquation est donc —
S=]-o00;In3[.

(

Voir énoncé page 125 4

CORRIGES

(
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n acM Propriétés du logarithme * 5min \ﬂ?miﬂé‘

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaest ex
2
. . . L g a . N
E} Soita un réel strictement positif, (nz—s) estegala:

[a]2(na—1In5) [b] (na)>2— (In5)?  [c] (In g)z
Bl n(vV2+1) +In(v2-1) estégala:

[@]0 [b] In (2v2) [c]In2
a Pour tout réek strictement supérieur a 2,(x? — 4) — In(x — 2) est égal
a:
[@] In(x + 2) [b] IN(x? —x —2) [c]In(x —2)
1\2 1\2 s
a In(é> - (In é) estégal a:
[@] 0 [b] -3 [c]e&f—1
By acn Dérivées “tomin) © Forist

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsa&st ex
n Si f(x) = (Inx)2 sur ]0; o0, alors f'(x) est égal & :

1 2Inx
[a] 2 [b] 2Inx [c] —~
Fl sif(x)=In(x? sur]o; +ool, alors f'(x) est égal a:
2 1 2Inx
z 2(1 b <77
@ Bz(nx+3) @
a Si f(x) = xInx sur]0; +oc[, alors f'(x) est égal a:
Ak 6] 1+ Inx g1+t
X X
B acm Equations et inéquations  15min °p_°1°_,f;"é\

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaest. ex
El Lensemble des solutions de I'équation(kf) = 0 est :

[a] O [b] 1 [c]{—1; 1}
F] Lensemble des solutions de I'équation(k? — x) = O est :
1-v5 1 5
@ (0: 1) 6] (1:¢) @{ zf; +2f}
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN - CHAP. 4

a L'ensemble des solutions de I'inéquatior-1x In(0,5) > 0 est : /\

1 1
)]~ e n©5] [ ]_OO; W} = [In(0,5) ; +°°[

6
t . .
] Le nombret tel que(l + —) = 2 est, arrondi au centiéme :

100 -4
[a] 10,5 [b] 12,24 [c] 12,25 =
o
-y _y s 45 . Corrigé
n acM Généralités @& ep. W \
Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaest ex
Ine
E} Lenombre réel——- estégal a: 8
In (62) o
& U G Z
e e 2 'E
E Pour tout réek strictement inférieur a 1, A — x) < 1 est équivalent
a:
[a]x <1 [b]x>1-e [c]x>0

a Une ville a vu sa population augmenter de 20 % par an pendaitequ
années consécutives, puis de 7 % par an durant les cing asuiéastes,
et enfin de 6 % la dixieme année. Le pourcentage d’augmentatiouel
moyen sur la décennie qui vient de s’écouler s'éléve a enviro

@] 12,1% [b] 208 % [€]11,9%
n DansR, I'équation INx +4) +In(x —2) = In(2x + 1) :
[a] n'apas de solution

[b] admet exactement une solution
[c] admet exactement deux solutions

CORRIGES

(

H On considére une fonctioh définie et dérivable suR, de dérivéef’.
On donne ci-dessous son tableau de variations :

X | —o0 -1 1 400
f/(x) + 0 - 0 +
e +00
f/(x) /! N\ /!
0 V2
L'équation f (x) = 4 admet dan® :
[a] 3 solutions [b] 2 solutions [c] 1 solution
A Lafonction définie sut0; +oof par f (x) = et+nx:
[a] est croissante syb; +oo[ [b] est décroissante sl ; +oo[

[c] n'est pas monotone sl ; +oo[
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u w/F Logarithme et exponentielle %:iomin ep.cﬂ?“é\

Parmi les propositions suivantes, quelles sont cellesantiexactes ?
n e|n5 + e—ln3 - 2.

El Pourtoutréek, In(€* + 1) = x + In(e™* + 1).

El Pour tout réek différent de—1, In(x3 + 1)2 = 2In(x® + 1).

1 Pourtoutréek, In(€* + 1)2 = 2In(e* + 1).

Propriétés de la fonction logarithme népérien
n Propriétés algébriques *  10min °p_°1°_,j;‘9é \
Lycée Berlioz, Vincennes
Exprimer al'aidedeIn2etin3:

* In4 - In36 ., Ini - Inv6 ., |n£_9 ¢ In(3¢)
8

27
ﬂ Propriétés algébriques * - Smin °p_°1°_,j;‘9é \
Lycée Delacroix, Maisons - Alfort
Exprimer en fonctionde In2 etIn3:
A=2In4+1In27—4In18+4Inv6—In 1—96.
Equations comportant des logarithmes
n Equations * ~ 10min °p_°1°_,j;‘9é \

Lycée Bonaparte, Toulon
Résoudre les équations suivantes dans

1
B nhex=-3 2| 5InEx+1) =1 Bl 3nEx2+1=6

n Equations * omin | © Cori |
Lycée Hoche, Versailles
Résoudre danR les équations suivantes :
Bl n(x*-4)=In2x+1) E} In(x—2)+In(x+2) = In2x+11
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m Equations *  T2min| © Coret |
Lycée René Cassin, Gonesse
Résoudre dank les équations suivantes :

El 2In(4x)=In16 Bl In(x-5x-1)=3In2
Bl nB3x+2 —-Inx=1

m Equations logarithmiques * % {én min °p_°1°_,jg‘9é \
Lycée Henri IV, Paris
n (a) Déterminer deux nombres réel®tb tels que pour tout réeX :
X34 2X2 4 X —2=(X? =1 (@X+b).
(b) Résoudre dans I'ensemlifedes réels les équations suivantes :
(i) —x34+2x24x-2=0
(i) —(Inx)®+2(nx)2+Inx—2=0
ﬂ (@) On considére le polyndmié défini par :
P(x) = 2x3 — 3x? — 17x + 30.
(i) Vérifier que:
P(X) = (X — 2)(2x% + X — 15).
(i) Résoudre dank I'équation d'inconnue : P(x) = 0.
(b) Utiliser la question précédente pour résoudre I'équation :
2Inx +In(2x — 3) = In(17x — 30).

Inéquations comportant des logarithmes

I ] _‘I . c Py
m Inéquations *  15min| © Caret |
Lycée Galilée, Gennevilliers
Résoudre danR les inéquations suivantes :

E} In(-3x+4) <3 Fl In(x*>—4) <In(2x(x + 2))

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

(
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m Etude de signe *  Tmin, °p_°;’g1"9é |
Lycée Robespierre, Arras
n Vérifier que pour tout nombre régl:

3 — 46 + 1= (36 — 1)(e* - 1).

ﬂ Etudier le signe de 3e-1 et celui de &— 1 suivant les valeurs dee R.
En déduire le signe de 3e— 4 + 1 surR.

V4 ] ~tl . c s
m Inéquation *  1omin| °p_ i
Lycée Champollion, Grenoble
Résoudre 'inéquation suivante apres en avoir précisédeditons de défi-

nition :
(Inx)> —4Inx+3<0.
E5] Inéquation ko Ctsmin @S
Lycée Michelet, Marseille
Résoudre dank l'inéquation suivante :
X+2
I 1.
N (X * 2) .
Etude de fonctions
E Etude d’une fonction logarithmique 45 min‘ °p_°;’g;‘9é \
Lycée Maximilien Sorre, Cachan
Partie A

Soit la fonctionf définie sun0; +oo[ par: f(x) =3 —x —Inx.

E} Etudier les variations dé.

ﬂ Montrer que I'équationf (x) = 0 a une solution unique dans l'inter-
valle[2; 3]. Donner un encadrement dei 102 prés.

a Déterminer le signe dé (x) sur]0; +ool.

Partie B

Soit la fonctiong définie sur]0; +oo[ par :g(x) = (1 - ;) 2—Inx).
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f
n Calculerg’(x) sur]0; +oo[ et montrer que g'(x) = % /\
ﬂ En déduire les variations dg
. S (@ —1)2

a En utilisant I'égalitéf (o) = 0, montrer quey(a) = . o

o o
n En déduire un encadrementger) d’amplitude Q02. g

o

El Etudier le signe de(x) sur]0; +ool.

m Probléme de synthese Kk - 6omin ep_c?g;igé‘
Lycée Descartes, Antony
Partie 1

Soit la fonctiong définie surl = [1; 5] par :
1-xlInx

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

g9(x) =

n Etudier le sens de variation desur | .
Construire le tableau de variations de la fonctipn

ﬂ Montrer qu’il existe un unique nombeee | tel queg(e) = 0.
Montrer que 176 < o < 1,77.

CORRIGES

El Donner le signe dg(x) suivant les valeurs de € | .

Partie 2

(

Soit f la fonction définie sut = [1; 5] par :
fX)=x+ 1A -x)Inx.
On désignera paf la courbe représentative de dans le reper¢O, T, 7)
ayant comme unité graphique 2 cm.
n Déterminer la fonction dérivéé’ de f.
Etudier les variations dé sur| .
ﬂ Tracer la courb€ dans le repér€O, T, 7).

a Soit la fonctionk définie surl par :

X2
k(x) = Z(l_ 2Inx) — x(1 —Inx).

Calculer la fonction dérivé&’ de k. Vérifier que :k'(x) = f(x) — x
pour toutx > 0.
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m Avec un algorithme *k ! mi,,‘ ep_c%r;igé ‘
Cité scolaire internationale, Grenoble
Partie A

f est la fonction définie suB; +oo[ par :
fX)=——.
(x) X + 5Inx

Calculer f/(x) pour toutx de[3; +ool.

Déterminer le sens de variation de la fonctibret dresser son tableau

de variations suf3; 4+ool.

a Montrer que sur I'intervall¢3; 50], I'équation f (x) = 0,5 possede une
unique solutiona puis, a l'aide de la calculatrice, donner une valeur
approchée a I'entier supérieur de

Partie B

L'organisation chargée de vendre les billets pour asseter différentes
épreuves d’'une grande compétition sportive a mis en verstdidets envi-
ron deux ans avant le début des épreuves.

Une étude portant sur la progression des ventes de ces Rilfetrtir du troi-
siéme jour de mise en vente a permis de modéliser I'évolutasventes de
billets selon la fonctiorf étudiée dans la partie A.

La proportion des ventes effectuées par rapport a I'enseddd billetx jours
aprées le début de la mise en vente est donnée par la valeuixgearrondie
au millieme, pour touk entier de I'intervalld3; 700.

Ainsi la valeur approchée d&(3), arrondie au millieme, est 0,353. Cela si-

gnifie que trois jours apres le début de la mise en vente detsh35,3 % des
billets étaient déja vendus.

n En utilisant la partie A, déterminer le nombre de jours ngaies a la
vente de 50 % de I'ensemble des billets.

F1 On considere 'algorithme suivant :

Initialisation
Affecter a X la valeur 3
Affecter a Y la valeur f(X)
Entrée
Saisir un nombre P
Traitement
Tant que Y<P
Affecter a X la valeur X+1
Affecter a Y la valeur f(X)
Fin du Tant que
Sortie
Afficher X.
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(a) Sil'utilisateur de cet algorithme choisit 0,8 comme valdarP, la /\
valeur de sortie de I'algorithme est 90. Que signifie ce taspbur
les organisateurs ?

(b) Sil'utilisateur a choisi 0,4 comme valeur de P, quelle vakgqpa-
raitra a la sortie de cet algorithme ?

COURS

Résolution d’équations du type x" =k
(k réel > 0, nentier>0)

m Suites et logarithmes Kk - 25min ep_c?ZEi’é\
Lycée Turgot, Paris

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Dans un pays, un organisme étudie I'évolution de la pomraCompte tenu
des naissances et des déces, on a constaté que la populatidaux d’évo-
lution naturel et annuel de 14 pour 1 000. De plus, chaqueearit@® 000
personnes arrivent dans ce pays et 3 000 personnes le guitten

En 2005, la population de ce pays était de 75 millions d’fzadtst.

On suppose que I'évolution ultérieure obéit au modéle ssds.

On notepy la population de I'année 2005 n exprimée en milliers d’habi-
tants.

CORRIGES

El (a) Calculerpo, p1 et ps.
(b) La suite de terme générp} est-elle géométrique ?
Justifier la réponse.

:

E Expliquer pourquoi on obtient, pour tout entier naturel
pn+1 = 1,014pn + 7

a Démontrer que le suite définie paru, = pn + 500 pour tout entien
est géométrique.
Déterminer sa raison et son premier terme.

n (a) Exprimerup puis pn en fonction den.
(b) Déterminer la limite de la suitp.

H (@) Combien d’habitants peut-on prévoir en 2014 ?

(b) Etudier les variations de la suife

(c) En quelle année la population dépassera-t-elle le doublae ge-
pulation de 2005 ?
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m Placement a intérét composé N S | min °p_°;’;1'i9é |

Cité scolaire internationale, Grenoble

Un banquier désire calculer le nombre d’annéegcessaire a un placement
a intéréts composés au tai% afin qu'il soit au minimum doublé.

t n
n (a) Vérifier que cela revient a résoudre I’inéquaté]:+ ﬁ)) > 2.

In2
In (14 155)
(c) Déterminem pour les taux suivants: 2;2,5; 3; 4; 6.
E En 1494, Luca Pacioli écrit qu’un capital placé a intérétsposés au

(b) Démontrer quen vérifie alors :n >

tauxt nécessite approximativemeén% années pour doubler.
(a) Vérifier 'approximation de Luca Pacioli sur les résultagda ques-
tion 1.c.
(b) Qu'y a-t-il d’étonnant dans la conjecture de Pacioli ?
a Une autre conjecture fut réalisée postérieurement. Enhaaiémarche :
(@) Compléter le tableau suivant :
X 0,92 0,95 1 1,03 11
x—1
In x

(b) En déduire que pour des valeurs proches de 1, on peut comgectu
Inx ~ x —1.

(c) Déterminer I'équation de la tangente a la courbe représeatie
la fonction In au point d’abscisse 1. Expliquer la conjeetde la
question 3.b.

t
(d) Justifier que pour de petites valeurstdé + 100 est proche de 1.

. t
Par quelle valeur peut-on alors apprOX|me<Ih+ ﬁ)) ?
(e) Montrer que le nombre d’années nécessaires pour qu’unatapit
N 100In2
double est apprommatwemeatt—. Que penser alors des ob-

servations de Pacioli ?
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n acm Propriétés du logarithme | © Eree |

2
a
E} Réponsda]: In (E‘;) =In(@®) —In25=In(@? —In5%2 ora > 0 donc

In(@®) = 2Inadou:

a2
In (2—5) =2Ilna—2In5=2(na—-1Inb5)

A ATTENTION

Ne confondez pas (@?) = In(a x a) et(Ina)? = (Ina) x (Ina).
Sia < 0, alors Ifa?) = 2In(—a).

Fl Réponsda :
IN(v2+1) +In(v2-1) =In((vV2+ (V2 - 1)
=In((v2?-1)=In1=0.

2 _
El Réponséa]:In(x?> —4) —In(x — 2) = In(); — 24) =In(x + 2).

] Réponsdb] : In(é)2 - (In })2 = 2In(}) — (In })2

L e e e
Or, Iné = —Ine=-1donc:
1\2 1\2
In(é> _ (In é> S N )
L. Enoncé
E acM Dérivées °p_%‘§’z“°°\

n Réponse[c] : f est dérivable sur ]0+oo[ par opérations sur les fonc-
tions dérivables. Posongx) = Inx ; f peut alors s’écrire :
f=u?=uxu etdonc: f'=uu+uu=2uu,
d’ou, pour toutx de ]0; +oo[ :
1 2Inx
f'X) =2Inx x = = ——.
X X

Fl Réponse[a] : puisquex est strictement positif, Iix?) = 2 In(x).
2
Donc f/(x) = —.
(x) ~

B Réponsdh] : f est dérivable sur ]0+oo[ par opérations sur les fonc-
tions dérivables. Posongx) = x etv(x) = Inx, f peut alors s’écrire
f = uv etdoncf’ = u'v + uv’. D’ou, pour toutx de ]0; +oo[ :

1
f/(x)=lnx+x><;=lnx+1.

[ COURS

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o
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E} Réponse[c] .
L’équation est valide poux? > 0 soit sur }-oo; 0[U]0; 4+o0].
Pour toutx de J-o0; 0[U 0 ; 400 :
In(x?) =0 < In(x?) =In1
— x?=1
< Xx=-1loux =1
L'ensemble des solutions de I'équation(kf) = 0 est dond—1; 1}.
El Réponse[c] . L'équation est valide sk — x > 0 soit six(x — 1) > 0.
L'ensemble de validité de I'équation est dorep ; O[ U 1 ; 400l
Pour toutx de J-oo; O[U 1 ; 4o0[ :
IN(x> —x) =0 < In(x*>-x)=1In1
2

< x“—x=1

— x°-x—-1=0.

L'équationx?® — x — 1 = 0 admet pour discriminank = 5 et pour
1-5 1++5

etxy = .
2 2

Ces deux solutions appartiennent a I'ensembles]; O[U]1 ; +oo[ donc
I'ensemble des solutions de I'équatior(k? — x) = 0 est :

{1—\/5'1+«/§}

solutionsx; =

2 7 2

a Réponse[c] . L'inéquation est valide suR. Pour toutx réel,
1—-xIn(0,5 >0 < —xIn(0,5) > -1 < xIn(0,5) < 1.
Or, 05 < 1;doncIn0,5) < 0, soit :

XIn(0,5) <1 < x> In(0,5)"

L'ensemble des solutions de I'inéquatior-1x In(0,5) > 0 est donc :
o+l
In(0,5)

1
Remarque comme I{0,5) = In (5) = —In2, 'ensemble des solu-

tions peut s’écrire aussi :
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3 Réponse[c] . SN

1\° t\°
14+ — = | 14— =1In2
( +1oo) = n[( +100)] "
= 6In(1+i)=|n2 ¢
1 =
t In2 8
— |n(1+m)—?
- 14 t ~ex In2
— L—eX In2 =l
100~ 7P\ 76 -
o
In2 ac
< t=100exp| — ) — 100 oc
6 —
—s t~1225 =
L e Enoncé
n“" Généralités \ep.?gﬂm‘

[} Réponsdc] . Eneffet, Ine= 1 et IN€?) = 2Ine= 2.
El Réponse[b] . En effet,
Nl-x)<1 <<= Inl-—x)<Ine
— l-x<e
— Xx>1-e

)
LA
=
e
o
=]
o

(L'équation est définie pour 4 x > 0, donc poux < 1).

a Réponse[c] . Le coefficient multiplicateur pour les dix années écoulées
est:12% x 1,07° x 1,06 ~ 3,082.
Si on appelld le taux d’augmentation moyen, on a :

t 10
1+-2) ~3082
( + 100)

t \10
< In |:(1+ ﬁ)) ] ~ In 3,082

t
<= 10In({1+ — ) ~ In3,082
0n(+100) n 3,08

t In 3,082
=1+ — = ’ ~ 1,119
* 100 eXp( 10 ) :

Par conséquent, le pourcentage d’augmentation annuelmesgenvi-
ron 11,9 %.
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n Réponse[b] . Il faut d’abord chercher le domaine de validité de I'équa-
tion.Onveutx +4 > 0,x — 2 > 0 et 2 + 1 > 0. Ces trois conditions
sont remplies sk > 2, doncD =]2; +o0l.

DansD,
INX+4) +In(x —2) =In(2x + 1)
& In[(x+4Hx—-2)]=In2x+1)
= X+dHx—-2)=2x+1
= x>4+2x-8-2x-1=0
= x>-9=0.
Cette équation a, daffi deux solutions : 3 et-3.

Cependant;-3 n’appartient pas &, donc I'équation de départ a une
seule solution : 3.

B Réponse[c] . Sur] — oo ; 1], la fonction f admet pour maximum e (en-
viron 2,72) donc I'équatiorf (x) = 4 n’a pas de solution. Par contre, sur
11; +o0l, 4 apparient é«/ﬁ; +o0[, donc I'équation admet une solution.

3 Réponsela] . En effet, f'(x) = %e“'”x car f (x) est de la forme'¥X).

Cette dérivée est strictement positive Ky +oo[, doncf est croissante
sur]0; +ool.

B v/r Logarithme et exponentielle i

1 1
E} Faux. Comme-In3=n 378 nombre est égal 3—55.

E1 Vrai. Pour tout réek, In(e* + 1) = In[eX(1+e7*)]. Comme & et
1+ e * sont tous les deux strictement positifs,

Ine*+1) =Ine+In(L+e%).
Or,Ine = x. DoncIn€* + 1) = x +In(e™* + 1).

a Faux. Le nombre® + 1 peut étre négatif, par exemple dans le cas ol
X = —2. Or, laformule Im" = nIna n’est valable que lorsqueest un
réel strictement positif.

n Vrai. Le nombre & + 1 est toujours strictement positif donc on peut
appliquer la formule : I@" = nina.

@ Enoncé
‘ D134 ‘

E Propriétés algébriques
Lycée Berlioz, Vincennes
© In4=1In(2?) =2In2.

* In36=In(4x9) =In(2%2 x 3?) =2In2+ 2In3.
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|n237=|n(2x3—3)=|n2—3|n3. Ot

« Inv6=1In ((2x3)%) - %m(zxs) - %(In2+ln3).

9
|né =In32-In2% =2In3-3In2.

COURS

. In(3¢) =In3+5£1§=In3+5.
1

.

© Enoncé ‘

ﬂ Propriétés algébriques .13

Lycée Delacroix, Maisons - Alfort

A=2In4+|n27—4|n18+4|n«/5—|n%

=2In2+1n3% - 4In2 x 39 +4In(2 x 3)?) — (N — 2%

INTERROS

1
=4In2+3IN3—-4(n2+2In3) + 4 x 5(In2+|n3)—2|n3+4|n2

=4In2+3In3-4In2—-8In3+2In2+2In3—2In3+41In2
=6In2—-5In3.

)
LA
=
e
o
=]
o

n Equations S |

Lycée Bonaparte, Toulon

n La condition de validité pour I2x) = —3 est quex > 0.
In(2x) = =3 <= In(2x) = In(e7d)
< 2x = e 3 (par stricte monotonie)

. 1 1
Donc la solution esiée—3 (carée—3 > 0).

1
ﬂ L’équation5 In(3x + 1) = 1 n'est valide que si8+ 1 > 0 c’est a dire

X>——c.

3
1
SN+ =1 = IN@Gx+1 =2 = InGx+1) = In(e?)
< 3x+1=¢ (par stricte monotonie)

— x=%(e2—1).

1
Ceci vérifie la condition de validité, donée(e2 — 1) est solution.
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E] Léquation 3In3x2+1) = 6 est définie SUR puisque le trindme&@+1
est toujours strictement positif.
3INBx24+1) =6 < INBx*’+1) =2 < In(3x*+1) = Iné
-1
= W+1=¢€ = x°= —e23

>O

e2 1 -1
3

02 f ; e-1. [e-1
L'équation a pour ensemble de solutlo{ﬂs,/ Ry }

n Equations | O |

Lycée Hoche, Versailles

n D’abord, on s’occupe des conditions d’existence des |tyags :

—4>0 <= xe]-o00,—2[U]2;+o0[

11

-l ) 2|

2 .

1 S

Finalement, la condition de validité est :

11
x € D avecD = ]—?;—Z[U]Z; +o00l.

Six € D, on transforme I'équation sachant que la fonction In egttstr
ment croissante :
In(x>—4) =In@2x +11) <= x*-4=2x+11
— x>—2x—-15=0.

Le discriminant du trinéme vautA = 4+ 4 x 15= 64 = 82
Il'y a deux racines :
2-8 248

X1=——=-3 et Xo=——=5.
1= 277

Ces racines sont bien des solutions valides car elles snafd ' équa-
tion a donc pour ensemble de solutiors-3; 5}.
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E] Cette fois, on doit avoir : /\

X—2>0 = X > 2,

X+2>0 = X > -2,

11
2X+11>0 <— X>—E.

COURS

Donc on résout dan® = ]2 ; o0 :

IN(X — 2) +In(x +2) = IN[(x — 2)(x + 2)] = In (x> — 4).

.

D'ou:
IN(X —2) +IN(x +2) =IN@2x +11) < In(x2—4) = In(2x + 11).

On est ramené a I'équation de la question 1. Attention, cebleenit pas
dire que I'on va trouver les mémes solutions, car on ne rgsmitlans le
méme ensemble. En réduisant I'équation, on obtient les reéacines :
x1 = —3 etxp = 5. Mais cette fois-ci, on voit que; ¢ D. Seulexs est
donc solution.

INTERROS

L'équation admet donc une seule solution : 5.

m Equations S |

Lycée René Cassin, Gonesse

)
LA
=
e
o
=]
o

E} On veutrésoudre 2 {#x) = In 16.

On s'intéresse d’abord aux conditions de définition du litlgare. On
pose donc la condition de validité x4> 0 c’est-a-direx > 0.

Pour résoudre, on se raméne a une équation de la forbhe=nin Vv
afin de pouvoir simplifier :

2y 2 __
D) 5 s {In(16x)_ln16 . {16x — 16

X >0 X >0
x2=1 x=1loux=-1
x>0 x > 0.

L'ensemble des solutions se réduftla, car la valeur1 ne satisfait pas
la condition de validité > O.

E Considérons I'équation {8x +2) —In(x) = 1. Pour que les logarithmes
soient définis, il faut :

3X+2>0
x>0
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—
(- 1
(- 1
e La condition la plus restrictive est> 0. On résout donc :
33X+ 2 33X+ 2
In( + )=1=In(e) + =e
X X
x>0 x > 0.
2
{(S—e)x=—2 X=———
— 3—¢e
x>0 x> 0.
Les deux conditions sont incompatibles ; I'’équation n’aclancune so-

lution.

El soit réquation I{(x — 5)(x — 1)) = 3In2.
(x — 5)(x — 1) est une fonction polynéme du second degré. Elle est
positive & I'extérieur de ses racines 1 et 5. Le logarithniedéfini &
condition que X €] — oo ; 1[U]5; +o0l.
Comme In est strictement croissante :

In(x-5x-1)= 3In2 <« x-5(x-1)=8.
=1In23) =1In8
D’ou une équation du second degré a résoudre :
x> —6x+5=8 < x2—6x—3=0
A =36+12=148= (4/3)2
6 — 43 6+ 43
xlsz=3—2J§ et xp= 2T /2
Il reste a vérifier si les solutions conviennent.
On voit quex; est négatif, dona fortiori inférieur & 1.
Pourxy, nous allons le vérifier formellement (on peut certes @tilis.
calculatrice).
342/3>5 < 2V/3>2 «— V3> 1
N e’
vrai!
Les deux solutions conviennent, et I'ensemble des solsi&sh:

{3-2V3;3+2V3}.

=3+2V3

© Enoncé

m Equations logarithmiques .13
Lycée Henri IV, Paris

n (@) On pose la factorisation du polynéme pét — 1 et on raisonne par
identification :

{(x2—1)(ax+b) —aX3+bX2—aX—b {a:—l

=—X342X24+ X-2 b=2
Donc:—X3+4+2X24+ X —2= (X2 - 1) (=X + 2.
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(b) (i) On utilise la forme factorisée, pour résoudre I'équatiotypo /\
nomiale (erx) :

X+ 2%+ x—2=0 < X°—-1)(-x+2 =0
e x2-1=0o0u —x+2=0
< XxX=1loux=-1 oux=2.

COURS

(i) Soit a résoudreE) : —(Inx)3+2(Inx)2+Inx —2=0.
Cette équation est valide poxr> 0.
Pour se ramener a I'équation précédente, on poseln x.

.

—X342X24X—-2=0
(BE) < X —| .
=Inx 3
o
Inx = -1 x=¢e1 oc
=
ou ou =

< {Inx=1 < {x=¢6
ou ou

B @ () x—2(@x*+x—15 =2x3+ x> - 15x — 4x® — 2x + 30
=2x% - 3x? - 17x + 30
= P(x).
(i) PX)=0 < x—2=0 ou %?+x—15=0.

Le polyndéme X2 + x — 15 a deux racines réelles (car
A=14+120=121=11°> 0):

11 . _ -1l 5
4 2T T4 T2

)
LA
=
e
o
=]
o

X1 =

PX)=0 < x=2o0ux=-3 oux=

(b) 2Inx +In(2x — 3) = In(17x — 30).
On commence par poser les conditions de validité :

NI gl

X >0
X >0 3 30
2x—3>0 — X>g <=>x>1—7
17x — 30> 0 xu 9
17

On résout ensuite I'équation :
2Inx +IN@2x — 3) = IN X% + In(2x — 3)
= In (x?(2x — 3))
= In (2x® - 3x?).
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D,OU pOU X .
X > —
’ 17

In (2x3 — 3x?) = In(17x — 30)
— 23 -3x*=17x — 30 <= P(x) =0.
D’aprés la question précédenfe(x) = 0 équivaut & = —3 ou
X=20UX = >
Parmi ces solutions;:-3 ne satisfait pas la condition de validité

30 . . .
car:—-3 < 17 Donc I'ensemble des solutions de I'équation est :

)

m Inéquations | S |
Lycée Galilée, Gennevilliers

E} On doit résoudre I6-3x + 4) < 3.
La condition de validité est :

4

On se ramene a une situation de référence ou I'on pourraartli pro-
priété : Inx) < In(y) <= x < y pourx ety réels strictement positifs.
Il faut « équilibrer » I'inéquation en faisant apparaitrelagarithme a
droite. On écrit 3 sous forme d’un logarithme =33 x Ine = In €3.
IN(—3x+4) <3 < In(—3x+4) <Ine’

«— —3x+4<¢® (stricte monotonie de In)
e -4

-3

('inégalité change de sens en divisant pa)

4-—¢d

— X= .
- 3

— X=

On obtient finalement deux conditions :
4-—¢°
3

Xe]—oo;i‘[ et x>
3
Donc I'ensemble des solutions est :
[ﬂ . i‘[
3 '3l
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E On commence par poser les conditions de validité, garantig®xis- /\
tence de chaque logarithme.
x2—4>0 X < —20UX > 2 (trindme positif &
2X(x+2) >0 X < —20ux >0 I'extérieur des racines)
n
X €]—00; —2[U]2; 400l =
X €]—00; —=2[U]0; +o0[. 8
Donc:

X €]—00; =2[U]2 + oof. (2)

Noter que I'on a pris la conjonction des deux conditionssea&dire I'in-
tersection des ensembles solutions de ces conditions. hditmm (1)
signifie que I'on doit résoudre dansdo; —2[ U ]2 ; +o0l.
Par stricte monotonie, on a :

In(x? —4) <In(2X(x +2)) <= x?—4<2X(X+2)

s X2 —4-2x(x+2) < 0.

.

INTERROS

Or,

X2 —4—2X(X+2) = (X — 2)(X + 2) — 2X(X + 2)
=X4+2)(X—2—2x)

&
=(X+2)(=x—-2) )
= —(X+2(X+2) =
=—(x+ 272 3

Donc, I'inégalité équivaut a :
(X+272>0. 2

Le carré(x + 2)? étant positif ou nul pour tout € R, la condition (2)
équivaut ax # —2. En résumé, les solutions de I'inéquation doivent
vérifier :

X € ]—00; =2[U]2; +oo[, (1)
X # —2. (©)]

La condition (3) est une conséquence de (1). Donc, I'ensedds solu-
tions de l'inéquation est :

]-o00; =2[U]2; +oo[ .

E Etude de signe | N |
Lycée Robespierre, Arras

n Il suffit de développer le second membre pour trouver le tésul
B -1 —1) =3 —e -3¢ +1=36" -4 + 1L
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Fl ona:

1 1
3 -1>0 «— e">§ — x>|n<§) <~ x> —In3.

v
Al
9
_—
(- 1
(- 1
Q
L4

De la méme facon,
€ —-1>0 ¢ &>1 = x>0.
On peut dresser un tableau de signes :

X | —o0 —1In3 0 400
3e¢ -1 — 0 + 4
e -1 — - 0 +
3 —4e+1 + 0 - 0 +
; . E ¢
m Inéquation At
Lycée Champollion, Grenoble

Ona:
(Inx)2 —4Inx +3 < 0.

On résout cette inéquation par un changement de varia¥le=:In x, avec
X > 0.
X?-4X+3<0

(INx)2—4Inx+3<0 <
X =Inx.

RésoudreX? — 4X + 3 < 0 est un probléme classique de signe d’un trinéme
du second degré.

o Lediscriminantvaut A = 16— 4 x 3 =4 = 22.

* Ily a donc deux racines qui sont :
4-2 4+2
Xi=—=1 et Xo=—=3.
172 272
« Parlarégle du signe d’un trindme, on déduit gfe-4X+3 est négatif (du

signe opposé du coefficient &, qui est 1) entre les racines. On obtient

donc:
X2 —4X+3<0 < Xell;3[
y
courbe de In
3
1
0/ e e’ X

Il faut maintenant revenir a la variable initiate
Xell; 3]

X — Inx } & 1<Inx<3 < Ine<Inx <Iné€.
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Comme In est strictement croissante]@e+oo[ dansR : /\
ne<Inx <Ine® & e<x<é¢’.
Les solutions vérifient donc :

x>0 et xele; €

COURS

L'ensemble des solutions est I'intervallge; e3[.

7 » E g
5] Inéquation S|
Lycée Michelet, Marseille
X+ 2
I 1
n (X — 2) >

Comme toujours, il faut d’abord déterminer la conditiondéence du loga-
rithme. On étudie donc le signe du quotient sous le logagthm

.

Soit a résoudre :

INTERROS

2
Le signe du quotienfch2 est égal au signe du produi + 2) x (x — 2).

C’est un trindbme, dont les racines sautent aux yew; 2}, et qui est donc
strictement positif a I'extérieur des deux racines.

L'inéquation équivaut au systeme : ()
o

X < —20uUx > 2 (@h) o=

(=]

In X+ 2 1 e X+ 2 o @) (a3

> — > 6
X—2 — X—2
=In(el)

Résolvons (2) (attention, ne pas multiplier par 2 car son signe est va-

riable!) :
X+2 o X2 g XFt2-eX=9
X—2 X—2 X—2
1-ex+2(1+e
> 0.
X—2
2(e+1)

Le numérateur s’annule en=
(1 — e) est négatif.

T On remarque que son coefficient

X | —o0 2 o 400
X—2 - 0 + +
1-—ex+2(1+e + + 0 -—
A—ex+21+e
= +~ 0 -
X—2
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¢
A
-
(-
(- 1
Q Finalement, 'inéquation a pour solutions les nombreatisfaisant les condi-
(> . .
tions (1) et (2) en méme temps :
21+¢€
(@H) X € ]—00; —2[U]2; +o0[, 2 xe]Z; e )[
e—1
. . 21
L'ensemble des solutions est I’mtervall% 2; d+e [
e—1
2
! y=In ( xX+2 )
x =2
o PR el on ] I | O
0
2 2(1+e)
e-1
=1l
z , - . . Enoncé
m Etude d’une fonction logarithmique °p_ o \
Lycée Maximilien Sorre, Cachan
Partie A

n La fonction f est dérivable sur ]0+oco[ d’apres les opérations sur les
fonctions dérivables.
Pour tout réek > 0,on a:
1
f'ix)y=-1-—=.
(x) ~

Pour tout réek strictement positif on &’(x) < 0. On en déduit que la
fonction f est strictement décroissante $0r +oo].

On dresse alors le tableau de variations de la fonction

X |0 +00
f(x) =
f(x) N\

E Lafonctionf est continue et strictement décroissante suB[2D’autre
part,f(2) =1—In2etf(3) = —In3,doncf(2) > 0etf(3) <O0.Il
en résulte, d’apres le théoréme des valeurs intermédigigliqué aux
fonctions strictement monotones, que I'équatioix) = 0 admet une
unique solutiorw dans l'intervalle [2 3].
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN - CHAP. 4

A Tl'aide d’'un balayage a la calculatrice, on obtient ensiigacadre-
ment :

@ METHODE

Il importe de bien différencier les questions ou I'on denwdé ré-
soudre effectivement une équation et celles ou I'on demaadke-
ment de démontrer I'existence et I'unicité d’une solution.

Dans le premier cas, on a en général recours a une résoligén a
brique alors que dans le second cas, on utilise le théorésneatiurs
intermédiaires appliqué aux fonctions strictement moneso

On notera que ce type de questions est souvent suivi d’uhenete
d’encadrement de la solution a I'aide de la calculatrices plline
étude du signe de la fonction.

2,20< o <221

a La fonction f s’annule enx et elle est strictement décroissante sur
]0; +o0o[. On en déduit qué est strictement positive sur J&[ et stric-
tement négative suw]; +ool.

Partie B

n La fonctiong est dérivable sul0; +oo[ comme produit de deux fonc-
tions dérivables sul0 ; +ool.

Pour tout réek, on a :

0 = 22— _ AL
g(x)_X2(2 Inx)+(1 x)( x)'

—x—=Inx  f(x)
x2 ox2

E Commex? est strictement positif syd; +oo[, g'(x) a méme signe que
f (x). On en déduit qug’(x) est strictement positif sur }Qx[ et stricte-
ment négatif surd ; +oo].
Il en résulte que la fonctiog est strictement croissante sur; [ et
strictement décroissante sur;]+ool. Elle admet un maximum eam.
On dresse alors le tableau de variations de la fon@ion

Soit: g'(x) = 8

x| 0 o 400
g'(x) + 0 -
g(a)
g(x) /! N\

B ona:
1
g(a) = (1— ;)(2— Ina).
Or, f(«) =0donc3—a —Ina = 0.

( COURS

INTERROS

s

)
LA
=
e
o
=]
o
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On en déduit que la = 3 — .
En remplacant cette valeur dans I'expressiog@e, on obtient :

9@ = (1- )1+

soit, apres transformation :

v
Al
9
_—
(- 1
(- 1
Q
L4

n A la question 2 de la partie A, on a établi I'encadrement :
2,20<a < 2,21
On peut alors utiliser le résultat de la question précédente
(@ =12

g(@) =
pour donner un encadrementgl@).
La fonction carré étant strictement croissante]urt+oo[, on a :
1,2% < (@ — 1)? < 1,222
La fonction inverse étant strictement décroissantd®u#s-oo[, on a :
1 1 1
221 "o " 220
On en déduit alors, par produit de nombres positifs :
1,22 (@—12 1,212
221 o 220

A l'aide de la calculatrice, on peut alors donner un encaeérereg(«)
d’amplitude Q02 :

0,65 < g(a) < 0,67.

E] En remarquant qug(l) = g(€®) = 0 et en exploitant le tableau de
variations de la fonctiory obtenu a la question 2 de la partie B, on
déduit le signe dg(x) sur]0; +oo].

g(x) < 0sur]o; 1[ et sur]e?; +-oo[ etg(x) > O sur]1; €[.
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN - CHAP. 4

m Probleme de synthése | S |
Lycée Descartes, Antony
Partie 1

n On ag(x) = 1_7)("])(

On détermine les variations dgen étudiant le signe de sa fonction
dérivée.

COURS

(—g—lxlnx)x—(l—xlnx) x 1

g'(x) = 2

.

—X—xInx -1+ xInx
X2

x+1
x2 °
g'(x) < 0 puisquex > 0 = x + 1 > 0 et quex? > 0. La fonctiong
est donc strictement décroissante kur
D’ou le tableau de variations dg:

INTERROS

X |1 5

g(x) N

)
LA
=
e
o
=]
o

n Le tableau de variations dgemontre qu’elle est continue et strictement
décroissante sur = [1; 5]. De plus,g(1) = 1 etg(5) ~ 1,41, doncg
s’annule pour une unique valesre | (on ag(x) = 0).

Grace a la calculatrice (avec un pas de calcul de 1 puis,@€) @n
vérifie que :

9(1,77) ~ —0,006 < 0 < g(1,76) ~ 0,002 9
D’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires, ona6 ¢ o« < 1,77.

B On détermine le signe de la fonctigrconnaissant sa racine En effet,
g est décroissante gtow) = 0, donc :

X<a << giX) >0 < gx) > 0.
~——
=0

gX) >0 << x<u« x |1 o
IX) <0 << x>« 9(x) + 0 -
gxX) =0 << x=«
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Partie 2
E} calculonsf’:

v
Al
9
_—
(- 1
(- 1
Q
L4

f(x) =1+(—1)Inx+(1—x)% =1—Inx+;—1

1 1—xInx
~ " 9(x)

f/(x) a le méme signe qug(x), qu’on connait d’apres la Partie 1.

X |1 o 5
f/(x) + 0 —
f (o)
f(x) /! N

W

-2

El onvadériver:

2
K:X+— XZ(l—ZInx)—x(l—Inx)

comme la différence des fonctionst v suivantes :
2

u(x) = Xz(l —2Inx) (unproduit) v(x) =x(1—Inx) (un produit)

2
(X)) = 2—:(1 —2Inx) + %(—2%) V() =11 —Inx) + x(—%)

X 2x2
=—-(1-2Inx) — — =1-Inx—-1
2( ) 4x
_X x In x X _ x In x =—Inx
=5 5= =
Finalement :

K'(x)=u(x) —v'(x) = =xInx+Inx = (1 —x)Inx.
On reconnait un « morceau » déx) : kK'(x) = f(x) — X.
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B Avec unalgorithme | © i | T

Cité scolaire internationale, Grenoble

Remarque ce sujet est trés largement inspiré d’'un sujet du bacagdaur
2012.

Partie A

COURS

o f/(X)_l(x+5lnx)—x(1+§) _ 5(nx— 1)
- (X +5Inx)2 ~ (X+5Inx)?’
Fl f'(x)estdusignedelr —1.

.

Orinx—1>0 < Inx>1 < Xx>e. 8
Comme l'intervalle de définition dé est[3; +oc[, et que e< 3, sur o
1 : o=
f/(x) > 0. f est donc croissante s[B; +ool. e
=
f(8 = ——— ~ 0,353. -
) 3+5In3 ’
On obtient le tableau suivant :
X 3 +00
f/
(x) + 0
o
f(x) / =
f(3) o
(=]
o

a f(50) ~ 0,719. f est continue, strictement croissante E8ir 50], et
0,5 appartient @f 3); f (50)], donc d’aprés le théoréme des valeurs in-
termédiaires appliqué aux fonctions strictement monatphé&guation
f(x) = 0,5 admet une unique solution sur l'intervalle; 50]. C’est
d’ailleurs aussi I'unique solution suB; +oo[ d’'aprés la stricte crois-
sance def .

A la calculatrice, on obtient 13 comme valeur arrondie aitéisupé-
rieure dea.

Partie B
n D’apres la question 3. de la partie A, il faudra 13 jours pamndre 50 %
des billets.

E (a) Cela signifie que, au bout de 90 jours, on aura vendu 80% des
billets.

(b) On doit chercher, a I'aide de la table de la calculatrice, ’éipde
quelle valeur dex on obtientf (x) > 0,4. On obtient = 6.
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m Suites et logarithmes \°p_5?§’9“°°\
Lycée Turgot, Paris
n (@) po = 75000 (attention, la population est exprimée en milliehad’
bitants).
p1 = 1,014pp + 10— 3 =1,014pp + 7 = 76 057.
p2 = 1,014p1 + 7 = 77 129 (on arrondit bien évidemment a
I'unité).

PL 1014003 et™ ~ 1,014 095,
Po P1

(b)
Ces quotients n’étant pas égaux, la suite n’est pas géauétri
E D’apres I'évolution naturelle, la population est chaqueéamultipliée

14
par 1+ —— = 1,014. De plus, les flux migratoires conduisent a une
augmentation de 7 000 personnes, donc 7 milliers de personne

Bl uni1= pns1+500

= 1,014p, + 7 + 500
— 1,014(up — 500) + 507
— 1,014up.

Doncu est la suite géométrique de raison 1,014 et de premier terme
Uo = po + 500= 75 500.
n () un = upq" pour une suite géométrique de raispet de premier
termeup.
Donc ici,un = 75 500x 1,014", et
pn = Up — 500= 75 500x 1,014" — 500.
(b) La raison deu est supérieure a 1, dong, tend vers+oo, et pp
aussi.
El (@ 2014= 2005+ 9, donc on calculge.
po = 75 500x 1,014° — 500= 85 064 en arrondissant & l'unité.

(b) Comme 1,014 est supérieur a 1 et le premier terme posititiita s
u est croissante, et doraussi.

(c) On cherche le plus petittel quepn > 2po.
Pn > 2po <= 75500x 1,014" — 500> 150 000

<= 75500x 1,014" > 150 500

1505
1,014 = =22
— L= Tes

150

1505
nin(1,01 In{ ——
= MIEHE) = (755)
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1505

2pp < n In( 755) car In(1,014 > 0
> > —— > U.
B = 8 In(1.014) :

On obtient donc, en arrondissant a I'entier supérieus, 50.
2 005+ 50 = 2 055, donc la population aura doublé en 2056.

COURS

Remarque seule la derniere question nécessite I'utilisation des lo
garithmes. On aurait méme pu s’en passer en cherchant avec la
table de la calculatrice, par tatonnement. Mais il n’estipasle

de retravailler sur les chapitres précédents!

.

m Placement a intérét composé 5|

Cité scolaire internationale, Grenoble
n (@) SoitC, le capital 'annéen. On veut trouven tel queC,, > 2Co.

INTERROS

100

PR t \"
Or, pour un placement a intéréts composis= Co (1 + —)
(suite géométrique).

t n
On veut doncCy (1 + —) > 2Cy, ce qui conduit bien a

100
t n

1+-—) >2

( * 100)

t \" t\"
b (14— ) >2 n(14-—) >mn2
(b) (+1oo) ‘E’”(J“mo) n

)
LA
=
e
o
=]
o

t
) >
<= nin (1+ 100) >1In2

< n> In2 car In(1+ ! ) 0
2 = — ) > 0.
In (1+ 150) 100

100
(c) On arrondit a l'unité supérieure.
Pourt = 2,n = 36; pourt = 2,5,n = 29; pourt = 3,n = 24,
pourt = 4,n = 18; pourt = 6,n = 12.

72 72 72 72 72
2 G = =36,§_) =28,8,§ 224’7 =18,E =12.
(b) Ces approximations sont étonnamment bonnes sans qu’oe sach
pourquoi.
a (@) On ale tableau complété suivant :
X 0,92 0,95 1 1,03 1,1
x—1| -0,08 —0,05 0 0,03 0,1
Inx | —0,083 | —0,051 0 0,030 0,095

(b) D’apreés le tableau, Ir ~ x — 1 pourx proche de 1.
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In(1) = 0 et la dérivée en 1 vaut 1.

L'équation de la tangente a la courbe représentative denlztitm
In au point d’abscisse 1 est dong = x — 1.

Or, lorsquex est proche de 1, la tangente est trés proche de la
courbe représentative de la fonction In, et dong)rest proche
dex — 1.

t est divisé par 100, donc siest déja un petit nombrel,aJ est
encore plus petit.

t t S
In (1 ol 1—00) ~ 14+ — — 1 d’'apres ce qui précéde, donc on peut

100
. t t
approximer Ir(l 4 1—00) par 100

On avait en question 1.b. :
In2

n> _—————.
In (1+ 150)
En remplacant le dénominateur du second membre par sona@ppro

mation, on obtient :
In2

t ’

10

n>

o

donc:
100In2
n> 1 .

Or, 100In2~ 69,3. On n’est pas trés loin du 72 de Luca Pacioli!
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Chapitre

¥ Fonctions convexes

1. Fonction convexe, fonction concave
2. Convexité et dérivée
3. Positions relatives de courbes

Exercice type Lycée Montesquieu, Bordeaux

On consideére la fonctio définie sur ]Q +oo[ par : f (x) = x% 4 8Inx.

n Montrer quef est deux fois dérivable sur JGroo[ et calculerf”(x).
El Etudier le signe de” sur ]0; +ool.

a En déduire I'étude de la convexité desur ]0; +oo[ et le cas échéant,
préciser les coordonnées du (ou des) point(s) d’inflexioradeourbe

représentative.
&3 Fonction convexe, fonction concave

€2 Convexité et concavité

Définitions 1
f estune fonction dérivable sur un intervdlletCt est sa courbe représentative
dans un repére, sur l'intervalle

e On dit quef est convexe sur l'intervallé si sa courbe&; est entierement
au-dessus de chacune de ses tangentes.

e Ondit quef est concave sur l'intervallesi sa courb€ s est entierement en
dessous de chacune de ses tangentes.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

e B
Fonction convexe sUr2; 4] Fonction concave siyr3; 2]
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€23 Point d’inflexion

Définition 2
Ct est la courbe représentative dans un repéere de la fonttidérivable sur
lintervalle | eta e I.
Dire que le pointA de coordonnéeéa; f(a)) est un point d’'inflexion de la
courbeCs signifie qu’en ce poinf, la courbeCs traverse sa tangente (éY).

Propriété 1
Si a est I'abscisse d'un point d'inflexio& de la courbe def, alors ena, la
fonction f passe de concave a convexe ou de convexe a concave.

A

A

convexe

concave

Sur ce graphique, la courbe deest en dessous de sa tangeéhten A pourx < a,
coupe cette tangente & puis est au-dessus @epourx > a.

Sur I'intervalle ou est représentde la fonction f est concave pour < a, puis
devient convexe pow > a.

@ A RETENIR

2 i convexe
La courbe représentative de la fonctién 1 Sx)=x
définie suR par f(x) = x2 admet un point |
d’'inflexion en I'origine O du repére. 0

La fonction est concave sur-po; 0] et

-1 1 2
convexe sur [0 +ool. L 3

-1

concave

2
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La fonctiong définie sur [Q +oo[ parg(x) = /X est deux fois dérivable sur
]0; +o0l. Cette fonction est concave sur;]8-oof :

A

gx)=x

INTERROS

E£3 Convexité et dérivee

(

€2 Convexité de f et sens de variation de f

Propriétés 2

La fonction f est dérivable sur un intervalle

CORRIGES

« La fonction f estconvexesur| si et seulement si sa fonction dériféeest
croissantesur| .

(

» La fonction f estconcavesur| si et seulement si sa fonction dérivéeest
décroissantesur| .

E®) Convexité et signe de la dérivée seconde f”

Définition 3
f est une fonction dérivable sliret sa fonction dérivéd’ est elle méme déri-
vable.

On dit alors quef est deux fois dérivable suret admet une dérivée seconde,
notéef”, qui est la dérivée dé’.

Propriétés 3
f est une fonction deux fois dérivable sur un intervélle
» Lafonction f est convexe sulr si et seulement si, pour toxte I,
f”(x) > 0.
» Lafonction f est concave sur si et seulement si pour toute |,
f”(x) <O.
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€3 Point d’inflexion

Propriété 4
f est une fonction deux fois dérivable sur un intervdlleta € |. La courbe

représentative dé admet un point d’'inflexion e\ de coordonnée@ ; f (a))
si et seulement si” s’annule en changeant de signeaen

&) Positions relatives de courbes

€2 Fonction exponentielle

Propriété 5
La fonction exponentielle est une fonction convexel®ur

Propriété 6
Pour toutx e R, ona & > Xx.
A T.
54
f)y=e -

4 g

34

2

y=x

y=x+l//

Remarque cette propriété est une conséquence simple d’'un résllsfqrt.

La tangente/” a la courbe de la fonction exponentielle au point d’absdisgn
pointillés sur le schéma ci-dessus) a pour équatienx + 1. Comme la fonction
exponentielle est convexe, la courbe de la fonction exptglEnest au-dessus de
T pour toutx.

Cela signifie que pourtout € R, ona é > x + 1.
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E® Fonction logarithme népérien

Propriété 7
La fonction logarithme népérien est une fonction concavéGsiH-ool.

Propriété 8

Pour tout réek > 0, on a Inx < X.

INTERROS

(

CORRIGES

Remarque on démontre que la courbe de la fonction In est en dessoua de s
tangente au point d’abscisse 1 qui a pour équagica x — 1. Donc pour tout

X >0,onalnx <x—1.

La propriété précédente en est une conséquence.

(

E®) Comparaison de In x et e*

Une conséquence directe des propriétés précédentes est :

Propriété 9

Pour toutx > 0,onalnx < x < €*.
© Solution de Uexercice type Lycée Montesquieu, Bordeaux

La fonction f est la somme de la fonction carré qui est dérivabldisu
et de la fonction In qui est dérivable sur;]@-occ[, donc f est dérivable

sur ]0; +oo[ . Pour toutx > 0 on af’(x) = 2x + X

—r
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Montesquieu, Bordeaux

La fonction f/ est la somme d’une fonction affine, dérivable &jret
de la fonction inverse, dérivable sur;]8-oo[, donc f’ est dérivable sur

10; +oofet f7(x) =2 — 2

8 L R
ﬂ f’(X) > 0 <— Z—Q >0 < x2 > 4. Ceciéquivaut X > 2

car f n’est définie que sur ]0+oc[. On en déduit que” est négative
sur ]0; 2[, s'annule en 2, et devient positive sur; J2oo].

a f” est négative sur ]02[, la fonction f est donc concave sur cet inter-
valle. f est positive sur ]2+o¢], la fonction f est donc convexe sur
]2; +oc[. De plus f” s’annule et change de signe poue 2, cela si-
gnifie que le point d’abscisse 2, et d’'ordonnfé®) = 4 + 8In2 est un
point d’inflexion de la courbe représentative fleet c’est le seul.

Voir énoncé page 163
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FONCTIONS CONVEXES - CHAP. 5

n acM Convexité et variations ~1omin © ot | ~—~—

Pour chacune des questions suivantes, désigner la bororesesp
f est une fonction définie et dérivable deux fois sur un intéva
n Sila fonctionf est convexe sur |, alors :

[a] f estcroissante sur

[b] f’ est croissante sur

[c] f” est croissante sur

[d] f est décroissante puis croissante lsur

COURS

ﬂ Si la fonctionf est concave sur, alors :
[a] f admet un maximum sur [b] f est décroissante suir

[c] f’ est croissante sur [d] f” est négative sulr §

a Si la courbe représentative deadmet un point d’inflexiorA au point E
d’abscisse del, alors : ;
[a] f admet un extremum em [b] f” admet un maximum ea =
[c] f’ change de signe em [d] f” admet un extremum em

1 a betc sont trois réels dé aveca < b < c. Si la fonction f est
convexe surd; b] et concave surl; c], alors :

[a] f admet un minimum eb [b] f’ s’annule erb ©
[c] f” s'annule erb [d] f est décroissante sua{c] (]
o
- @ Corrigé g
= . . 1
E acM Lecture graphique = 10min p_m’ \ o

La représentation graphig@e de la fonctionf de la page suivante, définie et
deux fois dérivable sur{3; 5]. La droite bleue est la tangent€aen A. De
plusC¢ admet une tangente horizontale Bret enC. Par lecture graphique,
pour chacune des questions suivantes, choisir la bonnasépo

E} Lafonction f est convexe sur l'intervalle :

(

[a] [-3:1] [b][-1:5] [c][2; 4]
Fl Lacourbect admet:
[a] un point d’inflexion [b] trois points d'inflexion

[c] aucun point d’inflexion

El Lafonction dérivéef’ est:
[a] positive ou nulle sur{3; —1] et [3; 5]
[b] croissante sur{3; 1] et décroissante sur [B5]
[c] admet un minimum en 3
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INTERROS

n La fonction dérivée secondg’ :
[a] est négative lorsqué; est en dessous de I'axe des abscisses
[b] est négative ou nulle powre [—1; 3]
[c] est négative lorsqué’ est décroissante

Y acn Etude de La dérivée seconde tomin| © oreé |

On consideére la fonctiofi définie suiR par f (x) = x3 + 3x? + 12x — 5.
Pour chacune des questions suivantes, choisir la bonnesépo

E} /(%) ale méme signe que:

[@] x°+2x + 4 B] 3x?> +12x — 5 [c] f7(x)
Fl f/(x)estégalea:

[@] 2x + 2 [b] 6x + 6 [c] 3x? + 12
B x:

[a] s'annule en un seul réel [b] ne s’annule jamais

[c] est toujours positif

I} Lafonctionf est:

[a] concave surf1; +o0[ [b] convexe surf1; +oof
[c] ni I'un ni I'autre
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FONCTIONS CONVEXES - CHAP. 5

n acm Fonction exponentielle ;jismi,, ‘ ep_c?;gigé ‘ —

On consideére la fonctiofi définie suiR par f (x) = (x2 + 2)€*.
Pour chacune des questions suivantes, choisir la bonnesépo

E} Ladérivée seconde deest égale a:
[a] 2¢ [B] (X2 + 4x + 4)€*
[C] (X2 4 2x + 2)&

El 70 sannule:

[a] en une valeur réelle [b] jamais
[c] en deux valeurs réelles distinctes

COURS

a La représentation graphique deadmet :

[a] un point d'inflexion [b] deux points d’inflexions
[c] aucun point d’inflexion

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Bl Ladérivéef/(x) :
[a] change de signe au moins une fois Rur
[b] s’annule sans changer de signd c] ne s'annule pas

H Etude de convexité *  Tmin ‘ep;?;;ige‘
Lycée Victor Duruy, Paris

CORRIGES

E} Etudier la convexité de la fonctioh définie surR par :
f(x) =x3—4x + 1.

(

ﬂ Donner les coordonnées des éventuels points d’inflexion.

BY convexité et inégalité ki
Cité scolaire internationale, Grenoble

Soit f la fonction définie suR par f (x) = xe*.

On noteC sa courbe représentative dans un repere orthonormé aiei@i
E} calculerf/(x) et f”(x).

ﬂ Etudier la convexité dé surR.

ﬂ (a) Déterminer I'équation de la tangent€au point d’abscisse 0.
(b) En déduire qud (0,0001) > 0,0001.
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ﬂ Application économique * % ;j?omin‘ep_c?;;igé‘

Lycée Victor Duruy, Paris

Soit la fonctionf définie surl = [0; 5] par f (x) = (x — 2)e *T* etCs sa
courbe représentative.

INTERROS

Partie A

E} calculerf (0). Donner la valeur exacte, puis la valeur arrondie & I'unité.

E Calculer f'(x). Etudier le signe de’(x) suivant les valeurs desur|,
puis dresser le tableau de variationsfde

a Calculer f"(x). La courbeCs admet-elle un point d’inflexion? Si oui,
donner ses coordonnées, et étudier la convexité.de

Partie B

Une entreprise vend centaines de litres de parfum par jour. Le bénéfice,
en milliers d’euros , réalisé par I'entreprise lorsqu’elendx centaines de
litres est donné paf (x). Pour des raisons techniques, I'entreprise vend entre
180 litres et 450 litres par jour.

E} Calculer le bénéfice en euros réalisé pour la vente de 4@8.litr

E Déterminer la quantité minimale de litres a vendre par jaurme pas
vendre a perte.

a Déterminer la quantité de litres & vendre par jour pour séalin béné-
fice maximal. Quel est alors, arrondi a I'unité, ce bénéfice ?

n Avec des représentations graphiques % % 20min °p_°1°7'5i9°"

Lycée Virlogeux, Riom

On a représenté sur la page suivante la codflveprésentant la fonction dé-
o . o 1 971 .

rivée d’'une fonctionf deux fois dérivable s r—é ; > a gauche, et quatre
courbeg’1, C2, C3 etls4, a droite.

n (a) Résoudre I'équatiorf’(x) = 0, avec la précision permise par le
graphique.

(b) Indiquer le signe dé’(x).
ﬂ (a) Dresser le tableau de variations tie

(b) Onappell& la courbe représentative de la fonctibrC admet-elle
un (ou des) point(s) d'inflexion ? Justifier soigneusement.

a Parmi les courbe€;, Co, C3 etCa, préciser en justifiant celle qui peut
représenter la fonctiof et celle qui peut représenter la fonctidfi.
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FONCTIONS CONVEXES - CHAP. 5

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

n Point d"inflexion et tangente * % {éomin\"pﬂ’;;iﬂé‘
Cité scolaire internationale, Grenoble

Soit f (x) = (x+2)e * définie sun = [—2; 4] etC sa courbe représentative
dans un repere orthonormé (unité 2 cm).

On nommeA et B les points d& d’abscisses respectivesl et 0.

CORRIGES

Donner les coordonnées exactesAdet B.

(

Etudier les variations dé surl .
Montrer que I'équationf (x) = 1 admet deux solutions et b dansl .
Donner les valeurs arrondies & ¥dea etb.

Calculer f”(x) et étudier la convexité dé. On indiquera les coordon-
nées des éventuels points d’'inflexion.

Donner I'équation de la tangerzaC au pointB.

TracerC etD surl .

Résoudre I'inéquatiori (x) < —x + 2.

m Recherche d’équation et convexité %% #3amin| © st
Lycée Victor Duruy, Paris

Le plan est muni d’'un repere d’origine O, d'unités graphgdecm en abs-
cisse et 1 cm en ordonnée.
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n Une courbe représente dans ce repére une fonction défini®qar :

INTERROS

k(x) = ax® 4+ bx? + cx + d.
On sait que :
* cette courbe est tangente a la droite d’équagioa —1 au pointA
d’abscisse 0;

. .2 .
* cette courbe admet au metd’absussc,L3 une tangente horizontale;

* cette courbe admet au poi@td’'abscisse 1 une tangente paralléle a la
droite d’équatiory = x + 3.

Déterminer les réelg, b, c etd.
F1 Soit f la fonction définie suf—2; 2] par f (x) = x3 — x? — 1.
(a) Calculerf’(x) et dresser le tableau de variationsfde

(b) Montrer que I'équatiorf (x) = 0 admet une unique soluti@dans
[-2;2].

(c) Donner une valeur approchéeaa 101 prés.
a (a) Calculerf”(x) et étudier la convexité dé sur[—2; 2].
(b) Déterminer les coordonnées des éventuels points d’infiexio

n (a) Compléter le tableau suivant, en arrondissant les valewdis@me,
puis tracer les courbe%; et Cn des fonctiongy et h définies sur
[—2;2] parg(x) = x2 eth(x) = x3 — 1 dans le repére défini

précédemment.

x| -2|-15|-1|-05| 0 | 05| 1 |15 2
g(x)

h(x)

(b) Montrer queCy et Ch se coupent en un unique poikt dont on
exprimera les coordonnées en fonctiorede

m Point d’inflexion et vitesse *kk - 25min °p_°1°;;i9é‘
Lycée Virlogeux, Riom

Une épidémie a frappé les habitants d’une ville.

Partie A : Lectures graphiques

La courbeC sur la page suivante représente le nombre de personnesasialad
en fonction du tempt exprimé en jours, depuis le début de la maladie.

La vitesse de propagation de la maladie au joest assimilée au nombre
dérivé de la fonction au jour
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FONCTIONS CONVEXES - CHAP. 5

On expliquera les réponses.

SOYYLNI

n Donner les jours ou il y a 2 000 malades.

ﬂ Donner le jour ou le nombre de malades est maximal. Quel est kd

53914402

nombre de malades ?
a Estimer le jour ol la vitesse de propagation de la maladidaegtus

grande.

s

Etude th

Partie B

éorique

Le nombre de personnes malades en fonction du tep®sjours, peut étre

modélisé par la fonctiori définie sur l'intervallel

[0; 30] par :

f(t) = —t3 + 30t2.

n Etudier le sens de variation di et dresser son tableau de variations

surl.
ﬂ (a) Déterminerle nombre de solutions sutte I'équationf (t) = 2 000.

(b) Déterminer un encadrement a I'entier prés de la solutioneren

tiere.
El (@ calculerf”().

(b) Etudier le sens de variation de la fonction d

ériviée

En déduire la convexité de la fonctidn
(c) Démontrer que la courlidadmet suil un unique point d’inflexion.

ete.

N

(d) En donner une signification concr

(e) Calculer la vitesse de propagation le® jdur.
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hoiral

n acM Convexité et variations p.169

E} Réponsdb] d’apres la définition.
Réponsed] d'aprées le cours.

f’ change de sens de variation, elle admet donc un extremuargen
peut étre un maximum mais aussi un minimum.

Réponsdc] : commef passe de convexe a concavelgrcela signi-
fie queb est I'abscisse d'un point d’inflexion de la courbe fiedonc
f”(b) = 0.

a Réponsed] : si A est un point d’inflexion d’abscisse alors la dérivée

@ Enoncé
‘ p. 169 ‘

E acM Lecture graphique

n Réponse[c] : la fonction est convexe sur tout intervalle compris dans
[1;5]

E Réponse[a] : un point d’inflexion est un point ou la courbe traverse
la tangente en ce point. Sur ce graphique, cela se réaliseiati A&
uniquement.

a Réponse[a] : ce sont les intervalles ofiest croissante, donc sa dérivée
est positive ou nulle

n Réponse[c] : le signe def” donne les sens de variation @é

B acm Etude de la dérivée seconde |

On commence par calculdr(x) = 3x2 + 6x + 12 et f”(x) = 6x + 6.

Réponséga] car f/(x) = 3(x? + 2x + 4).
Réponse[b] par le calcul.

Réponsela] : f”(x) s’annule poux = —1 et change de signe.

Réponse[b] : lorsquex > —1, f”(x) > 0, donc la fonctionf est
convexe sur l'intervalle.

bl

n acm Fonction exponentielle p.171

E} Réponselb] : on calculef’(x) = 2xe*+ (x2+2)e* = (x%+2x +2)€~.
Puis f”(x) = (2X + 2)€* + (X2 4+ 2x + 2)€* = (X2 + 4X + 4)e*.

El Réponsefa] : x?+4x+4 = (x+2)2, et comme &ne s'annule jamais,
alors f”(x) ne s’annule que pow = —2.
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FONCTIONS CONVEXES - CHAP. 5

E] Réponse[c] : commef”(x) = (x + 2)2%¢*, alors f”(x) est toujours /\
positif ou nul, donc la fonction est toujours convexe et i &' pas de
point d’inflexion.

n Réponse[c] : il faut prendre I'expression dé(x) = (x2 + 2x + 2)e~.
Le discriminant de I'équatior? + 2x 4 2 = 0 est négatif (il vaut-4),
doncx? 4+ 2x + 2 ne s'annule pas.

COURS

B3 Etude de convexité =5
Lycée Victor Duruy, Paris
B fx) =3x2-4,etf"(x) = 6x.
f"(X) <0 <= x < 0,doncf est concave suR*, et f est convexe
SurRR?.

.

E Le pointA(0; 1) est le seul point d’inflexion, car 0 est la seule valeur de
x pour laquellef "(x) s’annule et change de signe.

INTERROS

g s "7 ug s Ei ¢
E Convexité et inégalité \Qp_ |
Cité scolaire internationale, Grenoble
Bl f/(x) = &+ xe = (x + D¢~
f'"(X) =€+ (X + 1k = (x + 2)e~.
E f"X) >0 << x> —-2.
Par conséquent, est concave sUr-oo ; —2] et convexe suf—2; +ool.
a (a) L'équation de la tangente au point d’abscisse 0 est :
y = f/(0)x + f(0), doncy = x.

(b) f estconvexe sur—2; +oo[. 0,0001 fait partie de cet intervalle,
doncC est au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 0, dont
I'équation esty = x.

On a doncf (0,0001) < 0,0001 car a gauche se trouve I'ordonnée

du point deC d’abscisse 0,0001 et a droite I'ordonnée du point de
la tangente en O d’abscisse 0,0001 également.

)
LA
=
e
o
=]
o

u Application économique |
Lycée Victor Duruy, Paris
Partie A

B 10 =-2¢"~-109.
E f/(X) — o X+4 _ (X — 2)e—X+4 — —X-‘r4(_X +3).
f/(x) est du signe de-x + 3 car e X4 est positif pour touk.
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i
Mad
o
- 4
(- 4
e f'(x) >0 <= X < 3, d'ou le tableau de variations :
X 0 3 5
f/(x) + 0 -
e
f(x) / N
—2¢* 3el

a f”(X) — _e—X+4(_X + 3) _ e—X+4 — —X+4(X —4).
f” s’annule et change de signe er= 4 donc le point de coordonnées
(4; f(4)) est point d’inflexion.
Le pointA(4; 2) est donc point d’inflexion dé; .
f”(x) est négative pour < 4 et positive pourx > 4, donc f est
concave poux appartenant a I'intervallgd ; 4] et convexe poux appar-
tenant 4 ; 5].

Partie B

n f (4) = 2, donc le bénéfice obtenue pour la vente de 400 litres est 2 000
euros. Attention aux unités!

B f0>0 < x-2e**>0 < x>2
Donc il faut vendre au moins 200 litres par jour pour ne pasived
perte.

a D’aprés le tableau de variations, le bénéfice maximum esihatjuand
on produit 300 litres, et il est de 2 718 euros, en arrondissénnité.

n Avec des représentations graphiques S

Lycée Virlogeux, Riom
n (a) L'équationf’(x) = 0 a trois solutions, b etc.
a~0,2;b~r22etc~ 3,6.

(b) f/(x) > 0 six appartient ala; b[U]c; g[ et f/(x) < 0 si

T
X appartient {_5 ; a[u]b; cl.

ﬂ (a) Dans le tableau de variations désuivant, on a rajouté le signe de
f”(x), f” étant la fonction dérivée de la fonctidn.

x| -3 1 3 3
f/(x) /! N\ /
Signe def”(x) + 0 — 0 +

(b) D’aprés le tableau de signes dé&, f” s’annule en changeant de
signe pourx = 1 etx = 3. Il y a donc deux points d’inflexion
d’'abscisses 1 et 3.



an Point d'inflexion et tangente — v. 1.0 an
26 janvier 2016 — Chapitre 5 page 179 — #187

FONCTIONS CONVEXES - CHAP. 5

a D’apres la question 1.b.f’ est négative, puis positive, puis négative, /\
puis positive.
Donc f doit étre décroissante jusquaacroissante entra etb, décrois-
sante entr® etc puis finalement croissante.
C’est la courb&s qui convient.

Quant af”, elle doit étre positive jusqu’a 1, négative entre 1 et 3spui
nouveau positive.

C’est la courb&’1 qui convient.

COURS

.

n Point d’inflexion et tangente °p_5?7°3“°é\
Cité scolaire internationale, Grenoble
E} (-1 =e, doncA(-1;e); f(0) = 2, doncB(0; 2).

INTERROS

E f est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables et
ffX) =1lxe*—e*Xx+2) =e*(—x—1).
f/(X) >0 <= x < —1 car e* est positif pour touk.
On obtient le tableau de variations suivant :

: X | =2 -1 4 ﬂ
f/(x) + 0 - )
e o

f (%) / N\ s
0 6e 4 )

El f estcontinue sut.

Sur[-2; —1], f est strictement croissante, et 1 appartidrit@-2) ; f(—1)].
Donc, d’'apres le théoreme des valeurs intermédiairesgppiux fonc-
tions strictement monotones, I'équatidriix) = 1 admet une unique
solution suf—2; —1].

Sur[—1; 4], f eststrictementdécroissante, et 1 appartigrit@) ; f(—1)].
Donc, d’'apres le théoreme des valeurs intermédiairesgpmphux fonc-
tions strictement monotones, I'équatidiix) = 1 admet une unique
solution suf—1; 4].

Donc surl, I'équation f (x) = 1 admet deux solutions.
A la calculatrice, on obtiers ~ —1,84 etb ~ 1,14.
A 70 =-e*(-x-1)-—eX=xex
Par conséquent, est convexe sx > O et f est concave si < 0.
Le point d’inflexion est donc le point d&d’abscisse 0, c'edB.

H L'équation de la tangente eB aC esty = f/(0)x + f(0), donc
y=—X+2.
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CORRIGES

n Résoudre cette inéquation revient a savoir quaest soud. Or, d’aprés
I'étude de convexité; est sous chacune de ses tangentes gpour 0.
Donc pourx € [—2; 0], C est sous toutes ses tangentes, donc entre autre
sous la tangente ef(0; 2), d’équationy = —x + 2.

Par contre, poux € [2;4], f est convexe, don€ est au-dessus de
toutes ses tangentes, donc entre autre de la tangeride 2n
DoncS=1[-2;0l.

‘ © Enoncé ‘

m Recherche d’équation et convexité p. 173

Lycée Victor Duruy, Paris

Remarque seule une question concerne la convexité, comme ce serargou
le cas dans les exercices du baccalauréat... mais il n’eshpavais de faire
des révisions!

n La premiére condition donnée nous permet d’affirmerk@ = —1 et
k’(0) = 0 puisqu’on a une tangente horizontale.

k(O)= -1 < d=-1.
K'(x) = 3ax2+ 2bx+c;k'(0) =0 < c=0.
On sait donc déja quiex) est de la formé(x) = ax® + bx? — 1.

. " . . 2
La deuxieme condition donnée se traduit p(a<§) =0.

2 2\? 2
K{=)=0 3al = 2b{=)=0
(3) - a(S) i (3)
4 4
- -b=0
= 3a+ 3
<— b=-a.
La troisieme condition donn€ (1) = 1 (coefficient directeur de la tan-
gente).
K(l)=1 < 3a+2b=1
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En remplaganb par—a dans cette derniére équation, on obtient 1,
et par conséqueit= —1.

Finalementk(x) = x3 — x2 — 1.

Remarque il est bien rassurant de retrouver cette expression dans la
question suivantek n’est autre que .

H @

(b)

(©
H @

(b)

f/(x) = 3x2 — 2x = X(3x — 2).
f’(x) est un trinbme du second degré qui s'annule pout 0

2 2
etx = 3 f’(x) est donc positif suf—2; 0] U [:—_3 ; 2} et négatif
ailleurs, d’ou le tableau de variations suivant :

x| -2 0 z 2
f/(x) + 0 - 0 +
-1 3
f () / N\ /
-13 _3
27

2 ) . .
Sur| —2; 3l f (X) < 0 puisque le maximum est1, donc I'équa-
tion f(x) = 0 n"admet pas de solution sur cet intervalle.

2 . . n
Sur [5 ; 2], f est continue car c’est une fonction polynéme, elle

. . .2
est strictement croissante et 0 appartiept 3 ; f(2) |; donc

d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires appliquéose-
tions strictement monotones, I'équatidrx) = 0 admet une unique

. 2
solution sur[§ ; 2}.
L'équation f (x) = 0 admetdonc une unique solutiasur[—2; 2].

A la calculatrice, on obtierd ~ 1,5.
f’(x) =6x —2=23x—1).

1
f’(x) > 0 < x > 3 Par conséquent, est concave sur
1 1
—2; = |etconvexesuf—=;2|.

1
D’aprés ce qui précéde, le point ded’abscisse::3 est point d’in-

flexion.

1 1 1 29 . a
f (§> == o 1= T Donc le point de coordonnées

(% ; —2—3) est le seul point d’inflexion dé sur[—2; 2].

( COURS
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CORRIGES

A (@ Ona:
x| -2f{-15| -1 -05( 0| 05 | 1|15 2
gx) | 4| 23 | 1| 03 |0]| 03 |1]23f 4
hx) | -9 —44| -2 -1,1| -1| -09 | 0 | 24| 7
(b) L'abscisse du point d’intersection des deux courbes est doaet
son ordonnée esf(a) = a%. DoncM(a; a?).

Remarque on aurait aussi pu dire que I'ordonnéeldeest
h@) =a3—1.

m Point d’inflexion et vitesse =5
Lycée Virlogeux, Riom
Partie A

n On trace sur le graphique donné la droite d’équagiea 2 000.
Il'y a 2 000 malades au dixiéme jour, et environ au vingt-sepé jour.
E Le nombre de malades est maximal le vingtieme jour, et ilrgte000.

a La vitesse de propagation est la plus grande quand la perigetda-
gente a la courbe est la plus élevée, puisque la vitesse gagation est
assimilée au nombre dérivé. On cherche en fait le point éxidi.

Il semble que ce soit aux alentourstde 10, en tout cas entre 7 et 12.

Partie B

B ') =-3t2+ 60t = —3t(t — 20).
f/(t) est un trinbme du second degré qui s’annule posr0 ett = 20,
etil est négatif & 'extérieur des racines car le coefficii? est négatif.
On obtient donc, sui0; 30] :

x| 0 20 30
f'(H) + 0 -
4000
f(t) / N
0 0

E (@) f estune fonction polyndme donc continue.
Sur [0; 20], f est strictement croissante et 2 000 appartient a
[f 0); f (20)], donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires
appligué aux fonctions strictement monotones, I'équation
f (X) = 2 000 admet une solution s[0; 20].
Sur [20; 30], f est strictement décroissante et 2 000 appartient
a[f(30); f(20)], donc d'aprés le théoréme des valeurs intermé-
diaires appliqué aux fonctions strictement monotonesjuldion
f (X) = 2 000 admet une solution s[20; 30].
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FONCTIONS CONVEXES - CHAP. 5

Finalement, suf0; 30], I'équation f (x) = 2 000 admet exacte- /\
ment deux solutions.

(b) Vérifions quef (10) = 2 000 :
f(10) = —1 000+ 3 000= 2 000, donc la plus petite solution de
I'équation f (x) = 2 000 est 10, et elle est entiére.
f(27) = 2 187 etf (28) = 1 568, par conséquent, d'apres le théo-
réme utilisé précédemment, la solution non entiere est demp
entre 27 et 28, ce qui confirme notre lecture graphique.

B @ f7t)=-6t+60=—6(t - 10).

(b) f7(t) > 0 <= t < 10, doncf’ est croissante syf; 10] et
décroissante sui.0; 30].
f est donc convexe sii@; 10] et concave ensuite.

(c) D’aprés ce qui précéde, le point ded’abscisse 10 est point d’in-
flexion.
Avant x = 10, la dérivée est croissante, ce qui signifie que la vi-
tesse de propagation de la maladie augmente, alors qu, aptés
vitesse diminue (méme si le nombre de malades continue a aug-
menter jusqu’a = 20). Donc 10 jours apres le début de la maladie
est le moment ou I'épidémie commence a ralentir.

(d) f’(10) = 300.
On peut traduire cela par le fait qu’a ce moment I3, il y a 300 ma
lades supplémentaires chaque jour.
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Chapitre

Primitive et
intégration

1. Intégrale d’une fonction continue
2. Primitive et intégrale
3. Valeur moyenne

Exercice type Lycée Calmette, Nice

E} Déterminer les primitives de chacune des fonctions susgstr les
intervalles proposés :

(@) f définie parf (x) = 3x° + 5x* — x + 4 surR.

(b) f définie parf (x) = x>+ % — x_12 sur ]0; +ool.

e 1 1
(c) f définie parf (x) = m sur} —00; 3[.

(d) f définie parf (x) = x(x2 — 1) surR.

(e) f définie parf (x) = SurRR.

X
(2 +1)2
E Déterminer la primitive de la fonctiofi définie surR par :

f(x) = 2x3 + 4x — 3,
qui s’annule en 1.

. . - 242x-3
El On considére la fonctior définie suiR* par f (x) = e
4,2 2% — 3
(@ CaIcuIer/ X++ dx .
2

(b) Comment interpréter cette intégrale en terme d’aire ?

Voir corrigé page 190
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ED Intégrale d’une fonction continue

€2 Intégrale et aire

Définition 1
Soit f une fonctioncontinueet positivesur un intervalle4; b] et C sa courbe
représentative dans un repere orthog<(r®1t ol a)])

L'unité d’aire est I'aire du rectangl® | K J construit a partir des point, | et

J.

Lintégrale dea ab de la fonctionf est I'aire du domaine situé sous la courbe
C et délimitée par I'axe des abscisses, et les droites d’&muat= a etx = b.
On la note :

b
A:/ f()dt.
a

Définition 2
Soit f une fonctioncontinueetnégativesur un intervalled; b] et C sa courbe
représentative dans un repere orthogonal.

Le nombrefafJ f(t)dt est égal a 'opposé de l'aire du domaifelimité par
I'axe des abscisses, la coubet les droites d’équation = aetx = b.

On étend la définition de l'intégrale aux fonctions contimaeangeant de signe
un nombre fini de fois, comme étant la somme algébrique des sir les inter-
valles ouf est de signe constant, chaque terme étant affecté du sighswlecet
intervalle.

L’ aire algébriqueainsi calculée est appelégégrale de f sufa; b].
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PRIMITIVE ET INTEGRATION - CHAP. 6

@ A RETENIR

Pour calculer I'aired de la partie du plan comprise entre les courbes représen-
tatives des fonction$ etg, on commence par étudier le signe ) — g(x).
Si f (x) — g(x) est positif sur l'intervalled ; b], alors :

b
A= / (0 —g(x)) dx.
a

Si f (X) — g(x) est négatif sur l'intervalled ; b], alors :

b
A=/ (900 — f(x))dx
a

INTERROS

(

CORRIGES

On étend la définition du symbo}gJ f (t)dt au casa > b en posant alors :

b a
/ f(t)dt:—/ f(t)dt
a b

Cest I'intégrale de a a lde f (attention a ne pas évoqueinitervalle[a; b] si
a > b).

(

€2 Propriétés de Uintégrale

Théoreme 1 (Relation de Chasles)
Soit f une fonction continue sur un intervallesta, b, c trois réels appartenant

al, alors .
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt.
a a b

A ATTENTION

Il n’existe aucune condition d’ordre entre les réald et c. La relation de
Chasles n'impose pas d’ava@r< b < c.




188

ILTESM — v.1.0
26 janvier 2016 — Chapitre 6 page 188 — #196

Théoreme 2 (Linéarité de Uintégrale)

Quelles que soient les fonctions continue®t g, quels que soient les réels
retu:

b b b
/ (Af(t)+ug(t))dt=k/ f(t)dt+,u/ g(t) dt.
a a a

Propriétés 1 (Positivité de U'intégrale)

b
n Si pour tout nombre réed de [a; b], f(x) >0, alors/ f(x)dx > 0.

a

b
Si pour tout nombre réed de [a; b], f(x) <0, alors/ f(x)dx < O.

a

E Si pour tout nombre réed de [a; b], g(x) < f(x), alors

b b
/ g(x)dx < f f(x) dx.
a a

€3 Primitive et intégrale

€X) Définition et existence

Définition 3
Soit f une fonction définie sur un intervalle Uneprimitivede f surl est,si
elle existeune fonctionF dérivable sul vérifiantF’ = f surl.

Théoréme 3

Soit f une fonction définie sur un intervalle

Si f admet une primitivé= surl, alors elle en admet une infinité.

Si G est une autre primitive, il existe une constante réetklle que, sull :
G=F+c

@ A RETENIR

Si elles existent, les primitives desur | different d’'une constante

Propriété 2

Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervhjIgoitxp un point
del etyp un réel quelconque fixé.
Il existe alors uneniqueprimitive F de f telle queF (xo) = Yo.
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PRIMITIVE ET INTEGRATION - CHAP. 6

Théoréme 4
Tout fonction continue sur un intervalleadmet des primitives sur.
Remarque ce théoréeme permet de prouver I'existence de primitivasefonc-

tion mais ne permet pas de les calculer. Il sera aussi soutiésé pour prouver
I'existence d'intégrales.

Théoreme b

Soit f une fonction continue sur un intervalleeta < |, la fonction :
X
F: 1l >R, X|—>/ f(t)dt
a

estla primitive de f surl qui s’annule era.

@ METHODE

On peut étudier facilement les variations de la primitivele la fonctionf,
sans calculer I'intégrale, dans la mesure ou on connait seédéqui n'est
autre que la fonctiorf .

INTERROS

.

Soit F une fonction définie sur un intervallg et soienfa,b € |. On note :
b
[F)], = F(b) — F@.

Théoréme 6
Soit f une fonction continue € une primitive def. Ona:

b b
/ f(tydt =[F®],.

CORRIGES

:

E®) Primitives usuelles

Un tableau de dérivées usuelles donne, par lecture invensgbleau de primi-
tives a connaitre. Précisons une derniere fois qu’on ne parprimitives que sur

unintervalle
La fonction usuelle Ses primitives
X1 X X+Kk aveck € R
Xn+1
X = X" n e N* X > +k aveck e R
n+1
1 1
X+> —— pourx #0 | x> —+Kk aveck € R
X X
1
x»—>; pourx >0 [ X > Inx + k aveck € R
! avecx > 0 2/x+k aveck e R
X > — vecx > X = 24/X veck €
VX
X > € X e +k aveck € R
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EX) Primitives et fonctions composées

Il est souvent possible de mettre en évidence la dérivéeedtumction composée.
Le tableau suivant regroupe les quelques cas exigibles 8rotien TL (1 désigne
une fonction dérivable sur un intervallé.

Fonction f Les primitivesF Remarques
/ 1 2
u'u Eu +k aveck e R
v ! +k aveck € R | u(x) # 0 surl
u? u '
u'e! e' +k aveck € R

1
X X | X > aeaerk aveck e R

2 Valeur moyenne

Définition 4
La valeur moyenne d’une fonctioh sur un intervalled; b] (a < b) est le
nombre réej défini par :

1 b

© Solution de Uexercice type Lycée Calmette, Nice

n (a) Les fonctionsx +— x", n € N* ont pour primitives suiR les
n+1

fonctionsx +—
n+1

+ k, k réel.

Les primitives def définie parf (x) = 3x® 4 5x* — x + 4 surR
sont les fonctions :

1 1
F:Xm— §x6+x5—§x2+4x+k, k réel.

. 1 - .
(b) Lafonctionx — ﬁ a pour primitives sur 10 4oo[ les fonctions
X = 2/X +k, kréel.

ax;
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(©)

(d)
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PRIMITIVE ET INTEGRATION - CHAP. 6

Lycée Calmette, Nice

. 1 — .
La fonctionx — 2 a pour primitives sui0; +oof les fonctions
1
X = -~ + K, k réel.

1 1
D’ou les primitives def définie parf(x) = x3 + — — — sur
p parf (x) + VAR

]0; +oc[ sont les fonctions :

1 1
FixX ZX4+2ﬁ+;+k’ k réel.

. e 1
Soit f définie parf (x) = X 17 sur]—oo; 5[.
Posonsi(x) = 3x — 1; alorsu’(x) = 3 et f peut s’écrire :
gl v
3 u?’

@ METHODE

Faites bien apparaitre & dans I'écriture def .

I o : N
Les primitives des fonctlonai, sur un intervalle ow ne s’annule

1 ,
pas, sont les fonctlonsa + k, kréel.

Les primitives def sont donc les fonctions :
1
x—1

+k, kréel.

@ METHODE

Dérivez la fonctionF trouvée pour vérifier votre calcul ; vous
devez retrouver .

Soit f définie parf (x) = x(x? — 1) surR. Posonsi(x) = x% — 1
. 1
alorsu’(x) = 2x et f peut s'écriref = Eu/u.
Les primitives des fonctions’u”, n € N* sont les fonctions

un-',-l
1 + k, k réel.

n-+
Les primitives def sont donc les fonctions :
1 (x2-1)2
F:ix— - x ——— +Kk,
Tgr g
soit les fonctions :
(x* = 1?

F:X— +k, kréel

[ INTERROS

CORRIGES

:
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@ Solution de Uexercice type Lycée Calmette, Nice

. e X
(e) Soit f définie parf (x) = 312 SurRR.

u/

1
Posonsi(x) = X%+ 1,u/(x) = 2x et f peut s’écriref = S

- o . 1 ,
Les primitives des fonctionss sont les fonctlons—a + k, k réel.
Les primitives def sont donc les fonctions :

1 1
F:x = —_—— k,
— > X ( S 1) +
soit les fonctions :

1
FiXi> ——— 4k kréel.
T T

n Les primitives de la fonctiorf définie surR par f (x) = 2x3 + 4x — 3
sont les fonction$y définies suiR par :
1
Fr i X — §x4+2x2—3x+k, k réel

La primitive F qui s’annule en 1 est telle que(1) = 0 ce qui implique
1 1
—4+2-3+k=0&k=—.
> 3k 4 < >
D'ou: q 1
Fixi =x*+2x2—3x+ =.
— > F + 5
a (@) Pour calculer 'intégrale, on recherche une primitive tdePour
cela on modifie I'écriture :
X% +2x —3 3

f = = 2——.
(x) ~ X + X

Sur lintervalle [2; 4],
2
o X
une primitive dex — X + 2 estx — > + 2X,

I 1
une primitive dex — X estx — Inx carx > 0,

N 3
donc une primitive dex — " estx — 3Inx. Alors :

4 4 3 X2
/ f(x)dx:/(x+2——)dx=[—+2x—3lnx]
2 2 X 2

16 4
=—+8-3IN4— - —4+3In2
, +8-3 5 —4+3

4

2

=10+3(In2—-2In2) =10—-3In2
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Calmette, Nice

(b) Etudions le signe dé (x) sur [2; 4]. Sur cet intervallef (x) estdu
signe dex2 + 2x — 3 carx > 0. Le polynéme admet deux racines :
1 et—3. D’apreés la regle du signe du trinéme du second degré, on
obtient alors quef (x) est positif pourx > 1 oux < —3 (« a
I'extérieur des racines »).
Comme la fonctionf est positive sur [24], avec bien sir < 4,

4.2
Xc+2x —3 , < N .
———— dx est égale a l'aire, en unité d’aire, du domaine

2 X
du plan délimité par la courbe dg I'axe des abscisses et les deux
droites d’équations = 2 etx = 4.

Voir énoncé page 185 Vv

[ INTERROS

CORRIGES
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(7]
[~
(-5
i o
m  mgm ;‘I . Corrigé
= n acm Recherche de primitives - 15min e
Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaest ex
E} silafonctionF définie sur ]Q +oof par F(x) = x3 + 6x2 + 2—)1(2 +3
est une primitive d& sur ]0; +oo], alors :
1 1
_ 22 _ T — 2y2 =l
[a] f(X) = 3x“+ 12X 3 [b] f(x) = 3x +12x+4x
_ 1. 3 1
[c] f(x) = 4x + 2x°+ 3X ™
ﬂ Si f(x) = ¥ alors une primitiveF de f sur ]O; +oo[ est définie
par:
3X4/X
@ Fx) = ;F [B] F) = Xy/X+5
[c] F(X) = XX + gx
. 1 I
a S|’ .f(-x) = X302 alors une primitiveF de f sur ]-1; +oc[ est
définie par :
B F = ——2 0] Foo = —
C(x+1)3 T x+1
-1
IR0 = 5
Bl si f(x) = x(x?+ 1), alors une primitiveF de f surR est définie par :
[a] F(x) = (x? + 1) [B] F(x) = %xz(x2 +1)2
x2 4 1)2
B F00 = T
E acm Exponentielle et logarithme %,]Smin\ °p_°§5§“’° \
Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaest. ex
. ) e e +1 I
n Soit g la fonction définie pag(x) = e Une primitiveG de la
fonctiong sur]0; +oo[ est :
e 2(e* + x)
@ G: X+ ﬁ IE G: X T
1+ 2¢
[€]G: X+ o
194
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1
Fl sifxo = X+2 , alors une primitiveF de f sur ]0; 4+-oo[ est définie /\
par: X
2
X“ 42X
F(x) = ——— F(x)=x+e+Inx
[a] F(x) X211 [b] F(x) +e+
[c] F(X) = xInx £
>
ﬂ Une primitive de la fonction logarithme népérien $0r+oo[ est : 8
1
[a] X~ — [b] X — xInx —x + 3
In x
x> In(5) ~2
X

2
n Une primitive de la fonction définie sur ]6+oo[ par f(x) = M est
définie par :

@] F(x) = —X—22 [B] F(x) = In(2x) [c] F(x) = In(x?)

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

B w/E Aire sous la courbe ;jysmi..‘ ep.c'z’ﬁiigé ‘

Dire si chacune des affirmations suivantes est vraie oudauss

A désigne l'aire, en unités d’aire, du domaine limité par larbeC;, I'axe
des abscisses et les droites d’équatiorsa etx = b.

CORRIGES

1
Bl sif:x— La=2etb=3alorsA=In2—-In3.

(

32
2| Sif:X|—>—x2+2x+3,a=—1etb=3,a|orsA=3.
3 Sif:xrs>e? —1,a=0eth=2, alorsd = 2e— 4.

B sif:xe— —4etb=—2,a|orsA=g.

1 a
(X +5)?’

n wE Calcul d’intégrales  10min Op_c%gisé‘

Dire si chacune des affirmations suivantes est vraie oudauss

e
0 [ mpe- B[ Fes;

o (X2+ 1)2
2] =-2 4] f x(x2+1)dx=§
) 4
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B w/F | Propriétés de Uintégrale ejnmin\ °p_°ggg‘9é‘

Dire si chacune des affirmations suivantes est vraie oud¢auss
3 3 3
—-Xx—-5 dx dx
1] / X0 =2 / 3 / .
2 X2 —Bx + 4 2 Xx—1 2 X—4

-1
2| / (X° +x + 1)edx < 0.
2

a Si f estintégrable sur—1; 2] etsix < f(x) < x+ 1, alors
2
15/ f(x)dx <b5.
-1

n Si f estintégrable sur—1; 3] et si f (x) < 3x + 2, alors
-3
/ (Bx+2) — f(x))dx > 0.
-1

Primitives
n Primitive d’un polyndme *  Smin °p_°§5;“’° \
Lycée Pasteur, Neuilly-sur-Seine
Déterminer la primitive d& qui s’annule en 0, pouf définie par :
f(x) =x?—3x+5.

n Dérivée et primitives * 5:?5"“"\ ep_c%;igé ‘

Lycée Alain, Le Vésinet

On considére les fonctions et g définies sur lintervalld = }5 ; —I—oo|:

par:
5x2 —7x +9
fx) = """
x) x-1
et
) = 5x2 — 16x 4 12
900 = xX-1

f etg sont-elles deux primitives de la méme fonction k@r
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n Lecture graphique * “ 10min ‘ ep_c%gigé ‘ —
Lycée Jean-Pierre Vernant, Sévres

La courbe tracée ci-dessous est la représentation graptiigoe fonctiorg
définie et dérivable syr-8; 5].

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

On appelleG une primitive deg sur l'intervalle[—8; 5].

Etablir le tableau de variations d& sur[—8; 5] en précisant en quelles va-
leurs dex elle atteint ses extrema locaux gur 8; 5[.

ya

CORRIGES

n Dérivée et primitive Kk - 15min ep_c%gigé‘
Lycée Victor Duruy, Paris

Voici les représentations graphiques d’une fonctfgnde sa dérivéd’ et
d’une de ses primitiveB. Attribuer le graphique qui convient a chaque fonc-
tion.

(
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m Primitives d’une fonction rationnelle » % 15 min‘ °p_°ggg‘9é \
Lycée Kléber, Strashourg
On consideére la fonction définie sur;]%oc[ par :
2x3 — 5x2 4+ 4x
(x—1)2

Déterminera, b etc réels tels que, pour toutde ]1; +o0[ :
c

(x—1?
En déduire les primitives dé sur ]1; +ool.

f(x) =

f(x)=ax+b+

m Primitives d’une fonction rationnelle * 5 20min °p_°gg;i9é‘

Lycée Richelieu, Rueil-Malmaison

Soit la fonctionf définie sur} —00; —%[ par:

2x24+2x — 8

2x+12%
Déterminer les nombres réelsb etc pour queF soit une primitive def sur
I'intervalle donné sachant que :

f(x) =

ax?+bx+c
F(X) = i1 et F(-1)=-6.
Intégrales
m Primitive et calcul d’aire * 5:?“"“"\ °p_°;1r5isé‘

Lycée Bonaparte, Toulon

A
Soit f la fonction définie sur \/
10; 400 par : 61 T y=2x+ 43
! X

3
f(x)=2lnx+;+3. 54
E} On définie la fonctionF sur 44
10; 4o0[ par :
F(X) =(2x+3)Inx + x. 31

Montrer queF est une primitive
de f sur]0; +o0l.

ﬂ Calculer, en unité d'aire, l'aire 1
du domaine colorié sur la gra- ‘
phique ci-contre. ‘. — . —>
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m A Uaide de primitives *  20min °p_°'z’1'{'9°\
Lycée Montaigne, Paris
Calculer les intégrales suivantes :

3
1] I=/ (X% — 2x) dx.
0

1
2| J:/ (2X + 1)(x% + x — 4) dx.
0

2 1
3 Kzf ——  _dx.
4 (4—3%)2

m Bénéfice moyen %Kk - 20min °pF'Z’{;'9° \
Cité scolaire internationale, Grenoble
Une entreprise fabrique milliers d’objets avex appartenant §0; 5].
Les bénéfices ou les pertes de I'entreprise sont modélisésfoaction f dé-
finie sur[0; 5] par f (x) = xe* —e* — 8. Pour une quantité donnée, sif (x)
est positif, I'entreprise réalise un bénéfice, ef &) est négatif, I'entreprise
subit une perte.

E} (a) Montrer que la fonctiorF définie parF (x) = xe* — 2e¢ — 8x sur
[0; 5] est une primitive def sur[0; 5].

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

5 4]

(b) Calculer la valeur exacte dﬁ f (x) dx. (L]

3 o

L'entreprise pense produire régulierement entre 3 et 5arsld’objets. g

Déterminer la valeur moyenne du bénéfice Rir5]. Donner l'arrondi a “
I'euro pres. \/

] & ] . c Py
E Domaine entre deux courbes *k 30 mm‘ °p_ prige \

Cité scolaire internationale, Grenoble
On consideére les fonctionfs, g eth définies suiR par :
f(x)y=¢e* , gx) =1-x et  hx = fx)—gX).
On noteC la courbe représentative de la fonctibret A la droite représen-
tant de la fonctiorg dans un repére orthonormé du plan.
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Partie A : position relative de C ; et d’une de ses tangentes.

INTERROS

n Vérifier, par le calcul, que la tangente&a au point d’abscisse 0 est la
droite A.

E Etudier la convexité de la fonctiof surRR.

a En utilisant les questions précédentes, étudier la posigtative de la
courbeCt et de sa tangente au point d’abscisse O.

Partie B : calcul d"aire.

! 11
El Montrerque| hxydx == —=
0 2 e

ﬂ Dans cette question, toute trace de recherche, méme nortiapsera
prise en compte dans I'évaluation.
Soita un nombre entier vérifiarg > 1. On appelleD le domaine déli-
mité par la courb€+, la droiteA, I'axe des abscisses et la droite d’équa-
tionx = a.
On noteA l'aire, exprimée en unité d’aire, du domaife
(@) Hachurer le domain® sur le graphique ci-dessus paue 3.
(b) Déterminer, en fonction de, la valeur deA.
(c) Que devientd quanda tend verstoo ?

m Etude de fonction et calcul d’aire %% éamin| © st
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

Partie 1: lecture graphique. 44

La courbel” ci-contre représente une
fonction g définie et dérivable sur
10; 15]. i

On précise que :
\AGe:0) /

* T passe par les pointsA(/e; 0),

B (ef ; ~1.125) etC(¢?: 0). 0 VAN
s 01 C(€;0)
* Latangente & enB est paralléle a
I'axe des abscisses. B (el:-1.125)

n Déterminer graphiquement un encadrement d’amplituéed@ la solu-
tion o de I'équationg(x) = 4.

E Résoudre graphiquement dans 1] les inéquations suivantes :
(@ d(x) <0 (o désigne lafonction dérivée dp.
(b) g(x) = 0.

a La fonctiong est la dérivée d’une fonctiod définie sur ]Q 15].
Déterminer le sens de variation desur ]0; 15].
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Partie 2 : étude de fonction.

On consideére la fonctior définie sur [1 15] par :
f(x) = x[2(Inx)? — 9Inx + 11].
n (a) Calculerf’(x) et vérifier quef’(x) = 2(Inx — 0,5)(Inx — 2).
(b) Etudier le signe dd’(x) et dresser le tableau de variationsfle

n Aprés I'avoir recopi€, compléter le tableau suivant pargdsurs déci-
males approchées a 19prés def (x).

x | 1,00 | 2,00 | 5,00 | 10,00 | 15,00
f(x)

B Tracer la courbe représentativele f dans un repere orthonorm@,T1, ;)
(unité graphique : 1 cm).

Partie 3 : calcul d’aire.
On considére la fonctioR définie sur [1 15] par :
Fx) = x*(alnx)?+binx+c¢) a,b,ceR.
n Déterminer, b etc pour queF soit une primitive def sur[1; 15].

n Calculer, en centimétres carrés, I'aikelu domaine limité par la courlk
I'axe des abscisses et les droites d’équatiorse etx = €.

m Suite et algorithme Kk - 20min ep_c%r;ige"

Lycée Victor Dupuy, Paris
La suite(up) est définie pour tout par :

n+1
Up = / e Xdx .
n

(@) Calculerug etus.
(b) Calculeruy en fonction den.
Calculer la somm&, = ug +ug + U + - - - + Up.

Donner une interprétation géométriqueSie

Déterminer la limite d&s, quandn tend vers l'infini.

1 n
On remarquera que & = (E) .

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

(
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B Dans cette question, toute trace de recherche, méme inétenmu
d’initiative, méme infructueuse, sera prise en compte d@maluation.

INTERROS

Louen a écrit 'algorithme ci-dessous pour trouver la levdeS, 4104
prés, aved entier positif.

Variables
A et K sont entiers naturels
S est réel
Entrée
Donner une valeur a A
Traitement
K prend la valeur 0
S prend la valeur 0
U prend la valeur 1-e1
Tant que U>10"* Faire :
S prend la valeur S+U
K prend la valeur K+1
U prend la valeur e ¥
Fin de Tant que
Sortie

— e—[K+1]

Afficher S

Aprés avoir programmé sa calculatrice, il obtient 0,993 63 pour
A = 2 et considéere que son algorithme répond a la question posée.
Par contre, si on entrd = 1, il s'affiche 0,864 664 716 et pou = 4,
il s’affiche 0,999 876 590.

Justifier que ce ne sont pas des approximations ni-& fida 10-* prés
de la limite deS,.

Quelle erreur a fait Louen en concevant son algorithme ?
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O @ Enoncé
n acm Recherche de primitives | |
p. 19 SN
E} Réponsda] . En effet, on calcule la dérivée de:
1 2 1
_ 32 _ a2
F/(x) = 3x +12X_§><F_3X +12X—F-

E Réponseh] . Dans le tableau donnant les primitives, aucune ne donne

celle de la fonctiorx — /X, le plus simple ici est donc de dériver les
fonctions données

COURS

* Casa: F'(x) = (f+ L )=§ «/?+3«/? =gﬁ-

2/x) 2
°Casb:F’(X)=<f+Xx ﬁ>=(ﬁ+§ﬁ)_§ﬁ
- Casc: F/(x)=(f+XX2j_)+g—(ﬁ+%ﬁ)+§

INTERROS

= E(ﬁ—i_l)

a Réponségh] . Ici, nous pouvons encore dériver les fonctidhdonnées,
mais on peut déterminer les primitives dea I'aide des théoremes du
cours.

En effet, posonsi(x) = x + 1; alorsu’(x) = 1, et doncf peut s’écrire
u/
Les primitives def sont donc les fonctions définies sur}1; +oo[

)
LA
=
e
o
=]
o

parF(x) = (—1)+k SOitF (x) = T1+k k réel.

] Réponséc] . Ici, nous pouvons aussi, & l'aide des théorémes du cours,
déterminer les primitives dé.

Posonsi(x) = x2 + 1; alorsu’(x) = 2x, et doncf peut s'écrire

1
f= Eu’u .
Les primitives def sont donc les fonctionE définies suiR par :

1 1
FoO =35 x su 2(x) + k, soit F(x)= (x2+1)2+k, k réel

Y acn Exponentielle et logarithme Wirad

n Réponse[c] . Il suffit de dériver les différentes fonctions proposées.

ex 1 T
SiG(x) = S ,alorsG(x) = 2 etG'(x) = 2
SiG(x) = @ alors :
S — 2(€* + 1)(e®) — 2(e + x)(26”) 2 —4x — 2¢&
x) = (eZX)z - e2x :
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SiG(x) = % alors :

CORRIGES

26 (—26%) — (14 2&")(—4€) e +1
(_2e2X)2 Toex
C’est donc cette fonction qui convient.
E Réponsgh] : f est dérivable sur ]0+oc[, donc f admet des primitives
sur ]0; +ool.
f n’a aucune forme connue. Transformons son écriture.

G'(x) =

1 —
Pour toutx de ]0; +oof, f(x) = 1+; ; les primitives def sur ]0; +oo[
sont donc les fonctionBk (x) = x + Inx + k, k réel.
En particulier, pouk = e, on trouveF (x) = X + e+ Inx.

1
E] Réponséb] : pour toutx de J0; +oof, F/(X) = InX + X x e 1=Inx.

n Réponséc] : en effet commex > 0, In(x?) = 2Inx. La dérivée de la

. . 2
fonction F telle queF (x) = 2Inx est bienF’(x) = "

B vk Aire sous la courbe =

A ATTENTION

N’oubliez pas de justifier qué est positive sur I'intervalle considéré.

1
n Faux : suf2; 3], une primitive de la fonctiox ; estx — In(x).
3 1 3
AIors,f —dx =[Inx];=In3—1In2.
2 X

E Vrai : la fonction f : x — —x? + 2x + 3 est définie et dérivable sur
[—1; 3], donc admet des primitives sur1; 3]. De plus, le trinbme
du second degré-x? + 2x + 3 admet deux racines1 et 3 et donc
—x2 4+ 2x 4+ 3 > 0 pour toutx de [-1; 3]. Alors, 'aire A, en unités
d'aire est :

3 x3 3
Azf (—x2+2x+3) dx = [——+x2+3x:|
=il 3 —1

32

=3

a Vrai: lafonctionf : x > ez —1 est définie et dérivable sur{@], donc
admet des primitives sur [®]. De plus :

X
€2 —1>0 = ez > 520 x>0,

=(—9+9+9)—(%+1—3)
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donc f est positive sur [02]. Alors, I'aire A, en unités d’aire est : /\

A=/02(e§—1) dx=[2e§—x]z=(2e—2)—(2—0)=2e—4.

1
n Faux: lafonctionf : x = ————— est définie et dérivable surf§i; —2],

2 v
. (X+9) " o
donc admet des primitives sur§; —2]. De plus, f est positive sur g
[-4;-2]. , o
Posonsi(x) = x + 5; alorsu’(x) = 1 et f peut s’écriref = 32 ;une
1
primitive de f sur [-4; —2] est dond~- : X > ~XiE \/
Alors, 'aire A, en unités d'aire est :
=2 -2 7]
1 1 1 2 o
= ——dx=| - =—Z_ (=) =~-.
- /_4 (X + 5)2 [ x+5:|_4 3 =D 3 =
L
@ Enoncé E
Y v/r calcul d'intégrales e =

E} Vvrai:lafonctionf : x est définie et dérivable s donc

X
(X2 +1)2
admet des primitives SR.

/

. lu
Posonsi(x) = x% + 1 alorsu’(x) = 2x et f peut s'écriref = = —. So
2u? [T}
1 1 o
Une primitive def surR est dond~ = = (——) soit : 5
23 u 3
-1
F:x —.
22+ 1)

Alors :

/ZLO.X_[_;]Z__ 112
o xX2+127 L 2x2+1lo 2x5 2x1) 5

E Faux : on pourrait calculer une primitive de cette fonctimajs on peut
décider autrement : la fonction a intégrer est négative Gui] et on
I'integre de 1 & 0, donc I'intégrale est positive.

A ATTENTION

Dans une intégralff f (x) dx, on n'a pas toujoura < b.

In x
a Vrai : la fonction f : X ~ est définie et dérivable sur {E], donc
admet des primitives sur [e].

1 L
Posonsi(x) = Inx; alorsu’(x) = x et f peut s'écriref = u'u. Une

N 1 . 1
primitive de f sur [1; e] est doncF = Euz, SOit F : X E(In X)2.
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v
Al
9
_—
(- 1
(- 1
Q
L4

€lInx 1 P A 1. .5\ 1
/1 —=dx = [E(Inx) L - (E(Ine) ) _ (E(In 1) ) —
n Faux : la fonctionf : x — x(x?+ 1) est définie et dérivable siix donc
admet des primitives sR.

. 1
Posonai(x) = x2 + 1; alorsu’(x) = 2x et f peut s’écriref = éu’u.

o 1 . 1
Une primitive def surR est doncF = Zuz, SOitF : X > Z(XZ + 1)2.

Alors :
-1 1 11 1 21
2 _ | 22 2| _ o ga_Z _ 4
/_2 X (X +1)dx_[4(x +1)}_2 4><4 4x25 2
B w/E | Propriétés de Uintégrale S|

E} vrai: par linéarité,
3 3 3
2/ dx_3/ dxzf 2 3 dx
2 Xx—1 2 X—4 > \x—1 x-4

2 3 2x-4-3(x-1) = —x-=5
x—1 x—4  (x—-1(x-4)  x2-5x+4

3 3 3
—Xx—=5 dx dx
[ ] e B s

2 X2—5x+4 2 x—1 2 X—4
E Faux : pour touk réel, & > 0, et comme le trinbmg? + x + 1 a pour

discriminantA = —3,x2+ x 4+ 1 > 0. La fonctionf est donc positive
surR; alors comme-2 < —1:

Or:

-1
/ (X°+ x + 1)e’dx > 0.

a Vrai : comme—1 < 2,six < f(x) < x+1, alors:

2 2 2
f xdxsf f(x)dxg/ (X + 1) dx.
=4 =4 =i

/2de_ X214 1 3
1 L2], 2 2 2

2 2 1 4 1 9
f_l(x+1)dx=[7+xll=§+2—(§— )ZE'

et
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3 2 9 2
D’ouégl f(x)dx < E,etafortiori,lg/ f(x)dx < 5. /\

=il =il

n Faux : si, pour tout réet, f(x) < 3x + 2, alors(3x +2) — f(x) > 0;
or,—1> —3,donc:

-3
f (Bx+2) — f(x)dx <0.

-1

COURS

E Primitive d’un polyndme | N |
Lycée Pasteur, Neuilly-sur-Seine

.

f est une fonction continue si, elle admet donc une primitive s

v
Pour calculer cette primitive, on applique la formule pasrprimitives de" : g
Foo=-2 stk ker £

3 2 ’ ' =

Or,F(0) =0,donc:F(0)=0+0+0+k =0, donc :k =0.
Finalementla primitive de f qui s’annule en O edt, avec :

1 3
F(x) = §x3 — EXZ + 5x.

EJ Dérivée et primitives S|
Lycée Alain, Le Vésinet

)
LA
=
e
o
=]
o

Une solution est de dériver séparément les deux fonctionsraparer les
dérivées. Si elles sont égales, les fonctidnest g sont bien primitives d’'une
méme fonction.

Une variante est de calculer la différence des deux fonstiSn c’est une
fonction constante, alors cela prouve que ce sont deuxiprésid’'une méme
fonction (la dérivée d’'une fonction constante est nulle).

Cette méthode est un peu plus rapide car on n’a pas besoiniderdé

5x2—7x+9 5x2—16x+ 12

3x-1  3x-1

5x?—7x+9-5x°+16x—12 9% -3
3x—1 T 3x—1

f) —g(x) =

Commef — g est une fonction constante sur(f —g)’ = 0 etdoncf’ = g'.

CQFD
(« Ce Qu'il Fallait Démontrer »)
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© Enoncé
0. 197

n Lecture graphique

Lycée Jean-Pierre Vernant, Sévres

CORRIGES

La fonctiong est la fonction dérivée d&. Le signe deg donne donc les
variations deG. De plus, lorsque s’annule en changeant de sig@admet
un extrémum local.

X | —8 -2 3 5
signe deg(x) + 0 - 0 +
variations deG pz N p
DoncG atteint ses extremums locaux e2 et 3.
n Dérivée et primitive °p_ T

Lycée Victor Duruy, Paris

Pour reconnaitre les différentes fonctions, on utiliseledue le signe de la
dérivée donne les variations de la fonction.

Sur lintervalle [1; 2], la fonction 3 est négative puis positive. Si c'est la
dérivée d’'une fonction, cela signifie que cette fonctiondgstroissante puis
croissante sur cet intervalle. Ce serait la fonction 2. Batre, la fonction 2
est négative sur ; 2], elle ne peut pas étre la dérivée de la fonction 1 qui est
croissante sur I'intervallgl ; 2], ni de la fonction 3 qui est croissante sur une
partie de l'intervalle.

D’aprés cette étude, il semble donc gtesst la fonction 2, la fonctiorf,
dérivée de, est la fonction 3 ef ’ est la fonction 1.

Vérifions que les variations des fonctions correspondexsanes des déri-
vées ainsi désignées :

X | -2 -1,1 0,6 1,1 1,6 2
signe def’ + 0o - = 0+ 5
variations fonctionf A N v S /!
signe def + + 0 - = 0 <
variations deF 7 Vi o N\ /
m Primitives d’une fonction rationnelle N |

Lycée Kléber, Strashourg

On va raisonner par identification :
c
f(x) = b+ —
(X) =ax+b+ X —1)2
_ @x+b(x—12+c
B (x —1)?
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2 _
f(X)z(ax+b)(x 2x+1)+c /\

(x—1)2
_ax®+ (b—2a)x?+(@a—2b)x+b+c
B (x—1)2
_ 2x3—Bx2+4x &£
(X —1)2 =
a=2 a=2 -
b-—2a=b-4=-5 B
<— {b=-1 f(X) =2x—1+——.
a—-2b=2—-2b=4 X—12
o1 x—1) Ny
b+c=0
La primitive d'une somme est la somme des primitives (& umstzmte pres w
bien sar) =
: -3
==
* une primitive dex > 2x — 1 estx > x2 — X. L
=
° une primitive dex estx —» ———. -
P T x—12 T T Z1

« f admet donc pour primitives les fonctions de la forme :

1
xr—>x2—x——1+k, k e R.

(7]
L
. , . . Enoncé -
m Primitives d’une fonction rationnelle | © Eree | =
Lycée Richelieu, Rueil-Malmaison 8
En remplacank par—1 dans I'expression dE :
F(-1)= 6 soit Lb;rc — 6> a-btc=6.
Calculons par ailleur§’(x) en utilisant la formule de dérivation d’un quo-
tient :
o0 = (2ax + b)(2x + 1) — 2(ax? + bx + ¢)
B (2x + 1)?
_ X*(4a—2a) + x(2a+2b —2b) + (b — 20)
- (2x + 1)2
_ 2ax’42ax+b—2c
- (2x + 1)2
1
CommeF est une primitive def, on a pour touk e :|—oo ; _5[ :
2ax’+2ax+b—2c 2x>+2x—8
Fx)=f =
COS Y <= @x + 1)2 @x+1)2

(car(2x + 1)% # 0)
= 2ax’+2ax+b—2c=2x2+2x—8
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4]
Ml
—
(- 1
(- 1
e Les deux polyndmes sont donc égaux ; on identifie les coeffiie
b—2c=-8 = b-2c=-8 <= {c=3
a—-b+c=6carF(-1) =-6 —b+c=5 b=-2
Donc: 5
Xc—2X+3
FX)= ——————
) 2x+1

Certain(e)s pourraient se demander pourquoi on a triaugémitive et non
pasuneprimitive a une constante pres. C'est bien slr a cause dentditam
F(—1) = —6 qui impose une valeur bien particuliére a la constante.

m Primitive et calcul d"aire S

Lycée Bonaparte, Toulon
n F est dérivable suj0; +oo[. Calculons la dérivée dE :

1 3
F’(x)=2Inx+(2x+3)><;+1=2Inx+2+;+1= f(x).

La fonctionF est donc bien une primitive de sur]0; +ool.

E La fonction f est positive suf2; 3]. L'aire, en unité d’aire, du domaine
délimité par la courbe dé, I'axe des abscisses et les droites d’équation
x = 1 etx = 3 est donc égale a l'intégrale :

3 3
/1 foodx =[f0];

=F@-FQ
=(9IN3+3)— (5In1+1)
=9In3+ 2.

@ METHODE

Il est souvent demandé de vérifier qu'une fonctierest une pri-
mitive d’'une fonctionf. Dans ce cas, il suffit de dérivér et véri-
fier que I'on obtient effectivement. Il est totalement inutile d’es-
sayer de trouver par soi-méme une primitive fdet cela n’est par-
fois méme pas possible avec les outils disponibles d'ag®gio-
grammes.
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m A Uaide de primitives | S |
Lycée Montaigne, Paris

n Il s’agit d’intégrer un polynéme (fonction continue SRY). L'intégralel
existe donc.

3 3
I=/ (x2—2x)dx=[}x3—xz] =(2—7— )—(O—O):O.

A

COURS

.

l+  Al1=A2
A2

INTERROS

—_—

Al

)
LA
=
e
o
=]
o

Remarque une fonction non nulle peut avoir une intégrale nulle s ell
change de signe sur l'intervalle d’intégration (cf. le c®ulC’est le cas
ici :

3 2 3
f(x2—2x)dx=/ (x2—2x)dx+/ (x? = 2x)dx = 0.
0 0 <0 2 >0

F1 Posonsi(x) = x2+ x — 4, donc u'(x) = 2x + 1.

. L 1
L'expression(2x + 1)(x2 + x — 4) est la dérivéel'u de éuz. Alors :

1
J =/ (2% + 1) (X% + x — 4) dx
0

1

4 1
=/ u'(X) x u(x)dx = |:—u(x)2:|
0 2 0
1 1
= [—(x2 +x— 4)2] = —6.
2 0
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v
Al
9
_—
(- 1
(- 1
Q
L4

B Posonau(x) = 4 — 3x, donc :u'(x) = —3. On cherche a reconnaitre

o P |
sous l'intégrale la dérivée dﬁ’ :

1 _ -3 __}(u/(x))_}(—u/(x))
@—302 3 @-32 3\ux?) T3\ ux?
Donc :X ﬁ a pour primitive :x %le)

=0 [Pl /=U X
A (4—3x)2dx‘ﬁ §(u<x>2)dx
12U
‘5[1 (u(x)z)dx
1 ]2
4

1
N
|
%

|
A NI
+ 1
o Xl
N———"

|
Wk Wk Wk W
X
N
D
|
(o))
N
I~
[N
N
N~

Ol — —
|
o)
[N
~

B Bénéfice moyen et
Cité scolaire internationale, Grenoble
B @ Fx=€e+xef—2&-8
=xe - -8
= f(x).
La fonctionF est donc une primitive dé sur[0; 5].

(b) Lsf(x)dx=[F(x)]§
=F(®5) - F®3)
= (5€° — 2€ — 40) — (36® — 26> — 24)
=3¢ —e—16.

E La valeur moyenne du bénéfice pour une production entre 3 @liérm
d’'objets est égale a la moyenne de la fonctfosur I'intervalle[3; 5],
c'est-a-dire & :

1 3 1 5
5?3/3 f(x)dx = 5(3e5—e — 16) ~ 205 euros
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Aol

E Domaine entre deux courbes . 199

Cité scolaire internationale, Grenoble
Partie A

n Une équation de la tangent€a au point d’abscisse 0 est :
y = f/(0)(x — 0) + f(0).
Or, f/(x) = —e * donc f’(0) = —1 et d’autre partf (0) = 1.
L'équation de la tangente est dogc= —x + 1, ce qui montre que la
droite A est bien la tangente.

E f”(x) = e *. Comme la dérivée seconde deest toujours positive,
cela montre que la fonctioh est convexe SuR.

a Comme la fonctionf est convexe, sa courbe représentafivese trouve
entierement au-dessus de toutes ses tangentes, et enlpardic dessus
de sa tangente au point d’abscisse 0, donc elle est au-dbsaus

COURS

.

Partie B

INTERROS

2
I . X
n Une primitive def — g est la fonctiorx > —e™* — (x — ?) donc:

1 x271
/ h(x) dx = |:—e_X — X+ —}
0 2 o o
1. o S
—1
=—e " —14+_-+4¢€ —_
+ 5 + 5
_L1 1 S
2 e
3] : C, |
i | S
o] A : | |
" 0140 02 04 06 o8 N 14116 18 2 22 2426 28 3 32 34|36 38 4 42 44
0.2 | | | | | | | |

(b) La droite A coupe I'axe des abscisses en 1Cetest toujours au
dessus de\, on peut alors décomposer le domaipen deux par-
ties :

* Celle qui est comprise entre la droite la courbeCs, I'axe des
ordonnées et la droite d’équatian= 1, qui a pour aire :

1 1 1
h()dx = = — =
A dx =3 -2
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v
Al
9
_—
(- 1
(- 1
Q
L4

* Celle comprise entre la courBe, I'axe des abscisses et les droites
d’équationx = 1 etx = a, qui a pour aire :

a
/ foodx=[— e‘x]i1
1
1 1

e e’
A est donc égale a la somme de ces deux aires :
1 1 1 1 1 1

2 eTe @ 2 &
1 . L 1
e Comme 0< s < 1, la suite géomeétrique de ralse«ena pour

. .1 [1\? 1
limite 0 en+-oco et par consequenzt— e tend versé quand

atend verstoo.

E Etude de fonction et calcul d’aire | S |
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

Partie 1: lecture graphique.

n 05<a<1.

E (a) g'(x) < 0sietseulement g est strictement décroissante. D’apres
le dessin, c’est le cas sur l'intervalle :

Jo.xs[ = Jo.e4[.
(b) g(x) >0 <= x € ]0;xa]U[xc;15] =]0; €] U [e?; 15].
a On sait que le sens de variation @#edépend du signe dgcar®’ = g.
* Pourx € ]0; /€] et [ez; 15], g(x) > 0 donc® est croissante.

* Pourx € [/e; €?], g(x) < 0 donc® est décroissante.

Partie 2 : étude d’une fonction.

Fl (@ Onaf(x)=x[2(Inx)>—9Inx+11]. f estdérivable sur]+oc]
(car f s’obtient & partir de la fonction In par produit et compasiti
avec une fonction polynéme).

/00 = 1x [20n%)2 - 9Inx +11] +x(4|¥ _ 2)
=2(Inx)> - (9—4)Inx+11—-9

=2(Inx)%2 —5InX + 2.
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On vérifie qu’on a bien la forme factorisée annoncée : /\
2(nx - 0.5)(Inx - 2) =2 ((Nx)? - 2.5Inx + 1)
=2(Inx)%2 —5InX + 2.

(b) On étudie le signe dé’ sous sa forme factorisée :

COURS

f'fX)=0 <= Inx—-0,5=0 ou Inx—2=0
= x=.€& ou x=¢€

.

1 1
INX—0,5>0 < Inx>E = X>el & x> .e

INX—2>0 < InX>2 & x> €.

Calculons les extrema de:

INTERROS

f (/&) = Jé(z (Inve)* - 9In/e+ 11)

- e(2(3) - o5+ 21)

2@(}_§+11)

s

2 2
=7/

)
LA
=
e
o
=]
o

f(e?) = & (2(|n A2 -9Iné + 11)
_ e2(2(2)2—9 x 2+11)
=é.
f(15 = 15 (2(|n 152 —9In15+ 11) ~ 19,4,

D’ou le tableau de variations de:

x| 1 Je e 15
Inx — 0,5 - 0 + +
Inx —2 — - 0 +
f/(x) + 0 — 0 +
7./ f(15)
f(x) S N\ /!
11 &
2] x | 1,00 [ 2,00 [ 5,00 10,00[ 15,00

f(x) | 11,00| 11,45| 8,48 | 8,81 | 19,42
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Partie 3 : calcul d’aire.

n F est une primitive def surl =)0, + oo[ a condition que- soit déri-
vable etF’ = f surl. Or, F est bien dérivable sur (mémes raisons
que pourf).

F(x) = x? (a(ln X)° +blinx + c)

Inx b
F/(x) = 2x (a(lnx)? + bl 2(2a— + —
(X) x(a(nx) +bnx+c)+x (a ” +X)

= 2ax (Inx)? 4 (2bx + 2ax) Inx + (2cx + bx)
=X (Za(ln X)? + (2b+ 2a) Inx + (2¢ + b))
f(x) = x (2(|n %)% — 9lnx + 11)

En divisant pax (sachant que& # 0) :
F'(x) = f(x) pourtoutx >0
< 2a(nx)?+ (2b+2a)Inx + (2c + b) = 2(Inx)* — 9Inx + 11
On se raméne a identifier deux polyndmes en poXaatin x :
F'(x) = f(x) (pourtoutx > 0)
> 2aX’+ (2b+2a)X + (2c+b) = 2X?> —9X +11 (pour toutxX € R)

a=1 a=1
a=1 —9-2a 11
b+2a=-9 e 10=—7F— — 1b=—7
2c+b=11 C:ll—b ngi
2 4
F(x):xz((lnx)z—%llnx+3§).
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E]1 Laire recherchéd est telle que : /\

&
A= / f(x)dx = F(e®) — F(e) unités daire (ici, le crf)
@

11 33 11 33\ 5 15
Y Ss) _ _AL 3y _da4 19
_e(4 2x2+4) e2(1 2+4) €3
_5e2

4

m Suite et algorithme QP_E;&ncé ‘

Lycée Victor Dupuy, Paris

1
1 G uo=/O eXdx=[-e¥];=-e
2
u1=/ eXdx=[—-e¥]]=
1n+1
(b) un =/ e *dx
n

— +1
~(-eT
1 1
= e e
Bl s=uw+ui+---+uy

1 2 n+1
=/ f(x)dx+/ f(x)dx+---+/ f (x) dx
0 1 n

n+1
= / e *dx par linéarité de I'intégrale
0

COURS

(e2 - 3) ~ 4054cn? (21072 pres).

.

=
|
-
|
—_
|
cDO
—
Il
=
|
|

l N
|
ml
|
0N
cDI
o
INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o

1
e+l
S, est I'aire du domaine délimité par la courbe d’équatior= e,
I'axe des abscisses et les droites d’équakiea 0 etx = n + 1.

1 1 n+1 1
lim (—) = lim |:(—) } =0car0< - < 1.
n—+o0o \ @+1 n—-+o00 e e

Par conséquent, IimS, = 1.
n—-+o00

B Comme la limite de5, est 1, on voit que les écarts avec 1 sont stricte-
ment supérieurs & T8 ou 10~*. On pourrait imaginer que c’est juste
un probleme d’arrondi des valeurs par la calculatrice, 0@t en réa-
lité une erreur de la part de Louen. En effet, il arréte la bmudes que
le termeu; < 10~A, mais il n’est pas certain qu’en ajoutant plusieurs
termes inférieurs a 1@, il n’obtient pas une quantité plus grande que
107A.

=1-
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Chapitre

Probabilités

conditionnelles

1. Probabilités (rappels)
2. Conditionnement

Exercice type Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

A Probabland, de tout temps, il nait 40 % de garcons et 60 %lds.fibans

ce pays, le daltonisme (déformation génétique bénignesquil incapable de

voir certaines couleurs) touche dés la naissance 30 % dés Ekés et 25 %

des bébés garcons.

n La petite Eve vient de naitre & Probabland. Quelle est lagitit#
qu’Eve soit atteinte par le daltonisme ?

Le petit Tom vient de naitre & Probaland. Quelle est la priitlaue
Tom soit daltonien ?

Paul et Marie viennent de se marier. Quelle est la probalilie leur
futur bébé soit une fille daltonienne ?

Quelle est la probabilité que ce futur bébé soit daltonien ?

Dans les familles probablandaises de trois enfants, gesilie probabi-
lité d’avoir un enfant daltonien et un seul ?

Que devient cette probabilité dans les familles de quafianén?

Donner la loi de probabilité suivie par le nombre d’enfarat@hiens
dans une famille de quatre enfants.

Quel est en moyenne le nombre d’enfants daltonien par fandi
quatre enfants ?

On donnera les résultats arrondis a3 @reés.

Voir corrigé page 222
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&3 Probabilités (rappels)

€2 vocabulaire

Propriétés 1

Pour tous événements AetB :
+ On noteA I'événement contraire d&. On a alors p(A) = 1 — p(A);
* p(AUB) = p(A) + p(B) — p(AN B).

Utilisez A lorsque l'intitulé de A contient « au moins un. .. A.s’exprime
alors avec « aucun », il est donc en général facile de calq(Aay, et on

obtient alors :p(A) = 1 — p(A)

Théoreme 1
Dans le cas d’équiprobabilité :
e pour tout événement élémentage
1

P@&) = nombre total d’événements élémentaires
* pour tout événement A,

A nombre d’événements élémentaires constituant A
P n nombre total d’événements élémentaires’

€23 Loi binomiale

Définitions 1

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire aideues.

Soit un entier naturel non nul et un nombre régl de I'intervalle[0; 1].

Un schéma de Bernoulli de parameétrest p correspond a la répétition de
épreuves de Bernoulli identiques et indépendargedésignant la probabilité
de succes.

La variable aléatoireX qui compte le nombre de succes obtenus lors d'un
schéma de Bernoulli de parametrest p suit la loi binomiale de paramétres
etp.

Lors d'un schéma de Bernoulli formé deépreuves répétées, on appelle coeffi-
cient binomial «k parmin » le nombre de chemins menarit aucces.
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Propriété 2
Si X est une variable aléatoire suivant la loi binomiale de patesn et p,
alors pour tout entiek, avec O< k < n:

P(X = k) = (E) - p,

Le nombre(k> s’obtient a la calculatrice a I'aide des séquences suigante

e Sur CASIO :n optn] PROB] ncr |k
* SurTl:n math) pre)| 3 : Combinaisofnk
S
o
Remarque la calculatrice peut également calculer directemX = k) et o=
P(X <k): —
CASIO TI -
S opTN) sTaT) puis| DIST|, | Menu| DISTRIB| (2" var), puis Ny
v BINM | | Bpd| ou| Bcd | BinomFdp| ou| BinomFRep)
P(X =k) BinomialPD,n, p) BinomFdpf, p,k) €K
P(X <k) BinomialCD,n, p) BinomFRep#, p,k) E
S
Propriété 3 “
L'espérance de&X suivant la loi binomiale de parameétmet p estE(X) = np.

:

£ Conditionnement

€X) Probabilité d’un événement B sachant A

Définition 2
A et B sont deux événements d’un univérsels quep(A) # 0, la probabilité

de I'événement B sachant A, notpa(B) estpa(B) =

P(A)
Remarques
< La probabilité de B sachant A est la probabilité que B soitiséadans I'uni-
vers A.

« Dans le cas d’équiprobabilité,
(B) = nombre d’événements élémentaireskle B
Pa " nombre d’événements élémentaireside ’
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Pour calculempa(B), vous pouvez
 soit utiliser la définition si vous connaisspzA N B) et p(A) ;

* soit déterminer les résultats qui réalisent A et, parmi eguxalculer la
probabilité de ceux qui réalisent B.

Propriété 4
Soient A et B deux événements de probabilités non nulles :
P(ANB) = pa(B) x p(A) = pa(A) x p(B).
€3 Formule des probabilités totales
Définition 3

Les événementB1, By, ..., B, forment une partition d&2, si lesB; sont non
vides, deux a deux disjoints et que leur réuniortgst

Théoreme 2
Si les événementBy, By, . .., B, forment une partition d&2, alors, pour tout
événement A,
p(A) = p(ANB1) + p(ANB2) + ...+ p(ANBy),
soit

P(A) = pe;(A) x p(B1) + pe,(A) x p(B2) + -+ + pB,(A) x p(Bn)

Conséquence
Pour tout événement A et tout événement B de probabilité mtie,n

P(A) = p(AN B) + p(AN B) = pg(A) x p(B) + pa(A) x p(B).

@ Solution de Uexercice type Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

NotonsF,G,D les événements « étre une fille », « étre un gargon », « étre
daltonien ».

Traduisons les données en termes de probabilités :

il nait 40 % de garcons sofi(G) = 0,4;

il nait 60 % de filles soitp(F) = 0,6 ;

parmi les filles, 30 % sont daltoniennes spit(D) = 0,3;

parmiles garcons, 25 % sont daltoniens $@i{ D) = 0,25.
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@ Solution de Uexercice type Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

Nous pouvons alors construire I'arbre pondéré ci-dessous :
Oy b
04 G
o / 0,75 5
03 D
I F/

N

n On sait que Eve est un bébé fille donc la probabilité qu’elieatteinte
de daltonisme egbr (D) = 0,3.

F1 De méme, la probabilité que Tom soit daltonien pstD) = 0,25.

D

El On ne sait pas a I'avance le sexe du bébé.

On cherche donc la probabilité pour que le bébé soit une filkpie le
bébé soit daltonien sofi(F N D).

p(FN D)= p(F) x pe(D) =0,6 x 0,3=0,18.
La probabilité pour que le futur bébé soit une fille daltomieest 0,18.

] Le bébé est daltonien soit si c’est une fille daltoniennd, sa’est un
garcon daltonien, comme les événements F et G forment utiggrar
de l'univers(, d’aprés la formule des probabilités totales :

p(D) = p(FN D) + p(GN D)
Or,
pP(GN D) = p(G) x pg(D) =0,4x 0,25=0,1.
Donc:
p(D) =0,1+0,18=0,28.

La probabilité que ce futur bébé soit daltonien e&i80

H Les familles den enfants,n étant fixé, obéissent & un schéma de Ber-
noulli &n épreuves, la-ieme épreuve étant associée a la naissance du
i-ieme enfant.

A chaque naissance, ou bien I'enfant est daltonien (suceébjen le
contraire (échec).

Les naissances étant indépendantes les unes des autrebdhifité du
succes esp(D) = 0,28.

ax;

[ INTERROS

CORRIGES

:
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@ Solution de Uexercice type Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

Représentons le cas d’'une famille de trois enfants a I'digie arbre :

D 028

0,72
D 028

Ul ool O oloog|l ©O—

0,72

lére 2éme 3éme
naissance | naissance | naissance

Daltonisme dans les familles de trois enfants

Un résultat pour une famille correspond a un chemin danisréar

Ilya2x2x2=8cas possibles. Iy a 3 résultats ou la famille a un
seul enfant daltonien(D,D, D) ou(D,D,D) ou(D,D,D), et

p(D,D,D) = p(D,D,D) = p(D,D,D) = 0,28 x 0,72%

D’ou, la probabilité, dans une famille de trois enfantsydiaun enfant
daltonien et un seul est égale &3,28 x 0,722 ~ 0,435.

n Pour une famille de quatre enfants, le raisonnement estiheemé

Il'y a quatre résultats ou la famille a un seul enfant daltonees ré-
sultats ont la méme probabilité, d’'ou, la probabilité dans éamille
de quatre enfants d’avoir un enfant daltonien et un seul gsleéa
4% 0,28 x 0,728 ~ 0,418.

n Ici, nous sommes en présence de la répétition de 4 expésielecBer-
noulli identiques et indépendantes de probabiiité- 0,28, la loi de
probabilité du nombre d’enfants daltoniens est donc lailwimiale de
parameétres 4 et,08.

Notonsp(k) la probabilité d’avoik enfants daltoniens dans une famille
de quatre enfants.
k = 0 correspond a une famille n’ayant aucun enfant daltonigih)es
résultat(D,D,D, D), d’ol p(0) = 0,72* ~ 0,269.
k = 1 correspond a une famille ayant un seul enfant daltoniequsatre.
D’apreés la question précédente :

p(l) = 4 x 0,28 x 0,72° ~ 0,418

k = 2 correspond a une famille ayant deux enfants daltoniercpsire.
Iy a six résultats possibles et dop¢2) = 6 x 0,28% x 0,722 ~ 0,244.

ax;
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

k = 3 correspond a une famille ayant trois enfants daltoniengisatre.
Il'y a quatre résultats possibles et donc;

p(3) = 4 x 0,28 x 0,72~ 0,063
k = 4 correspond a une famille ayant quatre enfants daltoniens s

quatre. Iy a un seul résultat possible et dquid) = 0,28* ~ 0,006.

D’ou le tableau suivant donnant la loi de probabilité du nocentdben-
fants daltoniens dans une famille de quatre enfants :

Nombre d’enfants
daltoniensk)

pk) | 0,269| 0,418| 0,244| 0,063| 0,006 1

0 1 2 3 4 Total

Remarque vérifiez bien que la somme des probabilités est égale a 1.

INTERROS

n Le nombre d’enfants daltoniens en moyenne dans une fanailipidtre
enfants est 'espérance mathématique de la loi binomiaademeétres
(4;0,28) soit :

.

E=4x0,28=112

Remarque l'espérance se calcule aussi a 'aide des résultats teouvé
comme une moyenne soit :

E = 0,269x 0+0,418x 1+0,244x 2+0,063x 3+0,006x 4 ~ 1,119,
La différence entre les deux résultats s’explique par lesnalis.

CORRIGES

Remarque les questions 5, 6, 7 et 8 font appel au programme de pre-
miére, qu'il faut connaitre aussi pour le baccalauréat.

Voir énoncé page 219

:
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B o<k Propriétés des probahilités “tomin| © Coriat

INTERROS

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaest ex

n A et B sont deux événements relatifs a une méme épreuve tels que
P(A) = 0,3, pa(B) = 0,4 etpi(B) = 0,2.

[a] p(B) = 0,26 [b] p(ANB)=0,4 [c] p(AUB) = %g

E A et B sont des événements relatifs a une méme épreuve tels que
p(A) = 0,6, p(AUB) = 0,8 etp(AN B) = p(A)p(B). Alors
[a] p(ANB)=0,48 [b] p(B) =0.2 [c] pa(B) =0,5

a A et B sont deux événements relatifs a une méme épreuve tels que
p(AN B) =0,8etpa(B) = 0,25.
[a] p(A) =0,2 [b] C’est impossible [c¢] p(B) = 0,9

n A et B sont deux événements relatifs a une méme épreuve tels que
p(ANB) =0,12 etp(AN B) = 0,36.
[a] ps(A) = 0,24 [b] ps(A) = 0,48 [c] pe(A) = 0,25

E acu D’apres Bac Asie juin 2008 E:iﬂmin‘ © ot |

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaest. ex
Les éleves de deux classes de terminale ES (désignées patTER) sont
répartis selon leur spécialité (qui sont abrégées en SE$/&ih) de la fagon
suivante :

Spécialité¢| TE1 | TE2 | Total
SES| 16 8 24
Lv | 12 14 26
Math 6 10 16
Total | 34 32 66

On interroge un éléve au hasard. Les données précédent@sigiiser pour
les quatre questions suivantes :

n La probabilité que I'éléve interrogé appartienne a la TEt¥gale a :
1 1 17
66 34 33
ﬂ La probabilité que I'éléve interrogé suive I'enseignemamtspécialité
Math ou appartienne ala TE 1 est égale & :

2 25 1
@3 e €137
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ﬂ La probabilité que I'éléve interrogé suive la spécialitéisachant qu’il
appartientala TE 1 est égale a:
1 1 3
34 LIET] OEy
n La probabilité que I'éléve interrogé appartienne a la TEchaat qu'il
suit la spécialité Math est égale a:

3 14 3
i ¥ gk
, . o } c .
B w/k | Interprétation d’un arbre ;]Smm\ °p_ e \
On a résumé des informations d’'une expérience dans I'arafessous :
02 B
A ¢
0,4

0,5 D
01 B
A 0.2 ¢
0,7 D

Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations ci-desso

El pa(D) =02 B p© =02
B pB)=014 _5
B o=

n w/F Test de dépistage - 20min °p_°§ZE"’é\

Un laboratoire propose un test de dépistage d’une maladi¢est présente
les caractéristiques suivantes :

* la probabilité qu'un individu atteint de cette maladie aittest positif est
0,95.

 la probabilité pour qu'un individu non atteint par cette awié ait un test
négatif est aussi,05.

On choisit un individu au hasard et on note!:I'événement « I'individu est
malade » e I'événement « le test est positif ».

Répondre par vrai ou faux aux affirmations ci-dessous :
n On réalise un dépistage dans une population donnée dansll&atpu

proportion d’individus atteints de la maladie esbQ1.
Alors p(T) = 0,050 9.
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El pr(M)=0,001a10°2pres.

a La valeur dept (M) diminue lorsque la proportion de personnes at-
teintes de la maladie dans la population augmente.

n Dans cette question, on choisit au hasard et de facon indépenquatre
personnes dans la population. La probabilité qu’au moirspersonne
ait un test positif est comprise entrgl88 et 0189.

INTERROS

Conditionnement

V4 &Ll ~‘I . c s
u Génétique *  30min © Comie |
Lycée Stanislas, Paris

Une population est constituée de 100 personnes (40 homrb@semmes),
telles que :

« 50 personnes ont les yeux bleus,
* 60% des hommes ont les yeux bleus.

On choisit au hasard une personne. On suppose que toutessesipes ont
la méme probabilité d’étre choisies.

Calculer, sous forme de fraction irréductible, les proliiaisides événements
suivants :

E} A: «Avoir choisi un homme ».

F1 B: «Avoir choisi un homme aux yeux bleus ».
El C: «Avoir choisi une femme aux yeux bleus ».

n D : « Avoir choisi une personne aux yeux bleus, sachant qué¢ efes
femme ».

B E : « Avoir choisi une femme, sachant que c’est une personng &8s
yeux bleus ».

n Arbre pondéré * * 20min °p_°§,f;“’°'\
Lycée Virlogeux, Riom

Dans une ville , une enquéte portant sur les habitudes desgagéen matiére
d’écologie a donné les résultats suivants :

* 70% des ménages pratiquent le tri sélectif;

» parmiles ménages pratiquant le tri sélectif, 40 % consondesproduits
bio;

e parmiles ménages ne pratiquant pas le tri sélectif, 10 %otoneent des
produits bio.
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On choisit un ménage au hasard (tous les ménages ayant lapn@oadilité /\
d’étre choisis) et on note :

+ T I'événement « le ménage pratique le tri sélectif »Teson événement
contraire;

+ B I'événement « le ménage consomme des produits bioB>s&in événe-
ment contraire.

COURS

Les résultats seront donnés sous forme décimale.

n Donner sans justification la probabiliggT) de 'événement.

E Représenter la situation a I'aide d’un arbre pondéré.

a (a) Calculer la probabilité de I'événement : « le ménage pratiguri
sélectif et consomme des produits bio »

(b) Montrer que la probabilité que le ménage consomme des feodui
bio est égale a,81.

(2]
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n Calculer la probabilité que le ménage pratique le tri sélsathant qu’il
consomme des produits bio (le résultat sera donné sous fignimale
arrondie au centieme).

EJ Medaities de judo i
Bac métropole, septembre 2011

Pierre, le président d’'un club de judo. veut acheter 60 nliédaayant la
méme référence. Elles sont gravées a l'effigie d’'une ou dhanmpion

Doullet, Rinar ou Vécosse. Il passe commande chez un gresgistravaille

avec deux fournisseurs A et B. Le tableau suivant indiquedeactéristiques
du colis contenant les 60 médailles envoyées par le gressist

CORRIGES

:

Doullet | Rinar | Vécosse| Total
Fournisseur A 10 10 10 30
Fournisseur B 5 10 15 30
Total 15 20 25 60

Pierre recoit le colis, et tire au hasard une médaille. Darsite de I'exercice,
on suppose que chaque médaille a la méme probabilité diétee t

n (@) Montrer que la probabilité que cette médaille soit a I'effigie
Vécosse est égale 3
155.

(b) Quelle est la probabilité que cette médaille soit a I'effigie
Vécosse et provienne du fournisseur B ?

(c) Pierre constate que la médalille tirée est a l'effigie de Vaedluelle
est la probabilité qu’elle provienne du fournisseur B ?
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E Pierre remet la médaille dans le colis et répéte maintenaistfbis de
suite les mémes gestes :

* il tire au hasard une médaille ;
« il note I'effigie du champion et remet la médaille dans le ol

Quelle est la probabilité gu’au moins une des médaillesasbéffigie
de Vécosse ?

n Pannes électroniques * - 20min °p_°§,f§“’°'\

Lycée Voltaire, Paris
Une entreprise fabrique des appareils électroniques.dlzgilité pour qu’un

appareil ainsi fabriqué fonctionne parfaitementfgt

n On noteF I'événement :« 'appareil fonctionne parfaitement »,Fet
I'événement contraire dE. Calculer la probabilité de I'événemeht

ﬂ On fait subir a chaque appareil un test avant la livraison camstate
que:
» quand un appareil est en parfait état de fonctionnemerst tbejours
accepté a l'issue du test.

» quand un appareil n'est pas en parfait état de fonctionngrhgreut
étre néanmoins accepté avec une probabilit&’lfe

On noteT I'événement « I'appareil est accepté a I'issue du test ».

(&) Montrer que les probabilités des événemerifsst F » et

= . . 9, 1
«T etF » sont respectivement egaleirg et m

(b) En déduire la probabilité d€.
(c) Calculer la probabilité d& sachanf .

V4 yd ~tl . c P
n Arbre pondéré *ok - domin © Corise |
Lycée Galilée, Gennevilliers
Pour payer ses études de médecine, Watson est gardien déansitune
grande résidence de 100 appartements. Celle-ci est mumesgsteme anti-
intrusion (antivol) ultra-moderne, mais qui provoque quelfois de fausses
alarmes.

D’apres le constructeur du systéme, la probabilité d'unsga alarme, c’est-
a-dire que I'alarme se déclenche alors qu'il n’'y a pas dlsion, est de @2.
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Par ailleurs, les statistiques sur les trois dernieresesym@ntrent que :

Année| 1999 | 2000 | 2001
Nombre d’intrusions| 28 30 26

_ Non,"lbredlr}tr,usmns o5 08 23
qui ont déclenché I'alarme

On effectuera tous les calculs avec une précision @dei

n D’aprés ces données, et en interprétant les fréquencistigtegs comme
des probabilités, montrer que :

(@) La probabilité d’avoir une intrusion un jour quelconque ‘@@hée
estde 0077 (2 Q001 pres).

(b) La probabilité qu'ily ait une intrusion et que I'alarme seclidche
est de 0069 (a Q001 pres).

Quelle est la probabilité que I'alarme se déclenche saanaditty a eu
une intrusion ?

Représenter les résultats précédents sous forme d'arbdepn
Quelle est la probabilité que I'alarme se déclenche ?

P Une nuit Watson est réveillé en sursaut par I'alarme. |l attason ami
Sherlock pour connaitre la probabilité qu'’il s’agisse asumntrusion.

Quelle réponse donne Sherlock ?

H V4 oL . c Py
m Tickets de péage *k - 30min °p_ ge \
Lycée Virlogeux, Riom
Dans tout cet exercice, on donnera la valeur exacte de chegpustat.

Grace a un systéeme de détecteur, une borne de péage autmzig déli-
vrer des tickets a deux hauteurs différentes selon le vighiitecté afin que
le conducteur ne soit pas obligé de sortir pour le saisir :

« s'il s'agit d'une voiture, d’'une moto ou d’une camionnetéeeticket sort en
bas;

» g'il sagit d’'un camion, le ticket sort en haut.

La société d’autoroute a modélisé le fonctionnement dééeot du détecteur
de l'une de ces bornes :

e lorsqu’un camion passe, il n'est correctement détecté quex fois sur
trois;

* lorsqu’un autre type de véhicule passe, son conducteuoastaint d’en
sortir pour saisir son ticket en haut une fois sur quatre.

On estime qu’a cette borne de péage, 60 % des véhicules sooanfgons.

COURS
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On considére les événements suivants :

INTERROS

* C: «Le véhicule qui se présente est un camion »;
* H:«Leticket sorten haut»;
° B: «Leticket sorten bas ».

Notation: pour tout événemeri et tout événemenf de probabilité non
nulle, on notep(E) la probabilité de I'événemerit et pr (E) la probabilité
conditionnelle deE sachant.

Donner les probabilitésp(C), pz(H) et pe(B).
Construire un arbre probabiliste présentant la situation.
Calculer la probabilité que le ticket sorte en haut.

Montrer que la probabilité qu'un conducteur ne soit pasgegbtle sortir
de son véhicule pour saisir le ticket vay70

Trois véhicules se présentent I'un apres l'autre a cetteaédbde péage
défectueuse. On modélise cette situation comme un tirageramise.

Calculer la probabilité qu’au moins I'un des conducteuiis santraint
de descendre de son véhicule pour saisir son ticket.

m Arbre et recherche de loi * % {%5 min °p_°g;;‘9°' \
Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand
Un restaurant propose a sa carte deux types de dessert :
e un assortiment de macarons, choisi par 50 % des clients;;
* une part de tarte Tatin, choisie par 30 % des clients.

20 % des clients ne prennent pas de dessert et aucun cliergmdusieurs
desserts.

Le restaurateur a remarqué que :

e parmiles clients ayant pris un assortiment de macarons, B@&@¥%nent un
café;

« parmiles clients ayant pris une part de tarte Tatin, 60 %ompetun café;
e parmiles clients n'ayant pas pris de dessert, 90 % prenmeceafé.

On interroge au hasard un client de ce restaurant. On pddeprobabilité
associée a cette expérience aléatoire.

On note :

* M I'événement: « Le client prend un assortiment de macarons » ;

e T I'événement: « Le client prend une part de tarte Tatin »;

e P l'événement: « Le client ne prend pas de dessert »;

« Cl'événement: « Le client prend un café »@t'événement contraire.
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n En utilisant I'énoncé, préciser la valeur @éT) et celle dept (C), pro-
babilité de I'événemer® sachant qué est réalisé.

ﬂ Recopier et compléter I'arbre ci-dessous :
C

0,8

M< B
0,5 C
C

T<
C
C

P <
C

a (a) Exprimer par une phrase ce que représente I'événeivientC,
puis calculep(M N C).
(b) Montrer quep(C) = 0,76.

n Quelle est la probabilité que le client prenne un assortirdermaca-
rons sachant qu'il prend un café@r{ donnera le résultat arrondi au
centiemg

B Un assortiment de macarons est vendg une part de tarte Tatin est
vendue % et un café est venduf .

Chaque client prend un plat (et un seul) au prix unique d€ 1&e
prend pas plus d’un dessert ni plus d’'un café.

(@) Quelles sont les six valeurs possibles pour la somme toégderd
sée par un client?

(b) Reproduire et compléter le tableau ci-dessous donnaritda foro-
babilité de la somme totale dépensée par un client :

Sommes 18 20 24

p(s) | 0,02 | 0.18

(c) Calculer I'espérance mathématique de cette loi et integpoe ré-
sultat.

o L
B2 Gain espére ok Cdamin © Soriee
Lycée Victor Duruy
Une revue professionnelle est proposée en deux versions édition pa-
pier et une édition électronique consultable via interflest possible de

s’abonner a une seule des deux éditions ou de s’abonnerittoléplapier et
a I'édition électronique.
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L'éditeur de la revue a chargé un centre d’appel de dématebg@ersonnes
figurant sur une liste de lecteurs potentiels.

On admet que lorsqu’un lecteur potentiel est contacté pagmployé du
centre d'appel, la probabilité qu’il s'abonne a I'éditioagier est égale a 0,2 ;
s'il s’labonne a I'édition papier, la probabilité qu’il s’abne aussi a I'édition
électronique est égale a 0,4 ; s’il ne s’abonne pas a |'édfiapier, la proba-
bilité qu’il s'abonne a I'édition électronique est égale, 4.0

Partie A

Une personne figurant sur la liste de lecteurs potentielscegtictée par un
employé du centre d’appel.

On note :

* Al'événement: « la personne s’abonne a I'édition papier »,

* Bl'événement: « la personne s’abonne a I'édition électromis,
« ATlévénement contraire da,

+ B l'événement contraire dB.

n (@) Traduire les données de I'exercice a I'aide d'un arbre pohdé

(b) Donner la probabilité d@ sachant et la probabilité d& sachant
A.
E (a) Calculer la probabilité que la personne contactée s’abariésli-
tion papier et a I'édition électronique.
(b) Justifier que la probabilité de I'événemdhest égale a 0,16.

a On suppose que la personne contactée s’est abonnée ohéliictro-
niqgue. Quelle est alors la probabilité qu’elle soit aussiratee a I'édi-
tion papier ?

Partie B

Pour chacune des personnes contactées, le centre d’appieide I'éditeur
de larevue:

e 2<€ silapersonne ne s’abonne a aucune des deux éditions;;

« 10<€ sila personne s’abonne uniquement a I'édition électramjqu

« 15<€ sila personne s’abonne uniquement a I'édition papier;

* 20<€ sila personne s’abonne aux deux éditions.

n Reproduire et compléter, sans donner de justification,dieda de la

page suivante donnant la loi de probabilité de la somme rpeude
centre d’appel pour une personne contactée.

Sommerecue (e€) | 2 | 10| 15| 20
Probabilité
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E Proposer, en expliguant votre démarche, une estimatiom derhme /\
que le centre d’appel recevra de I'éditeur s'il parvient ataoter 5 000
lecteurs potentiels.

E Loi binomiale Kk - 25min Qszozgisé‘
Lycée René Descartes, Cournon

Une chaine de production d’une usine fabrique des véterpentsnourris-
sons. Une étude statistique a montré que :

COURS

* 12 % des vétements fabriqués ont un défaut dans la couleur;

* parmi les vétements ayant un défaut dans la couleur, 20 %rodéfaut
dans la forme;

« parmiles vétements n'ayant pas de défaut dans la couleupr@sentent
un défaut dans la forme.
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On appelle :

e C l'événement : «le vétement présente un défaut dans la coulet
C I'’événement contraire;

* F I'événement : «le vétement présente un défaut dans la forete »
F I'événement contraire.

Un employé choisit un vétement au hasard, dans un lot de eétsnfabri-
qués et conformes a I'étude statistique ci-dessus.

CORRIGES

n Le directeur de l'usine affirme que 92 % des vétements fabsqe pré-
sentent aucun défaut.

Cette affirmation est-elle correcte ? Justifier.
E Les employés de l'usine sont autorisés a acheter des vétedearif
préférentiel.

L'un d’entre eux choisit au hasard cing vétements. Le nordergéte-
ments fabriqués est suffisamment grand pour considéreirighoix
comme indépendants.

Quelle est la probabilité, arrondie au centieme, qu’au ghusx de ces
vétements choisis présentent un défaut ?

:

m Loi binomiale *ok - 2omin © Comeé |
D’apres baccalauréat 2008
Le parc informatique d’'un lycée est composé de 200 ordimsigant :
» 30 sont considérés comme neufs;

* 90 sont considérés comme récents;
e les autres sont considérés comme anciens.
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Une étude statistique indique que :

* 59% des ordinateurs neufs sont défaillants;

* 10% des ordinateurs récents sont défaillants ;
* 20% des ordinateurs anciens sont défaillants.
On choisit au hasard un ordinateur de ce parc.
On note les événements suivants :

N : « Lordinateur est neuf »

R : « L'ordinateur est récent »

A : « Lordinateur est ancien »

D : « L'ordinateur est défaillant »
D I'événement contraire dB.

El Construire un arbre pondéré décrivant la situation.
E Calculer la probabilité que I'ordinateur choisi soit netifiéfaillant.

a Démontrer que la probabilité que I'ordinateur choisi s@faillant est
égale a 0,132 5.

n Déterminer la probabilité que I'ordinateur soit ancienteat qu'il est
défaillant. Donner le résultat sous forme décimale arr@adicentiéme.

B Pour équiper le centre de ressources de I'établissemeahasit au ha-
sard 3 ordinateurs dans le parc. On admet que le parc estsuffisnt
important pour qu’on puisse assimiler ces choix a des tgayeces-
sifs indépendants avec remise. Déterminer la probabilitéxactement
un des ordinateurs choisis soit défaillant. Donner le téassbus forme
décimale arrondie au centieme.

B3 Prise d'initiative T e
Lycée Sophie Germain, Paris

Une coopérative d'achat méne une enquéte aupres de seermrghetrleur
fait remplir un questionnaire a propos de leur équipeme@raartphone.

L'enquéte révele que 80% des adhérents possedent un SoratpHais
aussi que 15% de ceux qui n’en ont pas vont en acheter un damsg,
alors que 30 % de ceux qui sont déja équipé vont renouveleétpupement.

On choisit au hasard le questionnaire d’'un des adhérents.

El Construire un arbre de probabilités décrivant la situationdéfinissant
précisément les événements considéreés.

E Quelle est la probabilité de choisir le questionnaire d’dhéent déja
équipé et qui va renouveler son matériel ?
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E] Siaumoins 25 % des adhérents souhaitent acheter un Smaetpétte /\
année, la coopérative va mettre en place un service spéoiarchation
pour faciliter le choix de I'équipement. D’apres cette egtgyva-t-elle
le mettre en place ?

n Sachant que la personne va acheter un Smartphone dans|, ajuatie
est la probabilité que ce soit son premier équipement ?

COURS

E Sondage anonyme Kk - 20min ﬂ?;gg‘“’\
Lycée Jean Moulin, Saint-Amand-Montrond

\oici une technique pour permettre des réponses anonymes guestion.
On propose a chaque personne sondée de faire comme ci-slessou

* Lancez une piece de monnaie. Si elle tombe sur pile, répcadezjues-
tion : « Est-ce que vous fumez plus d’'un paquet de cigarettppa? ».

« Si elle tombe sur face, relancez la piéce une deuxieéme fioiépendez a
la question : « Etes-vous tombé sur pile au deuxieme lancer ? »

Chacune des personnes sondées répond en cochant la casdsotase non
au bas de la fiche explicative. On ne sait donc pas a quelldiguedie a

répondu oui, ou non. Il y a donc plus de chance que les persagpendent
honnétement.
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n Modéliser la situation par un arbre en notahé proportion (inconnue)
de gros fumeurs parmi les personnes interrogées.

E Sur un grand nombre de personnes, on a obtenu 45 % de oui. A@omb
peut-on estimer la proportion de personnes fumant plus paguet de
cigarettes par jour ?

a Inversement, quelle devrait étre la proportion de oui parlq propor-
tion de gros fumeurs (plus d’un paquet par jour) soit infémgea 10 % ?

CORRIGES

:

m Probabilités et suites Fokk - Smin °p_°;g;‘9é\
Lycée Blaise Pascal, Clermont Ferrand

Pierre et Jean-Philippe jouent souvent au ping-pong ensemitblorsqu’ils
jouent, ils font de nombreuses parties d'affilée. Lors deédarpere partie, ils
ont autant de chance de gagner I'un que l'autre.

lls ont remarqué que, si Pierre gagne une partie, la pratsagil’il gagne la
suivante est &, alors que s'il perd une partie, la probabilité qu’il petde
suivante est (.

On noteG,, I'événement « Pierre gagnetaieme partie ».

El (a) Donner les valeurs dp(Gy) et dep(Ga).
(b) Calculerp(Gy) et p(Gy).
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ﬂ (un) et(vn) sont les deux suites définies $\it par :

(@)
(b)

©
(d)
H @
(b)

Un = p(Gn) et vn = p(Gn).
Construire un arbre pondéré pounkd&me et lan+1)-ieme partie.
En déduire que :
Un+l = 076un + 073vn7
Un+1 = O,4Un + 0,7'Un.
Montrer que la suitéu, + vp) est constante. Donner la valeur de
Up + vn pour toutn.

Démontrer que la suitedu, — 3vy) est géométrique.
Exprimer 41, — 3v, en fonction den.

En utilisant les résultats des questions 2.c et 2.d, expumet vy
en fonction den.

Si les deux amis font un trés grand nombre de parties, quilage p
de chances de gagner la derniére ?
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Aol

Bl acn Propriétés des probabilités ¥

) Réponsda]:
p(B) = p(AN B) + p(AN B) = p(A)pa(B) + p(A)pa(B)
—0,3x0,4+(1—0,3) x 0,2=0,26.

A ATTENTION

Il ne faut pas confondr@(A N B) avecpa(B), la réponse[b] est
donc fausse.

COURS

.

E Réponsédc] : si AetB sonttels quep(AN B) = p(A) x p(B), alors
P(AU B) = p(A) + p(B) — p(AN B)
= p(A) + p(B) — p(A) x p(B),
dou:
0,8=0,6+ p(B) — 0,6 x p(B)
<= 0,4x p(B)=0,2 < p(B)=0,5.

INTERROS

Donc

s

P(ANB) _ p(A)p(B)
B) = = = p(B)=0,5
PA(B) o(A) o(A) p(B)

a Réponsgh] . En effet,p(AN B) = p(A) x pa(B). Commep(A) < 1,
cela montre quea(B) doit étre supérieur ou égal@ AN B). Il n'est
donc pas possible d'avoir les valeurs annoncées.

n Réponséc] : commeA et A forment une partition de I'univers, d’aprés
la formule des probabilités totales :

p(B) = p(ANB) + p(AN B) = 0,12+ 0,36 = 0,48.
p(ANB) 0,12
p(B) 048

)
LA
=
e
o
=]
o

Commepgp(A) = alorspg(A) = 0,25.

EY acn Daprés Bac Asie juin 2008 Myl

n Réponsdc] : 'ensemble des éléves des deux classes comportent 66
éléves.
On interroge un éléve au hasard, il y a donc équiprobabiégahoix
des éléves interrogés.
N’oubliez pas de justifier I'équiprobabilité, ici, par le trohasard ».
Soit E; I'événement « I'éléve choisi appartienta la TE 1 ».
nombre de cas favorables 34 17
Alors p(E1) = = —

nombre de cas possible§ 66 33
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E Réponséa] : Soit M I'événement « I'éleve choisi suit I'enseignement
spécialité Math » eE I'événement « I'éléve choisi suit I'enseignement
de spécialité Math ou appartientala TE 1 ».

L’événementE est la réunion des deux événemetet E; et donc

P(E) = p(M U E1) = p(M) + p(E1) — p(M N Ey).
Il'y a toujours équiprobabilité des choix des éléves ingés) d’ou

16 6 1
p(M)=&=§ et p(MmE1)=6—6=ﬂ-

17 3 22 2

P 8
On en déduit que p(E) = §+§— B33 3

a Réponsdc] : L'événement « I'éléve interrogé suit la spécialité Math
sachant qu'il appartient a la TE 1 » est I'événemehkt gachan€; » et
p(MNEy . . 1 33 3
M)=——=— dou M)=— x —=—.
pEl( ) p(El) pEl( ) 11 X 17 17

n Réponsdc] : L'événement « I'éléve interrogé appartient a la TE 1 sa-
chant gu'il suit la spécialité Math » est I'événemeriExsachantM » et
p(M N Ey) N 1 33 3
E1) = ——dou E)=—x—=-.
pm (E1) o(M) pm(E1) 118 "8

Remarque ne confondez pas la probabilité de I'événemelit sachant
E1 » qui est la probabilité qui se réalise dans l'univers; et la pro-
babilité de I'événement k; sachantM » qui est la probabilité qué;
se réalise dans I'univeid.

EJ v/r interprétation d’un arbre o

E} Faux:pa(D) =0,5.
El Faux:p(C) = p(A)pa(C) + p(A)pz(C) = 0,12+ 0,12= 0,24

El Vrai: p(B) = p(A)pa(B) + p(A)p z(B) = 0,08+ 0,06 = 0,14
pDNA) 0,4x0,5 02 10
p(D) ~ 04x05+06x0,7 062 31

Bl Faux:pp(A) =

n v/F Test de dépistage ‘ap;;;;.eé‘

L'énoncé nous indique que :
p(M) = 0,001 pm(T) =0,95 pg(T)=0,95
n Vrai : d'apres les données de I'énoncé,

P(T) = p(M)pm (T) + p( M) pyg (T)
— 0,001 % 0,95+ 0,999 x 0,05= 0,050 9




an Génétigue — v. 1.0 )
26 janvier 2016 — Chapitre 7 page 241 — #249

PROBABILITES CONDITIONNELLES « CHAP. 7

P(TAM) _ 0,001x 0,95

~ 0,018 7. (TN

Faux : M) = =
El priM)=—"5 0.0509
a Faux : appelong la proportion de malades dans la population.
(TNM) X x 0,95
pr(M) = 2 - »
p(T) X x 0,95+ (1 —x) x 0,05 -4
0,95« =
~ 0,90x + 0,05 “
Etudions le sens de variation de la fonctibndéfinie sur [0 1] par
0,95x
fX)= —F—F7—:
)= 5.0x+0,05 —
, 0,95(0,9x + 0,05) — 0,95x x 0,9
f'(x) = N
(0,9x 4 0,05)2 =
00475 =
~ (0,9x + 0,052 E
f’(x) est positive pour tout, donc la fonction est croissante. -
n Vrai : soit X le nombre de personnes malades parmi les quatre choi-

sies au hasard. Comme il y a indépendan€esuit la loi binomiale

B(4 ;0,050 9 (voir question 1).

L'événement contraire de celui dont on cherche la prolialsist I'éveé-

nement « aucune des quatre personnes n’a un test positifa pebba-
bilité est(1 — 0,050 9.

La probabilité cherchée est donc-1(1 — 0,050 9, et ce nombre est
bien compris entre,088 et 0189.

)
LA
=
=
e
=]
o

B Génétique | N |

Lycée Stanislas, Paris

Un tel énoncé se traduit bien a I'aide d’un tableau a deuxéestil est facile
de calculer les quelques effectifs qui ne sont pas donnésldmoncé :

Il'ya0,6 x 40 = 24 hommes aux yeux bleus, donc 5@4 = 26 femmes
aux yeux bleus.

Il restent donc 46- 24 = 16 hommes qui n’ont pas les yeux bleus et
60— 26 = 34 femmes qui n'ont pas les yeux bleus.

Homme | Femme| Total

Yeux bleus 24 26 50

Pas les Yeux bleus 16 34 50
Total 40 60 100

Comme toutes les personnes ont la méme probabilité d’étisiek, on est
en situation d’équiprobabilité.
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La probabilité est donc égale au nombre de personne dagsbévent choisi,
divisé par le nombre de personne de I'univers de référence.

40 2
n A : choisir un homme dans la population totalp(:A) = 100- 5
E B : choisir un homme aux yeux bleus dans la population totale :
(B) — 24 6
P =100~ 25
a C : choisir une femme aux yeux bleus parmi la population éotal
26 13
p(C) = 100~ 50°
n D : choisir une personne aux yeux bleus, parmi la populatsfemmes :
(D) = 26 13
P2 =50~ 30
B E : choisir une femme parmila population des personnes auwxlyleus :
(E) = 26 13
PE) =50~ 25°
no s E 5
K Arbre pondére Wial

Lycée Virlogeux, Riom
E} p(T) =07 (le 70% de I'énoncé!).
E pr(B) = 0,4 etp;(B) = 0,1 (la encore, c’est dans I'énonce).
Les autres probabilités sont obtenues en utilisant le fatlg somme
des probabilités des branches partant d’'un nceud est teiggate a 1.

04 B
T
0,7 _
0,6 B
0, B
03 _
T
09 3

B @ pTMnB)=p(T) x pr(B)=0,7x0,4=0,28.
(b) D’apres la formule des probabilités totales :
p(B) = p(T N B) + p(T N B)

=0,7%x04+0,3x0,1

= 0,28+ 0,03

=0,31L

pBNT) 028
p(B) 031

A pe(M= 0.90.
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Ed Vedaittes de judo by

Bac métropole, septembre 2011

25 5
1 JEY Ona.P(V):a)zl—z.
15 1
PVNB) 1 1 12 3 o
(c) Ona:Py(B)= —~ =2 =" x ==2, o
P\V) 122 4 5 5
(ou bien, d'apreés le tablea®, (B) = 5 §)

2 | @ METHODE

Quand un énoncé de probabilité contient les mots « au moims un
(ou « au moins une »), il faut penser a I'événement contraire.

INTERROS

Ici en particulier, il est plus simple de chercher d’aborgtababilité
de I'événement contraire, qui est : « aucune médaille n’ésffigie de

- 5\° 7\° -
Vécosse ». Sa probabilité et — ) = (1—2 , et la probabilité
gu’au moins une des médailles soit a I'effigie de VVécossearst d
7\° 1385 0
1-(-—=) =-—=—~0..8. o
12 1728 =
o
, . © Enoncé 8
n Pannes électroniques 0. 230 \
Lycée Voltaire, Paris

n On sait quep(F) + p(F) = 1 par la loi des contraires.

. . 9
On sait par ailleurs qup(F) = —. Donc :

10
= 9 1
F)=1- —=—=0,1

E On représente sous forme d’un arbre pondéré, les événearejas et
les probabilités données directement par I'énonceé.
On note quepe(T) = 1 car, si 'appareil est bon, il passe toujours le

test avec succes.
1

F
0,9 u
1
T T
0,1 F
10 F
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(@) Un appareil défectueus() passe le test avec succdg @vec une
probabilitéﬂ. On peut donc écrire :

1
pe(T) = [T
Utilisons maintenant les probabilités conditionnelles.
On cherchep(T N F) en fonction depe(T).
On va donc utiliser la formule des probabilités conditidies:
1

10x 11 110

P(TNF) = p(F) x pe(T) =
e~ ——

gle
=l

De la méme facon :

9
P(TNF)=p(F) x pr(T) = —.
— ——> 10

9 1
1

(b) RéaliserT s’obtient en réalisant ou biehN F ou bienT N F. On
utilise ici la formule des probabilités totales :
pM =pTNF)+pTNF)
9 1

10 110
_9x11+1

110
_ 100
~ 110
_ 10
1
(c) Ondemandgt (F) On utilise la définition d’'une probabilité condi-
tionnelle :

ol

PTNF) 15 9x11 99

pM) 1 10x10 100

Un appareil ayant passé le test avec succes a donc 99 % deeshanc
d’étre bon.

pr(F) =

n Arbre pondéré | S |
Lycée Galilée, Gennevilliers
On va noterA : « L'alarme s’est déclenchée » ket « Il y a eu intrusion ».
Il convient de remarquer que 2000 est une année bissextile.

n (a) Cette question renvoie aux liens entre statistiques etgimibtes,
et notamment & la loi des grands nombres (la fréquence d'én év
nement converge vers sa probabilité) qui autorise a iréegptes
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fréquences statistiques comme des probabilités. La fréwusta- /\
tistiquei des intrusions par jour se calcule par :

28430426
_ 28990 ho76
| = 53651366 20768

On en déduit que la probabilité d’une intrusion espde) = 0,077
41073 prés. Puis que(l) = 0,923 4 103 prés.
(b) D’apreés le tableau statistique, on peut également caltaif@moba-

bilité p(I N A) en tant que fréquence du nombre d'intrusions ayant
déclenché I'alarme :

COURS

.

25+ 28+ 23
INA)=—————~0,069
PO A = o 35+ 366~ 0003
E On demande la probabilité conditionnefe(A). L'énoncé ne nous la
donne pas directement, donc il faut utiliser la définitionrd probabi-
lité conditionnelle :

pi(A) =

INTERROS

P(AN1) _ 0,069
p(l) 0,077

~ 0,896.

a On peut maintenant représenter les données sous formeed:arb

0,077 0,923 (7¢)

LA

=)

— o

I I oc

o

O,SWM 0,02 0,98 o
A A A A

On demande(A) gu’on va calculer avec la loi des probabilités totales :
A=(1NnAUNNA
PAY= pUNA  +plinA)
N’
calculé précédemment
p(l N A) = p(i) x p;(A) ~ 0,923 x 0,02~ 0,018
p(A) ~ 0,069+ 0,018~ 0,087.

n Dans cette question, on sait que I'alarme s’est déclenéh@eemande
la probabilité qu’il s’agisse d’une intrusion sachant gia¢atme s’est
déclenchée, sopa(l). Par définition des probabilités conditionnelles :

p(l NA) 0,069

p(A) 0,087

Sherlock répondra gqu'il y a plus de 3 chances sur 4 qu'il y @itngru-
sion.

pa(l) = ~ 0,793
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m Tickets de péage \ ep.%ncé ‘

Lycée Virlogeux, Riom

1 | @ METHODE

L'énoncé ditdonnerles probabilités : il ne s’agit pas de les calculer,
elles sont dans I'énoncé ou s’en déduisent directement.

P(C)=06; ps(H)=025; ps(B)=0,75

2
2] ;5 H
C
0.6 1
5 B
1
o H
0,4 <
3
4

_ 2 1
E pH)=pHNC)+pHNC) = 0,6x §+o,4>< 7= 0,4+0,1=0,5.
n La probabilité cherchée est :
= 2
p(HNC)+ p(BNC) =0,6 x 3 +0,4§’1 =0,4+03=0,7.

H On cherche la probabilité de I'événement contraire : au@sobnduc-
teurs n’est contraint de descendre de son véhicule. Cettmpilité est
égale & 07°. Donc la probabilité cherchée est-10,7° = 0,657.

m Arbre et recherche de loi o

Lycée Blaise Pascal, Clermont-Ferrand
El p(™)=03;pr(C)=06.

0,5 > C
06 C
03 1 <

0,4

0,2 0,9
P <

0,1
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B (a) La personne prend un assortiment de macarons et un café. /\
p(MNC)=0,5x0,8=0,4.
(b) p(C)=pMNC)+p(TNC)+pPNC)
=0,5%x0,84+0,3x0,64+0,2x 0,9=0,76
p(iMNnC) 04
M = =
B pcv) o(C) 0.76

B (&) Un client peut dépenser B (plat seul), 2GE (plat et café), 2&£
(plat et macarons), 25 (plat et tarte Tatin), 2& (plat, macarons
et café) ou 2 (plat, tarte Tatin et café).

~ 0,53.

COURS

.

() | sommes | 18 20 24 25 26 27
ps) | 002 | 018 | 01 | 012 | 04 | 0,18

@ METHODE

Vérifier que la somme de probabilités inscrites dans le &able
est bien égale a 1.

A ATTENTION

Les lois de probabilités sont au programme de premiére, mais
cela fait néanmoins partie du programme du bac!

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o

() E=002x18+0,18x 20+ 0,1 x 24
+0,12x 25+ 0,4 x 26+ 0,18 x 27 = 24,62,

Cela signifie que, sur un grand nombre de clients, le res&wra
peut espérer gagner en moyenne 24&gsr client.

m Gain espéré S |
Lycée Victor Duruy
Partie A

E} (a) Larbreestle suivant:
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Les données en noir sur I'arbre sont celles données pama&no

Les données en rouge sont obtenues par le calcul, en utilsan
fait que la somme de la probabilité d’'un événement et de sén év
nement contraire est égale a 1.

(b) P(A)=1-P(A)=1-02=0,8.
Pa(B) =1- Pa(B) =1—-0,4=0,6.
Pa(B) =1—Pz(B)=1-0,1=0,9.
El (@ P(ANB)=P(A) x Pa(B) =0,2x 0,4=0,08.
(b) D’aprés la formule des probabilités totales,
P(B) = P(ANB) + P(ANB) = 0,08+ 0,8 x 0,1 = 0,16.
P(ANnB) 0,08

CORRIGES

Ps(A) = = =0,5.

B P P(B) 016

Partie B

n Somme regue (ef) 2 10 15 20
Probabilité 0,72 0,08 0,12 0,08

P(AnB) | P(ANB) | P(ANB) | P(ANB)

ﬂ L'espérance de cette loi de probabilité est :
0,72x 2+ 0,08 x 10+ 0,12 x 15+ 0,08 x 20= 5,64.

Cela signifie que sur un trés grand nombre d’appels, le ceetie es-
pérer gagner 5,6€ par appel. Donc pour 5 000 appels, le centre peut
estimer recevoir 5 00& 5,64 = 28 200<€.

E Loi binomiale \Qp_E%’;"é\
Lycée René Descartes, Cournon

n On peut résumer les données dans I'arbre ci-dessous :
F

0,2
C
0,12 _
0,8 F
0,08 F
088 . 5 <
0,92 -F

p(C N F) = 0,88 x 0,92 = 0,809 6. Donc I'affirmation est incorrecte.

ﬂ Au plus deux signifie 0, 1 ou 2. D’autre part, les choix sonéipehdants
d’aprés I'énoncé, donc on peut utiliser la loi binomiale.
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Soit X le nombre de vétements présentant un défaut parmi les 5 choi- /\
sis. X suit la loi B(5; 1 — 0,809 6 d’aprées ce qui précéde, donc la loi
B(5;0,1904. D'ou :

PX=0+pX=1+ p(X=2)
= 0,809 @ +5 x 0,190 4x 0,809 6" + 10 x 0,190 £ x 0,809 &
~ 0,95.

On peut aussi utiliser directement la calculatrié® X < k) ~ 0,95 en
tapant :

¢ sur CASIO : BinomialCD(2,5,0.1904)
e sur Tl : BinomFRep(5,0.1904,2)

COURS

.

a0 - Enoncé
B Loibinomiale | © |
D’aprés baccalauréat 2008
n L'arbre pondéré s’obtient a partir des données de I'énoncé :

0,05
/ D

N
< 0%5~D

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o

n P(NN D)= P(N) x Py(D) = 0,15 x 0,05= 0,007 5.

a D’apres la formule des probabilités total®D) = P(NND)+ P(RN
D) + P(AN D).
Dot P(D) = 0,007 5+ 0,45x 0,1+ 0,4 x 0,2 = 0,132 5.

P(AnD) 0,4x0,2

Po(A) = =

B Po» P(D) 0,1325

B On effectue une répétition de trois épreuves de Bernoudhtidues et

indépendantes de probabilité de succes (« étre défailjlahig2 5. On
obtient une loi binomiale de parameétres 3 et 0,132 5.

A la calculatrice, la probabilité d’obtenir un succés eg09, 1.

~ 0,603 8.
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E Prise d’initiative | N |
Lycée Sophie Germain, Paris
On note :

e Sl'événement: « I'adhérent a déja un Smartphone »,
* Al'événement: « I'adhérent va acheter un Smartphone dansée ».

On assimile les pourcentages aux probabilités d’obtesidifférents événe-
ments si I'on choisit un adhérent au hasard.

E} Daprés les données de I'énoncé :

0,3
* P(S) = 0,8 doncP(S) = 0,2; <
- Ps(A) = 0,3 etPg(A) = 0,15. 0_—~5 o~ x
015
0,2 S
Cela donne l'arbre ci-contre : _
0.85 A

On cherche P(SN A) = P(S) x Ps(A) =0,8 x 0,3=0,24.

Il faut calculerP(A).
D’apres la formule des probabilités totales :

P(A) = P(ANS) + P(AN§) = 0,24+ 0,2 x 0,15=0,27.

Cela signifie queP(A) > 0,25. La probabilité qu’'un adhérent achéte
un Smartphone dans I'année est donc supérieure a 25 %, |lérediop
peut donc mettre en place son service.

_P(ANS 003 1

3 i fautici calculer :Pa(S) = PA) 027"

Enoncé
m Sondage anonyme s |
Lycée Jean Moulin, Saint-Amand-Montrond

n O correspond a I'événement « la personne répond oui », Fecase-
ment P) a I'événement « la personne a obtenu face (respeeitgile)
au premier lancer ». Comme il y a autant de chances d’obtéaigpe
face, on obtient I'arbre suivant :

0,5
o5 _~F <
0,5 N
< 75
1-r N
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El p©) =0,45.0r,p©) = p(FNO) + p(PNO) = 0,5 x 0,5+ 0,5r. /\
On adonc M5 — 0,25= 0,5r, d'ou 0,5r = 0,2 etr = 0,4. Il y a donc
environ 40 % de gros fumeurs.

a p(O) est maintenant inconnue. On chergh@®) telle que :
p(O) = 0,25+ 0,5x 0,1 =0,3.
Il faudrait obtenir 30 % de oui pour avoir 10 % de gros fumeurs.

COURS

m Probabilités et suites s |
Lycée Blaise Pascal, Clermont Ferrand
E} @ p(Gy =05etp(Gy) =0,5.
(b) P(G2) = P(G1) pa,(G2) + P(G1) pg, (G2)
=0,5%x 0,64 0,5x 0,3=0,45.
P(G2) = p(G1) pe, (G2) + P(G1) pg, (G2)
=0,5%x0,440,5x0,7=0,55.

.

INTERROS

Remarque on vérifie quep(Gz) + p(Gy) = 1.
E (a) 0’6 Gn+1

e
S " od
o

)
LA
=
e
o
=]
o

G

G

ntl

(0) unt1 = p(Gn+1) = 0,6un + 0,3vn,
vny1 = P(Gny1) = 0,4un + 0,7vp.
(c) Pourtoutn deN*,
Un+1 + vn+1 = 0,6un + 0,3vn + 0,4up + 0,7vn = Up + vp.

Donc la suite(un + v,) est constante. On sait que + vy = 1,
donc pour touh deN*, uy + vy = 1.

Remarque ceci est logique : a chaque étape, il N’y a que deux
événements incompatibles : Pierre gagne ou perd ! Donc langom
des probabilités de ces événements doit étre égale a 1.

(d) 4Un+1 — 3Un+1 = 4(0,6Un aF 0,3Un) — 3(0,4Un aF O,?Un)
=1,2un — 0,9vy = 0,3(4un — 3vp).

Donc la suite(4u, — 3vp) est géométrique de raison3) Son pre-
mier terme estd; — 3v; = 0,5. Donc 41, — 3v, = 0,5 x 0,31,
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(V¢ ]
A
9
[
g .
(<] El (@ Onalesystéme:
Up+vp =1,
4u;, — 3vy = 0,05 x 0,3"1
vp =1 — Up,
<~
4u, — 3(1—up) = 0,05 x 0,371
vp =1— Up,
—
7u, = 3+ 0,05 % 0,3"1
3 0,05 1
Un — ? + 7 X 0,3 il
4 0,05
Un=1—Un=?— ,7 X0,3n_1

(b) Comme 0< 0,3 < 1, on sait qu% IJirm 0,031 =0, donc
— 400

. 3 . 4
im uy== et Ilim vy=<
n—-+00 7 n—-+o0 7

Par conséquent au boutd’'un grand nombre de parties, JegpPh
a plus de chances de gagner que Pierre.
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Chapitre

¥ Lois a densite

1. Généralités sur les lois continues
2. Loi uniforme

3. Loi normale centrée réduite

4. Loi normale A/ (5 0'2)

Exercice type 1 Lycée Montesquieu, Bordeaux

E} Trouverk pour que la fonction définie pafr(x) = kx* soit une densité
de probabilité sur [0 1].

E X est une variable aléatoire de denditéur [0; 1].
(a) CalculerP(0,2 < X < 0,3).

(b) Quelle est la probabilité qué soit supérieure a,6 sachant qu
estinférieure a ¥ ?

Voir corrigé page 255

ED Généralités sur les lois continues

€2 Variable aléatoire continue

Définition 1
Une variable aléatoire continue est une fonction qui, a chaspue d'une expé-
rience, associe un nombre réel d'un intervalléRdg@ui peut étreR entier).

€2 Loi de probabilité a densité

X est une variable aléatoire continue définie sur un intexyalj b].
La loi de probabilité a densite associée X vérifie :

e P(X = xp) = 0 pour toutxg de[a,b].

« Il existe une fonctionf continue et positive telle que :

b
f f(x)dx =1
a

d
Pc< X <d) =/ f(x)dx pourtousc, d dans p;b] (c <d)
C
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Remarque puisqueP (X = xg) = 0, cela ne change rien de mettre des inégalités
strictes ou larges dard(c < X < d).

On en déduit donc quB(c < X < d) est I'aire sous la courbe représentative de
f entre les droites d’équation= c etx = d.

Ona: A=Pc<X=<d)=Pc<X<d)=PX<d) —P(X<o.
Si X est définie sur un intervalle de la formee;[+oo[ ,
PX>c=1-P@a<X<g

puisqueP (X € [a; +oo[) = 1.

P(a<X<yc) PX>c)
Ona: P@A<X<c+PX>c=1
Définition 2

L'espérance d’'une variable aléatoire de densitgur un intervalled ; b] est le
nombre réeE(X) tel que :

b
E(X):/ tf(t) dt.
a
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@ Solution de Uexercice type 1 Lycée Montesquieu, Bordeaux

n f est une densité de probabilité sur; [0, si et seulement si elle est
positive et si :

1 X51 k
/ f(x)dx=1<=>[k—] =1 —=1 <= k=5

On constate qué est bien positive suyi0; 1]. On a doncf (x) = 5x*.

0,3
Fl @ P0O2<X<03) =/

0,2
(b) 1l s’agit d’'une probabilité conditionnelle, on procede aompour
les probabilités discrétes.

P((X <0,7N(X > 0,5)
P(X <0,7)

07 0
5X™ dx 57
/0,5 [x ]0,5 ~0,13682

= o7 T 7197 016807
/ 5x* dx [XS]
0

0
Voir énoncé page 253 4

5x4dx = [x5]zz — 0,002 11.

Px<0,7(X > 0,5) =

INTERROS

~ 0,814

(

€3 Loi uniforme

CORRIGES

Définition 3
Soita etb deux réels tels qua < b. On dit que la variable aléatoité suit la

loi uniforme sur l'intervalle & ; b] si sa densité de probabilité est une fonction
f constante surd; b].

(

Propriété 1
Soit f une densité de probabilité d’'une variable aléatdirsuivant la loi uni-
forme sur g ; b], alors, pour tout réek de [a; b] :

1 X—a
f(X):m, P(XSX)Z b_a'

En utilisant cette formule pour la loi uniforme on obtient :

Propriété 2

L'espérance d'une variable aléatoire suivant la loi umifersur un intervalle

[a; bl estE(X) = %b.
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£ Loi normale centrée réduite
EX) Définition
Définition 4

Une variable aléatoirX suit la loi normale centrée réduite not&&0; 1) si
et seulement si sa densité de probabilité est la fonctia€finie surR par :

1 2 , . . .
f(x) = —— e7 , dont la courbe représentative, dite « en cloche », est donné
N 21

ci-dessous :

05T

0
3 0-25 -2 -15 -1 05 oo5 1 15 2 25 3

E®) Propriétés

X est une variable aléatoire suivaxi0; 1).

e f est continue suR (composée de fonctions continues).

e D’aprés la définition d’'une loi de densité de probabilitéuptous nombres
b

réelsa eth, aveca < b, P(a < X < b) = / f (x) dx. Cependant, on ne
a
connait pas de primitive de cette fonction.

e D’aprés les propriétés des lois de densitéétant définie suiR, I'aire totale
sous la courbe représentative fiest égale a 1. Elle représeiéX € R).

e Lacourbe représentative deest symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
Cela entraine que :

* P(X €[0;+4o0[) = P(X €]—00;0]) =0,5.
* P(X <—u)=P(X >u.
e PX<—-u=1-P(X <u.
e Pour touftc positif, P(—c < X <¢)=1—-2P(X < —¢) =1—-2P(X > ¢).

EX) valeur particuliere

Il faut se souvenir que X suit la loi normale centrée réduite,
P(X €[-1,96; 1,96]) ~ 0,95.
On verra dans le chapitre suivant I'importance de cettewale
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E®) Espérance et variance

Si X suit V'(0; 1), E(X) =0 etV(X) = 1.
La valeur deE(X) pourrait se trouver en utilisant la définition générale égpé-
rance donnée au paragraphe 2.

Remarque par analogie avec les variables aléatoires discretes,
2
V(X) = E(X?) - [E(X)]",
mais cette formule n’est pas au programme.

EX) Théoreme de Moivre-Laplace : lien avec la loi binomiale

Théoreme 1 (admis)

Pour tout nombre entier natunel on noteX, une variable aléatoire qui suit la
loi binomialeB(n; p).

Xn—n , . o s
Zn = _An NP est appelée variable normale centrée réduite associge a

v/np(l - p)

b
Pour tous nombresetb tels quea < b, P(a < Z, < b) tend vers/ f(x)dx
a

INTERROS

(

lorsquen tend verstoo, f étant la fonction définie ci-dessus.

CORRIGES

3 Loinormale A/ (u; 0°%)
Lycée Camille Jullian, Bordeaux

Les tests de QI sont congus de fagcon a ce que, pour une popuiEinnée,
le QI moyen soit 100 et I'écart-type 15. Les résultats au Qi slistribués
suivant une loi normale.

n Quel est le pourcentage de la population ayant un QI en-dsskn60 ?

(

ﬂ Quel est le pourcentage de la population ayant un QI entré DE?

Il a été décidé dans un certain pays de donner des cours dersauk
10 % d’éleves ayant les QI les moins élevés.
Quel QI maximal faudra-t-il avoir pour bénéficier de ces sdur

Voir corrigé page 259
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X Définition

Définition 5

. L X = . .
variable aléatoire—- suit Ia loi normaleN'(0; 1).
o

€2 Propriété

Propriété 3

Si X suitA' (i ; 02), alorsE(X) = p etV (X) = o2.

€% valeurs a connaitre
X est une variable aléatoire qui suit la J8i(x ; 02). Alors :

* Plu—0o <X=<u+o0)~0,68;
e P(u—20 < X<u+20)~095;
* P(u—30 <X <pu+30)~~0,997.

€™ Remarques

Dire qu'une variable aléatoir¥ suit une loi normale\/(u ; 02) signifie que la

< On peut toujours si nécessaire (voir par exemple exercifed vamener a la

loi V'(0; 1) en utilisant la définition.

e P(u—30 < X < u+ 30) =~ 0,997 signifie que la probabilité d’obtenir une
valeur de X en dehors de l'intervallg — 30 ; 1 + 30] est quasiment nulle.

< La fonction densité de toute loi normale est représentéeiparcourbe « en
cloche ». Le sommet est d’autant plus haut quest petit, et la « cloche »
d’'autant plus élargie que est grand. Ici sont représentées les lois normales

d’écart-type 2 (la plus plate), 1 et 0,2.
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Du fait de la symétrie de la courbe par rapport a la droite ubdignx = u, on

a: pour toutt positif, P(u —c < X < u+¢)=1—2P(X > u + ©).

Pour calculer a la calculatricB(X < a), on peut utiliser I'approximation

P(—10°° < X < a); de méme, pouP(X > a), on peut utiliser I'approxi-
mationP(a < X < 10%9).

@ Solution de Uexercice type 2

Lycée Camille Jullian, Bordeaux

n Ceci revient a cherchd?(X < 60), X étant une variable aléatoire sui-
vant\/(100; 15%). A la calculatrice, on obtien? (X < 60) ~ 0,003 8,
donc environ 0,38 % de la population a un QI inférieur a 60.

n P(95 < X < 115 ~ 0,472, donc environ 47,2 % de la population a un
QI compris entre 95 et 115.

H Il faut résoudreP(X < a) = 0,1. A la calculatrice, on obtient qu'il
faudra avoir un Ql inférieur a 81 (en arrondissant a I'unité)

@ METHODE

Il est indispensable de connaitre comment utiliser sa tztaze pour
calculer les probabilités associées a la loi normale.

3 utitisation de la calculatrice

ConsidéronsX une variable aléatoire suivant la loi norm&l’e(u ; 02).

Voir énoncé page 257

CASIO TI
oPTN) sTAT| puis| DIST], Menul DISTRIB

Syntaxe NORM |, | Normcdjou | (21 var), puig NormFrey]
InvNormCD ou FracNormaI¢
Pc< X <d) NormCD(,d,o,u) NormFRep¢,d,u,0)
On cherche tel
queP(X < a) InvNormCD@,o,1t) FracNormaled,u,o)

[ INTERROS

CORRIGES

:
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n acm Lois a densité  15min °p_°‘z’;§"é

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaest ex

n La fonction définie parf (x) = 3x? est une fonction de densité de pro-
babilité sur :

[a][0: 3] [b] [0: 1]

[c] aucun de ces deux intervalles

-3 . .
est une fonction de densité de

E] La fonction définie parf (x) =
probabilité sur :

5
[0 4 05|
[c] aucun de ces deux intervalles

B Si une fonctionf est une loi de densité de probabilité sur un intervalle I,
alors :
[a] pour toutx del, f(x) >0 [b] f est décroissante suir
[c] f estcroissante sur
b
B sion saitquef f(x)dx = 1, alors :

a

[a] pour tousc etd tels quea < ¢ < d < b, ona/ fx)dx <1

[b] f estune fonction de densité de probabilité surlj]
[c] on ne peut rien déduire

Eacn Loi uniforme - 20min °p_°z°Z§i’é\

Pour chacune des questions de ce QCM, une seule réponsaetst. ex

n La loi uniforme entre-1 et 1 a pour densité de probabilité :

1
[@] f00 = -3 [B] f(x) =0 € fox) ==
E X suit la loi uniforme sur [Q 4]. Alors Px-2(X < 3) =
1 3 1
alz Bz =¥

B On choisit de fagon aléatoire un point sur un segméB][de lon-
gueur 8. estle milieu de AB] et J est le milieu de Al]. La probabilité
queM soit plus prés d& que deA sachant qu'il est plus prés deque
deBest:

3 1 1
@Z @5 @Z
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n X suit la loi uniforme sur£2; 2]. Alors : /\
[a] Px=1(X < 3) = Px<1(X > =2)
[b] Px<1(X > —=2) > Px<1(X < 2)
[€] Px>—2(X <2) > Px>—2(X < 3)

COURS

B acM Loi normale centrée réduite 15 min‘ °p_°g;gi9é ‘

Pour toutes les questionX, est une variable aléatoire qui suit la loi normale
centrée réduite.

El P(X <15 estégalea 10 présa:

[a] -1 [b] 0,77 [c] 0,93 =
Fl Lavaleuratelle queP(X < a) = 0,90 est, & 10? prés : E
[a] —1,28 [b] 0,87 [c] aucun des deux =
ﬂ La valeur arrondie au centieme Heelle queP (X > b) = 0,8 est : =
[a] —0,84 [b] 0,84 [c] aucun des deux
n La valeur arrondie au centiéeme déel queP(—c < X <¢) =0,9 est:
[a] —1,5 [b] 1,96 [c] 1,64 )
S
. - oc
n aem Loi normale A/ (u; o)  20min °p_°§£5"’°\ §
X est une variable aléatoire suivant la loi normale d'espgrdnet d'écart-
type 2. Alors : " \/
E} Aucentiéme présP (X < 2) est égale & :
[a] 1 [b] 0,1 [c] 0,07
ﬂ Au centieme presRP(—1 < X < 2) est égale a:
[@] 0 [b] 0,16 [€] 0,07
a Le nombrea tel queP(X < a) = 0,8 est :
[a] 6,68 [b] 0,02 [c] aucun des deux
] Le nombrebtel queP(X > b) = 0,7 est:
[a] 6,05 [b] 3,95 [c] 0,84
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Généralités sur les lois a densité

@ Corrigé

B} Loi définie par un graphe *  lomin &5
Lycée Camille Jullian, Bordeaux

f est la fonction définie sur I'intervalle [(] par la courbe ci-dessous, com-
posée de segments de droites.

0]

n Vérifier que f peut étre une fonction de densité de probabilité suB]0

n X est une variable aléatoire prenant ses valeurs dar® [fui a f pour
densité de probabilité. Calcul&x(0,5 < X < 2) et Px-1(X < 2).

n Avec la fonction densité K% - 1omin Qp_c%;ise'

Lycée Virlogeux, Riom

. . o 2 X
On consideére la fonctio définie suf0; +oo[ par f (x) = 1—(;(0e‘(ﬁ)2. On
admet quef est une fonction de densité de probabilité Kltr+oo[. Soit X
une variable aléatoire de densité

E} Déterminer la probabilit® (-5 < X < 10).
E] Déterminer le rée tel queP(X >t) = 0,8.

Loi uniforme
- " _‘I . c s
u Loi uniforme * “tomin © e
Lycée Francois Mauriac, Bordeaux
X est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur Birvialle [0; 2]

n Quelle est la probabilité que soit comprise entre,33 et Q57 ?

n Quelle est la probabilité que son chiffre des centiemesisdit
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u Modélisation d’une situation s  10min pr;;ﬁigé‘ .
Lycée Saint-Genes, Bordeaux

Tous les soirs, Hervé joue au scrabble avec son peére entre308&h20 h.
Charline a décidé d’aller le voir a un moment quelconquesestn retour du
lycée (17h 30) et 19h 30.

COURS

n Quelle est la probabilité qu’elle interrompe la partie debble ?

E Sachant qu’elle arrive aprés le début du jeu, quelle estdaalilité
gu’elle arrive avant que la moitié du temps consacré au jenisécoulé ?

n Modélisation par une loi Fx - 15min °p_°;7r5ise"
Lycée Montesquieu, Bordeaux

Que pensez-vous de l'affirmation suivante ?
Sion choisit au hasard un nombre dans I'intervalleZ) il est plus probable
d’avoir son carré supérieur a 3 que sa moitié supérieure.a 0,9

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Justifier.
L] \&
Loi normale .
o=
S
m Production hors normes *  10min €>p_°;7r1r-se‘ o
Lycée Elie Faure, Lormont

(

Une entreprise qui produit du papier recyclé, a été crééaende 2000.

Une commande de bobines de papier de 2,20 m de large et pésauine
environ 500 kg est faite a cette entreprise. Le poids d'urigrigovarie en
fonction de nombreux facteurs.

Soit X la variable aléatoire qui, a toute bobine choisie au hasang dette
commande, associe son poids. On admetXjseit une loi normale de para-
métresu = 500 eto? = 4.

n Toute bobine dont le poids est inférieur & 496 kg est refusée.
Quelle est la probabilité qu’'une bobine choisie au hasand datte com-
mande soit refusée ? Donner une valeur arrondie du résul@at

E Lentreprise perd de I'argent pour toute bobine dont le padt supé-
rieur a 506 kg.

Quelle est la probabilité qu’une bobine choisie au hasand datte com-
mande fasse perdre de I'argent a I'entreprise ? Donner uaanarron-
die du résultat a 10",
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m Autonomie d’une batterie * E']Emin‘ °ng;{'“°
Lycée Victor Duruy, Paris
Une entreprise lance la production de batteries pour véds@lectriques.

Il est prévu que 'autonomie permise par ce type de batiesmss certaines
conditions de conduite, soit de 200 km.

Sur un parcours joignant une ville située a 160 km, on supgosd’'autono-
mie, exprimée en km, permise par ces batteries suit une toiae d’'espé-
ranceu = 200 et d’écart-type = 40.

n Quelle est la probabilité, arrondie au centiéme, de ne peisdte cette
ville?

E La probabilité de pouvoir faire I'aller-retour jusqu’a tetille sans re-
charge des batteries est-elle supérieure a 0,01 ? Justifierréponse.

ugug s . _‘I . c Py
m Probabilité maximale *  15min °p_ e \
Lycée Dumont d’Urville, Toulon
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée riédui

Déterminer par des considérations graphiques leTréel que la probabilité
P(T < X < T + 2) soit maximale.

E Evolution « normale » * ~ 15min ep_c;;;ige'

Lycée Francois Couperin, Fontainebleau

Un chercheur a étudié I'age moyen auquel les premiers moteachbulaire
apparaissent chez les jeunes enfants. Une étude effectpesal’un millier
de jeunes enfants montre que les premiers mots apparaissanbyenne, a
11,5 mois avec un écart-type de 3,2 mois.

La distribution des ages étant normale,

n évaluer la proportion d’enfants ayant acquis leurs presmeots avant
10 mois;

E évaluer la proportion d’enfants ayant acquis leurs presmieots apres
18 mois;

a évaluer la proportion d’enfants ayant acquis leurs presmieots entre
8 mois et 12 mois.

" & 1 . c s
B2 Loi normale ko ftsmin @S
Lycée Elie Faure, Lormont

On s’intéresse au temps de parcours d'une régate. Sur lelsraorpartici-
pants a cette course, la moyenne a été de 6 h 15 min et I'§gertde 75 min.
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On considére que le temps de parcours d’un participant aeitai normale /\

dont les parameétres sont donnés ci-dessus.

n On prend au hasard la fiche d’un participant et on regardessopg de
parcours.

(@) Quelle est la probabilité que ce temps de parcours ait ébéiénir
a5h30min?
(b) Quelle est la probabilité que le temps de parcours ait étérguyy
aloh?
E Il'y avait en fait 500 participants. A combien peut-on évaleenombre
de participants étant arrivés moins de 6 h aprés leur départ ?

a 10 % des participants a la course seront récompensés, selodurée
de parcours. Quelle est la durée maximale pour étre récasgen

COURS

E Un test comportemental VY mi,,‘ ep_cn;?rgigé ‘

Lycée Montesquieu, Bordeaux
Dans cet exercice, les probabilités obtenues seront ae®ad millieme.
Un test comportemental a été étalonné auprés d’une popuidi 3 500 per-

sonnes. On sait que la moyenne au test est de 54,24 et que igmest de

6,82.

On appelleX la variable aléatoire qui, a un individu tiré au hasard, eigssa

moyenne au test. On sait en outre qusuit une loi normale.

n Quelle est la proportion d’individus qui ont une note supére a 62 ?
Quel est leur nombre ?

E Quelle est la proportion d’individus qui ont une note coraprentre 45
et 70 ? Quel est leur nombre ?

a Quelle est la valeur de la variable correspondant au prequgatile Q1)
de la série des moyennes de cette population ?
Méme question pour le troisieme quartil@s).

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

:

m Trouver une moyenne * % 5:?0 min Opfzo;;isé ‘
Lycée Stanislas, Nice

Une machine remplit des sachets de farine de type 55. On aplredd masse
des sachets suit une loi d’espérapceéglable, et d’écart-type 0,05 (en kg).

n A combien doit-on régler la valeur de pour que 95% des sachets
contiennent une masse de farine supérieure ou égale a nalmeée
de 1kg?

E Une amélioration de la machine permet de réduire I'écaue-tle moitié.

A combien faut-il régler alorg pour que 95 % des sachets contiennent
une masse de farine supérieure ou égale a celle annoncég@e 1k
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m Trouver moyenne et écart-type * kK {::mmin\Qng;?ﬂé‘

Lycée Tivoli, Bordeaux
X est une variable aléatoire suivant IaM(u ; 02).
On sait queP (X < 1) = 0,3 etqueP(X < 4) =0,9.

L X
El Quelle est la loi suivie paZ =

F1 En déduire un systéme d’équations vérifié pagto.
E] Donner les valeurs arrondies au milliémeydeto.

m Durée de jeu dokk damin @ Sioe
Lycée Montesquieu, Bordeaux
Tous les jours, Guy joue a un jeu en ligne sur un site, aves amis.
n Paul se connecte sur le site. La dui@gen seconde) qu’il faut pour
réunir les quatre joueurs est une variable aléatoire qtiusig loi uni-
forme sur l'intervallg20; 120].

(a) Déterminer la probabilité que les quatre joueurs soiemistau
bout de 60 secondes.

(b) Calculer I'espérance mathématiquelelnterpréter ce résultat.
E L'équipe est maintenant réunie et la partie peut commeheaeaturéel

(en minutes) d’'une partie est une variable aléatoire quisioi normale

N (120; 400.

(@) Donner I'espérance et I'écart-type de la variable aléatdir

(b) Montrer I'équivalence :

J—120
90<J <180 < —-15«< 20 < 3.
- . . J—-120
(c) On définit la variable aléatoir¥ par X = 5

Déterminer la loi suivie par la variable aléatoiXe

(d) Déterminer la probabilité que la partie dure entre 90 et 1Bitas,
a 0,001 pres.

(e) Dans cette question, toute trace de recherche, méme inétenpl
ou d'initiative, méme non fructueuse, sera prise en comptesd
I'évaluation.

On donne un extrait de la table de probabilité de la loi noemal
centrée réduite.

P(X <05 | PX<1 | PX<15| PX<2 | PX<25]| PX<3)
0,691 0,841 0,933 0,977 0,994 0,999

Expliquer comment retrouver le résultat de la question 2@ide
de cette table, sans utiliser la calculatrice.
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n acm Lois a densité \ ap_z%? " \ T~

1 1
E] Réponséh] . On a/ 3x%dx = [xs]o = 1. De plus, la fonctiorf est
0

positive sur [Q 1]. Elle est donc une fonction densité de probabilité sur
cet intervalle.

COURS

4
E Réponségc] . Attention : si on calculef f (x)dx , on trouve bien 1.
0

Mais sur [0; 4], la fonction f n’est pas toujours positive, donc elle ne
peut étre une fonction de densité de probabifité) ne devient positive
que lorsquex est supérieur a,5. Sur I'autre intervalle, I'intégrale n’est
pas égale a 1, donc cela ne convient pas non plus.

.

Réponsda] . C'est la seule condition nécessaire.

Réponse@ On ne peut rien déduire : en effet on peut aussi avoir

INTERROS

/ f(x)dx = 1, et comme on n’a pas la condition de positivité, on

ne peut affirmer qué est une fonction densité de probabilité.

E acH Loi uniforme S
(7]
1 )
n Réponsédc] . En effet, il faut que| f(x)dx = 1 et quef soit une o=
=il o
fonction constante. 8
; P((X >2)N(X < 3))
El Réponséc]. Px-2(X < 3) = PX> 2
3-2

_P2<X<3 4
O PX>2  4-2

4

a Réponséda] . On munit la droitel AB) d’un repere d’origineA tel que
I'abscisse deB soit 8 . L'abscisse dé est 4 et 'abscisse dé est 2.
Le choix aléatoire deéM sur [AB] correspond au choix aléatoire d’'un
nombre dans l'intervalle [08]. Si on appelleX la variable aléatoire
donnant I'abscisse d&l, X suit la loi uniforme sur [Q 8].

1
>

4-1
Pl<X<4 ~g 3
On cherche Px_4(X > 1) = _ .
n cherche Px_4(X > 1) PIX <4 2 i
8
2—-1
, Pl<X<?3 4
Réponsga] . Px-1(X < 3) = = =1
B Rep x-1X <3 = "7 —1
4
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Mais en fait, en observant soigneusement cette probabitéition-
nelle, méme sans la calculer, on sait qu’elle est égale & &j éa> 1,

X est toujours compris entre 1 et 3, et méme entre 1 et 2.

De méme, sKX est inférieur a 1, la probabilité quésoit supérieur a-2

est également 1 compte tenu giest définie surf2; 2].

On adoncPx-1(X > —2) = 1. Les deux probabilités sont donc égales.
Dans les propositiongh] et [c], les deux probabilités sont la aussi
égales a 1, les inégalités strictes sont donc fausses.

A ATTENTION

Il ne faut pas aller au-dela de I'intervalle ou la variablézbire est
définie, méme si 'énoncé présente un piege.

v
Al
9
_—
(- 1
(- 1
Q
L4

@ Enoncé
‘ p. 261 ‘

E acM Loi normale centrée réduite

Tout cet exercice se traite a la calculatrice, mais cersaiéponses peuvent
étre éliminées en sachant le cours.

n Réponse[c] . La réponse-1 est absurde, une probabilité est toujours
positive.

El Réponselc]. Laréponsea] ne peutétre labonne cB(X < 0) = 0,5,
doncP(X < —1,28) < 0,5.

a Réponse[a] . P(X > b) = 0,8, P(X < b) = 0,2, ce dont on a besoin
pour utiliser la calculatrice.
On sait que la valeur deest négative avec le méme raisonnement qu’au
2, donc on écarte la répongk] .

n Réponse[c] . On sait déja que est un nombre positif.

1-0,9

P(—c< X <0 =09 & P(X<-C)= = 0,05

carP(—c < X <c)=1-2P(X < —c) équivauta :
1-P(-c<X <0

P(X <—-0 = >

A la calculatrice on obtientc ~ —1,64, doncc ~ 1,64.

Y acn Loinormale A (i; 02) S

Tout cet exercice se traite a la calculatrice, mais cersaiéponses peuvent
étre éliminées en sachant le cours.

n Réponse([c] . Cette probabilité doit étre petite car 2 est égal a I'espé-
rance diminuée de, fois I'écart-type.




an Loi uniforme — v. 1.0 an
26 janvier 2016 — Chapitre 8 page 269 — #277

LOIS A DENSITE - CHAP. 8

E Réponse[c] . 0 est une réponse absurde, et cette probabilité doit par /\
contre étre assez petite car on est assez loin de I'espérance

a Réponse[a] . La réponse[h] est a écarter car le nombre cherché doit
étre supérieur a I'espérance.

3 Réponse[d] . P(X > b) = 0,7 <= P(X < b) = 0,3. La calcula-
trice donneb ~ 3,95.
La réponse[a] est a écarter cav est nécessairement plus petit que
I'espérance. Quant a la réponpg , elle correspond a :

0,68
2

COURS

PX>upu—o0)= + 0,5~ 0,84.

.

u Loi définie par un graphe | S |
Lycée Camille Jullian, Bordeaux

n L'aire sous la courbe est de 8 carreaux, soit une unité débapres le
repére choisi. De plus, la fonction densité est positivd@uB]. Donc
f peut étre une fonction densité de probabilité surdp

15+4 55 11
E P05 < X <2 = + = — = — (on compte le nombre de

INTERROS

carreaux et on divise par 8, puisgg'unelt?nité est égale ar8anax).
pesix <= X2 DX <2) 2
_PA<X<2 § 4 2 =
- PX>1) % 6 3 S
K Avec la fonction densité S|

Lycée Virlogeux, Riom

1] P(X<10)=/
0

100 10

%e—(%f dx — [_e—(%)z]o

1
:-e‘1+1=1—é’~80,632

PX>t)=1-PX <t)=1— =i ~(40)"
10
B Px>v (X<t /olooe X

X t
=1-[-e®] =@’
0 2
Alors, P(X > 1) = 0,8 «= e (1) = 0,8.
En prenant le logarithme des deux membres on obtient :

t 2
- (E) =1In0,8 & t2=—100InQ8.

Comme In08 < 0, cette équation a une solution dg@s +oof :

t=10,/—-In0,8~ 4,72
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¢

Ml

—

(- 1

. . E ¢
& B2 Loi uniforme Wial
= Lycée Francois Mauriac, Bordeaux
R i ., 057-0,33
n D’aprés le cours, cette probabilité est egak-:uazio =0,12.

E Le chiffre des centiemes sera 4 sur les intervalle@400,05[, [0,14; 0,15],
etc., [1L94; 1,95][.
Il'y a 20 tels intervalles, d’amplitude,01. Donc la probabilité que le

. . . ., 2Qx 0,01
chiffre des centiemes soit 4 est egaIeQaXZ— =0,1.

u Modélisation d’une situation | S |
Lycée Saint-Geneés, Bordeaux

n L'heure d’'arrivéeX de Charline suit la loi uniforme sur [15; 19,5[
puisque le texte dit qu’elle arrivera a un moment quelconque
Elle interrompra la partie de scrabble si elle arrive eneh130 et
19 h 30. Donc la probabilité qu’elle interrompe le jeu est :

195—- 185 . }
195-175 2
E] Oncherche icPx-1g5(X < 19,25).
P((X > 185)N (X < 19,25))

Px-185(X < 19,25) =

P(X > 185)
0.75
_ P(185 < X < 19,25 _2 _g7s
P(X > 18)5) %
AT . . E ¢
n Modélisation par une loi S|
Lycée Montesquieu, Bordeaux
Soit X le nombre choisiX suit la loi uniforme sur [Q 2].
P(X2>3)=P (X € [«/1_-3; 2]) donc:
2-J3 2-.3
(X*=3) =55 2 ’
2718 _ 410

P (; > 0,9) = P(X > 1,8), doncP (g > 0,9) =

Donc I'affirmation est vraie.
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m Production hors normes | © e |

Lycée Elie Faure, Lormont
E} Alacalculatrice on trouve P(X < 496) ~ 0,022 8.

A ATTENTION

On pourrait avoir remarqué que 496 — 20 et vouloir utiliser la
probabilité du coursP(u — 20 < X < u + 20) ~ 0,95.
On trouve alors :

Pu—20 < X<u+20)=1—-2P(X < u—20)

COURS

.

etdonc:
1-P(u—2 X 2
PX<wu—20)= (u o <X<ut2o)
2 S
1-0,95
~ 2722 0025 =
2 =
Ce résultat n'est pas en contradiction avec le précéders, mest =

pas assez précis puisque la valeur 0,95 est une valeur &ggrac
centieme.

E A la calculatrice on trouve P(X > 506) ~ 0,001 3.

Comme dans la question précédente, on remarque que:-%06 3o et W
donc: 3
1-P(p—30 <X 30 =
P(X > ju+30) = (=30 <X<p+30) o
2 S

~ 1-0,997 ~ 0,003 ~ 0.0015

2
La encore, on n'obtient pas la précision demandée car lavajgpro-
chée connue n’est qu'a 18 pres.

EX] Autonomie d’une batterie |
Lycée Victor Duruy, Paris

n La voiture n’atteint pas la ville si la distance parcourue asnprise
entre 0 et 160 km, donc la probabilité de ne pas atteindre véle est
PO < X <160 ~ 0,16.

Remarque on obtient le méme résultat en calculdX < 160). En
effet, la probabilité de parcourir une distance négativg@estiquement
nulle avec ce modele car9 1 — 3o.

E P(X > 320) ~ 0,001 3. La probabilité de pouvoir faire I'aller-retour
est donc inférieure & 0,01.
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m Probabilité maximale =5

Lycée Dumont d’Urville, Toulon

CORRIGES

Pour que la probabilité de I'événemeaiit < X < T + 2) soit maximale, il
faut que I'aire sous la courbe de la fonction densité soitimabe.

Il semble que ce soit le cas polr= —1.

Comme la fonction densité admet son maximum en 0, qu’elleléstois-
sante suf0; +oo[ et que pour tout réet, f(—x) = f(x), alors pour tout
x < —1oux > 1,onaf(x) < f(1) et par conséquent, si onfa< —1 ou

T + 2 > 1, le graphique montre que l'aire sous la courbe n’est patus p
grande.

2a -1 0b 1 2

P(-1<X<1 P(a< X <b)avecbh=a+2

On constate que, dans tous les cas, si on cherche l'aireacositbe poua
etb décalés par rapport-al et 1, l'aire ajoutée (en bleu) est plus petite que
I'aire enlevée (en vert).

Si l'intervalle [a; b] est totalement disjoint de I'intervalle-1; 1], le maxi-
mum de la fonction sur l'intervall¢a; b] est inférieur a son minimum sur
[—1; 1], donc l'aire sera plus petite entaeetb.

E Evolution « normale » |

Lycée Francois Couperin, Fontainebleau

X est la variable aléatoire donnantI'age d’acquisition desrgers mots.
X suit la loi normaleN'(11,5; 3,22).

n P(0 < X < 10) ~ 0,319. La proportion est d’environ 32 %.
E P(X > 18) ~ 0,021. La proportion est d’environ 2 %.
a P8 < X < 12) ~ 0,425. La proportion est d’environ 43 %.
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B Loi normale Wiral
Lycée Elie Faure, Lormont

A ATTENTION

Il faut tout exprimer dans la méme unité (par exemple, endjeur
Alors, 6h15min=6,25h et 75min =1,25h.

COURS

E} (@ P(X <55 ~0,2743.
(b) P(X > 10) ~ 0,0013.

E P(X < 6) ~ 0,420 7. Donc on peut évaluer le nombre de participants
étant arrivés moins de 6 heures apres leur départ a 210.

E]l oncherchétel P(X < b) =0,1.
On ab ~ 4,648, soit environ 4 h 39 min.

.

INTERROS

E Un test comportemental | N |
Lycée Montesquieu, Bordeaux
E] Lamoyenne suit la loi normal&’(54,24; 6,82).

A la calculatrice on obtientP(X > 62) ~ 0,128.

Comme 3500« 0,128 = 448, il y a environ 448 sujets ayant une note
supérieure a 62.

P45 < X < 70) ~ 0,902. Le nombre d’individus est alors 3 157.

)
LA
=
e
o
=]
o

On cherche); tel queP (X < Q1) = 0,25. A la calculatrice on obtient :
Q1 ~ 49,64.

De mémeP (X < Q3z) = 0,75 pourQs ~ 58,84.

m Trouver une moyenne
Lycée Stanislas, Nice
n Soit X la masse d’un paquet de farine. On véX > 1) = 0,95.

© Enoncé
p. 265

. . . X — . .
Si X suit le l0i NV (u; 0,05%), Z = 5 0: suit la loi /(0 1).

X—pn 1—pn

0,05 05) S
1
0
1

07
_“) — 0,95

,05

m
= 0,05.

,05

P(X>1) =095 < P

Z
=0

(
e oz
(
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¢
A
=
(- 1
(- 1 1_
e On obtient alors a la calculatriceﬁ ~ —1,644 9.
1 _ K
= 0’5‘ = 16449 & 1— p~ —0,082243 > 1~ 1,082

n On reprend les calculs avec un écart-type égala®:

. . . X — . .
Si X suitla loi NV (u ; 0,025), Z = 5 OZM suit la loi A/ (0; 1).

5
P(X > 1) =0,95 P( 538 > 0’025) =0,95

07
— p(z>1H) o005
> =
0.025 ’

1—p
— P(z — 0,05,
( <0,025) /05

. . o b=
On obtient alors a la calculatrlce:—“ ~ —1,6449

1—p
0,025

—1,6449 <— 1— u~ —-0,0411213<— u~1041

Remarque on n’avait pas vraiment besoin de refaire tous les calduls,
suffisait d’observer le role joué par I'écart-type dans @dsuds.

m Trouver moyenne et écart-type =5
Lycée Tivoli, Bordeaux

E} ZsuitlaloiN(O; D).

— P

2| P(X<1)=0,3<=>P( < =03
o o
<=>P(Z<1_” —~03
o
X — 4—
P(X<4)=O,9<=>P( 2 “)zo,g
o o

4 —
z < —“) =09
o
La calculatrice permet d’obtenir le systeme suivant :

1-—n

~ —0,524 4
22
27K ~12816

On considérera par la suite pour faciliter les écrituresl gua égalité,
méme s'il faut garder a I'esprit qu’avec la loi normale, cavaille tou-
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jours avec des valeurs approchées. /\
1-n
—— =-05244 1—pu=—-0,52440
142 —
—M=12816 4—u=1,28160
7 7
n=140,52440 — o~ 1,661 g
3=1,8060 n~ 1871 8
4 L] E -
m Durée de jeu \°p_ |

.

Lycée Montesquieu, Bordeaux
n (@) On cherche la probabilité pour que la duf@esoit inférieure ou

égale a 60 secondes. &
60— 20 o=
P(D<60)=P20<D<<60)=-——=0,4. o
( ) ( ) 120- 20 -
_ 20+ 120 N =

(b) Par définition,E(D) = +T = 70. Cela signifie que, sur un

grand nombre de parties, la durée moyenne nécessaire polequ
quatre joueurs soient réunis est de 70 secondes.

ﬂ (@) CommelJ suit la loi normale de parameétres 120 et 400, cela signifie
que I'espérance dé est égale a 120 min et sa variance est égale a
400. La variance étant le carré de I'écart-type, on troueegeart-
type est égal a 20 min.

(b) En enlevant 120 puis en divisant par 20 on obtient successine:

J—120
90<J <180 < —-30<J—-120<60 < —-15< 20 < 3.

(c) Daprés le cours, dire qué suit la loi normale de parameétres
et o2 signifie queX suit la loi normale centrée réduite. Par consé-
quent, commel est de parameétres 120 et 400, alors la variable

)
LA
=
e
o
=]
o

o J—120 . . g
aléatoireX = suit la loi normale centrée réduite.

(d) A la calculatrice on trouve P(90 < J < 180) ~ 0,932.
(e) D’apréesles questions2.bet2.c:

P(90 < J < 180) = P(—1,5 < X < 3), ou X suit la loi normale
centrée réduite.

D’apres les propriétés de la courbe de la fonction densité t#
normale centrée réduite :

PX<-15=P(X>15=1-P(X <1,5).
Alors :
P(-1,5<X <3 =PX<3-PX<-15)
=PX<3) -1+P(X <15
~ 0,999— 1+ 0,933~ 0,932
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Chapitre

Intervalle de
fluctuation et

estimation

1. Intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
2. Estimation

Exercice type Lycée Elie Faure, Lormont

n (&) On jette 100 fois un dé cubique, on obtient 10 fois la face « 6 ».
Peut-on considérer que ce dé est équilibré ?

(b) La réponse serait-elle la méme si on obtient 100 fois la fage «
sur 1 000 lancers ?

E Sur un échantillon de 400 personnes, 73 ont vu un certainpspmici-
taire a la télévision.
(@) Au niveau de confiance de 95 %, dans quel intervalle se trauve |
pourcentage de ceux qui ont vu le spot dans la populatioleteta

(b) Combien faudrait-il interroger de personnes pour que ¢etvalle
ait une amplitude inférieure a 2% ?

Voir corrigé page 280

ED Intervalle de fluctuation asymptotique au seuil
de 95 %

Soit Xn une variable aléatoire suivant une loi binomigln; p) avec
1- 1—
p €10; 1[. L'intervalleln = | p — 1,96% P+ L%w

appelé un intervalle de fluctuation asymptotique au seldixi% de la variable

est

. , X
aléatoire fréquenck, = ?”




ILTESM — v. 1.0
26 janvier 2016 — Chapitre 9 page 278 — #286

Propriété 1
Lorsquen tend verstoo, la probabilité que~, prenne ses valeurs dahstend

vers Q95 (c’est ce qui explique le terme « asymptotique au seuilxd® 9 uti-
lisé ici).

Remarque le nombre 196 est celui qui apparait dans le chapitre 8Z €st une
variable aléatoire suivant la I8 (0; 1), alorsP(—1,96 < Z < 1,96) ~ 0,95.

La définition précédente parle de variable aléatoire ; eiteeedonc dans le do-
maine des probabilités.

L'utilisation en statistique est une conséquence de ladsigtands nombres et de
la propriété 1.

En statistique, on peut utiliser I'intervalle de fluctuatiasymptotique d’'une
proportionp au seuil de 95 % quand :

e on connait la proportiop dans la population totale ;
e la taille n de I'échantillon étudié est telle que > 30, np > 5 et
n(l-p) >5.

< on cherche a savoir si la fréequentebservée dans I'échantillon n’est pas
incompatible (au seuil de 95 %) avec la proportion conpue

Remarque lintervalle de fluctuation vu en seconde :

1 n 1
p = p /n
contient l'intervalle de fluctuation asymptotique :

[p—1967" PL=P . 106V PE—P) p)]
bl n b 9 n b

Vvn Vv

donc il n'y a pas contradiction entre les deux énoncés, aduseconde étant
seulement un énoncé simplifié.

E£3 Estimation

On utilise 'intervalle de fluctuation asymptotique quanmdannait une propor-
tion « théorique » dans une population et qu'on veut savaingchantillon peut
étre considéré comme issu de cette population.

Dans ce paragraphe, la proportion théoriguae la population est inconnue et on
cherche a l'estimer a partir d’'un échantillon.
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€X) Intervalle de confiance

Propriété 2

Soit X, une variable aléatoire qui suit la loi binomidkén ; p) avecp €]0; 1[
Xn
etk = —.
"T

1 1
Lintervalle | F, — —: F —— | contient, poun assez grand, la proportion
[ T ﬁ] P ¥ Prop
inconnuep avec une probabilité supérieure ou égale3b0
C’est un résultat probabiliste. En statistique, on ne paake de la variable aléa-

toire Fy, mais de la fréquencé observée, parfois appelée réalisationFiesur
un échantillon de la population.

INTERROS

Définition 2
p représente la proportion inconnue d’individus ayant unagee propriété
dans la population totale.
Soit f la fréquence observée de la propriété étudiée, dans un téidmade
taille n. On appelle intervalle de confiance de la proportion incermavec un

.

1 1
niveau de confiance, 95 l'intervalle| f — —; f + —|.
. [ N ﬁ]

Remarques

CORRIGES

On utilise I'intervalle de confiance de la proportiprau niveau de confiance de
95 9% quand :

e on observe une proportiohdans un échantillon de taille;

¢ la taille n de I'échantillon étudié est telle que > 30, np > 5 et
n(1— p) > 5 (dans la pratique les deux derniéres inégalités ne sevatridtées
qu’aprés coup puisque est inconnue) ;

e on cherche a déterminer un intervalle dans lequel se sitpmlaortion incon-
nue p dans la population totale, avec un niveau de confiance de 95 %.

:

Remarques

N . ' . . . 2
< A ce niveau de confiance, 'amplitude de I'intervalle de candie est—n. On
obtient donc un intervalle de confiance d’amplitude inférégeda dés quen est
- . 4
supérieur ou égal gz.

« Dans certaines disciplines, on utilise aussi, au niveawdé&ance 95 %, I'in-

tervalle[f - 1,96@; f+ 1,95@]'
vn NG
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@ Solution de Uexercice type Lycée Elie Faure, Lormont

L - .1
n (a) Pour un dé bien équilibré, on connait la proportma- &

De plus, les conditiona > 30,np > 5 etn(1 — p) > 5 sont
vérifiées. On peut donc utiliser 'intervalle de fluctuatiaun seuil

de 95 %.

/15 /15

= | 106V 0, ves

6 7 J100 ’ V100 |’

ce qui donne envirofD,093; 0,240].
Si on obtient 10 fois face sur 100 lancers, la fréquence &appn
du 6 est égale a,0. Cette fréquence appartient a I'intervalleil
n'y a donc pas de raison, au seuil de 95 %, de rejeter I'hyethe
que le dé est bien équilibré.

(b) Si I'échantillon est de taille 1 000, l'intervalle de fluctican de-
vient :

1
-+ 1,96
6 +

1 §%8 1 §% 8
J=|=--196 ;= + 1,96 ,
6 1000 6 4/1 000
soit environ[0,143; 0,190Q].
Cela signifie que si sur 1 000 lancers, on n'obtient que 10 % de
face « 6 », on peut, au seuil de 95 %, rejeter I'’hypotheése qdé le
est bien équilibré.

E Dans cette situation, la proportigndans la population est inconnue.
On va chercher un intervalle de confiance au niveau de coefidac
95 %.

(@) La proportion observée est = E, donc l'intervalle de
confiance au niveau de confiance de 95 % est :
73 1 73 1
[m " Vago 400 " Too] ’
c'est-a-dire enviroif0,132; 0,233].
On peut donc, au niveau de confiance de 95 %, dire que la pro-

portion p de ceux qui on vu le spot dans la population totale est
comprise entre 132 et 0233.

ax;
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Elie Faure, Lormont

. . ) 2
(b) L'amplitude de I'intervalle de confiance e%. Donc cette am-

plitude est inférieure a 2% dés que= < 0,02, c’est-a-dire

/n
2 2
n> (0,02) , ce qui donne& > 10 000.

Economiquement, un tel sondage peut codter trés cher ; dmeme ¢
chera que rarement & avoir une telle précision!

Voir énoncé page 277 4

® METHODE

Pour calculer les intervalles de fluctuation ou de confialadegrne inférieureF

INTERROS

de | ?intervalle est toujours arrondie par défaut et la beup&rieure par exce

(

CORRIGES

(
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n acm  [ntervalle de fluctuation 15 min ¢>p_°;;1risé‘

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la bonoese&p

Une certaine année, le taux de réussite au bac ES en Frareda & %.

n La meilleure approximation de I'intervalle de fluctuaticsymptotique
de cette proportion au seuil de 95 % dans un échantillon ¥@sglest :
[a] [0,65; 0,85] [b] [0,665; 0,835] [c] [0,74;0,76]

E Si on multiplie par deux la taille de I'échantillon, la lorgur de I'inter-
valle de fluctuation est :

[a] multipliée par 2 [b] divisée par 2
[c] multipliée pary/2 [d] divisée pan/2

a Dans un lycée, sur 57 éléves qui se présentaient au bac Elgy49 ént
été recus.

On veut tester I'hypothése selon laquelle les résultatydéel sont re-
marquables. Au seuil de 95 %,

[a] on ne rejette pas I'hypothése que les résultats sont rermblegi

[b] on rejette I'hypothese que les résultats sont remarquables

[c] il n'y a pas assez d’éléves pour conclure.

n Dans un lycée plus grand, il y avait deux fois plus de candjdagis
aussi deux fois plus de recus. Au seuil de 95 %,
[a] on ne rejette pas I'’hypothese que les résultats sont remilegl
[b] on rejette I'hypothese que les résultats sont remarquables
[c] c’est la méme réponse que dans la question précédente calél y
méme pourcentage de recus.

E acM Intervalle de confiance f:‘iSmin‘ °p_°;;1risé ‘

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la bonoesg&p

Lors d'un vote, les bulletins sont dépouillés par lots de &0¢eloppes prises
au hasard dans I'urne. Dans le premier lot, il y a 31 bullgpiogr le candi-
datA. Il y a eu au total 680 votants dans ce bureau de vote.

El Dapres ce résultat, I'intervalle de confiance au seuil dée%u pour-
centage de voix recueillies par le candidagst :

@ | 031 YO31x069 54 M’]

/100 /100
[ 1 1
0,31- —;0,31+ —:|
2 L /100 +/100

1 1
0,31- ——;0,31+ —:|
£ L /680 /680
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E Dans le méme lot de bulletins, le candidatecueille 16 voix. /\

[a] Le candidatA est certain d’arriver devant le candid&tdans ce
bureau de vote.

[b] Au niveau de confiance de 95%, on peut dire que le candidat
devance le candid&.

[c] Si les pourcentages en faveur de chaque candidat restenérass
aprées le dépouillement de 200 votes, le candilatst presque sir
d’étre devant le candid&.

COURS

a Un électeur qui assiste au dépouillement veut attendré yjait assez
de bulletins dépouillés pour avoir un intervalle de confeade longueur
inférieure a 5 %.

Il suffit qu’on ait dépouillé :
[a] 200 bulletins [b] 400 bulletins [c] tous les bulletins

n Le bureau de vote concerné est considéré comme reprébdathipo-
pulation nationale.

Le candidatA obtient 26 % des voix dans ce bureau.

L'intervalle de confiance au niveau de confiance de 95 % dutedsia-
tional du candida est :

1 1
[a] |:0,26— = 0,26+ —}

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

+/100 4/100 €K

1 1 S

0,26 — ——:;0,26+ —} =

- [ /680 V680 =
[c] On ne peut pas savoir car on ne connait pas le nombre total-de vo 8

tants au plan national.

:

E acm Le bon intervalle  15min Qp;;;{igé‘

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la réprastee

n Une proportion théorique dans une population de 20 000 ede &g
0,1 %. Dans un échantillon de 60 personnes, cela a du sens adieher
[a] un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
[b] un intervalle de confiance au niveau de confiance de 95 %
[c] aucun des deux

E Une proportion théorique dans une population est égalg@ @ans un
échantillon de 60 personnes, cela a du sens de chercher :
[a] un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
[b] un intervalle de confiance au niveau de confiance de 95 %
[c] aucun des deux
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a Dans un échantillon de 500 personnes, on constate une frégue
0,72. Cela a du sens de chercher :
[a] un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
[b] un intervalle de confiance au niveau de confiance de 95 %
[c] aucun des deux

n On a constaté dans un échantillon de taille 20 issu d’'unelptipn de
100 personnes, que 50 % possedent une certaine propri¢déa Ce
sens de chercher :

[a] un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %
[b] un intervalle de confiance au niveau de confiance de 95 %
[c] aucun des deux

n acm Pas de conclusion hative  10min °p_°;;;isé

Pour chacune des questions ci-dessous, choisir la réprasiee
n On lance 20 fois une piéce, on obtient 10 fois « face ».

[a] On peut affirmer avec certitude que la piece est bien éqédibr

[b] On peut, au seuil de 95 %, rejeter I'hypothése que la pieceest
quée.

[c] On ne peut pas se prononcer a I'aide des notions du cours.

E Dans un plan d’eau, certains poissons souffrent d’'une mmaHtion de

la nageoire dorsale. Un pécheur a constaté que sur les 28€opsiat-

trapés pendant la saison, 5 montraient une malformatioa dadeoire

dorsale. Le pécheur peut en conclure, au niveau de confia@sedle :

[a] Il y a certainement plus que 2,5% des poissons souffrant tie ce
malformation.

[b] Il est vraisemblable que moins de 10 % des poissons souffieent
cette malformation.

[c] Nil'un ni l'autre.

a 30 étudiants (10 filles et 20 garcons) recherchent un traeail I'été.
Parmi eux, 4 filles et 10 garcons trouvent un emploi sans pneél On
peut considérer que :

[a] IIn'y a pas de différence entre les chances de trouver uaitiour
les filles et les garcons.

[b] Les garcons trouvent plus facilement un travail que lessfille

[c] On ne peut rien dire.

n Avant le deuxiéme tour d’une élection présidentielle, wstitnt de son-
dage donne a un candidat 46 % des voix sur un échantillon dp&00
sonnes. Un sondage sur Facebook lui attribue 48 % des voixrsur
échantillon de 10 000 personnes.
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Le candidat préfére : /\

[a] Le deuxieme sondage car I'échantillon est plus grand.

[b] Le deuxieme sondage car le pourcentage est plus élevé.
[c] Le premier sondage.

COURS

Intervalle de fluctuation

B} Produit prefére e
Lycée Montesquieu, Bordeaux

Une société spécialisée dans la commercialisation de §eis propose deux
nouveaux produits :

e produit 1 : mélange mangue et amandes grillées
e produit 2 : mélange ananas et noix de cajou.

Un sondage réalisé sur 60 consommateurs montre que 56 %ed&nt pré-
ferent le produit 1.

La société peut-elle, au risque de 5%, considérer que leufirbaest nette-
ment préféré au produit 2 par les consommateurs ?

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

E Piéce truquée *  20min °p_°';;;'9° \
Lycée Elie Faure, Lormont
Le petit frére de Jonathan revient un jour du collége toutté&aar un co-
pain lui a donné une piéce truquée pour jouer a pile ou facan@il I'avait
utilisée au collége, sur 30 lancers, il n'avait obtenu fage 41 fois.
n Le copain lui a dit qu’elle était déséquilibrée en ne morttfane que
dans 25 % des cas seulement.

(a) Sitel est bien le cas, quel est l'intervalle de fluctuatioypngsto-
tique au seuil de 95 % de la proportion de face dans un écloantil
de 30 lancers?

(b) Enoncer une régle de décision qui permet d’avoir un avis'at |
firmation du copain puis I'appliquer.

E Jonathan met tout de méme en doute la propriété de cette piece

(8) En supposant que la piéce est bien équilibrée, quel estiiialle
de fluctuation asymptotique au seuil de 95% de la proporte®n d
face dans un échantillon de 30 lancers ?

(b) Enoncer une régle de décision et I'appliquer a la supposifie
Jonathan.

a Comment peut-on éviter le risque d’'arriver a deux conchssidiffé-
rentes?

CORRIGES

:
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K2 Publicite ok S tmin O st
Lycée Elie Faure, Lormont

Dans cet exercice, les résultats seront donnés a A@s.

n Une étude interne a une grande banque a montré qu’on penteesti
qgue I'age moyen d’'un client demandant un crédit immobilisr ene
variable aléatoire, noté¥, qui suit la loi normale de moyenne 40,5 et
d’écart type 12.

(a) Calculer la probabilité que le client demandeur d’un prétdon
age compris entre 30 et 35 ans.

(b) Calculer la probabilité que le client n’ait pas demandé w8t pn-
mobilier avant 55 ans.

E Dans un slogan publicitaire, la banque affirme que 75 % desddes

de préts immobiliers sont acceptées.
Soit F la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 1 000 dereand
choisies au hasard et de fagcon indépendante, associe lsefrég de
demandes de prét immobilier acceptées.

(@) Donner un intervalle de fluctuation asymptotique au seub5ieo
de la fréquence de préts acceptés par la banque.

(b) Dans une agence de cette banque, on a observé que, sur les 1 000
derniéres demandes effectuées, 600 demandes ont étéémscept
Enoncer une régle de décision permettant de valider ou nsiode
gan publicitaire de la banque, au niveau de confiance 95 %.

Que peut-on penser du slogan publicitaire de la banque ?

n Respect des proportions Kk - 30min ep_c;;?ge"
Lycée Turgot, Paris
Partie A

La direction d’une société fabriquant des composantsréleicfues impose a
ses deux sites de production de respecter les proporti@essbus en termes
de contrat d’'embauche du personnel :

* 80% de CDI (contrat a durée indéterminée);
* 20% de CDD (contrat a durée déterminée).
On donne la composition du personnel des deux sites dartddéatasuivant :

CDI | CDD | Effectif total
Site de production A 315 | 106 421
Site de productionB 52 16 68

n Calculer le pourcentage de CDI sur chaque site de production
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E Pour une proportiomp = 0,8, déterminer les intervalles de fluctuation /\
asymptotiques au seuil de 95 % relatifs aux échantillonaitle b, pour
n =421 et poun = 68.

a Comment la direction de la société peut-elle interpréteringervalles
obtenus dans la question précédente ?

COURS

Partie B

Dans cette partie, on convient que I'on peut utiliser I'intalle de fluctuation
asymptotique lorsque = 30, np > 5etn(l — p) > 5, ou p désigne la
proportion dans une population et n désigne la taille d’umaitillon de

cette population.

La direction de cette méme société tolére 7 % de composafgstdéux. Le
responsable d’'un site de production souhaite évaluer diame de produc-
tion respecte cette contrainte de 7 %.

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Pour cela, il préléve un échantillon de composants éleicio@s.

n S'il préléve un échantillon de 50 composants, peut-ilseilil'intervalle
de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % ? Expliquer.

E S'il préléeve un échantillon de 100 composants, peut-ilisgil I'inter-
valle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % ? Expliquer

a Le responsable du site de production préléve un échantiédaille 100,
dans lequel 9 composants électroniques s’averent détectGemment
peut-il interpréter ce résultat ?

CORRIGES

:

Intervalle de confiance

n Bareme * 5:?5 min Qnggr;ige’ ‘
Lycée Camille Jullian, Bordeaux

Lors d’un concours, le jury souhaite que la moitié des caatdigrésents a
I'écrit soient admissibles a l'oral.

n Apres correction d’'un échantillon de 50 copies, on consjageseules
27 ont la moyenne.
Le jury hésite a déclarer admissibles des candidats quitrpas la
moyenne. Expliquer pourquoi il décide alors de modifier sareine.

F1 Avec les nouveaux barémes, sur 60 copies, 38 ont la moyenne.
Expliquer pourquoi le jury accepte ce bareme.
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m Intervalle de confiance 5 15 min pr;;;isé‘

Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

n Lors d’'un sondage avant une élection, on interroge 800 paesyconsti-
tuant un échantillon représentatif). 424 d’entre elledatéat qu’elles
voteront pour le candidat H.

Soit p la proportion d’électeurs de la population qui comptentevot
pour H.

Lequel des intervalles ci-dessous est un intervalle de&ocdiau niveau
de confiance de 95 % de la proportip?

[a][0,46; 0,60] [b][0,48;0,58] [c][0,49;0,57] [d][0,51;0,55]

E Dans une commune comptant plus de 100 000 habitants, ututrréta-
lise un sondage aupres de la population. Sur 100 persorteepees,
55 affirment étre satisfaites de leur maire.
L'intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95 peanttie
connaitre la cote de popularité du maire est :

[a] [0,452; 0,648] [b] [0,45; 0,65] [€] [0,50; 0,60] [d] [0,547; 0,553]

a Une entreprise informatique produit et vend des clés USBudrde de
ces clés est réalisée par des commerciaux qui se déplacefiamude
I'entreprise.

Indiquer si I'affirmation suivante est vraie ou fausse etifies la ré-
ponse.

Pour contréler la qualité du stock formé par des millierslde tJSB fa-
briquées chaque année, on sélectionne au hasard un éoimadi¥ 000
clés. Parmi ces clés, 210 sont défectueuses.

Le directeur des ventes doit stopper toute la chaine dectthon des
clés USB si la borne supérieure de l'intervalle de confianoeniveau

de confiance 95 %, dépasse 7 %.

Affirmation: « A lissue du contrdle, le directeur des ventes stoppera
toute la chaine de fabrication ».

m Electeurs décus * “t5min| © Corrie |
Lycée Virlogeux, Riom
Lors d’'une élection, le candidat A a été élu avec 54 % desagel. Quelques

mois aprés son élection, un sondage est réalisé aupres dé de€fonnes
prises au hasard parmi les votants du scrutin précédent.

A la question : « Si un nouveau scrutin avait lieu aujourd’hoteriez-vous
pour le candidat A ? », les réponses sont les suivantes :

Oui: 512 Non : 538

Au risque de 5%, peut-on en conclure que I'opinion des élesta changé
depuis le scrutin ?
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E2Y Taille de Uéchantillon ik Tomn) Ot
Lycée Montesquieu, Bordeaux /\

Une agence de voyage propose en option, dans un de sessgitouiiner
dans un restaurant gastronomique.

En prélevant au hasard 60 fiches parmi celles de ses 2 45%c¢lerconstate

que seuls 14 clients ont pris cette option.

El Déterminer l'intervalle de confiance au niveau de confiarec8%i% de
la proportion de clients de I'agence qui ont pris cette optio

E L'un des responsables de I'agence décide que si moins du desr
clients est intéressé par cette option, elle sera suppriRegquoi ne
peut-il pas décider, au vu de cet échantillon, de suppritoptibn ?

a On suppose que la proportion de clients choisissant I'apii 233 %.
Combien de fiches faudrait-il au moins étudier pour que Fageuisse,
au seuil de 95 %, décider que moins de 25 % des clients sont$sts
par I'option ?

Que peut-on dire sur ce résultat ?

COURS
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E Articles indisponibles %k - 20min °p_°';;g'9° \
Lycée Francois Mauriac, Bordeaux

Lorsque Florine fait une commande sur le site pasdechaoela probabi-

lité que I'article ne soit pas disponible es60Mais lorsqu'il est disponible,

il est vraiment bon marché, donc elle est une cliente fidéle.

n Chague mois, Florine tente de commander 5 artickesst la variable
qui donne le nombre d’articles disponibles sur les 5 comrésiddns le
mois.

(@) Quelle est la loi suivie paX ?

(b) Quelle est la probabilité qu’exactement un article soipdisble
dans le mois ?

(c) Quelle est I'espérance a¢?

E Un responsable du site prétend cependant que les artiakeslispo-
nibles dans plus de 50 % des cas. Est-ce que sur un an, I'erpérile
Florine permet de rejeter cette affirmation au seuil de 95 % ?

CORRIGES

:

m Notation Jok - domin © Corise |
Lycée Montesquieu, Bordeaux
Les résultats seront donnés sous forme décimale, arrondixamilliéme,
ou sous forme de pourcentage arrondis a 0,01 %

El Le lendemain d’une épreuve de mathématiques au baccalaomézor-
rige un échantillon de 160 copies choisies au hasard paemsé¢mble
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des copies et on a observé que 78 copies ont obtenu une nétéesue

ou égale a 10.

(a) Déterminer la proportion des copies de I'échantillon ayabienu
une note supérieure ou égale a 10.

(b) Déterminer un intervalle de confiance au niveau de confiaece d
95% de la proportion des copies qui obtiendront une note-supé
rieure ou égale a 10 dans I'ensemble des copies.

(c) Quelle devrait étre la taille de I'échantillon pour obteuir inter-
valle de confiance au niveau de confiance de 95 % d’amplitude in
férieure ou égale a 0,04 ?

E A lissue du premier groupe d’épreuves, on désigne par X tabe
aléatoire qui, a un candidat choisi au hasard parmi I'engeods can-
didats, associe sa moyenne générale.

Un correcteur propose de considérer que la variable atéatauit une

loi normale de moyenne 10,5 et d’écart-type 2.

(@) Si ce correcteur a raison, quel intervalle centré en 10,5aitev
contenir environ 95 % des moyennes des candidats ?

(b) ATaide de la calculatrice, calculd?(X > 12).

(c) Lorsdesdélibérationsde jury al'issue du premier grouppiuves,
les candidats ayant obtenu une moyenne supérieure ou ég@le a
sont déclarés admis. Il est aussi d’'usage, par exempleuons
candidat a obtenu une moyenne inférieure mais trés proch@ de
et lorsque le dossier de ce candidat met en avant la qualgérde
travail au cours de I'année, de le déclarer admis et de pidérsa
moyenne.

Le graphique ci-dessous permet de visualiser les notesmmege
d’environ 330 000 candidats a l'issue des délibérationgudgs du
premier groupe d'épreuves du baccalauréat 2001.

Commenter la forme du graphique et ses éventuelles irrégada
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et de la Recherche, juillet 2001.
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n acM Intervalle de fluctuation °p_fggz"°é ‘ —~
n Réponse[b] . On applique la formule :
_ Vpd-p) VPaA—=Dp)
I = [p - LQBT P+ 1,QGT:|

avecp = 0,75 etn = 100.

COURS

E Réponse[d] . La longueur de l'intervalle est proportionnelleéﬁ,

donc si on multiplien par 2, cette longueur est divisée p&2.

.

49
a Réponse[b] . Le taux de réussite est ~ 0,860. Pour 57 éléves, I'in-

tervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % du t&awédssite
national es{0,637; 0,863]. Le taux observé appartient a cet intervalle.
On rejette I'hypothése que les résultats sont remarquables

n Réponsela] . Le taux est le méme, mais I'échantillon est deux fois plus
grand. Lintervalle de fluctuation asymptotique est al@$7; 0,83].
Le taux observé n'est pas dans cet intervalle, on ne peutpisejeter
I'hypothése que les résultats soient remarquables.

INTERROS

E acm Intervalle de confiance o

E} Réponse[b] d'aprés le cours.

E Réponse[c] . Avec 100 votes, l'intervalle de confiance pour le candi-
dat A est[0,21; 0,41] et celui du candidaB est[0,06; 0,26]. Ces in-
tervalles ne sont pas disjoints, alors qu’avec 200 votesuidgs, les
intervalles de fluctuations sont disjoints.

)
LA
=
=
e
=]
o

. . 2
a Réponse[c] . La longueur de I'intervalle de confiance e\%

2
= < 0,05 pourn > 1 600. Comme il n'y a que 680 votants dans ce

bureau, il faut avoir tout dépouillé. La notion d’intenalile confiance
n’a d’ailleurs alors plus de sens!

] Réponse[b] d’'apreés le cours.

E acm Le bon intervalle \ Qp.E%)a" * ‘

n Réponse [c] . On connait la proportion dans la population, mais
np = 0,06 etnp > 5 n'est pas vérifiée.

E Réponse[a] . On connait la proportion dans la population, et les condi-
tions sum et p sont vérifiées.

a Réponse[b] . On cherche la proportion dans la population, et les condi-
tions sum et p sont vérifiées.
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n Réponse[c] . On cherche la proportion dans la population, nmais 20,
donc la conditiom > 30 n’est pas vérifiée.

Aol

n ac Pas de conclusion hative p. 284

n Réponse[c] . Il n'y a pas assez de lancers pour appliquer I'intervalle de
confiance.

ﬂ Réponse[b] . L'intervalle de confiance au seuil de 95 % &3t 0,096).
Donc le pourcentage de poissons souffrant de la malformago vrai-
semblablement inférieur a 10 %.

a Réponse[c] . Il n'y a pas assez de filles (10) et de gargons (20) pour
utiliser un intervalle de confiance.

n Réponsec] . C'estle seul sondage dont I'intervalle de confiance coitie
un taux supérieur a 50 %.

B Produit prétérs S et
Lycée Montesquieu, Bordeaux

Dans cet exercice, comme dans les suivants, il faut bierep@éngerifier les
conditions sur n et p

On cherche a savoir si on pourrait avoir 50 % des consomnsatpurpreé-
férent le produit 2 ; I'intervalle de confiance de la fréquedes consomma-
teurs préférant le produit 2 est :

1 1

0,44— —=— 0,44+ —} ~[0,311; 0,570 .
[ /60 +/60

Cet intervalle contient 50 %, on ne peut donc pas dire qu'ilcgdainement

une majorité de consommateurs qui préferent le produit 1.

Ces calculs justifient a posteriori I'utilisation de I'imt@lle de confiance au
seuil de 95% can > 30 et l'intervalle de confiance permet de considérer
que la proportionp > 0,3 doncnp > 9 > 5et(1— p) > 1 - 0,3, donc
nl—p) >21>5.

. , Enoncé
E Piece truquée | © oo |
Lycée Elie Faure, Lormont
E} (@ Ona:
/0,25(1 - 0,2 +/0,25(1 - 0,2
[0,25— 1,96M ; 0,25+ 1,96(—5)]
/30 /30

ce qui donng0,095; 0,405].
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(b) Silafréquence d’apparition de face appartient a I'intdevde fluc- /\
tuation asymptotique, on ne rejette pas son affirmationgrsion
rejette, au risque de 95 % l'affirmation que la piece montoe fa
dans 25 % des cas. Avec 11 faces sur 30 lancers, la fréqueagse d’
parition observée est environ3B7. Elle est dans l'intervalle de
fluctuation, on ne peut donc pas rejeter I'affirmation du cepa

COURS

E (@) Si la piece est bien équilibrée, lintervalle de fluctuatiest
[0,321; 0,679].

(b) Comme te taux d'apparition de face est dans 'intervalle uiedia-
tion, on ne rejette pas I'hypothése que la piece est bienilgie.

.

a Pour éviter des conclusions différentes, il suffit que ldsriralles de
fluctuations des proportions 25 % et 50 % soient disjointacdyue la
borne inférieure de l'intervalle centré epb0soit supérieure a la borne
supérieure de I'intervalle centré er28. On a :

0,25+ 1,06V 021 2029 5 4 9gv021 =05
v Vvn

Pour cela, il faut choisin assez grand. Par exemple= 60 suffit.

INTERROS

A Enoncé
n Publicité | N |
Lycée Elie Faure, Lormont
n (@) A la calculatrice, on trouveP (30 < X < 35) ~ 0,133.
(b) P(X > 55) ~0,113.

E (a) Dansun échantillon de taille 1 000, I'intervalle de fluctaatasymp-
totique au seuil de 95 % de la fréquence des préts accordgés est

0.75x 0.25 0.75x 0.25
0,75— 1,96 x | 22X 022 g 751 1 gpx [2/2X D2
[’ O 1000 TR T 1000 }

soit a peu pres[0,723; 0,777).

)
LA
=
=
e
=]
o

(b) Dgglg cette agence bancaire, la fréquence des préts acastdés
1000 0.6.
On choisit comme regle de décision, au niveau de confiance de
95 %, de ne pas valider le slogan publicitaire si la fréquertser-
vée dans I'agence n’est pas dans l'intervalle de fluctuatamon
on valide le slogan.

Dans ce cas, comme 0,6 n’est pas dans l'intervalle de fluotuat

asymptotique, on ne valide pas le slogan qui promet des tgnix s
ficativement supérieurs a celui observeé.
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© Enoncé ‘

n Respect des proportions p. 286

Lycée Turgot, Paris

Partie A

315
La proportion de CDI sur le site A e%irtz—1 ~ 0,748 et sur le site B,

52

68 0,765.

Dans cette situation, les conditions= 30,np > 5 etn(1— p) > 5 sont
vérifiées.

Lintervalle de fluctuation de 0,8 dans un échantillon dég&i21 est :

[08%02 [08x02
|:0,8_1,96X T,0,8+1,96x T] ,

soit : [0,761; 0,839.
Dans un échantillon de taille 68, il est égal a :

[08%02 [08x02
|:0,8_1,96X T,0,8+1,96X T] ,

soit : [0,704; 0,896.

La proportion de CDI sur le site A n’est pas dans I'intervakefluctua-
tion correspondant a un échantillon de taille 421. La dioeadoit donc,
au risque d’erreur de 5 %, considérer que le pourcentageagéute CDI
sur ce site n'est pas atteint et faire modifier les modes deteroent.
En revanche, sur le site B, bien que le pourcentage de CDinséiteur
a 0,8, il se trouve dans I'intervalle de fluctuation. La diif@en’a pas de
raison particuliere d’intervenir sur le recrutement damsite B.

Partie B

Dans cette patrtie, il faut bien vérifier que les conditions 30,np > 5 et
n(1— p) > 5 sont remplies.

Sin =50 etp = 0,07, alorsnp = 3,5. La conditionnp > 5 n’est pas
remplie, donc on ne peut pas utiliser I'intervalle de fluttuaasympto-
tique.

Sin =100 etp = 0,07, alorsnp = 7 etn(1 — p) = 93. Les trois condi-
tions sont donc remplies, et on peut utiliser I'intervalke ftlictuation

asymptotique.

La fréquence des composants défectueux dans I'échard¢aille 100

est 0,09.

L'intervalle de fluctuation asymptotique du taux toléré gé/mdans un
échantillon de taille 100 est :

/0,07 x 0,93 /0,07 x 0,93
0,07— 1,96 ————,0,07+ 1,96 -
[ b 9 X 100 K b + 9 X 100 } K

soit a peu prés[0,02; 0,12].

Comme la fréquence est dans l'intervalle de fluctuationegponsable
du site n’a pas lieu de s’inquiéter a propos de la qualité degosants
produits.
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) sareme Wral T
Lycée Camille Jullian, Bordeaux
n Si sur un échantillon de 50 copies, 27 ont la moyenne, le jent,au
niveau de confiance de 95 %, s’attendre a avoir entre 40 % et &%
candidats qui ont la moyenne. Avec 40 %, cela signifie qu’eledént
admissibles 50 % des candidats, ils risquent de déclareisaiies des
candidats qui n’ont pas la moyenne.

ﬂ Avec le nouveau bareme, l'intervalle de confiance montresigué
50,4 % et 763 % des candidats ont la moyenne; il y a donc peu de
risques de déclarer admissible un candidat qui n'a pas leemy a
I'écrit.

@ METHODE

Pour choisir entre intervalle de fluctuation et intervallectnfiance, il est
essentiel de comprendre si la proportion dans la populasboonnue ou
non.

Dans cet exercice, 50 % est un objectif qui n’a aucune raisred-éalisé

avec le baréme initial.

( COURS

INTERROS

o E 6
m Intervalle de confiance °p_ T \ 0
Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine L=
E} Réponse[c] 424 1 04946, arrondi 20,49 et =
422 1 800 800 | | | 8
— + —— ~ 0,565 4, arrondi a 0,57.
800 /800
55 1 55 1
Réponse/b] . — — — =0,45et— + —— = 0,65.
Bl Réponselb]. 155~ 75 100 '~ /100
a L'intervalle de confiance au niveau de confiance de 95 % est :
[ 210 1 210 n 1 }
4000 /4000 4000 /4000

La borne supérieure est environ égale a 0,069 et ne dépasseéds
7 %.

L'affirmation est donc fausse, le directeur des ventes nigp@si stopper
la chaine de fabrication.

B2] Etecteurs décus Wial
Lycée Virlogeux, Riom

Dans cette situation, on veut savoir, & partir de I'échkmtitle 1 050 per-
sonnes, si, aujourd’hui, il y aurait encore 54 % de votesrivies au candi-
dat A.
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On utilise donc l'intervalle de confiance de la proportiorvdges favorables

au candidat A dans I'échantillon de taille 1 050.

512

Les conditions d’application des formules sont bien reemlh > 30,
nf >5etn(1— f) >5).

L'intervalle de confiance au risque de 5% est :

CORRIGES

1 1
0,488 — ———; 0,488+ 7] ~ [0,456; 0,519 .
[ +/1 050 /1050

La proportion 0,54 n’appartient pas a l'intervalle de caméie. On peut donc
dire, au risque d’erreur de 5% que l'opinion des électeurBamgé depuis
le scrutin et que moins d’électeurs sont favorables au dandi. Il n'est
pourtant pas exclu qu'il soit élu si le vote avait lieu augdhui puisque 0,51
appartient a l'intervalle de confiance.

m Taille de Uéchantillon S|
Lycée Montesquieu, Bordeaux
E} On obtient [0,104; 0,363
E Le nombre 025 appartient a l'intervalle de confiance, donc il est pos-
sible que plus de 25 % des clients prennent I'option.
a On cherchen tel que la borne supérieure de lintervalle de confiance

e . 1
soit inférieure a @5, donc tel que 233+ — < 0,25. Cela donne

J/n
in < 0,017 c’est-a-diren > 3 460.

Il faudrait donc constater cette proportion sur au moins 3 #éhes
étudiées pour que l'intervalle de confiance ne contiennanty25.
Comme 'agence n'a que 2 457 clients, ce n’est pas réalisthidet par
contre étudier toutes les fiches pour prendre une décision.

E Articles indisponibles N
Lycée Francois Mauriac, Bordeaux
n (a) Chaque commande d’'un article est une expérience de Beirdeull
probabilité Q4. X suit donc la loi binomiale de paramétres 5 gt.0
(b) On obtient:P(X = 1) =5x 0,4 x 0,6* = 0,259 2.
(c) Ona:E(X)=np=2.
E Sur un an, Florine a effectué la commande de<12= 60 articles.
Si comme I'affirme le site, les articles sont disponiblessda@ % des
cas, l'intervalle de fluctuation asymptotique de cette prtpn pour un
échantillon de taille 60 e$0,373; 0,627]. Le taux de disponibilité de
40 % constaté par Florine lors de ses commandes n’est pasigadio-
tion avec I'affirmation du responsable du site.
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. Enoncé

m Notation N | ~—~
Lycée Montesquieu, Bordeaux

n (a) La proportion des copies ayant obtenu une note supérieugale é

78
al0est— = 0,4875.
160
(b) Lintervalle de confiance au niveau de confiance de 95 %, dspr

le résultat de cet échantillon de taille 160 est :

1
; 0,487 5+ —] ~ [0,408 4; 0,566 q .
/160

COURS

1
0,487 5— —
|: /160

. . ) 2 .
(c) L'amplitude de lintervalle de confiance e% oun est la taille

.

de I'échantillon.
Sil'on veutune amplitude inférieure ou égale a 0,04, onpl@ihdre

) . 2 .
un échantillon de taillen telle que — < 0,04, c’est-a-dire

n

2 .
J/n > 0.04 donc, en élevant au carré:> 2 500. L'échantillon

INTERROS

doit donc compter au moins 2 500 copies.

Fl (a) SiX suitlaloi normale de paramétre = 10,5 eto? = 22, alors
on sait queP(u — 20 < X < u + 20) =~ 0,95.
L'intervalle 110,5 — 4; 10,5 + 4[, c’'est-a-dire]6,5; 14,5[ devrait
contenir 95 % des moyennes.

(b) Ala calculatrice :P(X > 12) ~ 0,226 6.

(c) Le graphique a, a peu pres, la forme d’une courbe en clocha-ca
téristique d’une loi normale. Son sommet correspond auwxemogs
entre 10 et 10,5, ce qui correspond a la modélisation prepose
le correcteur.

On remarque cependant que certaines moyennes sont soés repr
sentées pour avoir une courbe réguliére. Cela correspdmdes-I
vention du jury qui augmente dans certains cas la moyenne d’'u
candidat.

Les moyennes juste en dessous de 8 sont majorées pour i@&i@ind
et permettre au candidat de passer les épreuves du secampeggro
Les moyennes un peu inférieures & 10 sont arrondies a 10 peur q
le candidat soit tout de suite recu.

De méme les moyennes légerement inférieures a 12, 14 et 16 son
majorées afin de donner une mention au candidat.

On constate que suite a ces modifications, les moyennes 8210,
14 et 16 sont légerement surreprésentées par rapport a ee qu’
attendrait pour une loi normale.

)
LA
=
=
e
=]
o
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Chapitre

Matrices et suites
(Spécialité ES)

1. Matrices et opérations
2. Systemes linéaires

D Matrices et opérations

Exercice type 1 Lycée Camille Jullian, Bordeaux

On pose :
2 5 3
° /A:(_3 01 ° D= _2 :
. g_(6 -1 1
“\5 4)’ « F=(7 -3

Effectuer les opérations suivantes si elles sont possibles
AxB , BxA , CxD , FxA , BxC.

Voir corrigé page 301

€X) Matrice carrée

Définition 1

n est un entier naturel strictement positif.
Une matrice carrée d’ordreest un tableau alignes etn colonnes de nombres
réels appelés coefficients.

La position d'un coefficient est indiquée en indica;j: est le coefficient qui se
trouve a l'intersection de et ligne et de laj ¢ colonne.
Une matriceA dont les coefficients sowg; est parfois notéésa;j ).
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€23 Matrices colonne, matrice ligne

Définition 2
Une matrice colonne de tailleest un tableau a une colonnemeoefficients.
Une matrice ligne de tailla est un tableau a une ligne deoefficients.
Généralisation : On peut effectuer le produit de deux medriton carrées, a
condition que le nombr@ de colonnes de la premiére (a gauche) soit égal au
nombre de lignes de la deuxieme. On a alors, en appglaletterme de ligné
et de colonné& de la matrice produit;; le terme général de la premiére matrice

p
etbj celui de la deuxiémegy = Zaij bjk.
j=1

€X) Somme et produit par un réel

SoientA et B deux matrices carrées d’ordnale coefficients respectits; eth;j .

Définition 3

La sommeA + B des deux matriceé\ et B est la matriceC d’ordren, de
coefficientscij = ajj + byj .

Le produitk A de la matriceA par un réek est la matriceD d'ordren et de
coefficientsdij = kajj.

€™ Produit de deux matrices

Définition 4

SoientA et B deux matrices carrées d’ordne

Le produit A x B (aussi notéAB) est la matriceC d’ordre n dont le coeffi-
cientcjj est le produit terme a terme des coefficients dé lgne deA par les
coefficients de Igeligne deB :

Gij = ai1bj + @i2bpj + - - + @inbn;.

Le schéma suivant indique comment on obtient le coeffiaiente la matrice

. 1 2 2 4\,
produit deA = <3 4> parB = (_2 5) :

2 :)

2 5

(1 2) (1x2+2x(-2) 1x4+2x5)

3 4) Bx2+4x(2) 3x4+4x5/  2°ligne

1¢ colonne



an ILTESM — v.1.0 fan
26 janvier 2016 — Chapitre 10 page 301 — #309

MATRICES ET SUITES (SPECIALITE ES) « CHAP. 10

. -2 14
Le produitA x B est alors(_2 32).

Propriété 1
Le produit de deux matrices carrées de méme ordre est un&impéassociative

et distributive par rapport a I'addition.
A, B etC sont trois matrices carrées de méme ordre, alors :

Ax (BxC)=(AxB)xC
Ax(B+C)=AxB+AxC

Notation: lorsqueM est une matrice carrée ptun entier naturel non nul, on note
MP le produit dep matricesM :

MP=Mx---xM.
—_—

p facteurs

INTERROS

A ATTENTION

Alors que 'addition de matrices carrées d’ordra les mémes propriétés que
I'addition des nombres réels, il n’en va pas de méme pour lépfication.

(

W

S
4

En particulier : o=

Il existe des matrices carrééset B telles queA x B # B x A (produit non g

commutatif). L

Il existe des matrices carréés B et C non nulles telles qué\ £ B mais

AxC=BxC. Ny

@ Solution de Uexercice type 1 Lycée Camille Jullian, Bordeaux

On obtient :

ree= (5 0 (s %)

2x6+5x%x5 2x (1) +5x4
—3x6+0x5 (—-3)x(—-1)+0x4

(
-(% %)
(% 9-(5 3
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@ Solution de Uexercice type 1 (suite) Lycée Camille Jullian, Bordeaux
1 2 1\ /3
CxD=|3 -3 5 -2
-4 0o 7/\1
3—4+1 0
— 9+6+5 =120
—1240+47 -

Fx A= (7 —3)x(_23 g)=(23 35

B x C : ce produit n’est pas possible a cause de la taille des raatric

Voir énoncé page 299 |

€M) Inverse d’une matrice carrée

Définition 5

La matrice carréé, (parfois simplement notéle dont tous les coefficients sont
nuls sauf ceux de la diagonale principale qui sont égaux adpgelée matrice
identité d’ordren.

In = (Gij), aveccjj = letcj =0sii # j.

Exemple I3 =

oo

0
1
0

= O O

Propriété 2
Pour toute matrice carrée d’'ordngA x In = Ip x A= A.

Définition 6

On dit qu'une matrice carréd d’'ordre n est inversible quand il existe une
matrice carréd d’ordren telle que :

AxB=BxA=Ip.
La matriceB s’appelle la matrice inverse de la matriéeet se noteA—1,

L'inverse d’une matrice peut se calculer a I'aide d’'une ghdtrice ou d’un logiciel
de calcul.
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3 Systemes linéaires

Exercice type 2 Lycée Elie Faure, Lormont

Déterminer le polyndbmé (x) de degré 2 tel qu®(1l) = 4, P(2) = 5 et

P(-1) =8.
:

€2 Ecriture matricielle d’un systeme linéaire

Définition 7 %)
N . . . N (=)

Un systéme de équations linéaires & inconnuesxsy , Xz, ... X, est de la o
forme : E
ayixXy +apXe + - - + amXn = by ;

ax1X1 + agoX2 + - - - + agnXn = b2

an1X1 + @n2X2 + - - - 4 @nnXn = by
On appelle matrice du systeme la matrice cakéBordren définie par :

(

a1 a a N
11 Q12 ... dan o
ap1 az2 ... an E
A= . ) . [
: . . . o
o
a1 @n2 ... ann
X1 b1 \/
X2 bo : : .
EnposantX = | . | etB = | . |, on obtient I'écriture matricielle du sys-
Xn bn

téme :A x X = B.

Propriété 3
LorsqueA est une matrice carrée, le systeme d’équations linéainesl'éori-
ture matricielle esA x X = B, admet une solution unique si et seulemem si
est inversible.
La solution est alorX = A~1 x B.
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@ Solution de Uexercice type 2 Lycée Elie Faure, Lormont

On cherche un polynéme de la forrgx) = ax® + bx + c. Les 3 valeurs
données permettent d’écrire le systeme :

Pl =4 at+b+c=4
P2 =5 < j4a+2b+c=5
P(-1) =8 a-b+c=8
Pour résoudre ce systeme on peut introduire I'écritureioielie du systeme.
a 1 1 1 4
OnposealorX=|b|,A=|4 2 1]etB=|5
© 1 -1 1 8
1
Le systéme s’écrit alorAX = B, doncX = A~1B = [ —2| (les calculs
5

se font directement a la calculatrice).
Le polynéme recherché est doR¢x) = x2 — 2x + 5.

Voir énoncé page 303 4

304
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. oL . c Py
n acM Matrices = 10min ep_ me ~—
SoientA, B etC des matrices.
Pour chacune des questions, choisir la bonne réponse.

n Si Ax B = 0 (0 est la matrice dont tous les coefficients sont nuls) alors 2
[a] A=00uB=0 [h] A=0etB=0 =
. =
[c] On ne peut pas savoir. o
310 -1
Fl soientA=(1 4 2|,B=(-1 1 2etC=| 1 ].Alors:
0 2 5 2
[a]Bx A=AxC [h] AxB=Cx A

[c] Les coefficients dB x A et A x C ontles mémes valeurs.
2 2
11 1
5 3 -5 1
2 4 2
2 2 2 2

n On noteM? |e produitM x M. Alors (A + B)2 est égal & :

[a] A>+ B2 [b] A> +2(A x B) + B2
[c]Ax (A+B)+Bx (A+B)

B siaA= (2 4), alorsA~1 est égal a:

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

o
-

Nl

Nl Bl

CORRIGES

E acM Recherche d’un polyndme  t0min| © Corrsé |

Une courbeC est donnée dans un repé&i@ ;T,7). On souhaite déterminer
s'il existe un polynbmeP (x) de degré 3 dont la courbe représentative passe
des points donnés de.

Pour chacune des questions, choisir la bonne réponse.
n Le nombre de coefficients a trouver pour défiRiix) est :

(

[a] 3 [b] 4 [c] celui qu’on veut.
ﬂ Le nombre minimum de points a connaitre pour détermiter est :
[a]2 [b] 3 [c]4

a Si on noteX la matrice colonne des coefficients inconnus de, et B
la matrice colonnes devaleurs prises paP, alors il existe une matrice
A, carrée d’ordra dont les termes sont obtenus directement a I'aide des
coordonnées des points connus, telle que :

[a] AX=B [b] AB= X [c] AX=BA

n Avec les notations de la question 3, en supposant que A estsitie,
ona:
[a] B= XA [b] X =A"'B [c] X =BA!
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B acM Produit de matrices  10min °p_°g1r1risé‘

2 4 0 2
Pour chacune des questions, choisir la bonne réponse.

n La matriceA? qui désigne le produif x A est égale a :

On considére les matrices = (1 3), B= (_5 0) etC=(-5 3.

1 9 2 6 7 15

(5 1) m (5 3 9 (1 29

El LeproduitA x B estégal a:
-5 6 -5 0

[a]Bx A @<—1o 8) @(o 8)

El LeproduitA x C:
. . , J 1
[a] estégal 4 2 [b] est égall {_3>

[c] ne peut pas se calculer
] LeproduitC x B:

[a] est égal {25 6) [b] est égall {265)
[c] ne peut pas se calculer
n Opérations sur les matrices * 5']ﬂmin‘ °p_°g{;‘9° \
Lycée Victor Duruy, Paris
On considére les matrices :

-3 3 - x 3 -
A=|-6 8 - et B=|-6 y —-6].
-6 9 - -6 9 z

Déterminer les réels, y etz tels que la matricé x B soit la matrice nulle,
c’est-a-dire telle que tous ses termes soient égaux a 0.

On donnera les détails des calculs de matrices.

B Coiits de chantiers *xk G2 mi,,‘ ep_cg{;ige' ‘
Lycée Massena, Nice

Pour la réalisation de ses deux chantiers A et B, une enseegé gros ceuvre
du batiment achéte, auprés de deux fournisseurs X et Y, dml§én n?), les
briques (en nombre de palettes), et les charpentesen m

Sa commande de matériaux pour le premier semestre 2013pesteatée

125 10
par la matriceS, = (79 952), en notant dans la premiéere colonne les
24 20
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quantités de béton, de briques et de charpentes nécessaicbantier A et /\
dans la deuxiéme colonne, celles nécessaires au chantier B.

La commande pour le deuxiéme semestre 2013 est représantéaemmatrice

157 75
S =9 101j). .
14 31 ﬂ==
=
n Représenter par une matrice nofééa commande de matériaux pour et
'année 2013.
ﬂ Les prix unitaires de chaque matériau sont représentésapaatrice
P = 275 515 251 en notant dans la premiére ligne les prix
1= 1207 495 2429’ P g P

unitaires du béton, des briques et des charpentes chezrleseeur X,
et dans la deuxieme ligne ceux chez le fournisseur Y.

Au second semestre, ces prix ont globalement augmenté dé22tes
deux fournisseurs.
Représenter par une matrice noEédes prix unitaires chez chaque four-
nisseur au second semestre.

a Donner a l'aide des matrices définies précédemment le cpéouhet-
tant d’obtenir la matricé/ des coUts totaux pour chaque fournisseur en

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

2013. 4]
CalculerM. E
n Quel est le fournisseur le moins cher ? g
o
. . S Corrigé
n Puissances de matrices * “15min| € e Ny
Cité scolaire internationale, Grenoble
3 2 0
SoitA=|-2 0 1
0 -4 -3

El calculerA? et A3,

E Conjecturer la valeur d&" pourn > 2.

u Déterminer une fonction * % 5:?5,,“,,‘ Qng{;ige’ ‘
Lycée Victor Duruy, Paris

Une entreprise fabrique et vend une quantitdobjets. Le co(t total de fa-
brication dex objets est donné p&(x) = ax? + bx + ¢, oua, b etc sont
des coefficients a déterminer.

On sait que le codt de fabrication de 4 objets es€8que celui de 10 objets
est 140€, et que celui de 20 objets est 480
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2]
Q
(- 1
(-
—
= n Montrer que les informations s@ peuvent se traduire sous la forme
a
AX =B,ouX = | b ] et oUA et B sont deux matrices a préciser.
c

F1 A raide d'un calcul matriciel et de la calculatrice, déténer a, b etc
et donner I'expression de(x).

n Production * %
Lycée Virlogeux, Riom

Une entreprise fabrique des jouets en bois qui nécessitent :

» 2 kg de bois et 3 h de travail pour une automobile;

* 500 g de bois et 4 h de travail pour un camion;;

* 800 g de bois et 3 h 30 de travail pour un pantin.

o | @ Corrigé
-,?““"“‘ p.313 ‘

n Calculer le nombre de kg de bois et d’heures de travail néadesspour
fabriquer 7 automobiles, 12 camions et 20 pantins.
Pendant une journée, on a fabriqué 89 objets au total &igkactement
91 kg de bois, et travaillé 313 h.
Déterminer le nombre d’automobiles de camionsy et de panting
fabriqués pendant cette journée.
. , . stae .| @ Corrigé
Equilibre économique *Kk mm‘ N \
Lycée Victor Duruy, Paris
Dans un pays imaginaire, la population vit en autarcie. Etlenpte deux
secteurs d’activités, I'agriculture et I'artisanat.
Pour pouvoir fonctionner, chaque secteur nécessiteigatibn d'une partie
de la production de l'autre secteur et d'une partie de sarprppduction.
Ces deux secteurs doivent en outre satisfaire les besolagpdgulation.

Le tableau des entrées-sorties est donné ci-dessous :

Consommatior] Consommation Consommatior
pour produire | pour produire par la
une unité une unité population
d’agriculture d’artisanat
Unité d’agriculture 0,125 0,25 250 unités
Unité d’artisanat 0,625 0,25 150 unités

Par exemple, une unité d’agriculture consomme 0,125 urdigridulture et
0,625 unité d’artisanat.

El Interpréter en termes d’économie, la donnée en gras.
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E On notex (respectivemeny) le nombre d’unités produites par I'agricul- /\
ture (respectivement I'artisanat) durant une année.

(a) Expliquer pourquoi 125x + 0,25y + 250= X.

(b) Ecrire une équation analogue pour le secteur de l'artisanat

(c) Montrer que le systéeme obtenu s’écritaudsi P + D = P, avec
P= (?) D= (250) et A une matrice que I'on précisera.

COURS

150

(d) Montrer que résoudre I'équatidhx P+ D = P revientarésoudre
I'équation(l — A)P = D, |, étant la matrice identité d’ordre 2.

E] Calculer, alaide de la calculatric®,

n Quelle doit étre la production de chaque secteur pour queh@mie
soit équilibrée ?

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

m Etude d’un marché K4 - 20min Qp%)]r;igé‘
Lycée Magendie, Bordeaux

Un marchand ambulant s’installe a midi a la sortie du lycégr pooposer a
la vente des boissons fraiches, des boissons chaudes einfiesiies.

\oici le tableau de ses ventes sur trois mois qui donne latgéarendue de
chaque consommation :

CORRIGES

Mars | Avril | Mai
Boisson froide| 72 45 137
Boisson chaude 43 30 22
Confiserie| 126 70 | 106
Revenueneuro$ 347 | 210 | 340

:

On notex le prix de vente unitaire des boissons froidgseglui des boissons
chaudes et celui des confiseries.

n En utilisant le tableau, écrire le systéeme d’équations guinet de dé-
terminerx, y etz

E Donner I'écriture matricielle de ce systéme, puis le réseud

a Le marchand pense que s'il avait vendu ses boissons, freiddmudes,
10 % moins cher, le nombre total de ses ventes (y compris déiseo
ries) aurait augmenté de 10 % (arrondir a I'entier le pluspe). Si tel
est vraiment le cas, aurait-il eu intérét & le faire ?
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m Modéle ouvert de Léontief %k - 20min °ng{;‘9° \
Lycée Camille Julian, Bordeaux
Dans un pays imaginaire, 'économie dépend de trois sextel#nergie,
I'agriculture et les biens manufacturés. L'unité est lelianitl de la monnaie
locale.

Le tableau donne la consommation (en pourcentage) de clsaqteur de la
production des trois secteurs de I'économie.

INTERROS

consomme | Energie| Agriculture | Biens manufacturés

Energie| 0,05 0,3 0,2
Agriculture 0,4 0 0,1
Biens manufacturés 0,4 0,1 0,3

De plus, la population a besoin de 20 unités d’énergie, 1t@sidiagriculture
et 7 unités de biens manufacturés.

Déterminer le nombre d’unités que doit produire chaqueesegbour que
cette économie soit équilibrée.

2] Modele de Léontief ik o © e
Lycée Montesquieu, Bordeaux

Un modeéle économique se divise en trois secteurs : ChapiE(ectricité
(E) et Acier (A). Le tableau montre les achats en proportion de la valeur de
la production de chaque secteur.

achéte” | Charbon| Electricité | Acier
Charbon 0 0,4 0,6
Electricité 0,7 0,2 0,2
Acier 0,3 0,4 0,2

Déterminer la production de chaque secteur qui permet diBr le sys-
teme.
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n acM Matrices ‘ Qp-Eg[?;cé ‘

E} Réponse[c] . En effet le produit de deux matrices est nul si 'une des
deux est nulle, mais ce n’est pas nécessaire, par exemple :

(606 =0 o

7
o
=)
-2 8
Fl Réponsec] .BA= (-2 7 1J)etAC= [ 7 |.Cerésultatesten
12
partie d0 a la symétrie de la matriéepar rapport a sa premiére diago- \/

nale.

La réponse[a] est fausse caB A est une matrice ligne é&C une ma-
trice colonne, donc elles ne peuvent pas étre égales. Lasépb] est
fausse car on ne peut pas calcutex B.

Réponse[b] . Il suffit de regarder si le produit da et des différentes
matrices proposeées est égal a la matrice identité.

n Réponse[c] . La multiplication des matrices est une loi distributive pa
rapport a I'addition.
La réponse[a] ne convient pas, car lors du développement il apparait
le produitA x B. La réponse[b] ne convient pas, car contrairement a
I'identité remarquable dari®, en généralA x B # B x A et on ne peut
pas faire apparaitre le « double produit ».

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o

E acm Recherche d’un polynome | © Eome |

n Réponse[b] . CommeP est de degré 3 (x) est de la forme :
ax® + bx% + cx+d.
Il faut donc trouver 4 coefficients.

ﬂ Réponse[c] . Pour déterminer 4 coefficients, il est nécessaire d’avoir 4
conditions . Il faut donc au minimum 4 points qui permetteéicdre
chacun une équation.

a Réponsela] . Cela découle des régles de multiplication des matrices.

] Réponse[b] . On multiplie AX = B & gauche paA—1.

E acM Produit de matrices | © Eome |

n Réponse[c] . En particulier ce n'est pafa] , car le carré d’'une matrice
ne s'obtient pas en élevant ses coefficients au carré.

ﬂ Réponse[b] . Il faut faire les calculs.
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CORRIGES

B Réponse[c] . On ne peut pas multiplier une matrice carrée par une
matrice ligne dans cet ordre .

] Réponse[a] . Le calcul estimmédiat.

Aol

n Opérations sur les matrices 0,306

Lycée Victor Duruy, Paris
—-3x—-6 3y—27 —-2z-12
Ona:Ax B= .
Le reste est inutile, sauf pour vérification.
On doit donc avoir :

—-3Xx—-6=0 X=-2
3y—27=0 — 1y=9
—2z—-12=0 z=-6

-2 3 -2
On adond = ( ) et il est alors facile de vérifier que

0 0O
AxB=1{0 0 O
0 0 O

B3 coiits de chantiers A
Lycée Massena, Nice

282 17
B s=si+S=[174 19.

38 51

N (28050 52530 256836
B P=102xP = (30294 50490 2 47350)'

M=PixS+Px$S

_(275 515 2513)( 17295 ]é%
297 495 242 o4 20

, (28050 52530 256836\ 19557 17051
30294 50490 247350 o

_ (26539104 281 04696
~ \26458608 27621290/

Sur chacun des deux chantiers, le fournisseur Y est le phiabite.
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E Puissances de matrices | N |
Cité scolaire internationale, Grenoble

5 6 2 3 2 0
Bl A°=(-6 -8 -3]etA3=|-2 0 1]|=A
8 12 5 0 -4 —

n Par conséquent, on peut conjecturer queesit pair, A" = A2, et que si
n estimpair, A" = A.

, . . Enoncé
u Déterminer une fonction = et
Lycée Victor Duruy, Paris
E} Dapréslénoncéona:

100a + 10b + ¢ = 140
400a + 20b 4+ ¢ = 400

16 4 1 80
En posantA = | 100 10 1) etB = |140],onaAX = B.

100 20 400

E A la calculatrice, on constate queest inversible, donX = A~ x B,

1
etonobtienX = | —4.
80

DoncC(x) = x2 — 4x + 80.

- Enoncé
EY Production Wial
Lycée Virlogeux, Riom
E} On utilise 7x 2+ 12 x 0,5+ 20 x 0,8 = 36 kg de bois et il faudra
7x 3+ 12x 44 20x 3,5= 139 heures de travail.

n Appelonsx, y etz le nombre de voitures, de camions et de pantins fabri-
qués.
Ona:

X+y+z=289
2x 40,5y + 0,82 =91
3X + 4y + 3,5z = 313
Ce systeme peut s’écrire sous forme matriciéllé = B avec :

1 1 1 X 89
A=12 05 08|, X=|yletB=| 91].
3 4 35 z 313

[ COURS

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o
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4]
A
9
-_—
(- 1
Q A la calculatrice, on constate gueest inversible, et on a donc
A =il
X=A""xB.
23
On obtientX = | 26| donc pendant cette journée, on a fabriqué
40

23 voitures, 26 camions et 40 pantins.

B) Equitibre économique i

Lycée Victor Duruy, Paris
E} Une unité d'artisanat consomme 0,25 unité d’agriculture.

E (a) Lesxunités d'agriculture sont consommeées par I'agricultur&26x),
par I'artisanat ((25y) et par les consommateurs (250 unités).

On a donc biex = 0,125 + 0,25y + 250.
(b) Onaaussi: ®25 + 0,25y + 150=y.
(c) On obtient le systeme :

0,125« 4 0,25y + 250= x
0,625« + 0,25y + 150=y

qui s’écrit de facon matricielle :

0125 Q25) (x)_ (250) (X
0,625 Q25 y 150) = \y)-
0,125 Q25
0,625 025/
(d AxP+D=P < P—AxP=D
<— lp)xP—-AxP=D
s (I— AP =D.
B .-A- 0,875 -0,25
2 ~\-0625 Q75 )

(lp—AP=D < P=(l,—A)"1xD.

DoncA = (

R . . 450
A la calculatrice, on obtien? = (575).

L'économie sera équilibrée si on produit 450 unités d’agtice et
575 unités d’artisanat.
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m Etude d’'un marché | ep.ng'J)?" "

Lycée Magendie, Bordeaux

n Pour chague mois on a une équation, ce qui donne le systeme :

72X + 43y + 1262 = 347
45x + 30y + 70z = 210
137 + 22y + 106z = 340,

72 43 126 (X 34
E L'écriture matricielle du systemeept4d5 30 70| |y | = |210].

137 22 10 z 340
72 43 12
OnposeA=1| 45 30 70).

COURS

.

v
137 22 10 =
A la calculatrice, on voit qué\ est inversible et on trouve : E
X 1 =

y|=|{ 2

z 1,5

a Si les boissons coltent 10 % de moins, le prix de la boissaderde-
vient 0,90€ et celui des boissons chaudes 1530
Si les ventes augmentent de 10 %, le nombre de boissonsSreée
dues devient :

)
LA
=
e
o
=]
o

1,1 x 254~ 279,
celui des boissons chaudes :
1,1 x 95~ 105,

et celui des confiseries :
1,1 x 302~ 332
Le chiffre d’affaire du marchand serait alors de :
0,90 x 279+ 1,80 x 105+ 1,5 x 332=9381 €.
Le chiffre d’affaire réalisé a été :
1x 25442 x 95+ 1,5x 302=897€.

Cela aurait donc été théoriquement intéressant de modifqarix.

EE] Modéle ouvert de Léontief = e
Lycée Camille Julian, Bordeaux

On notex, y, z le nombre d’'unités de production respectivement d’énergie
d’agriculture et de biens manufacturés. Etant donnés lesitede la popu-
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lation, I'économie est équilibrée lorsque :

0,05 03 0,2\ [x 20 X
004 0 Ol)(|y|+1213)=|y
0,4 01 03 Z 7 z
0,95 -0,3 -0,2\ /x 20
«— | -0/4 1 -01)|y|=113].
-04 -0,1 07 z 7

X 39
En utilisant la matrice inverse, on obtieﬁy) ~ (32 .
z 37

CORRIGES

E2Y Modéle de Léontief |
Lycée Montesquieu, Bordeaux

On appellex, vy, z les valeurs des productions respectives des secteurs Char-
bon, Electricité et Acier.

On cherche les valeurs qui permettent une économie écélilionc, y et
z doivent vérifier le systeme matriciel :

0 04 06 X X
0,7 02 02||yl=1]Yy
0,3 04 02 Z Z
-1 04 0,6 X 0
«<— (0,7 -0,8 02 yl=10
0,3 04 -08 z 0

—X+0,4y+0,62=0
< 10,7x—-0,8y+0,22=0
0,3x+ 0,4y —0,8z=0
On constate que la somme des deux premieres équations doppesé de
la troisieme, le systéeme ne donne donc que deux équations :
—X+0,4y +0,6z=0
0,7x — 0,8y +0,2z=0

Si la valeur de production du secteur charbon est 10 unii@s l@ systéeme
devient :

0,4y 4+ 0,6z = 10
0,8y —0,2z=7
qui a pour solutiory ~ 11,07 etz ~ 9,29.

L'économie est donc équilibrée si, quand le charbon a undymtmn de
valeur 10, la production d’électricité est de valeur 11,0edle de I'acier est
de valeur 9,29.
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Chapitre

11

Théorie des graphes
[Spécialité ES)

1. Graphes non orientés

2. Graphes orientés

3. Recherche de la plus courte chaine
4. Graphes probabilistes

Exercice type Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

n Une grande surface est congue de telle facon que six sefadiorenta-
tion, hifi, ...) notésA, B, C, D, E et F sont reliés par des allées selon le
graphe ci-dessous.

D C

TN

] A B F

Faire un tableau donnant le degré de chaque sommet du graphe.

Un visiteur désire parcourir I'ensemble des allées en negragar
celles-ci qu'une seule fois. Démontrer que son souhaigéedisable.

E On considere quatre villes ,v2,v3,v4 dans un pays ou le trafic aérien
est encore trés réduit. Il existe seulement un vol direat;deersv, et
versuvy, devy versvs, devs versvs et versva, devs versvy.

(a) Représenter ces données par un graphe.

(b) Montrer que pour deux villes quelconquesvj (i # j) il existe au
moins un vol deyj versvj comportant au plus deux escales.

a Une grande entreprise propose a ses employés deux typemiddso
mensuels : fixes ou variables. Chaque trimestre, tous lefogampsont
consultés sur le type d’horaires qu'ils désirent adopterienestre sui-
vant.

Au début de I'expérience, 60 % des employés sont favorahiedhae-
raires fixes. Autrement dit I'état probabiliste initial efstcrit par la ma-
trice ligneEo = (0,6  0,4).
On estime qu’un employé préférant les horaires fixes un siregarde
sept fois sur dix le méme avis au trimestre suivant, aloramemployé
préférant les horaires variables change d’avis une foiisuy au tri-
mestre suivant.

D
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Exercice type (suite) Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

(a) Traduire cette situation a I'aide d’un graphe probabiliste

(b) Donner I'état probabiliste deux trimestres apres le débuecpé-
rience.

(c) Déterminer I'état probabiliste stable. Interpréter lauttst obtenu.

n Le plan d'une série de parcelles est donnée sur la page seiv@n
ne veut pas avoir deux cultures identiques sur des par@ljasentes.
Combien faut-il cultiver de plantes différentes, et comhwgganiser les
cultures pour y parvenir ?

A a

Graphe

€

Plan

Les sommets du graphg représentent les champs, les arétes repré-
sentent les bordures communes.

(a) Tracer les arétes d’apres le plan.
(b) Colorier le graphej et en déduire une répartition possible des

It .
ED Graphes non orientés
€2 Généralités

Définitions 1

* Un graphe non orienté est constitué de sommets dont ces@iseliés par
des arétes.

« Deux sommets reliés par une aréte sont dits adjacents.

* Un graphe complet est un graphe dont tous les sommets saiceads.

* Le nombre de sommets présents dans un graphe est I'ordraplegr

e Le degré d'un sommet est le nombre d’arétes dont ce sommehesxtré-
mité.

* Un sous-graphe d’'un graplded’ordrek est constitué d& sommets d¢ et
de toutes les arétes dereliant deux de cels sommets.
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Théoréme 1

La somme des degrés d’'un graphe non orienté est égal a deube fodombre
d’arétes du graphe.

€23 Matrice associée a un graphe non orienté

Définition 2

La matrice d’'adjacence associée a un graphe non orientdrd’nrdont les
sommets sont numérotés de f ast la matrice carrée symétrique d’ordreu

le terme a l'intersection de I ligne et de laje colonne est égal au nombre
d’'arétes reliant et j (on mettra 0 s'il N’y a pas d’'aréte entreet j).

€8 Chaine et cycle

INTERROS

Définitions 3
* Une chaine est une liste ordonnée de sommets telle que cbaumeet de la
liste soit adjacent au suivant.
e Lalongueur d’'une chaine est le nombre d’arétes qui la coemios

* Une chaine fermée est une chaine dont 'origine et I'exti@sont confon-
dues.

(

CORRIGES

* Un cycle est une chaine fermée composée d’'arétes toutastist

* La distance entre deux sommets est la plus courte longuswtidg@nes qui
les relient.

(

* Le diamétre d'un graphe est la plus grande distance entpe steumets du
graphe.

Théoreme 2

Si A est la matrice d’adjacence associée a un graphe, le @yngiégnei, co-
lonne j) de la matriceA” donne le nombre de chaines de longueulianti
aj.

€™ Graphe connexe

Définition 4
On dit qu'un graphe est connexe s'il existe toujours unerehantre deux som-
mets distincts.
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€5 Chaine eulérienne et cycle eulérien

Définition b
Une chaine eulérienne est une chaine qui contient une eeutefsis chaque
aréte du graphe. Si cette chaine est un cycle, on parle deeyldrien.

Théoréme 3 (d’Euler)

Un graphe connexe admet une chaine eulérienne si et seulsnbdemombre
de sommets de degré impair vaut 0 ou 2.

Un graphe connexe admet un cycle eulérien si et seulemenisses sommets
sont de degré pair.

Algorithme d’Euler

Cet algorithme sert a déterminer une chaine eulériennedeaas ou le théoreme
d’Euler a prouvé son existence.

n  s'ily a deux sommets de degré impair, on construit une ctjaigeant ces
deux sommets (peu importe la chaine).

e s'il n’y a pas deux sommets de degré impair (seul autre casilje} on
construit un cycle a partir d’'un sommet quelconque.
Si toutes les arétes sont marquées, on a obtenu une chaénem g, sinon :
ﬂ On choisit un sommet de la chaine précédente et on insérdairedermée,

donc allant de ce sommet a ce méme sommet, ne contenant paf®da
meéme aréte et, bien sdr, ne contenant aucune des arétesilizgas!

Si toutes les arétes sont marquées, on a obtenu une chaéniemog.

Sinon, on recommence cette deuxieme étape jusqu’a ce qies tes arétes
soient marquées.

€3 Coloration d’un graphe

Colorier un graphe consiste a affecter une couleur & chagnmst, de sorte que
deux sommets adjacents ne portent pas la méme couleur.

Le nombre chromatique du graphe est le plus petit nombreule s nécessaires
a son coloriage.

Voici une méthode pour colorier un graphe :

Algorithme de Welch-Powell
n Ranger les sommets du graphe dans I'ordre décroissantdalegrés (pour
les ex-aequo, faire un choix arbitraire).

ﬂ Chaoisir une nouvelle couleur, dite « courante » et colorieside premier
sommet de la liste non encore colorié.
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THEORIE DES GRAPHES (SPECIALITE ES) « CHAP. 11

B Dans la liste des sommets, colorier avec la couleur couramesuivant
I'ordre choisi initialement, tous les sommets non encolergés et qui ne
sont pas adjacents a un sommet colorié avec cette couleur.

n Si tous les sommets ne sont pas encore coloriés, reveniapd'@.

Cette technique peut étre utile quand on a des incomp#dbéntre deux « taches »:
des exemples de sujets font référence a des produits nermiqasétre transpor-
tés dans le méme camion, ou des poissons ne pouvant coldniele méme
aquarium par exemple.

€3 Graphes orientés

EX) Généralités

INTERROS

Définitions 6
Un graphe orienté est un graphe dont les arétes sont orsefut@e boucle est
une aréte orientée dont 'origine et I'extrémité sont lesmas.

.

e On définit de méme une chaine orientée, une chaine eulémgmmmtée, un
cycle orienté.

EX) Matrice d"adjacence associée a un graphe orienté

CORRIGES

Définition 7
La matrice d’adjacence associée a un graphe orienté d'ordient les som-
mets sont numérotés de Inzest une matrice carrée d’ordne ou le terme a
I'intersection de laeligne et de laj ¢ colonne est égal au nombre d’arétes dont
I'origine esti et I'extrémité]j.
Comme il y a souvent au maximum une aréte allant @dej, la matrice ne
comprend treés souvent que des 1 et des 0.

:

Théoréme 4
Si A est la matrice d’adjacence associée a un graphe, le @yngiégnei, co-

lonnej) de la matriceA” donne le nombre de chaines de longuepartant de
i et aboutissant ep.
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€3 Graphe étiqueté

Définitions 8

Un graphe étiqueté est un graphe orienté dont les aréteafectees d'éti-
guettes (mots, nombres, .. .).

Un graphe pondéré est un graphe étiqueté dont toutes leetég sont des
nombres positifs.

Le poids d'une chaine est la somme des poids des arétesémseqti la
composent.

Une plus courte chaine entre deux sommets est parmi leseshgin les
relient, une chaine de poids minimum.

E3 Recherche de la plus courte chaine

Dans plusieurs situations, il est intéressant de trouvpluis courte chaine allant
d’'un sommet & un autre d’'un graphe pondéré connexe.

L'algorithme de Dijkstra permet dans des cas assez simgeésbudre ce pro-
bléme. En voici une description :

Algorithme de la plus courte chaine ou algorithme de Dijkstra

Placer tous les sommets du graphe dan&léghe d’un tableau.
Sur la Zligne du tableau, écrire le coefficient « 0 » sous le point gadé
et le coefficient <o » sous les autres sommets.

Repérer le sommet X de coefficient minimal. Commencer ungel@iigne
et rayer toutes les cases vides sous X.

Pour chaque sommet Y adjacent a X, calculer la sormprda coefficient de
X et du poids de 'aréte reliant X a Y ;

« Si p est strictement inférieur au coefficient de Y, inscipeet X dans la
case correspondante de la colonne « Y »;

Pour les sommets non adjacents a X, compléter la ligne paolkefiicients
de la ligne précédente.

S'il reste des sommets non sélectionnés, retourner a é&ap

Sinon, passer a I'étape 5.

La longueur minimale est le nombre lu sur la derniere ligneretobtient
en remontant les lettres.
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3 Graphes probabilistes

Définitions 9
» Un graphe probabiliste est un graphe orienté, pondéréutelaysomme des
poids des arétes sortant de chaque sommet donné vaut 1. meses® du
graphe sont les états possibles et le poids d’'une arétetégiessue du som-
met i et d’extrémité j est la probabilité de transition dedtd a I'état |.

» L'état probabiliste est une loi de probabilité sur I'ensderdes états possibles
représentée par une matrice ligne, donc la somme des teemes.v

* La matrice de transition d'un graphe probabiliste d’ordrest une matrice
carrée d'ordren. Le terme a l'intersection de la i-ieme ligne et de la j-ieme

colonne a pour valeur le poids de I'aréte allant de i vers gHiecaréte existe, g

0 sinon, les sommets du graphes étant numérotés ade 1 a o

&

Remarque on peut donc vérifier que la somme des termes de chaque ligne e E

égalea 1. -
Théoreme 5 \/

Si M est la matrice de transition d'un graphe probabilistePgiest la ma-

trice ligne décrivant I'état initial etP I'état probabiliste a I'étapdk, on a n
P« = Po x MK, [T
o

- =
Théoreme 6 S

Pour tout graphe probabiliste d’ordre 2 dont la matrice neparte pas de 0,
I'état Pk a I'étapek, converge vers un ét& indépendant de I'état initidPy. De
plus,ona:P = PM.

:

P est appelé I'état stable du graphe probabiliste.

Remarque consultez le site WIMS http://wims.auto.u-psud.fr poes @xercices
interactifs sur les graphes (notamment sur I'algorithm®ijlestra).

@ Solution de Uexercice type Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

El Le graphe ci-dessous donne la liaison entre les différentesrs de la
grande surface.
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@ Solution de Uexercice type Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

Le degré de chaque sommet du graphe est donné par le tabieznt su

Sommet A B @ D E F
Degré 4 3 4 4 3 2

Ce graphe est connexe, de plus il y a exactement 2 sommetgjoe de
impair donc, d’apres le théoreme d’Euler, le graphe admetalmaine
eulérienne, ce qui veut dire qu’il existe une chaine quiieomune fois

et une seule chaque aréte du graphe. Cela veugdiileest possible de
parcourir 'ensemble des allées en ne passant par cellegrcine seule
fois. Par exemple le chemin : EDCBFDAECAB (E et B sont les deux
sommets de degré impair).

Remarque un graphe connexe admet une chaine eulérienne si et seule-
ment si le nombre de sommets de degré impair vaut 0 ou 2.

E (a) Représentons les données par un graphe orienté a quatreesomm
numérotés 1 a 4, le sommeetreprésentant la ville;, une aréte
orientée allant deé vers j s'il existe un vol de la villev; vers la
ville vj.

Le graphe est représenté ci-dessous :

(b) La question revient a montrer qu’il existe toujours un cheihé
longueur inférieure ou égale a 3 (au plus deux escales, donc a
plus trois étapes par vol) allant d’'un sommet quelconigaeun
sommet quelconqup (i #j).

0 1 0 1
. . _ 10 0 10
La matrice M associée au graphe ekt = 10 0 1|
01 0 O
Calculons les matriceldl2 et M3 avec une calculatrice :
0 1 1 1 0 1 71
2 |1 001 3 _|0 2 01
M%=10 2 0 1| & M=lg 1 20
0 0 1 O 1 0 0 1
Le coefficientyjj de la matriceM donne le nombre de vols enire
et j en une étape (vol direct).
ax
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@ Solution de Uexercice type Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

Le coefficient; de la matriceM? donne le nombre de vols entre

i et endeux étapes.

Le coefficientj de la matriceM® donne le nombre de vols entre

i et] entrois étapes.

Soit la matriceS= M + M2 + M3, S= (s)).

Le nombre de chemins allant du sommetu sommetj de lon-
gueur 1, 2 ou 3, c’est-a-dire le nombre de vols recherchéa de |
ville i alaville j est donné pas; .

DéterminonsS:

1 2 2
. P 3 |1 2 1 2
S=M+ M4+ M° = 13 2 ol @
1111 g==
Par exemple, il existe 3 vols en 1, 2 ou 3 étapes reliant la vl =
la ville vy. =

Il n’y a aucun 0 dans la matric® il existe donc toujours un vol de
vj versvj comportant au plus deux escales.

.

a (@) On définit un graph€g a deux états (sommets): (horaires fixes)
etV (horaires variables).
Une aréte d&j représente une transition entre deux états d’un tri-
mestre a l'autre.
Sachant que les employés ayant des horaires fixes un trenestr
conserve cet état le trimestre suivant sept fois sur dixplacle
F— F est pondérée par 0,7.
De méme, l'aréte/ — F est pondérée par 0,2 car les employés
ayant des horaires variables un trimestre change d’étatiestre
suivant une fois sur cing.
On obtient le graphe probabiliste ci-dessous :

CORRIGES

:

03
07 S VCO’S

0,2

(b) Les sommetsF et V étant nommés dans cet ordre (comme

pour Ep), la matrice de transition associée a ce graphe est
M — (0,7 0,3)

~—\0,2 08)°
L'état probabiliste deux trimestres apres le début de Eeignce
estEy; = Eg x M2,

ax;



ILTESM — v. 1.0
26 janvier 2016 — Chapitre 11 page 326 — #334

@ Solution de Uexercice type Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

(©)

0,55 045

2 5

On trouveM _(0’3 0’7).

L _ 0,55 045 . .
Ainsi, E; = (0,6 04) x (0’3 0’7), soit Ep =

(0,45 055).
Le graphe probabiliste est d’ordre 2 et sa matrice ne corapars
de 0, I'étatEg a I'étapek, converge vers un étét indépendant de
I'état initial Eg, de plus = E x M.
SoitE = (x y) avecx ety réels positifs ek + y = 1.
0,7 03
E=ExM < (x y)=(x y)(o’2 0,8)
<~ (x y)=(0,7x+0,2y 0,3x+0.8y)

Il faut les deux réels ety positifs tels queE = E x M et
x+y=1
On aboutit aux systemes suivants :
I 0,7x 4+ 0,2y =X I —0,3x +0,2y=0 { 0.3x=0.2y

03x+08y=y & 03-02y=0 & "7

x+y=1 x+y=1
On obtient finalement = 0,6 ety = 0,4.
L'état probabiliste stable E du graphe est d¢ae 0,6).

Ainsi, aprés un tres grand nombre de trimestres, 60 % du perso
nel sera favorable aux horaires variables et seulement 40%6 a
horaires fixes.

n (a) \oici le graphe complété par ses arétes :
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@ Solution de Uexercice type (suite) Lycée Jules Ferry, Conflans-Sainte-Honorine

(b) [ Sommet| b g a c d e f
Degré 5 5 4 4 4 4

On choisit par exemple la couleur rouge, qu’on affedbe puis ag qui
n’est pas adjacent. Tous les autres sommets sont adjaderds®@c on
prend une autre couleur, par exemple bleu, et on l'affectscammet
suivant de la liste, dona, ainsi quee qui ne lui est pas adjacent. Les
sommets restants sont adjacengsau ae, ou déja coloriés.

On choisit donc une troisieme couleur, jaune, et on I'aéfent et ad.
Tous les autres sommets sont soit coloriés, soit adjacentsiad.

Il nous faut donc une quatrieme couleur, par exemple verir polo-
rier f.

Donc il faudra faire une premiére culture duet g, une deuxiéme sur
a ete, une troisiéme sue etd, et une derniére suifr.

Voir énoncé page 317

[ INTERROS

CORRIGES

(
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n w/F Graphe non orienté {$min \ﬂ?;;;igé‘

INTERROS

Dire si chacune des affirmations suivantes est vraie oudauss
Le graphej ci-dessous a pour sommets les points A,B,C,D et E.

A
E
B

D C
E} Legrapheg estd'ordre 5.
Fl Lediamétre de est 3.
a G admet une chaine eulérienne issue de D.
n G admet un cycle eulérien.
B La chaine BCADCED est eulérienne.

. . P a0 Corrigé
n w/F Matrice d’un graphe non orienté > 5min °p_ e \

Dire si chacune des affirmations suivantes est vraie oud¢auss

Les matricesVl et M3 ci-dessous sont telles qi soit la matrice associée a
un graphe non orienté de sommets A,B,C,D et E dans cet ordre :

011 11 4 6 6 6
1 01 00 6 2 5 2 1
M=|11 0 1 0 Mi=|6 5 4 5 2
1 01 00 6 2 5 2 1
1 0 0 00O 4 1 2 1 0
Le graph&j a 12 arétes.

Il'y a 6 chaines de longueur 3 reliant A a D.
Il N’y a pas de cycle de longueur 3.

Il est toujours possible de joindre deux points quelcongaesne chaine
de longueur 3.

Il'y a 16 chaines de longueur 3 d’origine B.
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B w/F Graphe orienté - 5min \";gz;‘“ ‘

Dire si chacune des affirmations suivantes est vraie oud¢auss
Le graphe&j suivant a pour sommets les points A,B,C,D et E.

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

La matrice associée@est symétrique.

Il existe 2 chemins de longueur 3 reliant Aa C.
Le chemin ADBC a pour poids 16.

Il nexiste pas de cycle de longueur 4 issu de A.

Le chemin de poids minimum reliant A a C a pour poids 7.

CORRIGES

n v/ Graphe probabiliste * Smin ‘Qp%)zgigé‘

(

Dire si chacune des affirmations suivantes est vraie oudauss

A et B sont deux événements complémentaires d’un univeestt@-dire
B = A). Soitn un entier naturel.

* ap est la probabilité que 'événement A soit réalisé a I'étape
* by, est la probabilité que I'événement B soit réalisé a I'étape
La matriceP, = (a,  bn) traduit I'état probabiliste & I'étape.
OnaPy= (1 0).

M = (0’8 0’2) est la matrice de transition de I'étapé 'étapen + 1.

0,5 05
0,74 026
2 )
On aM _(0,65 Q35)'

La matriceP = (x y) représente I'état stable associé a I'évolution.

E} SiAestreéalisé al'étaps, la probabilité que B soit réalisé a I'étape-1
est égale 4 0,5.
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ﬂ Si B est réalisé a I'étape la probabilité que A soit réalisé a I'étape-1
est égale 4 0,2.

B =035

gl x=08x+0,5y.

B Along terme, la probabilité que A soit réalisé %st

INTERROS

H v/  Vocabulaire ~ 10min °p_°§.22"’é\

On donne la matrice A d'un grapliede sommets A, B, C, D et E, utilisés
dans 'ordre alphabétique dans la matrice.

0 01 0 D
0 0111
A=|1 1 0 1 0
01100
110 00

En utilisant uniquement la matrice, répondre par Vrai ouxFaux affirma-
tions suivantes en justifiant :

L'ordre du graphe est 5.

Le graphé&j est non orienté.

Le graph&j comporte 12 arétes.

Le sommet D est de degré 3.

Le graphe&j admet une chaine eulérienne.

Le graphej admet un cycle eulérien.

Il'y a 8 chemins de longueur 3 partant de B et arrivanta D.

Graphes non orientés

nsg s oL . c Py
B Propriétés % czomin © e
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy
n Les graphes ci-dessous sont-ils susceptibles de décnnétae situa-

tion?
Y Y A C
w X E D
Graphe G Graphe G,
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E Le graphegz ci-dessus représente les rues d’'un quartier d’une ville et /\
les carrefours qui sont a leur intersection.

(@) Comment sont représentés les rues et les carrefourgidans
(b) Calculer le degré de chaque sommetide

(c) Montrer qu'il existe un parcours dans la ville empruntare tmis
et une seule chaque rue. Donner un tel parcours.

COURS

ﬂ Cycle eulérien et chaine eulérienne x - 15 min °p_°g,jgi9é ‘

Lycée Galilée, Gennevilliers

Un voyageur veut visiter les cing pays d’Asie indiqués sus¢béma ci-

dessous.

n S'il arrive et repart de Bangkok, peut-
il visiter les cinq pays : CHINA

(a) sans passer deux fois par upe
méme frontiere ?

(b) en traversant exactement une
fois toutes les frontieres ? LAOS

ﬂ Reprendre la question 1 en rajoutant UL
une frontiere maritime entre la Thal-
lande et la Chine (traversée par ha-
teau).

a Si le voyageur peut arriver dans un
pays et repartir de n'importe qusl
autre, peut-il visiter les cing pays,
passant une seule fois par toutes les
frontieres, et sans prendre le bateau™?

Sachant que les demandes de visas pour le Laos et le Vietrigsemtio
préciser le nombre d’entrées dans le pays, que devra-trddder ?

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

VIETNAM

CORRIGES

(

u Transports interplanétaires *x - 25min °p_°g,j;‘9é‘

Lycée Albert de Mun, Nogent-sur-Marne

Nous sommes en 2951. Il existe un transport interplanétaire les planétes
du systéeme solaire que I'Homme a fini de coloniser depuisaaiesiDes nefs
spatiales assurent les liaisons réguliéres suivantes :

Terre-Mercure ; Pluton-Vénus; Terre-Pluton ; Pluton-Meeg
Mercure-Vénus; Uranus-Neptune ; Neptune-Saturne ; Satiupiter ;
Jupiter-Mars ; Mars-Uranus.

n Construire un graphe (non orienté car les liaisons existens les deux
sens) représentant ces liaisons. Chaque sommet sera nolfaidé des
deux premiéres lettres de la planéte considérée.
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E Rappeler la définition d’un graphe connexe. Ce graphe estrihexe ?
Peut-on aller de la Terre vers Mars ?

a La SITS (Société Interplanétaire des Transports Spatidécife de ré-
organiser ses liaisons. Une liaison Pluton-Uranus estégotandis que
la ligne Mars-Uranus est abandonnée, faute d’une rertabiliffisante.
Par ailleurs une liaison Mars- Mercure est ajoutée.

Construire le nouveau graphe aprés cette réorganisation.

Ce graphe est-il connexe ? Peut-on désormais aller de éavers Mars ?
Donner dans ce cas le chemin comportant le moins d’escales.

Préciser les degrés de tous les sommets et le nombre d’avétéfer
le théoréme liant ces deux notions.

Existe-t-il un cycle eulérien qui permet d’effectuer le tales planétes
du systéme solaire a partir de la Terre ? Si oui, donner urytét c

Les sommets du second graphe sont numérotés comme sulit :
1:Terre; 2: Mercure; 3:Mars; 4 :Vénus;5: Pluton; 6 : Uranus;
7 : Jupiter; 8 : Neptune; 9 : Saturne.

Donner la matriceM associée & ce second graphe. CalcMér Que
signifie I'élémentazs de M2 ? Donner les chaines correspondantes.

n Raisonnement combinatoire K 30min °p_°gzgi9é‘

Lycée Marie-Curie, Sceaux

On doit former des couples d’équipiers (pilote et copilgieur un rallye
automobile de plusieurs jours.

Pilote Nation Copilotes| Nation
Paul UK Thomas | F
Brian us Karim Ma
John A Victor Ca
Marléne | F Eva us
Charles | UK Alain B

Olfa B Fiona Ca

Les nationalités sont : Australie (A), Canada (Ca), Framde Grande Bre-
tagne (UK), Etats Unis (US), Maroc (Ma) et Belgique (B). Learntains,

les belges et les francais sont uniquement francophone<dreadiens sont
anglophones et francophones, et les autres ne parlentgiaisin

n On veut que les équipiers aient une langue commune. Proposeom-
position possible des équipes.

Quel nombre maximum d’équipes peut-on former ?
De combien de facons différentes peut-on former les éq@ipes
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E On décide de former les équipes indépendamment du critélamigues.
De combien de facons différentes peut-on les sélectionner ?

Indications :Un graphe bien sdr, mais représenté par le tableau donnant po

chaque sommet la liste de ses sommets adjacents. Trouvéagored’ énu-
mérer les choix possibles en raisonnant avec le tableau.

Graphes orientés

m Construction d’un graphe orienté ~ * * Smin °p_°gg1“9é ‘
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

Construire un graph@ défini par le tableau ci-dessous.

Sommet A B C|D]|E
Successeur B,D | AC,E[|A | C|C

m Nombre d’arétes d’un graphe *x - 20min QDFgg;isé‘
Lycée Hoche, Versailles

On noteky, le graphe simple non orienté complet Gommets.

n (@) Représenter les graphes simples non orientés conipiets/Ce.

nn-1
(b) Montrer que le nombre d’arétes dig est égal a%

(c) Combien un graphe simptaientécomplet possede-t-il d’arétes ?
F1 Applications :

(@) Un tournoi d’escrime réunit dans une salle d’armes 4 équijpes
rant un week-end. Chaque équipe rencontre une et une séslle fo
toutes les autres. Combien de matchs dispute chaque équipe ?
Combien de matchs seront disputés au cours du week-end ?

(b) Lesdouze membres d’'une famille fétent Noél. lls veulens whan-
ter en duo, tous les couples possibles de chanteurs dewamtech
une fois exactement. Combien y aura-t-il de duos ?

(c) Lesdouze membres de la famille précédente, au lieu de sediesr
cadeaux a Noél, décident de jouer I'argent équivalent au (it
espérent gagner le gros lot). Sachant que la dépense moyanne
cadeau est de 28 et que chacun fait un cadeau a tous les autres,
sauf lui-méme, combien vont-ils jouer ?

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

CORRIGES

:
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m Longueur de chemins * - 20min ep_cgg;igé‘
Lycée Saint-Rosaire, Sarcelles

INTERROS

On donne le graphé ci-dessous qui représente un réseau routier. 8da
matrice associée au graphe, les sommets étant numérotésipamlphabé-
tique.

n Avant d’écrireM explicitement, expliquer pourquoi

M comporte : B
e uniguementdes Ooudes 1; A/ \C
 une ligne ne comportant que des zéros; / \
* une colonne de zéros; \ E——F
* une colonne comportant 4 fois le nombre 1. /

D

F1 Ecrire la matriceM.

a CalculerM? et en déduire le nombre de chemins de longueur 2 allant de
AAE.

n Combien y a-t-il de chemins de longueur 4 ? Existe-t-il de=ntins de
longueur supérieure ou égale a 6 ?

E Recherche de chemins Kk 30min °ng;;‘“\
Lycée Galilée, Gennevilliers

Cet exercice est une variante de problémes trés connusi@issonnaires et
les cannibales », « le loup, la chévre et le chou ») qui solité@s pour tester
des algorithmes d’exploration dans les graphes.

Les porte-parole de quatre partis politiques, les paréuBlaune, Rouge et
Vert, doivent se rendre du Sénat a I'Elysée. Il y a des divezgs d’opinion
trés fortes, si bien qu’on ne peut absolument pas laisseétenat téte les
couples de personnes suivants :

* le représentant Vert et le représentant Bleu;;
* le représentant Jaune et le représentant Rouge ;

On met une voiture sans chauffeur & leur disposition. Lauveine peut

prendre que deux passagers a la fois; il faut prévoir plusialiers et re-

tours pour les transporter tous. Comment organiser lesgasysuccessifs en
ne laissant jamais en téte a téte deux personnes qui nergientepas ?

Indications : Définir un graphe orienté dont les sommets représentent les
groupes de personnes pouvant se trouver ensemble au Sémah@ment
donné, et dont les successeurs d’un sommet sont les groapsbles aprés

un voyage. Représenter le tableau des successeurs par sdmmraphe.
Trouver un chemin reliant le sommet de départ au sommegarriv
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Recherche de la plus courte chaine N

m Distance minimale * - 20min °p_°g;;isé\
Lycée Virlogeux, Riom

Le technicien d’'une coopérative agricole prépare sa t@ui®ér le graphe ci-
dessous, les lettres représentent les exploitationsadegicles membres de
la coopérative, les arétes représentent les routes, pegslpar la distance a
parcourir (en kilométres).

COURS

(2]
Q
o=
[~
L
—
=

Il lui faut absolument commencer par I'exploitatidnet terminer par I'ex-
ploitation E. Par quelles autres exploitations peut-il passer tout alisent
le trajet le plus court ? Quelle est alors la distance pargr

y - L .- Corrigé
E Recherche de durée minimale *ox caomin O e
Lycée Flora Tristan, Noisy-le-Grand
Le Kougelhof est un délice mais un casse-téte a préparautlt f

CORRIGES

(

« Préparer d’abord le levain et laisser fermenter 30 minutes.

» Tremper les raisins secs dans de I'eau additionnée de rhumoizs 15 mi-
nutes.

* Mélanger farine, ceufs, beurre et sucre et pétrir la pategrerid minutes.

* Incorporer le levain a la pate et la faire lever pendant 3 ée@oremiére
«pOUSSEE »).

* Rompre la pate pour y incorporer les raisins secs. Laissgsgeo la pate
dans son moule pendant 2 heures.

« Enfourner pendant 1 heure.
e Laisser refroidir deux heures minimum.

« Entre temps, il faut préparer les asperges strasbourgeolss éplucher
prend 15 minutes, les cuire 30 minutes, les laisser refr@ilieures.

* La cuisson du réti prend une heure.
« L'ordre de cuisson est d’abord le kougelhof, puis les asgenguis le roti.
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n Représenter sous forme d’un graphe pondgtés contraintes d’ordre
entre ces taches.

n Quelle est la chaine de poids maximal du graphe ? Quelle ebbiae
la plus longue ?

B En regroupant des taches pouvant étre menées en paraitglespr une
planification « optimale » des préparatifs du repas (miramisa durée
totale de préparation). A quelle heure au plus tard doit@mmencer
les préparatifs si le repas est prévu a 20 h?

E Recherche de distance minimale K 25min °p_°gggi9é‘
Lycée Jean-Pierre Vernant, Sévres

Une grande ville a mis en place un systéme de locations delbttgs en
libre service.

Un abonné peut ainsi louer une bicyclette dans une statiemlpuléposer
dans n’'importe quelle station de son choix.

La ville compte 7 stations nommées A, B,C,D ,E, FetG.

Les stations sont reliées entre elles (ou pas) par une pidtxe et les temps
de parcours en minutes sont indiqués sur le graphe suivant :

n Philippe, cycliste trés prudent, décide de visiter cetlie @n n’emprun-
tant que des pistes cyclables.

(@) A-t-il la possibilité d’effectuer un parcours empruntaneuois et
une seule toutes les pistes cyclables ?

(b) A la fin de ce parcours, si cela est possible, pourra-t-il rersé
bicyclette dans la station de départ?
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F1 On appelleM la matrice associée a ce graphe.

(a) Parmiles deux matrices ci-dessous, dire sans aucun calteibeii
peut étre la matric3. Justifier la réponse.

4 9 8 5 5 9

9 6 10 7 10 6

8 10 8 5 10 9
N=|5 7 5 2 8 4 5

5 10 10 8 6 11

9 6 9 4 11 4

2 4 4 5 2 6

4 9 8 5 5 9

9 6 10 7 10 6

8 10 8 5 10 9
T=|5 7 5 2 8 4 5

5 10 10 8 6 11

9 6 9 4 11 4

1 4 4 5 0 6

(b) Philippe a loué une bicyclette a la station F et I'a rendue a la
station E. Au cours de son trajet, il est passé par exactedeerxt
autres stations. Combien de trajets différents a-t-il pus®
Justifier.

a Le lendemain, il envisage de rejoindre le plus rapidemesteton G en

partant de la station A. A I'aide d’un algorithme, détermmiteeparcours
adéquat et donner le temps nécessaire pour I'effectuer.

Graphes probabilistes

m Graphe probabiliste, état stable * - 30 min °p_°gggi9é ‘
Lycée Gaston Bachelard, Chelles

Une société de location de voitures a la semaine possédgeanesa Lyon et
une autre a Paris. A I'ouverture des deux agences, le pasmaliile compre-
nait 300 voitures a Lyon et 500 a Paris. On a constaté qu’a ldefichaque
semaine, 70 % des voitures louées a Paris retournaient @@ente pari-
sienne, les autres étant rendues a Lyon, et que 60% desemlauées a
Lyon retournaient dans I'agence lyonnaise, les autres égadues a Paris.

On choisit une voiture au hasard dans le parc automobile.

On notel, (resp.pn) la probabilité que la voiture soit rendue a Lyon (resp. a
Paris) a la fin de la-iéme semaine.

COURS
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CORRIGES

:
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Traduire les données par un graphe probabifistdont vous donnerez
la matrice de transitioM et I'état probabiliste initiaEg.

INTERROS

Calculer I'état probabiliste du graplge au bout d’'une semaine, au bout
de 10 semaines.

Déterminer I'état stable du grapbe

Au bout d’'un grand nombre de semaines, comment se répatpart
automobile entre les deux agences ?

m Graphe probabiliste, état stable Fokk - Smin °p_°g;5‘9é\
Lycée Jacques Monod, Clamart

On s’intéresse au trafic aérien long courrier entre troiegats, notés A, B
et C. Le graphe ci-dessous décrit les liaisons aériennes ees aéroports
(les autres liaisons sont ignorées). Un vol durant plusiéeures, un avion
vole une fois par jour exactement.

On notea, (resp.by, ¢,) le nombre d’avions partis

de A (resp. B, C) le jour donng& La capacité totale A

des trois aéroports est constante, donc pourrtput

an+bn+Cn =600

On définit Ep, I'état du trafic le journ, par la

matrice ligne :En = (@ bn  cn). 5

On suppose comme trafic initial (au jour noté 0) : €

—_—>
Eo= (200 200 209. N

Partie A

Les fréquences de destinations au départ d’un aéroportienngées ci-dessous.
Ainsi, 40 % des avions partant devolent vers B et 60 % vers C.

Vers A | VersB | VersC
De A 0 40 % | 60 %
DeB | 40% 0 60 %
DeC| 40% | 60 % 0

n A 'aide des données précédentes, définir le graphe prosiaigiirepré-
sentant le trafic aérien entre ces trois aéroports. Détermsam matrice
de transitionM (les sommets seront numérotés par ordre alphabétique).

E Quel est I'état du trafic le jour suivant ? deux jours plus fard
a Si Ep est I'état du trafic un jour donn& montrer que I'état du trafic le

jour suivant vérifie En11 = En x M. En déduire que I'état du trafic le
jour n est défini palE, = Eg x M".
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P1 A raide d'une calculatrice, calcule? puis M2° (arrondir les coeffi-

cients & 103 prés) et les états du traff€;o puis Exg (& un avion prés).
Conjecturer I'état du trafic a long terme.

B Montrer par le calcul algébrique qu'il existe un unique éattrafic
E=(a b ¢ vérifiant:
E=ExM e a+b+c=600

ﬂ En admettant que la suite des étdEs) converge vers I'étaE défini
précédemment, comment se répartira le trafic entre lesaéoorts a
long terme ?

Partie B

On veut équilibrer a long terme le trafic entre les trois aértsp On concoit

que cela doit se traduire par un état stable du tiafie (a b c) vérifiant :
E=ExM et a=b=c=200

Comment modifier les probabilités du graphe probabilisfgécédent pour
satisfaire cette condition d’équilibre ?

dokok - qomin  Soriee

Lycée Jean-Pierre Vernant, Sevres

Chaque mois, un institut de sondage donne la cote de pojguttuine per-
sonnalité politique dans 'opinion publique.

Les personnes sondées sont soit favorables, soit défa@sralette person-
nalité.

Initialement, il y a 80 % de personnes favorables a cetteopeiité.

De chaque mois au suivant, on considére que :

* 30% des personnes qui étaient favorables a cette persi@nnalie sont
plus.

* 10% des personnes qui n'étaient pas favorables a cettenperde de-
viennent.

On note, pour tout entier natunel:

* ap la probabilité qu'une personne interrogée au hasard audmuimois
soit favorable a cette personnalité.

* by la probabilité qu’une personne interrogée au bout deois ne soit pas
favorable a cette personnalité.

* Pp=(an bn) lamatrice traduisant I'état probabiliste au boutdeois.

COURS
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:
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Partie A

n Déterminer la matric®, donnant I'état probabiliste initial.
ﬂ Déterminer le graphe probabiliste correspondant a latsiua

a (a) Déterminer la matrice de transitiov.
(b) Déterminer la matricé.
n Déterminer I'état stable et interpréter ce résultat.

Partie B
n Montrer quea,+1 = 0,6a, + 0,1 pour tout entier naturei.

ﬂ On considere la suite telle quewn, = an — 0,25 pour tout entier naturel
n.
(a) Démontrer que la suite est géométrique.
(b) En déduire que, = 0,25+ 0,55 x 0,6" pour tout entier nature.
(c) Calculer la limite dea, quandn tend verstoo.
Comment interpréter cette limite ?

(d) Déterminer aprés combien de mois la popularité de la pesdivé@n
sera inférieure a 25,1 %.
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n v/f Graphe non orienté Qp.Eggﬂncé ‘

I

COURS

D C

n Vrai. L'ordre d’'un graphe est le nombre de sommets du graphe t&
grapheg est d’ordre 5.

E Faux. Le diamétre d’'un graphe est la plus grande des distasrtiee
deux sommets quelconques du graphe.
Ona:d(A,B)=1, d(A,C)=1, d(A,D)=1, d(A,E)=2, d(B,C)=1,BlD)=2,
d(B,E)=2, d(C,D)=1, d(C,E)=1 et d(D,E)=1.
Le diamétre du graphe est donc 2.

a Vrai. Déterminons le degré de chacun des sommets.

.

INTERROS

Sommet A B G D E
Degré 3 2 4 3 2

Le graphej est connexe, il a exactement deux sommets A et D de degré
impair, il admet donc une chaine eulérienne d’origine I'ences deux
sommets, don¢ admet une chaine eulérienne issue de D.

n Faux. Le graphg n’admet pas de cycle eulérien car il a des sommets
de degré impair.

B Faux. B n’est pas un des sommets de degré impair, la chain®BER
n’est donc pas eulérienne.

)
LA
=
=
e
=]
o

Remarque vous pouviez aussi compter le nombre d'arétes de la chaine
BCADCED. Il y a 6 arétes alors que le graphe admet 7 arétesprigore
d’arétes étant égal a la moitié de la somme des degrés desstemurgraphe.

E v/ Matrice d’un graphe non orienté S

n Faux. La matrice d’'un graphe non orienté est symétriquegiebre de
1 est donc le double de celui des arétes : le graphe compontz &lo
arétes.

E Vrai. Le nombre situé a l'intersection de & ligne et de la &colonne
de la matriceM? indique le nombre de chaines de longueur 3 reliant A
a D soit 6 chaines de longueur 3 reliant Aa D.

a Faux. Il y a par exemple 4 cycles de longueur 3 reliant A a A ear |
nombre 4 figure a l'intersection de I& ligne et de la  colonne.
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n Faux. Il y a un 0 dans la matridd 3, il n’est donc pas toujours possible
de joindre deux points quelconques par une chaine de longueu

Remarque il n'y a pas de cycle de longueur 3 reliant E a E.

H Vrai. Le nombre de chaines de longueur 3 d’origine B est laseres
nombres situés sur l&gne de la matricév,

Ilyadonc6+2+5+ 2+ 1= 16 chaines de longueur 3 d’origine B.

. s Ei ¢
E wr Graphe orienté \Qp_'g‘fq'"e\
n Faux. La matrice associée au graghee sommets A, B, C, D et E dans
cet ordre est :
Colonne B (extrémit€)
1 chemin l . ..
. N 0 0 1 1\ <«— Ligne A (origine)
reliant A a B
00101
M=]10 00 0 O
11100
00010
1 2 2 2
11100
El vraionamM®*=|0 0 0 0 of.
112 2 1
01 11

Il'y a donc bien deux chemins de longueur 3 allant de A a C.
a Vrai. Le chemin ADBC a pour poids¥ 1+ 8 = 16.

2 3 43
01112
B Faux.M*=]0 0 0 0 O0f.
2 3322

1122

Il'y a donc deux cycles de longueur 4 issus de A.

B Faux. Pour déterminer le chemin de poids minimum reliant A agpli-
quons I'algorithme de Dijkstra (voir sur la page suivante).
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Al B D B c | Sommet /\
choisi
0 e 22 2 o A C n’est pas
3A | TA | 4A | & B__ | reliéaA
. (¢
7A 11B E L, plus petite a2
11B D des distances g
partant de A et
\J Y \/
: d1sta\nce e dans chaque * le poids
deAaA v colonne, on ne du chemin

e distance change le nombre —passant par

deAaB ques’ilestplus  Best5donc
petit et on indique on garde 4A
le point précédent

INTERROS

Pour déterminer le chemin de poids minimum, on remonte lenahe
C—D—E—A (les points entourés), le chemin de poids minimum a
pour poids 6, c’est le chemin AEDC.

)
LA
=
e
o
=]
o

Y v/r Graphe probabiliste Wil

0.8 0’2> la matrice de transition.

0,5 05
La 1 ligne donne la probabilité sachahy :

El Faux. SoitM = (

¢ 0,8 indique la probabilité dé,1 sachant,.
¢ 0,2 indique la probabilité dB,,1 sachanf.
La 2 ligne donne la probabilité sachaBy :

* 0,5 indique la probabilité dé,1 sachanB,.
* 0,5 indique la probabilité dBn;1 sachanB;,.

La probabilité que B soit réalisé a I'étape- 1 sachant que A est réalisé
a I'étapen est donc égale a 0,2.

Faux. La probabilité que A soit réalisé a I'étape- 1 sachant que B est
réalisé a I'étape est égale a 0,5.

Faux.OnaP, = (a2 bz) = Pox M2= (1 0) x (ggg g’ég) donc
P, = (0,74 026) ethy = 0,26.
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n Vrai. La matriceP qui représente I'état stable associé a I'évolution est
telle queP = P x M.
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P=PxM < (x y)=(x y)x(o’8 0’2)

0,5 05
< (x y)=(0,8x+05y 0,2x+ 0,5y)
D’ou x = 0,8x + 0,5y.
H Vrai. X ety sont solutions du systéme :

x=08x+05y _ [0.2x=05y X=25y X =
X+y=1 X+y=1 25y+y=1

~NIN N o

La matriceM ne comportant pas de O, I'état probabiliste a I'étape
converge vers I'état stabl, cet état étantindépendant de I'état initrRal

Donc, a long terme, la probabilité que A soit reahse;st

u ws/k Vocabulaire ‘ Qp.Eggﬁ' * ‘

Vrai puisqu’ily a 5 sommets.
Vrai car la matrice est symétrique par rapport a la diagodesecoeffi-
cientsa;; .

Faux. Il comporte 6 arétes (il faut diviser le nombre de 1 Eand.
Faux, il y a seulement deux 1 dans la ligne 4.

Vrai. Il y a deux sommets de degré impair, B et C, donc le grauimeet
bien une chaine eulérienne.

Faux. Il aurait fallu qu'il n’y ait pas de sommet de degré innpa

15 2
2 6 4
6 2 4

4 4 2
5 1 2

Il'y a 4 chemins de longueur 3 partant de B pour arriver a D.

Faux. On calcule A3 =

AN O O
SN~ Ol

zra Enoncé

u Propriétés et |
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

n Les graphes onttous les deux : 7 arétes, 1 sommet de degrérness

de degré 3 et 2 sommets de degré 2. Pour qu'ils représenterénee

situation, ils faut apparier leurs ensembles de sommetssnebles
d’arétes. Si on modifie les emplacements des sombhetsY dans la
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représentation dé; (en échangeant les places) on obtient un nouveau /\
dessin (dessin 2). Les dessins 1 et 2 donnent deux représeatdif-
férentes du graphé; : dans les deux cas il y a le méme ensemble de
sommets et le méme ensemble d'arétes.

AN VAN
AV |

Graphe G, (dessin 1) Graphe G, (dessin 2) Graphe G,

COURS

(

Grace au deuxiéeme dessin, on voit que les graghest G> sont iso-
morphes, c’est-a-dire qu’on peut renommer leurs sommefagm a

les rendre identiques. Par exemple : é
Numéro 1 2 3 4 5 i
Sommetdgj/» | A B C D E =
Sommetdey; |V Y U X W
Avec cette numérotatiod; etG, ont la méme matrice associ&k:
vV Y U X W A B C D E
vi| io 1 1 0 1 A|lO0O 1 1 0 1 »n
Y|[1 0 1 0 o0 Bl1 0o 1 0 o0 ]
ul1l1 1 0 1 1 cl1 1 0 1 1 =
X 0O 0 1 0 1 DfO0O O 1 0 1 8
Wilf1 0 1 1 O E|1 0 1 1 O

Remarques
 Si on ordonne les sommets de chaque graphe par ordre alghetét
les matrices sont différentes.

* G2 est un graphe « planaire », c'est-a-dire qu’on peut le desslia
sorte que deux arétes ne se croisent pas.

E (@) Une rue est représentée dapispar une aréte et un carrefour par
un sommet.

(b) Degré de chaque sommet@eg:

Sommetdgj, | A| B[ C | D|E
Degré 312|423

(c) Le parcours recherché correspond a une chaine eulériensdeda
graphego. Or, G2 a exactement deux sommets de degré impair,
donc, d’apres le théoreme d’Euler (théoréme 3), il existe s
lution. Une chaine eulérienne a nécessairement pour eixé€las
sommets de degré impair, ici A et E. Par exemple si I'on pahde
on a la chaine eulérienne : (A,B,C,A,E,C,D,E).
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ﬂ Cycle eulérien et chaine eulérienne 0,33

Lycée Galilée, Gennevilliers

Commencons par dessiner le graphe de voisinage entre paysanumet
représente un pays; deux sommets sont adjacents s'ils erftamtiere ter-
restre commune. Le graphe n’est pas orienté (les front&&rémversent dans
les deux sens).

Thailand ————— Laos ——— China

7

Cambodia ——— Vietnam

n (a) Sachantque Bangkok est en Thailande, on cherche un cycamas
par tous les sommets - pays (on dit que ciegstycle hamiltonien
et I'on obtient :

(Thailande, Cambodge, Vietnam, Chine, Laos, Thailande)

On ne passe pas deux fois par la méme aréte (frontiére) donc ce
cycle est une solution.

(b) La question posée est celle d'un cycle eulérien : on doitgrass
par toutes les arétes (frontieres) une fois et une seuleor©g
deux sommets de degré impair (Cambodge et Vietham de degré 3)
D’apres le théoréme d’Euler (théoréme 3), il n'existe doncien
cycle eulérien.

E On rajoute une aréte dans le graphe précédent :

mhaibndey — ——————\—————— China

Laos

/\

Cambodia Vietnam

(@) Lapremiére réponse est-elle modifiée ? Non, car on n'a pasgyéha
les sommets, donc le cycle donné a la question 1.a est taujour
solution.

(b) Le degré des sommets a changé puisqu’on a une nouvelle aréte.
Malheureusement, on a4 sommets de degré impair. Il n'y atos|
pas de cycle eulérien.
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a Il s’agit de trouver une chaine eulérienne (points de dégiadtarrivée /\
différents). Il y a exactement deux sommets de degré imgairc on
sait qu'il en existe une d’apres le théoreme d’Euler, et cpee extré-
mités sont nécessairement les sommets de degré impairoQretpar
exemple :

(Cambodge, Thailande, Laos, Cambodge, Vietnam, Chines,Ndetnam).
Cela fait deux entrées au Laos et deux entrées au Vietnam.

COURS

u Transports interplanétaires \Qp_i'g‘éﬁ“‘é\
Lycée Albert de Mun, Nogent-sur-Marne

n Un graphe possible est :

.

Me (72 ]

Ma (=]

ANAS z

J r Te ‘ E

S a\ Ve o
Ne _’_Ur

ﬂ Un graphe est connexe s'il existe toujours une chaine eetig dom-
mets distincts.
Or, il est évident que ce graphe est composé de deux sousegrdfE
joints. Donc, entre autre, on ne peut aller de la Terre a Mars.

E] Le nouveau graphe est:

/Ma /l\//le \ .

Ju Te ‘

\

Sa Ve

-

Ne—

s

)
LA
=
e
o
=]
o

n Cette fois-ci le graphe est connexe.
Pour trouver le chemin le plus court, on étudie les difféeepossibilités
pour aller de la Terre a Mars : on ne peut pas y aller sans éatégrené-
diaire car il n’y a pas de liaison entre la Terre et Mars. Eranehe,
en passant par Mercure, on a rejoint Mars depuis la Terreldersent
deux trajets. Donc le chemin le plus court est Terre-Merddags.

El [Planéte] Te [Me[Ma | Ve [ P [ Ur [ Ju [ Ne | Sa

Degré 2 4 2 2 4 2 2 2 2

Ilyallarétes, etla somme des degrés est 22, donc ceciponebien
au théoreme 1.
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ﬂ D’aprés les degrés donnés par le tableau de la question'$ dlpas de
sommet de degré impair, donc d’apres le théoréme 3, il edisteycle
eulérien.

Pour trouver un tel cycle, on utilise I'algorithme d’Euler :
On peut commencer par exemple par le cycle : Te — Me — Pl — Te.
Puis en partant de Mercure, on peut créer le cycle :
Me — Ma —Ju — Sa — Ne — Ur — Pl - Ve — Me,
ce qui donne finalement :
Te—Me—-Ma—-Ju—-Sa-Ne—-Ur—-Pl-Ve-Me-Pl-Te.

CORRIGES

01001000
10111000
01 000O0T1O0
01001000
A v=|1 1010100
00001001
001 00O0O0TO
000O0OT1GO0TPO0
000O0OOTO0T1a1
21121100
14012110
10211000
21121100
M2=1]1 2 1 1 4 0 0 1
10110200
01000021
00001012
00100100

ags = 2 signifie qu'il y a deux chaines de longueur 2 pour se rendre de
Mercure a Pluton. Ces deux chaines sont Mercure — Terre erPéit
Mercure —Vénus — Pluton.

B) Raisonnement combinatoire |

Lycée Marie-Curie, Sceaux

Cet exercice donne des exemples de raisonnement « conibénath s’'agit
de dénombrer des choix possibles, en trouvant une strggégides compter
car les choix sont trop nombreux pour étre énumérés exgiiant.

L'exercice montre aussi que dessiner un graphe n’est pgaitsua panacée,
et qu’il faut savoir exploiter d’autres modes de représemal’un graphe, en
I'occurence le tableau des sommets adjacents par sommet.
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n On trace un graphe « bipartite » : d'un c6té les sommets reptast les /\
pilotes, de l'autre les sommets représentant les copilates aréte va
d’'un sommet pilote a un sommet copilote s'’ils ont une langareroune.

En théorie des graphes, le probléme posé ici est de trouvesuplage
maximal des sommefsouver un ensemble d’arétes dont les extrémités
recouvrent un nombre maximum de sommets).

COURS

.

Ce graphe est plutdét embrouillé. Représentons les pagsibile faire 8
équipe sous forme de tableau. g
Pilotes | Copilotes E
Paul Victor, Eva, Fiona o
Brian Victor, Eva, Fiona
John Victor, Eva, Fiona

Marléne | Thomas, Karim , Victor , Alain, Fiona
Charles | Victor, Eva, Fiona
Olfa Thomas, Karim , Victor , Alain, Fiong

s

Procédons par ordre :

 on affecte Paul a un copilote, par exemple Victor, puis o nigtor
partout dans la colonne des copilotes;;

)
LA
=
=
e
=]
o

 on affecte Brian a Eva et on raye Eva;

« on affecte alors John nécessairement & Fiona, puis Marl€heraas;;
* pour Charles, plus aucun copilote anglophone n’est libre.

On obtient ainsi cing équipes avec deux équipiers non &fect

(Paul, Victor), (Brian, Eva), (John, Fiona), (Marléne, Ties),
(Olfa, Karim).

Aurait-on pu former davantage d’équipes ?

En parcourant difféfremment les sommets pilotes et en madifes
choix des copilotes, on constate que non. En commencargppilbtes
de degré 5 on obtient par exemple :

(Marléne , Victor), (Olfa , Fiona) et (Paul , Eva)

etil restera trois pilotes sans équipier. Intuitivementcongoit que pour
trouver un maximum d’équipes, on a intérét a affecter en pehas
pilotes les moins sociables (c’est-a-dire de degré le pdtis)p
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Remarque l'algorithme présenté ici permet de trouver un couplage
maximal des sommets si I'on examine les sommets par ordregie d
croissant. (Graphes, Claude Berge, Dunod 1970).

CORRIGES

Dénombrons toutes les affectations possibles :

Il n’y que trois copilotes anglophones pour quatre piloteglaphones
donc un pilote ne pourra pas courir et il y a quatre facons addesir.
Supposons qu’il s'agisse de Charles :

» Paul a alors le choix entre trois copilotes;;

 Brian a ensuite le choix entre deux copilotes (I'un n’étdaspibre car
affecté a Paul) ;

¢ Le troisieme pilote John n’a plus qu’un seul choix.

Le pilote exclu étant choisi, il y a don@ x 2 x 1) = 6 choix pour
les équipes anglophones. Or il y quatre choix possibles @xeiure un
pilote anglophone, il y a donc en toutd6 = 24 fagons de former les
trois équipes anglophones.
Pour les équipes francophones, les deux pilotes franc@swmisissent
parmi trois copilotes : on a 8 2 = 6 choix d'équipes différentes.
Les choix des équipes anglophones et francophones se leultifcar
ils sont indépendants) : on obtient 144 fagons possible®dser les
cing équipes.

E Tous les liens entre pilotes et copilotes sont maintenatariaés. Le
graphe a donc & 6 = 36 arétes. On dénombre les choix comme précé-
demment:

» Paul a le choix entre les six copilotes : il en chaisit un, ireste cing
libres;

 Brian a le choix entre les 5 copilotes libres ; il en choisitiien reste
quatre libres;

 John a donc le choix entre 4 copilotes, puis Marléne entr&3, e

Au final, on voit qu’on peut toujours former six équipes, etogua :
6x5x4x3x2x1=720

facons différentes de le faire (ce nombre s’appelle « fagter 6, noté 6).
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m Construction d’un graphe orienté | s | —~
Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy

Le tableau de successeurs suggéere un graphe orienté. Qtitrigsacing
sommets en cercle, et on trace les arétes orientées selordieations du

tableau. .
B—C S
Q
ﬁ%/\ =
A D
\/ _
m Nombre d’arétes d’un graphe °pfg;3"=é ‘

Lycée Hoche, Versailles

(1 EY

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o

Ks Ke
(b) Premiere démonstrationnumérotons les sommets de h.aToute
paire de sommet§, j} aveci # | détermine une aréte. Pour faci-
liter le dénombrement, on convient de la représenter papaire
(@i,j) aveci < j . Il suffit de compter le nombre de ces couples :

Valeur dej Nombre de couple§, j) aveci < j
2 1
3 2
n—1 n—2
n n—1
Nombre d'aréte§ =1+4+24+3+---+(N—-2)+(N—1)

_n(n-1)
2




L]
A
9
_—
(- 1
(- 1
(=)
L
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Deuxieme démonstratioriout sommet déC,, est de degrén — 1),
donc la somme des degrés vagh — 1).

Cette somme est le double du nombre d’arétes, donc le nombre
R nin—1)

d’arétes vaut ———.

(c) Silon considére maintenant un grapkig orientésimple complet
d’ordren : pour chaque couple de sommets distingt$) il y a
deux arétes (I'une dieversj et l'autre dej versi). Il n'y a pas de
boucle. Autrement dit le graph€;, s’obtient en dédoublant toutes
les arétes dé&,,. Il posseéde donc :

2xnn-1)

> =n(n—1) arétes.

El Applications :
(a) Supposons qu'on ait donné un numéro a chaque équipe (de 1 a 4).
Le graphe des rencontres &5t : un sommet représente une équipe
et une aréte (non orientée) entre les sommetsj (i # ) repré-
sente le match entre les équipes j. Le degré de chaque sommet
donne le nombre de matchs par équipe : c’est 3. Le nombretesaré
donne le nombre de matchs :
44-1)
> =
(b) On associe a chaque membre de la famille un numéro et on le re-
présente par un sommet. On représente un duo par une aréte (no
orientée) reliant le membiieet le membregj. Le graphe des duos
est donckCq2 et le nombre de duos est le nombre d’aréte& g
soit :

6.

12x 11
=
(c) Les échanges de cadeaux sont asymétriques (contrairemment a
duos) donc se représentent par un graphe orienté. Une aréte d
vers j représente le cadeau da j et I'aréte orientée dans l'autre
sens représente le cadeau dé i. On obtient donc un graphe
simple (personne ne se fait de cadeau) orienté completré’d.2i:
ilyal2x 11= 132 arétes. La famille jouera :

20x 132= 2 640€.

66.

© Enoncé ‘

m Longueur de chemins 0. 334
Lycée Saint-Rosaire, Sarcelles

n M ne comporte que des 0 et des 1 car il y a au plus une aréte dliant d
sommei donné a un autrg.
Le sommet C de numéro 3 n’est I'origine d’aucune aréte (aecuéte
ne sort de C) donc la troisieme ligne Mene comportera que des 0.




Recherche de chemins — v. 1.0
26 janvier 2016 — Chapitre 11 page 353 — #361

THEORIE DES GRAPHES (SPECIALITE ES) « CHAP. 11

Mais C est I'extrémité de quatre arétes (d’origine A, B, D eeEpecti-
vement) donc la troisieme colonne comporte quatre 1.

Aucune aréte n'arrive eA donc la premiére colonne ne comporte que
des zéros.

On en déduit I'écriture de la matridd :

0 1

[oNeoNoNoNe)
[cNeoNeoNoNe)
PP, OOPRPF
OO OOrk
OO FrOoOPr o
= O O O

Le nombre de chemins de longueur 2 allant du sommet A au sofBmet
est donné par le coefficient d’indices (1,5) de la mathite

0011[7o0
0010 1 1
M2_]0 000 0 0
0010 0 1
0010 0O
0000 O

Il'y a deux solutions, qu’on peut ici lister : (A,B,E) et (AJD),

On calculeM* (a la calculatrice).

00300
001000
Mé_ [0 00000
“looooo0o0
00000O0O
00000

Le coefficientMi‘,‘j donne le nombre de chemins de longueur 4 allant
du sommet de numérioau sommet de numérp. La somme de tous
ces coefficients donne le nombre total de chemins de longuéains le
graphe.

Il en existe cinqg : trois chemins allant de A a C, un chemin deFRA&i
un cheminde B & C.

On calcule maintenari¥1® et on constate que tous les coefficients de
la matrice sont nuls. Il n’y a donc aucun chemin de longueuartsde
graphe. Par suite, il n’y a aucun chemin de longueur supérigicte-
ment a 6 (puisqu’un chemin de longueuoun > 6 contient nécessai-
rement un sous-chemin de longueur 6).

( COURS

INTERROS

)
LA
=
e
o
=]
o
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E Recherche de chemins R |
Lycée Galilée, Gennevilliers

Nommons B, V, J et R les représentants des partis politiqleag Bert, Jaune
et Rouge respectivement.

Un sous-groupe de personnes restant a un moment donné deSémamot
d’'au plus quatre lettres parmi (B,J,V,R), rangées par aatfreabétique. Les
états impossibles sont JR et BV. L'état initial est BJVR &d¢es quatre sont
au Sénat). L'état final recherché es{(plus personne au Sénat). Le probleme
revient achercher un chemin dans le graphe des états menant de Iétiat i
BJVR a I'état finalz.

Les sommets du graphes sont tous les états possibles ay Sésab-dire
tous les mots sauf JR et BV. Expliquons sur quelques exencplesnent
déterminer les successeurs possibles d’'un état.

BJVR a comme états successeurs possibles : RV, BR, VJ, Bshuymideux
personnes partent nécessairement en voiture et deux eegtest au Sénat.

RV a comme successeurs : BRV, JRV, BJRV,@uUEn effet, si V et R sont
encore au sénat et la voiture a I'Elysée, la voiture doitm@vgour en cher-
cher un : elle peut revenir avec une personne ou deux ; damesriédcas on
revient & I'état initial. Si la voiture est au Sénat, alosdeux partent et c’est
terminé. Cette transition n’est possible que si c’esRla+ 1)¢ car il faut un
nombre impair d’allers et retours.

L'état BRV a comme successeurs B ou V (si deux partent) ou BR\O(sI
un seul part, sachant que B et V ne peuvent rester ensemble).

Enfin, V a pour successeurs : RV, JV, BRV, BJV (selon que lawveitevienne
avec une ou deux personnes, et sachant que B ne peut reverihehV).
L'état final n’est pas accessible, car quand une persontegesle au Sénat,
c’est que d’autres personnes ont été transportées juste; d&aoiture est a
'Elysée.

On obtient le tableau de successeurs suivant :

CORRIGES

Sommet| Sommets successeufs Sommet| Sommets successeurs

BJRV RV, BR, JV, BJ JV BJV ,JRV @

JVR R,V,JV,RV BJ BJV,BJR @

BRV B,V,BR,RV B BJ ,BR, BJV, BRV
BJR R,J,BR,BJ J BJ, JR,BJR,JRV
BJV B,V,JV,BJ R BR, RV, BJR, JRV
RV BRV, JRV , o \% JV, RV, BRY, BJV
BR BRV, BJR ,o

On cherche un chemin dengueur impairecar il doit traduire les aller et
retour de la voiture.
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Une solution est par exemple : /\

(0) | Ausénat| ATIElysée

@) | BIRV Z

@ 1| Rv JB -
3)| BRv J =
(4) Vv BRJ =]
(5) JV BR “
(6) 2 BJRV

.

Remarque il n'est pas nécessaire de dessiner le graphe (qui est egsez
pliqué), car on peut déterminer un chemin en « suivant les bedans le
tableau.

B pistance minimale o et
Lycée Virlogeux, Riom

INTERROS

On peut utiliser I'algorithme de Dijkstra.

\oici une facon de le présenter :

Etape| Taches a effectuer

s

1 * Placer tous les sommets du graphe dansddighe d'un ta-
bleau.

)
LA
=
=
e
=]
o

e Sur la 2 ligne du tableau, écrire le poids 0 sous le point|de
départ A et le poidso sous les autres sommets.

2 * Repérer le sommet X de poids minimal. Commencer une nou-
velle ligne et rayer toutes les cases vides sous X.

3 * Pour chaque sommet Y adjacent a X, calculer la sorprde
poids de X et du poids de I'aréte reliant X a Y. On ne pagse
jamais deux fois sur une aréte.

e Si p est strictement inférieur au poids de Y, inscrppeet X
dans case correspondante de la colonne « Y »;

e Sinon, inscrire le poids de Y.

» Pour les sommets non adjacents a X, compléter la ligne pdr les
poids de la ligne précédente.

4 « S'il reste des sommets non sélectionnés, retourner a é&ap
e Sinon, passer a |'étape 5.

5 e La longueur minimale est le nombre lu sur la derniéere ligne.
On retrouve le chemin en ordre inverse en remontant lesseftr
écrites dans le tableau.
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(V¢ ]
Al
2
(- 4
(- 4 —
(=) A B C D E F G Sommet choisi
(¥
0 00 (o) (o) 00 (o) 00 A
12A | 20A | 9A 00 00 00 D
12A | 17D 00 30D | o B
17D 00 30D | 25B C
00 28C | 24C G
33G | 28C F
31F E

On en conclut que la distance minimale est 31 kilometres.
Le parcours est le suivant : A-D-C-F-E.

... Enoncé

E Recherche de durée minimale | © ot |
Lycée Flora Tristan, Noisy-le-Grand

E} On définit ici le graphe —

dérivant l'ordre des taches.| ASPerges| Ai:eépluchage

On établit une aréte orienté A : cuisson

A — B si la tacheA doit . .-

se déroulern totalité avant As : refroidissement
la tacheB. Pate| Py : pétrissage

Pour tenir compte des
contraintes de durée de
chaque tache, on donne a P3 : 2¢mepoussée
larc A — B un poids
qui correspond a la durée
minimale en unités d’heure Ps : refroidissement
s’écoulant entre le début de
la tache A et le début de la
tacheB. Raisins | T : Trempage
Par exemple, I'épluchage des
asperges prend 15 minutes :
I'aréte A» — Az est pondé-

P, : 1érepoussée

P4 : cuisson

Levain | L : fermentation

R6ti | R : cuisson

rée par 025.
IL,
P, P, P3 Repas !
0,25 3
11
P :
T A1 — A2 — A3
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F] La chaine de poids maximal est (La,APs, P4, Ps, Repas); elle est de /\
poids 8,5. La chaine la plus longue est (k, P3, P4, A2, R, Repas)
mais elle de poids inférieur (8). On en déduit que le tempsrédpara-
tion minimum estau moins de huit heures et demar quelle que soit
la planification des taches il faudra réaliser la séquenc¢aahes corres-
pondant a la chaine de poids maximal.

a Chaque groupe de taches doit étre un sous graphe stableaf&deps
du graphe précédent. Un grou@e précédera un autr@; a condition
gu'’il contienne une tach@; de G précédant une tachie de G, mais
gu'aucune tach@; de G, ne précéde une tacfie de G;. La durée de
réalisation d’'un groupe est la durée maximale de ses técadigure ci-
dessous fournit une solution avec une durée totale minidegheures.

COURS

.

LPhL — (P, T

bl

P;, A

INTERROS

P4 A2 R, A3, P5 —— Repas !
1 0,5 2

Est-ce optimal en terme de temps ? Pourrait-on préparepésen huit
heures et demi ?

La chaine (L, B, Ps, P4, Ps, Repas) de poids maximal de la question 2.
doit figurer dans la solution. La question est de savoir i peut lui

« greffer » les autres taches, sans allonger la chaine. Hosee que
non, car les tachedy et R doivent s'intercaler apreBs. On obtient
nécessairement une solution équivalente en temps de pti&aa celle

de la figure précédente (on peut cependant modifier certeonpgs).

s

)
LA
=
=
e
=]
o

Remarque si I'on accepte de cuire les asperges d’abord, on trouve un
temps de préparation minimal de huit heures et demi.

0,5 3
L,P],Al — PZyT’AZ

T

R,A;,Ps —— Repas!
2

P,

Py

1

La préparation doit donc commencer a 11 h 30.
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E Recherche de distance minimale o

Lycée Jean-Pierre Vernant, Sévres

Bl @ [Sommet] A B C D E F G
Degré 3 4 4 3 4 4 2

D’apres le théoréme d’Euler, puisqu’il y a exactement deam-s
mets de degré impair, on peut réaliser une chaine eulérjelume
Philippe peut parcourir chaque piste cyclable une fois etsgule.

(b) En revanche, d’aprés le méme théoreme, il ne peut revenina so
point de départ, puisque pour avoir un cycle eulérien, it tauiil
n'y ait aucun sommet de degré impair.

E (a) La bonne matrice ne peut étre que N car il existe deux tragets (
moins) de longueur 3 permettant d’aller de G a E : G D B E et
G F C E. Donc il ne peuty avoir un zéro pour le terme de ligne 7 et
de colonne 5, ce qui est le cas dans T.

(b) Philippe a donc effectué un trajet de longueur 3 de F 2 E. Laceat
M3 nous précise qu'il y a 11 trajets possibles : il suffit de liee |
terme de ligne 6 et de colonne 5.

Il nous faut trouver un trajet minimal; on va donc utilisealorithme

de Dijkstra. On réalise le tableau suivant :

L]
A
9
_—
(- 1
(- 1
(=)
L

Sommet| A B C D E F G
Etapel | O 00 00 00 00 00 00
Etape2 | X 7A | 11A | o~ | 13A | o
Etape3 | X X 11A | 23B | 21B | 13A | o0
Etape4 | X X X 23B | 19C | 13A | o~
Etape5 | X X X 23B | 19C | X 31F
Etape 6 | X X X 23B | X X 31F
Etape7 | X X X X X X 28D

D’apreés cet algorithme, et en remontant le tableau, le pasabe temps
minimal entre A et G est A-B-D-G, et il est de durée 28 min.

e ~ E 6
m Graphe probabiliste, état stable °p_ T \
Lycée Gaston Bachelard, Chelles
On modélise le probléme par un graphe probabiliste a dets éta(la voi-
ture se trouve a Lyon) €® (la voiture se trouve a Paris).
En notant_, (resp.P,) I'événement « la voiture se trouve a Lyon (resp. Paris)
a la fin den-ieme semaine », 'énoncé donne les probabilités condigbes
suivantes :
* Pp,(Pn+1) = 0,7, ce que I'on traduit par une boucle sBrpondérée
par0,7;
* PL,(Lh+1) = 0,6 : une boucle suk pondérée par 0,6;
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On en déduit : /\

* Pp,(Lnt1) = 0,3 : une aréte d& versL pondérée par 0,3;
* etPL,(Pn+1) = 0,4 : une aréte dé versP pondérée par 0,4.

n Les sommets étant listés par ordre alphabétique, on oligmaphej
et sa matrice de transitiavl suivants :

COURS

0,6 0,4)

0,6 L ' —
A }\_/ 1 M (0,3 07
0,3
La voiture étant choisie au hasard, on ne sait pas si ellegedra Lyon

.

n
ou a Paris. Mais on connait la loi de probabilité de son liéiain g
300 3 500 5 =

L'état initial du graphe est représenté par la matrice ligge

3 5
Eo=(= -=]).
0(88)

E L'état du grapheE; aprés une transition est défini paEi = Eg x M. ]
L'état du grapheE1g aprés dix transitions est défini par : —
E10= Eg x M10, =
On peut calculeE; manuellement; on calculé;p avec la calculatrice. 8

. 33 47
Onobtient:E;1 = — — ) etEi o= (0,429 Q571).
1 ( 0 80) 10=( Q571)

a Le graphe admet un état stable. Posons :
Es=( p) avec + p=11>0etp>0.

DéterminerEs (par calcul algébrique) équivaut a résoudre les équations
suivantes dan®; x Ry :

(1) Es=Esx M 2 l+p=1.
Calculons le produit matricigks x M en fonction dé et p :

EsxM=( p)x (0’6 0’4) — (0.6 +0,3p 0.41+0.7p).

0,3 07
On traduit I'équation (1) par un systéme d’équations dositdeonnues
sontl etp:
EsxM=Es < (06l +03p 04 +07p)=( p)
{ 0.6l +03p=1I
0,4 +07p=p



v
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Résoudre (1) et (2) équivaut a résoudre le systeme d’'éaqsdingaires :

—0,4 +0,3p=0 _4
P 0,7p = 0,4 P=z
0,4 —03p=0 <—
l+p=1 | - 3
l+p=1 =3
. 3 4
L'état stableEs est :(— —).
7 7

n Les étatsE,, convergent vergs, c'est-a-dire :

lim _4 et lim I, = 8
n—4-o00 pn B ? n—+4-o00 n— ?

En interprétant ces probabilités comme des fréquencesgduitdqu’a
trés long terme le parc automobile se répartira de fagorestatire les
deux agences, environ 42,9 % des voitures étant & Lyon e®bdds
voitures a Paris (& 0,1% prés). Soit, a la voiture prés, 34Binas a

Lyon et 457 a Paris.
T s E ¢
m Graphe probabiliste, état stable \°p_ 5
Lycée Jacques Monod, Clamart
Partie A
n En ordonnant les sommets par (A, B, C), la matrice de tramsitiu
grapheg est :
0 04 06
M=|04 0 06
04 06 O

On obtient donc le graphe suivant :

A
0.4 0.4
0.6 04
0.6
c———>B

0,6




Graphe probabiliste, état stable — v. 1.0
26 janvier 2016 — Chapitre 11 page 361 — #369

THEORIE DES GRAPHES (SPECIALITE ES) « CHAP. 11

E Le premier (jour 0), 200 avions partent de chaque aéropeg.dvions
arrivés au soir du jour 0 a I'aéropoft sont au nombre de :,0 x 200
(venant de B) plus @ x 200 (venant de C), soit 160. Aucun avion ne
reste au sol ; ces 160 avions partent de A le lendemain (jour 1)

Jour| O 1 2
A |[200| 80+80=160 | 80+96=176
B | 200 | 80+ 120=200 | 64+ 144= 208
C | 200 | 120+ 120=240| 96+ 120= 216

El Soitun étatE, quelconque (an by ¢n). Le jour suivantn + 1), les

nombres d’avions partant de chaque aéroport sont définis par

an+1 = 0,4 x b, + 0,4 x ¢

bnt1 = 0,4 x an + 0,6 x Cyy

Ch+1 = 0,6 x ap + 0,6 x by

On obtient le méme résultat en effectuant le produit matrigy x M :

0 04 06
(an bn Cn) X 0,4 0 0,6
04 06 O
= (0,4bn + 0,4cn 0,4a, + 0,6ch  0,6a, + 0,6by)
AinSi, En+1 = En x M.
On reconnait ici une relation de récurrence qui définit urite geomé-
trique ; ainsi,En = Eg x M".
I} Grace la calculatrice
0,286 0341 0373
M= (0,286 Q342 Q373] Eio= (171 204 225.
0,286 Q336 0379
0,286 Q339 Q37
M? = (0,286 0339 Q375 ;  Exp= (171 204 225.
0,286 Q0339 Q375
On conjecture qu’a long terme, le nombre d’avions par joutgua de
chaque aéroport est respectivement 171, 204 et 225.
B On résout le systeme formé par les deux équatibes E x M et
a+b+c=600:
a=0,4b+0,4c
(a b c)=(a b c)xM s b = 0,4a+ 0,6¢
a+b+c=600 c = 0,6a+ 0,6b
a+b+c=600

—10a+4b+4c =0
4a—10b+6c=0
6a-+6b—10c=0
a+b+c=600

[ COURS

INTERROS
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On supprime la troisieme équation qui est redondante (glié/aut a la
somme des deux premiéres). En simplifiant par 2, on obtient :

—5a+2b+2c=0 —5a+2b+2(600—a—h) =
2a—5b+3c=0 <= { 2a—5b+ 3(600—a—h)=
a+b+c=600 c=600—a—b
1200
—7a+1200=0 a=-—-
& | —a-8+1800=0 < 1, _ 1425
c=600—a—b 7
c=225
En arrondissant les valeurs a I'unité, on confirme la conjecprécé-
dente :

E= (171 204 225.

Partie B
On modifie les probabilités du graphe

comme indiqué dans la figure ci-contre.
La somme des poids des arétes issues
d’'un sommet doit étre égale a 1. Il suffit
d’introduire trois inconnuesp, g etr
telles que :

0<p<1l =<qgq=<letO<rc<l
La matrice de transition est alors :

0 p 1- p

M=|g 0 1-— q 1 - q
r1—r 0

On résout I'équation définissant I'état stable avec pouwrincesp, g etr :

0O p 1-p
(200 200 209): (200 200 209) X (q 0 1- q)
r 1-—r 0
2009 + 200 = 200
< { 200p + 200(1 —r) = 200
200(1 — p) + 200(1 — g) = 200

g+r=1 g+r=1 .
= {p+-n=1 = p—r=0<=>{g;q_1
1-p+Q-g=1 p+a=1

Tout triplet(p,q,r) satisfaisant les conditions suivantes est une solution :
O0<p=<1 , 0<qg=<1l , O<r<1 , r=p , g=1-p
Par exemple, on peut choisip:=r = 0,35 etq = 0,65.
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THEORIE DES GRAPHES (SPECIALITE ES) « CHAP. 11

E Exercice de synthése | © i | T

Lycée Jean-Pierre Vernant, Sévres
Partie A
E} Po= (0.8 02)dapreslénonce.

E On note F I'état « favorable a la personnalité » et NF I'étabr favo-
rable & la personnalité ».

Le graphe est alors :

0,3
— A
F NF oo
0,7 “—_
0,1
0,7 03
0,1 09/

COURS

.

a (@) D’aprés I'énoncé et le graphe ci-desshs= (

INTERROS

(b) P2=Pyx M2=(0,448 0552).
I} LétatstableP = (x ) vérifie:P x M = P. Onadonc:

0,7x 4+ 0,1y = x
0,3x = 0,1y
0,3x+09y =y
X+y=1
Xx+y=1 &
y=3x g
= 1 o
X— 2 =]
4 o
1
~ 4
= §
4

L'état stable est donP = (0,25 0,75).

On en déduit qu’au bout d un grand nombre de mois, il y aura 2i£%
personnes favorables & la personnalité et 75 % de persoéfaesrhbles
a la personnalité.

Partie B
E} OnaPni1= Py x M.
Doncapt+1 = 0,7a, + 0,1by. De plus,a, + by = 1.
On adon@p;1 = 0,7a3 + 0,2(1 — ap) = 0,6a, + 0,1.
B @ wni=a41-025
= 0,6a, + 0,1 - 0,25
= 0,6(wn + 0,25) — 0,15

= O,Bwn.
Doncw est une suite géométrique de raison 0,6.
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(b) w étant géométrique, oma, = wo x q", g étant la raison, ici 0,6.
wo = ag — 0,25=0,55.
On a donc, pour tout entier naturelw, = 0,55 x 0,6".
Par conséquent, = wyn + 0,25= 0,25+ 0,55 x 0,6".
(c) 0<0,6<1donc lim 0,6"=0,donc lim a,=0,25.
n—-4-o00 n—-4-o00

CORRIGES

Cela signifie qu’au bout d’'un grand nombre de mois, le pourcen
tage de personnes favorables a la personnalité sera 25%e-On r
trouve le résultat obtenu par la recherche de I'état stable.

(d) an < 251% < 0,25+ 0,55x 0,6" < 0,251
<= 0,55x 0,6" < 0,001

1
e 06" < —
= 550

1
In0,6 <In{ —
<— nin < n(550)
1
In (ﬁ)
In0,6

Ceci est réalisé i, nombre entier, est au moins égal a 13. Il faudra
donc 13 mois pour que la popularité soit inférieure a 25,1 %.

— n> car InQ6 < 0.

364
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Baccalauréat

blanc

La durée de I'épreuve est de trois heures.
Une calculatrice graphique est autorisée.

La qualité des raisonnements et le soin de la rédaction smnéléments impor-
tants pris en compte dans la notation.

Exercice 1 - 4 points * “omin| © foreé |
Pour tous les candidats
A chaque question, trois affirmations sont proposées. Unle séentre elles
est juste.

On portera sur la copie la lettre correspondant a la répamiseate en justi-
fiant cette seule réponse.
El Onposef (x) = x3 — 31x% + 29.
[a] L'équation f (x) = 0 admet deux solutions strictement positives.
[b] L'équation f (x) = 0 admet exactement deux solutions.
[c] La courbe représentative de admet un point d’inflexion pour

x = 10.
In2
F] Lavaleurexacted e +ldxest:
In1
1 1 1 3
@Eé_ie m3—§e @Ee
a La (les) solution(s) de I'équation (4x? — 1) = In(3x + 7) est (sont) :
[a] @
3—- /137 3+ 4137
[b] ;
8 8
344137

PJ Linéquation € > (e**1)2 admet pour ensemble solution :

[@] 12; +oo[ (b] @ [c] {2}
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Pour tous les candidats
Soit f la fonction définie suR par f (x) = (1 — x)e3*.
n Sa représentation graphigde est la suivante :

q Exercice 2 - 5 points * i min © g

Conjecturer I'existence d’un point d’inflexion, et estint@aleur dex
pour laquelle il est atteint.

ﬂ (&) Montrer que la dérivéd’ de f est définie suR par :
f/(x) = (2 - 3x)e¥.
(b) Dresser le tableau de variations &x) et en déduire I'abscisse
exacte du point d’inflexion.
Sur quel intervallef est-elle convexe ?

(c) Dresser le tableau de variations tle

ﬂ Donner I'équation de la tangerifea la courb& s au point d'abscissé.
Que peut-on dire, sans aucun calcul, de la positiod dgar rapport
aT?

n (a) Démontrer que la fonctioR définie suiR par

1 4
F(x) = —e¥ (§X — 5)
est une primitive def .

(b) En déduire I'aire sous la courbe entre les droites d’éqoatie —1
etx =1.
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Exercice 3 - 5 points Ak Casmin © Corigs ‘
Pour les éléves n"ayant pas suivi U'enseignement de spécialité

Un gérant de salle de spectacles constate que, chaque tuenéserve 80 %
des abonnés de I'année précédente, et que, de plus, il &cg0&) nouveaux
abonnés.

En 2010, il avait 10 000 abonnés.

n (@) On appellau, le nombre d’abonnés I'année 203M.
Exprimerun1 en fonction deun,.

(b) Conjecturer a I'aide de la calculatrice la limite de la suitg).

E (&) On appellgvy) la suite définie pav, = up, — 5 000.
Montrer que(vy) est une suite géométrique.

(b) Donner la limite de la suitévy), puis celle de la suitéup).

a (@) A partir de quelle année le nombre d’abonnés sera-t-il ieféra
8 0007

(b) Peut-il devenir inférieur a 5 000 ?

Exercice 3 - 5 points Ak eomin © Coris ‘
Pour les éléves ayant suivi Uenseignement de spécialité

M. et M™e Martin, qui habitent une grande ville, aiment beaucoup geya
lls prévoient pour I'été, soit de partir a I'étranger, sait dsiter une région
en France.

S'ils sont restés en France une année donnée, la probahilité partent &
I'étranger 'année suivante est de 0,4.

Par contre, s'ils sont partis a I'étranger une année dotmpegbabilité qu’ils
retournent a I'étranger I'année suivante est de 0,7.

En été 2012, ce couple est parti a I'étranger.

Pour tout entier naturei, on noteP, la matrice ligne(a, by) traduisant
I'état probabiliste 'anné&2012+ n), ou a, désigne la probabilité que ce
couple soit resté en France 'ann@®12+ n) et b, la probabilité que ce
couple soit parti a I'étranger 'anné2012+ n).

Partie A
n () Traduire les données par un graphe probabiliste dont lesngbsn

seront noté§ et E (F pour France eE pour étranger).

(b) En déduire la matrice de transition en prenant tout d’alfoplis
E pour I'ordre des sommets. On notdvlacette matrice.

E (@) DonnerPy, I'état probabiliste initial, I'année 2012.
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(b) On donne les résultats suivants :

v2_ (048 052\ .3 (0444 0556
=\039 061)'™ ~\0417 a583)°

M4 — 0,4332 05668
—\0,4251 Q5749)°

En choisissant la bonne matrice, calcufer En déduire la probabi-
lité que ce couple parte alI'étranger en 2005 donnera le résultat
sous forme décimale arrondie au centiéme)

a Soit P la matrice ligne(x y) donnant I'état stable oxi ety sont deux
réels positifs tels que + y = 1.
Déterminer I'état stable puis interpréter le résultat.

Partie B

n Montrer que pour tout entier natunebn a :an+1 = 0,3a, + 0,3.

. 3
F1 Pour tout entier naturel, on poseu, = a, — =

(&) Montrer que la suitg€u,) est une suite géométrique dont on préci-
sera la raison et le premier terme.

(b) En déduire I'expression da,, puis celle dea, en fonction den.

(c) Déterminer la limite de la suitéy,) lorsquen tend verst-oo. Que
retrouve-t-on?

Exercice 4 - 6 points *okbomin © Core
Pour tous les candidats

Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.
Une usine fabrique des tubes en polyéthyléne pour le clgaiffgéother-
mique.

On s'intéresse a trois types de tubes appelés tubes de tyydees, de type 2
et tubes de type 3.

Partie A : loi normale

Un tube de type 1 est accepté au contrdle si son épaisselmeptise entre
1,35 millimetres et 1,65 millimétres.

n On désigne paK la variable aléatoire qui, a chaque tube de type 1 pré-
levé au hasard dans la production d’une journée associepsosseur
exprimée en millimétre.

On suppose que la variable aléatoXesuit la loi normale d’espérance
1,5 et d’écart-type 0,07.
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Calculer la probabilité qu'un tube de type 1 prélevé au lthdans la
production de la journée soit accepté au contréle. On derleeésultat
arrondi a 102

E L'entreprise désire améliorer la qualité de la producties tlbes de
type 1 : Il est envisagé pour cela de modifier le réglage desimes
produisant ces tubes .
On note X3 la variable aléatoire qui, a chaque tube de type 1, prélevé
dans la production future, associera son épaisseur. Oroseppe la
variable aléatoireXy suit une loi normale d’espérance 1,5 et d’écart-type
o1.
Déterminer pour que la probabilité qu’un tube de type 1 prélevé au ha-
sard dans la production future soit accepté au controleéégait a 0,99.
On donnera le résultat arrondi a0

Partie B : loi binomiale

On considére un lot de tubes de type 2.

On noteE I'événement : « un tube prélevé au hasard dans ce lot de tebes d
type 2 est défectueux ». On suppose §i&) = 0,02.

On préléve au hasard 20 tubes de type 2 dans ce lot pour véoifica

Le lot est assez important pour que I'on puisse assimileré@yement de
20 tubes de type 2 a un tirage avec remise.

On considére la variable aléatoivg qui, a tout prélevement de 20 tubes de

type 2, associe le nombre de tubes défectueux de ce prélateme

n Justifier que la variable aléatoi¥g suit une loi binomiale dont on don-
nera les parametres.

E Calculer la probabilité que, dans un tel préléevement, as piutube soit
défectueux.
On donnera le résultat arrondi a0

Partie C

Un client a commandé 300 tubes de type 3, dont la longueurétigitthéo-

riqguement 300 mm. On notg la variable aléatoire qui donne la longueur

d’'un tube de type 3. On sait qu# suit la loi normale d’espérance 300 et

d’écart-type 1. Un tube est utilisable si sa longueur estprisa entre 298 et

302.

n Donner, en justifiant sans utiliser la calculatrice, la @gibté qu’un
tube soit utilisable.

E Donner l'intervallel de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la
proportion de tubes de type 3 utilisables dans les 300 |lawédient.

a Le client constate que 275 tubes sur les 300 ont une longoeuprise
entre 298 et 302. Doit-il se plaindre auprées du fournisseur ?
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Pour tous les candidats
EJ Réponsefa] . f/(x) = 3x% — 62x = X(3x — 62).

La dérivée s’annule donc pour= 0 et pourx = 3

q Exercice 1- 4 points ‘ €>;n3°6rgcé ‘

On obtient donc le tableau de variations suivant :

X o0 6—2 +OO
3
f'(x) + 0 - 0 T
29
f(x)
(%)
62
£(0) = 29 i (3) ~ 4384
f(—10) = —4 071 f (40) = 14 429.

. 62 . L .
Sur lintervalle [0O; 3| f est strictement décroissante et continue,

62
0 appartient a| f 3 ; £(0)|, donc d’aprés le théoréme des valeurs

intermédiaires appliqué aux fonctions strictement momesol’équation
f (x) = 0 admet une unique solution sur cet intervalle. Il en est daené

62 . . . .
sur 3 ;40| ou f est strictement croissante. Ensuifgx) est stricte-

ment positive.
Donc I'équationf (x) = 0 admet deux solutions strictement positives.

Remarques

Cette équation admet aussi une solution négative dah; O[ puisque
f(—10) < 0.

La courbe représentative admet également un point d’imilexiuisque
la dérivée seconde e$t'(x) = 6x — 62, mais ce n'est pas poxr= 10.

El Réponse[c] .
/In2e2x+1dx _ [}e2x+1]ln2 _Lomznn_1omin
In1 2 In1 2 2
= %eln(zz) X €e— %eZInl x e
= % Xx4xe— %e
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a Réponse[c] . Léquation n’'a de sens que s<3—1 > O etsi X+7 > 0,

. o1
donc finalement sx > >

1
Dans I'intervalle} > : +oo[ :

IN(@x%°—1) = In(3X+7) <= 4x°—1=3x+7 < 4x>°—3x—8=0.

A = 137.
. 3—137 34 4/137 )

Les racines sontdonq = — 8 etxo = — 5 Mais seulx
1 3+ /137

appartient % > ; +oo[, doncS = { +T }

I} Réponsefal.Ona:

e > (e’<+1)2 = 33X >2X+1) < x>2

q Exercice 2 - 5 points ‘ €>;n3°6rzcé ‘

Pour tous les candidats

n Il semblerait qu’il y ait un point d’inflexion pour une valedex voisine
de Q5.

Bl @ f'(x)=-e*+(1-x) x3e%=e*-1+3-3x)=e*2-23x).

(b) f7(x) =362 — 3x) + €*X(—3) = e*X(—9x + 3).
On obtient donc pouf’(x) le tableau de variations suivant :

X | —o0 1 +00
f7(x) + 0 -
e
/(%)
/! N\

L 1 .
f’ change de sens de variation poue 3’ qui est donc I'abscisse
du point d'inflexion. La fonction est convexe quarid est crois-

. 1
sante, soit suf—oo; —}.

(©)

+00

x
I
3
Oflwin

2
N+
v
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—ex+1e
= 3¢

1. . . .
Pourx = 3 il y a un point d’inflexion.

. 1
La fonction est convexe sn.]r—oo; 3 [ donc au-dessus de la tangente,

et concave su],—3 ; —|—oo|: donc au-dessous de cette tangente.

n Ona:
iy} — X} f’ SXE
F'(x)= 3e (3x 9) e (3)

4 1

3X
= —¢ —_ = —
(x 3+3)

= —eXx-1)
= f(x).
DoncF est bien une primitive dé .
D’apres la courbef est positive suf—1; 1].
Donc pour calculer I'aire sous la courbe, il suffit de calcule

1
f f(x)dx = F(1) — F(=1)
=il

o) ()

~ 2,193

@ METHODE

Il faut toujours vérifier que le résultat trouvé est compatévec la courbe,
surtout si celle-ci est donnée : ici, il est évident que Eadlemandée est
proche de 2, compte tenu des quadrillages.
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q Exercice 3 - 5 points | N |
Pour les éleves n"ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
E} (@ uny1=0,8un+1000.
(b) 1l semblerait que cette suite tende vers 5 000.
Fl @ Ona:
Un+1 = Upy1 — 5000
= 0,8up + 1000— 5 000

= 0,8un, —4 000
— 0.8(Uy, — 5 000)
= O,8Un.

Donc(vn) estla suite géomeétrique de raisaB @t de premier terme
vp = Up — 5 000= 10 000— 5 000= 5 000.

(b) Ona:vy, =5000x 0,8".
La raison de la suit&v,) est strictement comprise entre 0 et 1,

donc:
lim 0,8"=0 et lim vy =0.
n—+o00 N—+00
Un = vp + 5 000. Donc  lim u, = 5000, ce qui confirme la
n—-+o00
conjecture.
E @ ona:

Un < 8 000 < 5000x 0,8" +5000< 8 000
<= 5000x 0,8" < 3000
< 08" <0,6
<= niIn0,8 < In0,6

In0,6

In0,8"

— n>

A ATTENTION

A la derniére étape, on divise par IrBqui est négatif.

Doncup < 5000 poum > 2, donc a partir da = 3, soit a partir
de 2013.

(b) On sait que la suitéun) a pour limite 5000.
De plus,up, — 5000= 5 000x 0,8", qui est toujours un nombre
positif, doncup ne sera jamais inférieur a 5 000.
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q Exercice 3 - 5 points \ Q;";é';cé ‘

Pour les éleves ayant suivi Uenseignement de spécialité
Partie A

(1 G
O6C@ @307

F estl'état 1 efE est |'état 2.
(b) Le terme a l'intersection de et ligne et de laj¢ colonne est la

probabilité de passer de I'étiad I'état | .
0,3 0,7/
Fl (a) En 2012, le couple est parti a l'étranger, ddte= (0 1).
(b) Ps=PM = PiM? = PpM3.
Par conséquers = (0 1)(

La matrice de transition est dondt = (0’6 0’4>

0,444 Q556\
0.417 0583) = (02 0RE)
La probabilité que M et Mme Martin passent leurs vacancestiaah-

ger en 2015, qui est I'année 2012+3 est dos&x80

a P est I'état stable si et seulementBM = P etx +y = 1, ce qui
équivaut aux systemes :

3

x+y=1 X =—
X =1

0,6x+0,3y=x <<= +y [

0,3y = 0,4x 4

0,4x+ 0,7y =y y=?

Au bout de nombreuses années, la probabilité que M. et MméiMar
3 4
passent leurs vacances en France;eesta I'étranger esi;.

Partie B

n Py = (an 1— ap) alorsap+1 = 0,6a, + 0,3(1 — an). On trouve
donc bienap;1 = 0,3a, + 0,3.

Fl @ Ona:

3 3 3 3
u = —==0,3 0,3—==0,3(u = )]+0,3—= = 0,3up.
n+1 = an+1 7 ,9an+0, 7 b (n+7)+ 93 ,oUn

La suite(uy) est donc la suite géométrique de raisoB 6t de pre-
3 3

miertermeug =ag— = = ——.
V=t =g

(b) up= —g x (0,3)" et donca, = up + g — —g x (0,3)" +

S
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(c) Comme 0< 0,3 < 1, la limite de Q3" est égale a 0, don@y)

3
converge vers..

On retrouve la probabilité que le couple a de passer ses c@gan
en France aprés de nombreuses années.

Exercice 4 - 6 points © ;naoﬁrécé
Pour tous les candidats
Partie A

F} Ona:P(1,35< X < 1,65 ~ 0,97.

. . . X-15 . . ,
Fl siXisuitlaloiN(1,5;02),Z = suit la loi normale centrée
o1

réduite. On a:
P(1,35 < X < 1,65) = 0,99

1,35—-15 1,65—-15
:)P(i <Z<7)=O,99

o1 o1
«— 2P (Z < 0’15> —1=0,99
01
— P (Z < 0’15) = 1’99.
o1 2

0,15
La calculatrice nous donne doré— ~ 2,5758 et doner; ~ 0,06.
o1

Partie B

n Les prélevements étant considérés comme indépendant®peiition
20 fois d'une expérience de Bernoulli, doicsuit la loi binomiale de
parameétres 20 et 02.

Fl ona:

PY1<1)=PM1=0+P(V1=1
= 0,98%° 4 20 x 0,02 x 0,989
(on utilise ici la formule donnanP(X = k) pour X suivant une loi

binomiale).
On obtientP (Y1 < 1) ~ 0,94.

Partie C

n L'intervalle [298; 302] correspond &u — 20 ; u + 20]. On sait donc
que la probabilité qu& appartienne a cet intervalle est envirgf®.

El ona:l ~[0,925; 0,975
275 . . .
a On a :— ~ 0,92. Cette valeur n'appartient pad adonc le client a

300 . .
toutes les raisons de se plaindre.
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