Suite convergente — v. 1.0
19 octobre 2023 — Chapitre 5 page 172 —  #180

m Suite convergente e |
Lycée de Emperi, Salon-de-Provence

CORRIGES

n Considérons la fonction définie pour tout réel x positif par :
fx)=Inkx+1) —x.
La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition et, pour tout
réel x positif,
1 X
‘D =———1=— :
F® x+1 14 x

La fonction f” est donc négative sur [0 ; +o00[, donc la fonction f est dé-
croissante sur son ensemble de définition. Elle admet ainsi un maximum
en 0 et, pour tout réel x positif,on a: f(x) < f(0), soit f(x) <O0.

Il en résulte que, pour tout réel x positif, In (1 + x) < x.

@ METHODE

Pour prouver une inégalit¢ du type f(x) < g(x), on étudie
la fonction d(x) = f(x) — g(x), et son tableau de variation
permettra d’en déterminer le signe.

H Par hypothese, v, = Inu,,.

On remplace alors u, par I’expression obtenue a la premiere question :
v =In [+ D +R)(1+F) - (18],

Comme 0 < k < 1, tous les facteurs du produit sont strictement positifs,
donc, en appliquant les propriétés de la fonction logarithme,

vp =In(1+4k) +In(1+k%) + - +In(1+£"1).
Comme 0 < k < 1, on peut appliquer I’inégalité démontrée dans la
question précédente a chacun des termes de la somme :
In(1+k) <k
In (14+4%) <k2
On additionne ensuite membre a membre les n — 1 inégalités ainsi obte-
nues :
vp Sk+R2 K34 k"L

On reconnait dans le second membre de I’inégalité la somme des n — 1
premiers termes de la suite géométrique de raison k et de premier terme
k. On peut alors écrire, comme 0 < k < 1 :

1— k!
<k - L b

we(r55) - (752):
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